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1. Einfithrung in die Statistik

1.0.1. Beispiel:

n u.a. Messungen (z.B. Gewicht eines Goldbarrens), aus denen Riickschliisse auf den ,,wahren* Wert
gezogen werden sollen.

Annahme: die Ergebnisse X1,..., X, seien normalverteilt .4 (m,o?) mit bekannter Varianz o?
_(zfm)2
und unbekanntem Mittelwert m (d.h. X; haben Dichte \/217T_Je 207 ).
Wir beobachten x1,...,x,.
Punktschitzer:

Konfidenzintervall: P, ;o) [{[M(X) —e(X),M(X) +e(X)]o2m}] >1-a VmeR

2

(0Zi+m)=m+%(Zy+ ...+ Zy) ~ N (m, %)
1

|
=1
Xi =
1 7

Beobachtung: M (X) =

S

n n

(2

Vm . P(m702) { MX*\/)F_TR

| ={M(X)—Fra<m<M(X)+ Fa} |

ga} = 28(a) — 1

Testen von Hypothesen: z.B.: Sprechen die Beobachtungen fiir m < mg?

Regel: Ist M (X) < ¢ entscheide fiir Nullhypothese ,,m < mg*
Ist jedoch M (X) > ¢ entscheide fiir Alternative ,,mm > mg“

Verlange: P, 52)[M(X) > c] < a Vm < mg (Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art klein)

und P, ,2)[M(X) > | = moglichst grol Vm > mg (Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
2. Art klein)

Vorschlag: ¢ so, dass P, ,2)[M(X) > ] = P[Z > =] =«

1.1. Definition und Sprechweise: statistisches Modell

Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X,.7,Py : 9 € ©), wo (X,.#) ein messbarer Raum (d.h.
F C P(X) ist eine o-Algebra) und Py auf (X, .%) fiir ¥ € © ein Wahrscheinlichkeitsma$ ist, wobei
die Indexmenge © nicht einpunktig ist.



1.2. Definition und Sprechweise: parametrisches Modell

Das Modell heifit parametrisch, wenn C RY und einparametrisch, wenn © C R, diskret, wenn X
abzéhlbar, stetig, wenn X C RF (messbar) und jedes Py eine Dichte fy bzgl. des Lebesgue-Maf
besitzt.

Ein Modell heifit Standardmodell, falls es diskret oder stetig ist.

1.2.1. Bemerkung: Uniforme Verteilung auf einer Cantormenge

o0
Wihle (X,,)p, i.1.d. ~ Ber(%), S = > 2X,-37", die Verteilung von S ist weder diskret noch besitzt
n=1

sie eine Dichte bzgl. des Lebesgue-Mafes.

1.3. Definition: Produktmodell zu (X',.% Py : 9 € O):

Ein Produktmodell ist ein statistisches Modell der Form (X", #™, P?” 10 € 0).

1.4. Definiton: Statistik

(i) Eine Zufallsgrofie von (X, .#) nach (X,.7) heifit eine Statistik.

(ii)) 7 : ©® — X, 7(¢¥) ist eine Kenngrofe oder ein ,Parametermerkmal“, T : X — X (messbar)
heifit ein Schétzer (fir 7).

1.5. Beispiel: ,, Taxiproblem*, Schatzung des Wertebereichs:

Angenommen alle Taxis einer Stadt sind mit den Nummern 1,..., N durchnummeriert und man
beobachtet die Nummern x4, ..., z, mit n << N und den x; paarweise verschieden. Was wére dann
ein guter Schétzer fiir N7

Wir modellieren kontinuierlich: Unter Py sind X3, ..., X, unabhéngig, uniform verteilt auf [0, ¥].
Wir betrachten folgende Schétzer fiir 9:

1 n
Tn = 2— XZ‘,
(z) - ;
To(z) = max{Xi,...,X,},
T'(z) = Tp(x)+ min{ay,..., 2z}

Es gilt
2 n
Ey[T,] = — Ey[X;] = v,
9[Tn] n; o[ Xi] =7

9
—~ 1 nt"—1

Ey[T,] = /75' g Lo, (t)dt

0

n
n+1




Eﬁ[T;L] = Eﬁ[Tn]-l- Eﬁ[min{Xl,...,Xn}]
=Ey[ min{¥ — X1,...,9 - X,} ]

Y4+min{—X1,..., —Xn}=9+max{Xq,..., Xn}
= D 99— _9=49.
n+1 n—+1
Und die Varianz?
4
Vary(T,) = —5n Vary(X;)
N N et
_ 92
=1z
192

Vary(T,,) = E[T, |- Eﬂ[Tn]z

1.5.1. Bemerkung:

n+1—~

T = T, hat

EyT,; =9
mit 92
Vary(T,) = Py P
Ubungsaufgabe: Varianz von T " berechnen.

Wir hétten gerne, dass
Ey[(T — 9)%] = klein, glm fiir alle ¢,

d.h. der erwartete quadratische Fehler sollte moglichst (gleichmiflig) klein sein.

n—1

Py[T, < d = (g)" d.h. T, hat die Dichte %ﬂ[w (t)






2. Das Maximume-Likelihood-Prinzip:

2.0.2. Beispiel: Qualitdtskontrolle

Es sind N Orangen angeliefert worden, darunter 9 viele faul. Wir nehmen eine Stichprobe von n
Orangen, von denen x faul sind.

O (=)
G

©=1{0,1,...,N}, py(z) =

fiir welche(s) o ist py(z) maximal?

Betrachte:
po@) () 9 (N-9Y+1l-n+u)
po—i(z)  (THNIH) -z (N-0+1) 21 = In<(N+1)z,

demnach ist T'(z) = [ (N+1)] (ein) Maximum-Likelihood-Schétzer fiir ©. (Der Maximum-Likelihood-
Schitzer ist hier eindeutig, es sei denn 7 (N +1) € N, dann sind (N + 1) und £ (N + 1) — 1 beides
ML-Schétzer.)

2.1. Definition: Likelihood-Funktion

Sei A4 = (X,.7,Py : 19 € O) ein statistisches Standardmodell. Die Funktion
p: X x0 — Ry,

wobei x — p(x,1) die Dichte von Py beziiglich des Referenzmafles ist, heifit Likelihood-Funktion.
Wir schreiben auch p(z,9) = py(x) = pz(¥). Ein Schitzer T : X — © heifit (ein) Maximum-
Likelihood-Schiitzer (MLE!), wenn

plx, T(z)) = max p(z,¥) VxeX.

2.1.1. Beispiele:

Erfolgwahrscheinlichkeit beim Miinzwurf (Schétzen des Erfolgsparameters einer Binomialvertei-
lung): Wir werfen eine Miinze n mal und zihlen die Anzahl Erfolge. Statistisches Modell:

({0,...,n},P({0,...,n}), Bin(n,? : 9 :€ [0,1))).

Beobachte = Erfolge:
pz(0) = (Z) (1 — )" % ist maximal <=

IMLE=%“maximum likelihood estimator”, wird haufig mit 5ML bezeichnet



d d n T !
%logpx(vﬂ) %(log(<x>)—i—wlogﬁ—i—(n—x)log(l—79)) =3 1y =0

<= ¥ =7, alsoist T'(x) = = der ML-Schitzer fiir ¢

2.1.2. Beispiel: Uniforme Verteilung auf [0, V]
x1,...,X, unter Py i.i.d., ~ unif([0,9]).

1

p(z,9) = 9

n L falls zq,...,2, €0
]l[o’ﬂ}(x),p(g ((wl,...,xn),ﬂ) = {19
0 sonst

Also ist max{Xj,..., X, } der Maximum-Likelihood-Schitzer.

2.1.3. Beispiel: Normales Modell
Sei ¥ := (m,v) € (—00,00) x (0,00). Py = Ay, 1
1 _@m?

p(ac,ﬁ) = ——¢€ v
2mv

n Beobachtungen: (Qy = P$"),

V2mu 2v

i=1
Gesucht: ML-Schétzer fiir ¥ = (m,v), basierend auf den Beobachtungen Xi,..., X,:

n 1 <
log p%"((X1,...,Xn),0) = —Elog2ﬂv—%Z(Xi—m)2
i=1

Beobachtung: Steiner’scher Verschiebungssatz (siehe auch Abbildung 2.1)
Sei M(x) = M(z1,...,2z,) := 2 3" | z; der empirische Mittelwert der z;. Es gilt fiir jedes m € R:

%Z(ml —m)? == Z (zi — M(X))2 + (M (x) — m)z,

denn die rechte Seite ist gleich

e o 1 — ) 2 2y _ 1 2 2
e T V(S L S V) M(x)2 — 2M = - a?-2m .
pa x; (x)nFlajj—l— (x) —|—( (x) (x)m+m) - x5 (x)m +m

Zur Wahl von v:

n

= %_ﬁ Y (Xi-M(X))? < v= %Z(Xi_M(X))27
i=1 =1

0= % (—g log(27rv)) —% Z(Xi—M(X))2

i=1

d.h. empirischer Mittelwert und empirische Varianz sind die ML-Schétzer im normalen Produkt-
modell.



M(x1,22) p=======-=-> ~

(z1,22)

M(:L’l, 1'2)

Abbildung 2.1.: Unter allen Punkten auf der Diagonalen ((1,1,...,1)) hat (M(x), M (x), ..., M(x))
den kleinsten euklidischen Abstand von (z1,...,z,).

2.2. Sprechweisen: Erwartungstreu, Mittlerer quadratischer Fehler,
Bias

Sei T' ein Schétzer fiir ein reelles Parametermerkmal 7(¢). T heifit erwartungstreu, wenn Ey[T] =
7(9),By(T) = Ey[T] — 7(9) heiBt Bias (Verzerrung).
Mittlerer quadratischer Fehler: Fy(T) = Ey[(T — 7(09))?] = Vary(T) + By(T)?.

2.3. Satz: Erwartungstreue Schatzer fiir Varianz und Mittelwert

Betrachte ein Produktmodell (R™, Z%"(R), Q?" ;9 € 0) (d.h. seien Xq,...,X, i.id. gem Qy, ¥ €

©), wo Qg Mittelwert m(d) = [ * Qy(dz) und Varianz v(d) = [(z — m(d)?) Qy(dz) hat.
R

12 1 2
M := — > X; ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir m(J) und V* := . S (X; — M)? ist ein
=1 n—1i=1

erwartungstreuer Schitzer fiir v(1}).




Beweis:

Ey[M] = m(9) (Linearitét fiir den Erwartungswert),

1 n
Vo= =) (Xi— M)
n;( )

1 n
Ey[V] = EzEﬁ[(Xi—M)ﬂ
=1
n—1 1<
= Vary(X; — M) = Vary(— Xl—;ZX,-)
=2
n—1\? n-1
= < - > + — Vary(X7)
n—1
= — v(19).

2.3.1. Definition und Beobachtung: Konsistenz

Man nennt eine Folge von Schétzern T,, fiir 7(¢)) konsistent, wenn
Py[|T, — 7(9)| >¢] = 0 Ve > 0,V0.

3

Sei Py = Q§", M, =2

n
1=

X;, Vi = L S (X; — M)2. Es gilt mit dem Schwachen GGZ:
1 i=1

Py[|M, —m(9)] >e] "=°0 Ve >0,V0

und
Pyl|V: —v(9)| > ] "=°0 Ve> 0,

(Ubung, benutze schwGGZ), d.h. im Produktmodell ist (M, )nen konsistent fiir m(9), (V;¥)nen
(und ebenso (V;,)nen) konsistent fiir v(1}).
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3. Exponentielle Familien, Fisher-Information
und beste Schatzer:

Ein erwartungstreuer Schétzer T fiir ein reelles Parametermerkmal 7(1) heiit varianzminimierend
(,gleichmiiBig bester Schitzer®, UMVU!-estimator), falls

Vary(T) < Vary(S) Vi € ©,V anderen erwartungstreuen Schitzer S.

3.1. Definition: regular

Fin einparametriges Standardmodell heifit requldr, falls

(i) © C R offenes Intervall,

(i) p(x, ) ist strikt positiv auf X x O, fiir jedes x ist ¥ — p(z, V) stetig diffbar,

dp(z,9)
(i) Uy(x) := dd19 log p(x, ) ( p(ii?)) erfiillt Vary(Uy) € (0,00) (Uy heifit die Scorefunktion)
undesglltfdﬁpxﬁ :%f (z,9)dx (= 0).
X

3.1.1. Bemerkung:

d d
X

X

3.2. Definition: Fisher-Information

I(¥) := Vary(Uy) heiBt Fisher-Information.

3.2.1. Bemerkung:
(i) Wenn I(¢) = 0 auf einem Teilintervall ©; C ©, so ist p(x, ) = p(x,d’) fiir 9,9 € O1.

(ii) A ein reguléres Standardmodell mit Fisher-Information I(¢), dann ist das n-fache

Produktmodell ebenfalls ein regulidres Standardmodell mit Fisher-Information
I%"(9) = n - I1(9).

(Denn p®"((z1,...,2,),9) = ﬁ p(x;,9),

=1
Ugm(wl’ cey X)) = é %logp(wi,ﬁ),
Vary(U3™) = Z Vary(Uy(X;)) =n - 1(9).)

=1

'UMVU = uniformly minimum variance unbiased

11



3.3. Definition: reguldrer Schatzer

Ein Schitzer T heiit reguldr, wenn fiir alle ¢ € © gilt: (% T(z)p(z,¥)dx = fT(w)%p(x,z?)dx.

=Ey[T]

3.4. Satz: Cramér-Rao-Schranke

Sei . ein regulires Standardmodell, 7 : © — R ein stetig differenzierbares Parametermerkmal, T
ein regulérer, erwartungstreuer Schitzer fir 7 (d.h. Ey[T] = 7(9)).
Dann gilt (Cramér-Rao-Schranke):

d.h. wenn die Likelihood-Funktion die Form p(x,9) = h(z) exp(a(9)T(z) — b(¢¥})) hat. Hierbei ist
a: O — R eine Stammfunktion von %, h: X — (0,00) meBbar, b(9) = log [ e T@ h(z)dz

Beweis:

Covy(T,Uy) = Ey[T-Us] — Ey[T] - Ey[Uy]

=0
= /T(aj)c%l log p(x,9) - p(z,v)dx

= /T(a:)diﬁp(aj,ﬂ)dx
= %/T(m)p(w,ﬁ)dw
d

= @Eﬂ [T]

= ()

—

Sei ¢(9) = T,,((g) . Es gilt

/ 2
(%) 0 < Varyg(T—c(9)Uyg) = Varg(T)+c(1)? - Varg(Ug) —2 c(9) - Covy(T, Uy) = Vary(T)— (T[((Z)))
_r/(9)? _ ()2
1(9) I(9)

was die Ungleichung in (%) beweist. Fiir Gleichheit in (%), und damit in (x), (fiir ein 9) muss
T — c¢(¥)Uy Py-f.s. konstant (und somit gleich seinem Erwartungswert 7(¢#)) sein, d.h.

{z:T(x) — c(9)Uy(x) # 7(¥)} hat Mafl 0 unter Py,

12



da ¢(9), Uy, 7(¥) als Funktion von 1 stetig sind:
w{z : T(x) — c(9)Uy(z) # 7(¥) fiir ein 9 € O}) =0

Also: Gleichheit in (x%) <=

1o p(e.0) = V() = LT,
U 9
log p(z,9) = log p(x,dg) + T(x) - /—f/((?) do —/ 7{,((?) 7(o)do
Yo Yo
=a(¥)—a(Vo)

3.4.1. Beispiele:

(i) Binomialverteilung: Py = Bin,, »,9 € (0,1). Dann ist

pla,9) = (Z)ﬁr(l )T = <”> exp | L nlog(—2—) +nlog(1 — 9)

T n 1—-9
~ —b(9)

(ii) Poissonverteilung: Py = Pois(?), ¥ € (0, 00):

T(z) =a(®) )
PN

p(x,vﬁ‘):e_ﬁﬁ—': i' e T logd— 9
x! x!

~

=h(x)

3.5. Definition: Cramér-Rao-effizient

Ein Schitzer, der die Gleichheit in der Cramér-Rao-Ungleichung (Schranke) realisiert, heifit
Cramér-Rao-effizient.

3.6. Definition: exponentielles Modell

Ein einparametriges statistisches Standardmodell .Z = (X,.%,Py : ¥ € O) (mit © C R offenes
Intervall) heifit ezponentielles Modell bzgl. der Statistik 7 : X — R, wenn die Likelihood-Funktion
von der Form

pla,9) = h(z) - exp(a(?) - T(x) - b(V))

mit einer stetig differenzierbaren Funktion a : © — R mit @’ # 0 und h : X — R, mefbar.?
(Py)yeco heilit ,exponentielle Familie*.
(Wir nehmen an, dass 7" nicht fast {iberall konstant ist.)

*Wobei b(¥9) = log [ h(z)e®?T®dz die Normierungsfunktion ist.
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3.6.1. Bemerkung:

Das Produktmodell .#Z®" eines exponentiellen Modells .# bzgl. der Statistik 7' ist ebenfalls ein
exponentielles Modell, und die zugrundeliegende Statistik ist

1 n
To(z1,...,xn) = - ZT(zi),
=1
denn

P (w1, ..y mp),0) = Hp(xi,vﬂ) = Hh(m,) exp (na(ﬁ) . % . Z(T(ac,)) - nb(ﬁ)) .

i=1 =1

3.7. Satz iiber die ,, Gutartigkeit” von exponentiellen Modellen
Sei . ein exponentielles Modell, dann gilt:
(i) b ist stetig differenzierbar auf ¥ mit b/(9) = o' (9)Ey[T].

(ii) Jede Statistik S : X — R, deren Erwartungswert fiir jedes ¥ € O existiert, ist regulér.
Insbesondere sind .# und T regulér und 7(¢9) := Ey[T] ist stetig differenzierbar mit
7' () = d/(9) - Vary(T) > 0.

(iii) I(9) = a'(9)7'(9)

Beweis:

Wir nehmen o.E. an, dass a(d) = 9, ansonsten parametrisieren wir um und verwenden die
Kettenregel.

(i) Sei S eine Statistik, deren Erwartungswert Eg[S] = [ S(z)h(2)e?T@=0) dz fiir jedes ¥
X
existiert (und endlich 1st)

Es sei weiter ug(9) := = [ S(z)h(z)e’T@dz.
Wenn ¢ so klein, dass 19 :I:t € @ dann

\t\k k 0T (z)
|T(z)|"e dz

k
i /Z ‘t‘ ’T(x)‘keﬁT(x)dx

- / 1) () T@HIT@] 4

IN

/‘S(fﬂ)‘h(%)e(ﬂ-i-t)T(x)dx—i—/‘S(x)‘h(w)e(ﬁ—t)T(x)dx

<oo <00
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Insbesondere: ST* € .£1(Py) V4 und
/S ) e’ (@) dz konvergiert absolut zu /S (2)ePTIT@) Az = ug(9 +t)

Also: ¥ — ug(¥?) ist analytisch, darf unter dem Integral abgeleitet werden.

ul(9) = /S IT@) qg;
= VEy[ST]

und mit der speziellen Wahl S =1

wy(9) = BT, uf(9) = "B [T?] mit

V) = di? loguy () = 123; Ey[T] =: 7(9) , d.h. (i) gilt und

/ _ / ul(ﬁ) _ ul(ﬁ) 2 _ 21 2 _ ar
P0) = )= S - (UU) — Byr? - (B[] = Vara(T).

(ii) Betrachte nun fiir eine allgemeine Statistik S:

d d
wEelsl = (w( us(9))
= (us(¥)) — ug (V' (9))e~"")
= Ey[ST] — Ey[S]Ey[T] = Covy(S,T)
i Covy(S, Uy)
Wiéhle nun S =T
20 = L @) 0)de = By[TUY)

dv

Lol
= /T(m)id’;gﬂ;;?) < p(z,9)dz

= /T(x)%p(:n,ﬁ)dx

Und weiter:

Rl = o [ stz | S(a)~sple, 9)d,

d.h. (ii) gilt.

(i) I(¢¥) = Vary(Uy) = Vary(T) = 7/(9)

3Satz von der monotonen Konvergenz
*Funktioniert, da die Kovarianz translationsinvariant ist und Uy (z) = 3 log p(z,9) = T'(z) — b’ (9)
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3.8. Korollar:

Wie wir bereits anhand der Cramér-Rao-Schranke gesehen haben, gilt: Fiir ein (reguléres)

exponentielles Modell ist 7" ein bester Schétzer fir 7(9) := Ey[T] = % mit

Vary(T') =

3.8.1. Beispiel:

Schitzung des Erwartungswertes im normalen Modell bei bekannter Varianz v > 0: Py = Aj ,

B 1 1 9
p(wﬂ 19) - \/% exp( 2U (‘T 79) )
_ 1 o | e 9 92
— . -
V27w ) v 2v
=h(z) a(9) =b(9)
Probe:
s / /
_ TR 4 C)) _TW) 1
T(9) = Ey[T] =9 = I /(19),Var79(T) 70) I =v v
= I(9) =1

(Ubung: Schétzung der Varianz im normalen Modell bei bekanntem Mittelwert.)

3.9. Konsistenz des ML-Schatzers im Produktmodell:

Sei (X,.7,Qy : ¥ € O) ein einparametriges Standardmodell mit Likelihoodfunktion p(z, ),
Py = Q?N. Es gelte weiter:

(i) © € R ein offenes Intervall und Qy # Qyr fiir ¥ # ¢'.
(ii) Fiir jedes (x1,...,zy,) € X", n € Nist

U p®n((xl7 s 7$n)719)

= ﬁ p(@i,9)
=1

unimodal, d.h. 3 T,, = T,,(x1, ..., zy,), sodass p®"((z1,...,xy),?¥) wachsend fiir 9 < T}, und
fallend fiir ¢ > T,.

Dann ist die (eindeutig bestimmte) Folge von (ML-)Schétzern (T5,), konsistent fiir ¢, d.h.

n—0o0

Ve>0: Py[|T,—9|>¢ — 0.
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Beweis:

Sei ¥ € O, ¢ so klein, dass ¥ e € 0,0 < 0 < H(Qy|Quy+:),

1 Qn Unimodalitét
{ — log pgn >5}§{p?”>p§’£€} - {9—e<T, <V+¢€}

1 py ()
n igl log P9 te(@s)

Wir erwarten:

Zl po(zi) GGZEQ9 [log (Mﬂ,

= pyoe(w;) po+e (1)

B, [k}g (L“)ﬂ — H(Qu|Qu) > 0

pﬂia($1

Wir miissen noch zeigen (0.B.d.A. nur fiir +¢):

1 ®n(X17 7Xn) n—o00

Z1 ) — 1 *
() = o
Falls H(Qy|Quic) < 00, so folgt (x).
Falls H(Qy|Qu+e) = 00, aber Qy({py+:(X) =0}) = 0.

Betrachte: h.(X) := log (min{ Py
Pi+e
monotonen Konvergenz gilt lim. oo Ey[ho(X)] = oco.

Py

,c}) erfiillt Ey[h.(X)] < oo, aber gemi dem Satz von der

> Py

=1

— 1 fiirn— oo

Falls Qy(py+e(X) =0) =: a > 0. Dann ist

8" Xq,..., X,
Py |log gn( LARSE ):oo > 1—(1—a)
P (X1, Xn)

— 1 fiir n — oo.

3.9.1. Bemerkung:

(ii) ist sicherlich erfiillt, wenn 9 — log(p(z, 1)) fiir jedes = konkav ist.

3.10. Satz und Definition: relative Entropie (Kullback-Leibler-Abstand)

Fiir Male P, Q mit Dichten p(x) bzw. o(z) bzgl. des Lebesgue-Mafles (oder bzgl. des Zahlmafes,
wenn X abzéhlbar ist) heifit
p(2) 4

o(x)

die relative Entropie von P bzgl. Q, es gilt: H(P|Q) € [0,00] und H(P|Q) =0 < P =Q.

H(P|Q) == [ pla)log
/
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Abbildung 3.1.: Darstellung von ¢ (s) =1 — s + slog s

) ) ) 1 wenn o(x) = 0,
Die Funktion ¢(s) := 1 — s + slog s ist konvex, setze f(z) := q ,)
@ sonst.
Es gilt
0< [w(@)o@)de, [( - f@)ods = [ o) - pla)ds =0,
folglich

[ot@nowas = [0 s@pots+ [ % log %a(z) da,

dh. H(P|Q) > 0 und H(Q|Q) = 0.
Umgekehrt: Sei H(P|Q) =0 = [¢(f(z))o(z)dz = Q({z : ¢ (f(x)) =0}) = 1.

={o:f(@)=1=1]}

3.10.1. Beispiele: Poisson- und Exponentialverteilung

(i) Poissonverteilung: Sei
E=7Z,,% =2(Z),9 € (0,00), p(x,9) = e‘ﬁi—T,log p(x,9) = zlogd — ¥ — log(x!) ist
(strikt) konkav.

Im Produktmodell ist 7, (Xy,...,X,) := % >~ X; der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 9.
i=1
(ii) Exponentialverteilung: Sei p(z,9) = Je~¥*, der ML-Schiitzer im Produktmodell ist
1
Tp=—.
S

=1

3.11. Satz:

Es gelten die Voraussetzungen des Satzes iiber die Konsistenz des ML-Schétzers im
Produktmodell und

(i) 9+ log p(z,¥) ist dreimal differenzierbar Vo € X',9 € ©,

Lopd d”
(i) [ ggp(@0)de = 0= [ =mp(x,9)dz VI € O,

18



3

d
(iii) ‘W log p(a:,z?)' < M(z) fiir eine Funktion M : X — Ry mit sup Ey[M (X)] < oco.
V€O

Dann gilt fiir den ML-Schétzer T, im n-fachen Produktmodell:

1
Vn(T,, — ) T JV(O, m) in Verteilung unter Py.

3.11.1. Bemerkung: Asymptotische Konfidenzintervalle fiir den ML-Schatzer:

Fiir @ > 0 wéhle a so, dass

a
1 z? [0
e 2dr=—
/ V27T 2
—o0
und sei T}, der ML-Schétzer in obigem Szenario.

Dann ist

S =T,

e e
Vvnl(T),) " Vnl(T),)

ein asymptotisches Konfidenzintervall fiir 9 zum Irrtumsniveau «, d.h. fiir jedes ¥ € © gilt

Pyve 7] — 1—-a.

3.11.2. Beobachtung:

d? d?
Ey [W log p(X, 19)} = / qgz log p(z,9)) p(z,9)dz
X

d gye(x,9) _%p(w,ﬂ)_(%p(gg,ﬂ)f
A9 p(z,9) "~ plz,0) p(z,0)

2 d oy 2
= /%p(x,ﬂ)dx—/ (%) p(z, ¥)dz
N——

=0

=Uy(z)
= —Vary(Uy) = —1(V)

Beweis des Satzes:

Wir zeigen fiir 9 € ©:

1 ¢ n—oo
(%) Vvn(T, —9) - 1(9) — NG Z % log p(X;,9) "= 0 in Verteilung unter Py.

1= 1 —— e’
Uy (X:)

Aus (x) folgt die Behauptung mit dem ZGWS, denn % S Uy(X;) 4, (0, I(1)) unter Py.
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Sei US™(Xq,...,X,) 1= @logpg (X1,...,X,) = Zleﬁ(Xi).

0 = UMX1,..., X,)
1 5 d?

n d n mn
= UY (Xl,...,Xn)+(Tn—z9)@U§@ (Xl,...,Xn)+§(Tn—z9) WU% (X1,...,X,)

mit einem 7T}, € [min{T},, ¥}, max{T,,9}] (Taylorentwicklung).

Es ist
1d o 1~ d? d d?
Ll (Xla--',Xn)ZEZWIOQEP(X@@)—’E& g2 leg p(X1, )| = ~1(V)
i=1
und
1d* 1~ & ~ 1 ¢
S USXy,. LX) = =S s log p(X T < =S M(X),
U (X1, Xa) 0 2P og p( ) n; (Xi)
d2

also %%(Tn - 0>WU:;§”(X1’ o, X)) "0 0 in Verteilung unter Py, den (T,) ist konsistent fiir ©).
Weiter gilt

— U™ (X1, .., Xp)

VT, ) = - 7 |
% <%U§H(X17-..7Xn) + %(Tn —0)@U%H(Xlw--vX")>
somit
L o on
L s
= ——U™(Xy,...,X,) ...
\/ﬁUﬁ ( 1 ; )
—A(0,1(9))
1(9)
1-—- 2
14 ponx Xo) (T, - 0)-L pEn(x Xn)
o0 3 TyeeeyNp optn 492 T, 1 »AAn
——I(9) —0
— 0 in Verteilung.
Bemerkung:

Seien Y,,, Zn ZV0, Zp % Z,Y, % 0, dann gilt Y, - Z, % 0.
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4.

(0)

4.2.

Exkurs: Bedingte Erwartung und
Anwendungen

Diskreter Fall: X, Y reellwertig, mit abziéhlbarem Wertebereich, gemeinsame Gewichte
px,y(z,y), Marginalgewichte px () = >_ px,v (z,9), py () = 3 px,y (2,y). Weiter gelte:
Yy x

E[|X]|] < co. Sei

©(Y) ist in diesem Szenario die bedingte Erwartung von X gegeben Y.

Seien X,Y reellwertig mit gemeinsamer Dichte fxy bzgl. Lebesgue-Ma$ (d.h.

P((X,Y) € Al = [ fxy(z,y)d(z,y)), Marginaldichten fx, bzw. fy, es gelte E[|X|] < co.
A

_ wa,Y(UC’y) "
o) _T/ fr(y) 4

©(Y') wiirden wir in diesem Szenario plausiblerweise die bedingte Erwartung von X gegeben
Y nennen.

Allgemeiner Fall: Sei (2, .%#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine reellwertige ZV auf
(Q, 7, P) mit endlichem Erwartungswert (X € .£1(Q, #,P))!, 4 C .F eine Teil-o-Algebra.

4.1. Definition: Bedingte Erwartung

Eine reellwertige ZV Z heifit bedingte Erwartung von X gegeben ¢ (schreibe E[X|¥]),
wenn gilt

(1) Z ist 9-messbar, d.h. {Z € B} € ¢ fiir jede messbare Teilmenge B C R,
(2) E[H - Z] = E[H - X] fiir alle beschrénkten ¥-messbaren ZVn H.

Satz: Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung:

Fiir Y mit E[|X|] < oo existiert E[X|¥] und ist eindeutig (bis auf f.s. Gleichheit).

!"Wir fassen X und X' als (fast sicher) gleich auf, wenn P[X # X'] = 0.

21



Beobachtung:

Im Szenario von (o): Betrachte & = o(Y) = {Y~}(B) : B € P(Ey)}, mit Ey = Wertebereich von
Y. Z:= ¢(Y) ist o(Y)-messbar. Sei H = h(Y") (Ubung: Jede o(Y)-messbare ZV ist hier von
dieser Form). Dann gilt

E[H - Z] =} h(y) o(y) py (y) =2 h(y)zpxy(z,y) = E[H - X].
Yy ~—~ x,y
:pyl(y) ;pr,Y(xyy)
Beweis:

Eindeutigkeit: Seien Z, 7' bedingte Erwartungen.
E(Z - 1iz7574] = BIX - 1iz.20] = E[Z'1 (75 7]
= E[(Z-2)1iz224]=0 =P[Z>Z7]=0,
analog P[Z < Z'| =0=P[Z =27 =1 = Z = Z' fast sicher.

Existenz: Betrachte zuniichst X mit E[X?] < oo.

Bemerkung: H = .£2%(Q,.%,P) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
<X, Y >=E[X Y]

Betrachte nun H’ := £%(Q,¥9,P) C ‘H ist ein Unterraum, Z := pryy(X), d.h. Z ist
dasjenige Element von H' mit E[(X — Z)?] < E[(X — Z')}] VZ' € H.
Sei H € H' (beschriinkt), dann ist < Z — X, H >=0=E[(Z — X)H] = (ii) V.

Riicktransfer nach Z1: Fiir X € £ zerlege X = Xy — X_, E[(min{X,n})|¥9] =: Z;
existiert (Monotonie). Dann folgt

E[X|Y] = Z, — Z_.

4.3. Eigenschaften der bedingten Erwartung:

(i) E[aX + bY|¥] = aE[X|.Z] + bE[Y|¥] fiir a,b € R, X, Y € £1(Q, Z,P)
(i) X >Y fs. = E[X|9] > E[Y|¥]
(iii) E[|XY] < 0o, Y “-messbar = E[XY|¥] =Y - E[X|¥]

)

(iv) Sind X und ¢ unabhingig (P[{X € B} NA] = P{X € B}|P[A] VA€ ¥, B € #(R)), so ist
E[X|¥] = E[X].

(v) E[E[X|¥9]] = E[X]
Beweis:
(i) A={E[X|¥9] < E[Y|Y9]} €9,
0<E[X -Y)- 14] = E[(E[X|¥] - E[Y|¥])14]

= P[A] =0
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(iii) Betrachte zunéchst Y beschriankt, dann gilt
=H'

E[H - Y E[X|¥]] = E[XH']| = E[(XY)H]

fiir jedes beschrinkte ¥-messbare H.

Allgemeiner Fall via Approximation und monotone Konvergenz.

4.3.1. Bemerkung: Zur Existenz der reguldren bedingten Verteilung

Fiir A € % ist P[A|9] := E[14|¥] die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben G. Im
Allgemeinen ist P[A|¢] nur bis auf P-Nullmenge definiert, und es ist zunéchst unklar, ob die
(u.U. iiberabzihlbar vielen) Ausnahme-Nullmengen, die sich ergeben, wenn man A iiber ganz %
variiert, kompatibel gewadhlt werden konnen. Insbesondere wiinschen wir uns

i,

fiir jede abzéhlbare Familie (A4,) C .# von (paarw.) disjunkten A,,.

P 9

Seien (Q1,.%1), (Q2,.%2) messbare Raume, k : Q1 x %y — [0, 1] heifit stochastischer Kern, wenn
(i) w1+ k(w1, B) messbar ist V B € %5 und
(i) Ywi € Q1 : k(w1, - ) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Qo ist.

Sei (Q,7,P), Y reellwertige ZV auf (Q, &7, P), # C o Teil-o-Algebra, dann gibt es einen
stochastischen Kern ky|# von (£,.#) nach (R, Z(R)) mit

ky|y(w,B) = E[]IB(Y)‘L%\], Be %(R)
fir P-fa. w.

Wir konstruieren dazu eine zufillige Verteilungsfunktion. Betrachte B = (—oo,r],r € Q, setze
F= B[00 (Y)[Z].

Dann gilt wie gewiinscht P-f.s.: F, < F,/, fur r < v/, (r,7’ € Q), im F, F, fir r € Q,
n

+1 =

lim F, =1, lim F, =0.

n—~0o0 n——oo

Wegen der Abzéhlbarkeit von Q gibt es N € & mit P(IN) = 0, so dass obiges fiir w € 2\ N und
alle 7,7’ € Q gilt. Dann definiert

s

o inf{F,:r>s,reQ}, weQ\N,
F, w € N,

wobei F irgendeine Verteilungsfunktion ist, die (zufillige) Verteilungsfunktion von ky|z. Details
finden sich beispielsweise in A. Klenke, Wahrscheinichkeitstheorie, Abschn. 8.28, oder in
Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 3, in der wir den allgemeinen Fall polnischer Wertebereiche behandelt
haben.
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4.4. Suffizienz:

Sei (X, #,Py, v € O) ein statistisches (Standard-)Modell. Eine Statistik 7' : X — X heifit
suffizient, wenn Py[ - [T = t] = Qq(+) fiir alle ¥ € © und ¢ aus dem Wertebereich von T' (d.h. wenn
die Verteilung von X gegeben T nicht von ¥ abhéngt).

Bemerkung:

Fiir ein Standardmodell mit Likelihood funktion p(x, ) ist T suffizient <=
p(x,9) = h(z) - Uy(T(x)), fir ein h: X — R4, ¥.(-) : © x ¥ — R4. In einer exponentiellen Familie
mit Likelihood-Funktion p(z,9) = h(zx) - exp(a(9)T (x) — b(¢})) ist T eine suffiziente Statistik.

4.5. Satz von Rao-Blackwell

Sei (X, .#,Py : ¥ € ©) ein statistisches Modell, T eine suffiziente Statistik, S ein erwartungstreuer
Schéitzer fiir 7(= 7(9)), Ey[S?] < 00, gs(t) := Ey[S|T = t] = Eq,[S] und .

Dann ist S = gg(T) ein erwartungstreuer Schétzer fiir 7(9) mit Varg(S) < Varg(S) Vo € ©
(Ungleichung ist strikt, es sei denn S ist eine Funktion von 7).

Beweis:
Ey[S] = Eg[Ey[S|T]] = Eg[S] = 7(9)
Es gilt allgemein:

Var(X) = Var(E[X|.Z#]) +E[ V(X|F) ]
N — —_——
—E[(E[X|F))2|-E[X]?  :=E[X2|F]-E[X|7)?
= E[E[X?|7]] - E[X]”
= E[X?] - E[X)?
Demnach ist
5
—— -
Vary(S) = Vary(Ey[S|T]) + E[Vary(S|T)] = Vary(S) > Vary(S)
>0

4.6. Definition: Vollstandigkeit

Eine Statistik 7" heifit vollstindig, wenn fiir alle messbaren g : ¥ — R mit Ey[|g(T")|] < oo aus
Ey[g(T)] =0 VU € © folgt g =0 Py-f.s. V0.

4.6.1. Beispiel:

n
Seien Xq,..., X, i.i.d. Ber(9),¢ € [0,1]. Dann ist T, Z % ist vollsténdig,.

4.6.2. Bemerkung: Eindeutigkeit der Rao-Blackwellisierung

Fiir ein vollstédndiges T ist die ,,Rao-Blackwellisierung® erwartungstreuer Schétzer fiir 7(19)
eindeutig.
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4.7. Satz von Lehmann-Scheffé

Sei T suffizient und vollsténdig, S, S” erwartungstreue Schétzer fiir 7(+), dann gilt
S = Eﬂ[S|T] = E}g[S’|T] und S ist der beste Schétzer fiir 7(19).

Beweis:

g(t) = Eq,[S] — Eq,[Y], E,g[ (7] =7(9¥) —7(9) =0, d.h. g = 0. Nach dem Satz von

Rao-Blackwell gilt Varg(S) < Varg(S) Vo V erwartungstreue Schitzer S.

4.7.1. Bemerkung:

In einer (einparametrigen) exponentiellen Familie (p(x,9) = h(x) - exp(a(P)T(x) — b(9))) ist T

eine vollstindige und suffiziente Statistik.

Zur Vollstindigkeit: (0.B.d.A. a(¢) = 9)

0= / 9(T (2))h(2)eT@ 4O 4 = / g(t)e"v(dt) = / g5 (e v(dt) - / g (B)e"u(dt),

X b b b

wobei v das Bildma$} von h(x)dz ist unter der Abbildung x — T'(z) ist, und g = g4+ — g— mit

9+, 9— > 0. Die Eindeutigkeit der Laplace-Transformierten erzwingt dann gy = g_
Details siehe z.B. Erich Lehmann, Testing statistical hypotheses, S. 132.

, also g = 0, fiir
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5. Bayes-Schatzer

Erinnerung (Satz von Bayes):

Fiir Ereignisse A,B, mit P[A], P[B] > 0 gilt

P[A|B] =

5.1. Definition: A-priori-Dichte und -MaB3

Sei (X,.Z,Py : 19 € © CRY) ein parametrisches Standardmodell mit .# ® %(0)-messbarer
Likelihood-Funktion p(z,®). Wir nennen eine Wahrscheinlichkeitsdichte o : © — R eine
A-priori-Dichte. (Das Mafl mit Dichte « heifit A-priori-Mafi oder Vorbewertung)

a(¥)p(, )

Ja(Dp(, ) dt
(C]

(V) :=

heifit dann die A-posteriori-Dichte.

Sei 7:0 — R (mit [(7(9))?a(¥9) d¥ < 00). Dann heifit

Bayes-Schitzer fiir T (zur Vorbewertung a(1)dd).

Fo(S) = / / (S(z) — 7(9)2p(x, ) dz a(9)dY
0 X

heifit der erwartete quadratische Fehler (zur Vorbewertung a(¢)dd).

Beispiel:

Eine Situation, in der diese Philosophie sinnvoll ist, konnte folgende sein: Nehmen wir an, ein
Versicherungsnehmer hat jedes Jahr mit einer gewissen (zu ihm ,,gehérigen®) Wahrscheinlichkeit 9
einen Schadensfall (unabhéngig iiber die Jahre), und a(9)dd beschreibt die Verteilung der
Schadenswahrscheinlichkeiten aller Kunden dieser Versicherung (diese Verteilung sei der
Versicherung aus Erfahrungswerten bekannt).

Mit p(z,?¥) = Biny, g(x) ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass ein , typischer Kunde* in n Jahren
k Schadensfille verursacht fol a(P)p(k,¥)dd, und 7 (9) ist die Verteilung der
Schadenswahrscheinlichkeit pro Jahr eines Kunden, bedingt darauf, dass er in den letzten n
Jahren k Schiden hatte. Diese Information kann die Versicherung beispielsweise fiir
Vertragsverldngerung, Tarifanpassung, etc. benutzen.
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5.2. Satz:

Der Bayes-Schitzer T fiir 7(1) minimiert den erwarteten quadratischen Fehler (jeweils zur
Vorbewertung a/(9)d?).

Beweis:

=:pa(z)

=g (79)-/ a(t)p(x,t)dt
©

/<s<x>—7<ﬁ>>2—<T<w>—7(79))2 Do Na®)  dedy
X =5(x)2-25(2)7(9) =T (x)2+2T(x)7 ()
/

(S(z)? = 28(2)7(9) — T(z)* + 2T (z)7(9)) 74(9)dVpq(x)da)

v
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6. Konfidenzintervalle:

6.1. Definition: Konfidenzbereich zum lrrtumsniveau o

Sei (X,.7,Py : ¥ € O) ein statistisches Modell, 7 : © — ¥ ein Parametermerkmal, o € (0, 1).

Eine Abbildung C' : X — Z(X) heifit ein Konfidenzbereich zum Irrtumsniveau « (oder zum
Sicherheitsniveau 1 — o), wenn

V9eO: Py[{z:C(x)30}>1-a.

Bemerkung:

Stets ist C'(x) = X ein (trivialer) Konfidenzbereich.

6.1.1. Beispiel: Konfidenzintervalle im Binomialmodell

Wir betrachten das statistische Modell (X = {0,1...,n},.# = Z(X),Py = Bin,y).

Erinnerung:
T= % ist der beste Schétzer fiir ¢4, wenn X die Anzahl der Einsen zdhlt.

(i) Anwendung der Cebysev-Ungleichung, Ansatz:

) = (= —&,= +2).

Py[{C(X) 39} = P, @% 9> ] ,

X 1 X 1-— 1
——19‘ >s} < — Vary <—> _ -9 L,
n E n

1 Py[{C(X) 59} = P, [

e2n T 4en
d.h. wahle ¢ 1
h.ow = )
Vina
(ii) Normalapproximation: (% ~ N (Y, M)).
X 1-
Py |7 0| <e| ~ po ||z <el  micz~ o
9(1 — ) 9(1 — )
- S Y e
CRVAAEY — 9,
= op(e /2=y
n
.. 19(1 B 79) — a : 1 - Q
withle € > T‘I’ '(1—%) (praktisch: ¢ := mq’ "1 - %))
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{(z,9) : 9 € C(x)}

Cy :={z:C(z) >0}

Abbildung 6.1.: Darstellung von Konfidenzbereichen in der z-0-Ebene: Es soll Py[Cy] > 1 — «
gelten.

Fiir ein Standardmodell (mit Likelihood-Funktion p(z,)) setze Cy := {x : p(x,¥) > ¢y} fiir ¢y so
grofl wie moglich, sodass immer noch Py[Cy] > 1 — « erfiillt ist.

6.2. Definition: Quantil, Fraktil und Median

Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R, o € (0,1). ¢ € R heifit a-Quantil von p, wenn
p((—00,q)) > o und p([g,00)) > 1 — a (eindeutig, wenn die Verteilungsfunktion F), strikt
monoton wéchst).

Sprechweise: Ein (1 — a))-Quantil heifit auch ein «-Fraktil, ein %-Quantil heifit auch Median.

Fortsetzung des Beispieles zum Binomialmodell:

(iii) Exakte Konfidenzintervalle im Binomialmodell:

6.2.1. Lemma:

(1) Fir 9 € (0,1) ist {0,...,n} >z — Biny, g({x}) strikt wachsend auf
{0,1,...,[(n 4+ 1)9 — 1]}, strikt fallend auf {[(n + 1)9],...,n}, also maximal auf
x=[(n+1)Y] (und auf (n+ 1)J — 1, wenn (n+ 1)9 € Z).
(2) Firz € {1,...,n} ist [0,1] 2 ¥+ Bin, y({z,x +1,...,n}) stetig, strikt monoton
wachsend mit
Bin, g({z,y+1,...,n}) = By n—2+1((0,9]),
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QbkF-—-——————_————

Abbildung 6.2.: Darstellung des a-Quantils ¢ einer Verteilung mit stetiger, strikt monoton wach-
sender Verteilungsfunktion (die blaue Kurve)

wo B, (die Beta-Verteilung) die Dichte

o010 = it b1 =
auf (0,1) hat.
Beweis:
(1)
Binng({z}) — _ ()o@ -9
Bingg({z —1}) (" )0e=1(1 — 9)n-=tl

-z
21 -9)
> 1

=z < (n+1)

(2) Uy,...,U, unabhingig und uniform auf [0, 1],

Sy =Y _jo.9(Ui)
i=1

ist Bin,, g-verteilt.

Sei Uy < Up) < ... < U, die ,,Ordnungsstatistik®.
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Bing, g({z,...,n})
= P[Sy > 1]
= P[U(x) < 19]

= > PlU<0,Un < Uy fir m € B,U; > Uy fiir L€ {1,...,n} \ ({k} UB)]
k=1 Bg{Lvn}\{k}

|B|l=z—1 :fu‘B‘(l—u)”*‘B‘*ldu:fu”*l(l—u)”*wdu
0 0
) 9
= n(Z : 1> /ux_l(l —u)"*du
N—— 0
n! Fn+1)

(z—D!(n—2x)! T(x)(n—x+1)

Zuriick zum Binomialmodell:

Wiéhle Cy :={z_(¥),z_ (V) + 1,...,z4+(V)} mit
r_(¥) = max{x : Bin, »({0,...,2 —1}) < §} und
r4 (V) =min{z : Bin,y({z +1,...,n}) < $}.

o r < (V) < Binyy({z,...,n}) = Ben—ss1([0,9]) > 5
< U >p_(x) = $-Quantil von By n_z1.

o £ >1x,(V) < Bin,y({0,...,2}) =1-Bin({r+1,...,n}) = Bey1n—2([¥,1]) > 5.
< U < py(x) = F-Fraktil von Byi1n—-

6.2.2. Satz: exaktes Konfidenzintervall im Binomialmodell

Die Abbildung z — (p_(z),p+(z)) definiert im Binomialmodell ein Konfidenzintervall fir ¢ zum
Irrtumsniveau o.

Siehe auch Abbildung 6.3 fiir Illustration und Vergleich der in diesem Abschnitt betrachteten
Konfidenzintervalle.

6.3. Konfidenzintervalle im GauBB’schen Modell

1o 1 &

Sei Xi,...,X, i.id. ~ A (m,v), M = - X, V* = —3 S (X; — M)? sind erwartungstreue
i=1 —1li=1
Schétzer fiir m bzw. v.
Ansatz fiir ein Konfidenzintervall fiir m: (M £+ av'V'*).
Behauptung:
M —

M — m und V* sind unabhingig, und fiir jedes (m,v) ist % Student-verteilt mit n — 1

Freiheitsgraden (,t,—1-verteilt).
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6.3.1. Satz:
Sei a € (0,1),t := §-Fraktil der ¢,,_1-Verteilung. Dann ist

v v
(M =ty —, M +ty/ —)
n n
ein Konfidenzintervall fiir m zum Sicherheitsniveau 1 — a.

Beweis:

Klar, denn

V(M —m)

P || 2 <

Ve

33



Abbildung 6.3.: Konfidenzintervalle zum Niveau 0.05 fiir den Erfolgsparameter im Binomialmodell,
basierend auf Chebyshev-Ungleichung, Normalapproximation und auf Satz 6.2.2,
als Funktion des beobachteten Anteils der Erfolge, fiir n € {20,50,100}. Siehe
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7. Exkurs: mehrdimensionale Normalverteilung

7.1. Dichtentransformationssatz:

Sei X C R™ offen, P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X mit Dichte p, ) C R"” offen und
T : X — Y Diffeomorphismus!. Sei

T.
DT = <??x]> die Jacobi-Matrix, det DT # 0 auf X.

Dann hat Q := P o T~ die Dichte | det DT~ (y)|p(T~(y))

7.2. Erinnerung: ', ,-Verteilung

Sei I'y ;, die Gamma-Verteilung mit Skalenparameter a und Formparameter b. Sie hat die Dichte

ab

— 2P e quf (0, 00)

I'(b)
Bemerkung: X ~ 'y, = cX ~Ta

Beobachtung:

e X ~ . #(0,1), soist X2 ~T1 1 (diese Verteilung heiBt auch y2-Verteilung).

11
272

e | X| hat Dichte
2 o2

\/%e__ auf (0, 00).

Betrachte T : (0,00) — (0,00),x + 2. Dann ist

T (y) = V¥, ol W =2

also hat X2 die Dichte

2y /27 2) I'(})
7.2.1. Proposition:
X
Sei a,r,5s >0. X ~I'y,,Y ~ T, s unabhéngig. Dann sind X +Y und X1y unabhéngig und
X
X + Y ~ Fa,?"—i—s, m ~ BT’SZ

1d.h. bijektiv, T und T~ stetig differenzierbar.
?Die Beta-Verteilung B, s hat die Dichte
LC(r+s) 1 s—1
1-— .
T Y
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Beweis:

(X,Y) hat Dichte

r+s
a r—1, s—1_—a(z+y) £ 2
F(T’)F(S)x Yy e auf (0,00)".
Sei
_(r+ty —1 _ 2u 1 (u (1—-w) 1 B
T(x7y)_<xf-y>7T (Z,U)— <Z(1—U)>’DT (Z,U)— <Z —z 7‘det DT (Z7w)’_z

Dann ist mit Satz 7.1 und Z := X + Y, U := XL—H’ die Dichte von (Z,U):

ar—i—s

fen = = 70
ar—i—s r+s—1_—az P(T + 3) r—1
L(r+ s)z e F(T)F(s)u

Dichte der I'-Verteilung Dichte der B-Verteilung

() (1 — ) e

(1—u)*t

7.2.2. Korollar:
(i) X ~ T4y, Y ~ Ty s unabhéngig, so ist X +Y ~ [y

n
(ii) Xi,..., X, idd., ~A4(0,1),s0ist 3. X2 ~T
i=1

1n (x%-Verteilung mit n Freiheitsgraden,

x2-Verteilung).

7.2.3. Proposition: Fisher-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden

Seien Xq,..., X, Y1,...,Y, unabhingig Standard-normalverteilt. Dann hat

1 §X2
m i
Fm7n _ , Zzl
a o YP
j=1
die Dichte ( . ) .
I(nrm m n T2
f 5 (x) - - mz2mnz2 m+n
e F(%)P(%) (n—|—mx ( ;r)
Beweis
m n X
Sei X := Z:IX-Z ~ F%"m,Y = ]§1Y2 ~ F%% unabhéngig, also ist U := X v "~ 8%7%. Dann ist
P nX n XL+Y ~n U
m’n_mY_mXLJrY C ml1-U’
mit d
nou mz mnz
T: 071 07 ) —_ ) -1 = y 7 -1 -
(0.1) = ( Oo)u'_)ml—u (2) n+mz’ dz (2) (n+mz)?

ist Fyy,, = T'(U), hat also die Dichte

 omnz T(TFR) mz \ ! n L
o) = e () ()
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7.2.4. Korollar: Student’sches T
X, ,.... Y, iid. ~ A4(0,1), dann hat

X
T .=
1yy?
i=1
die Dichte
F(HTH) 1 2 an
() = 1+ )
T Ve 7w

Diese Verteilung heifit Student’sche t-Verteilung mit n Freiheitsgraden, t,-Verteilung

Beweis:
T2 hat Dichte fin,
5 d

e(2) = Vz, 07 (y) =, d—yso_l(y) = 2y.

|T| hat Dichte 2t f1 ,(t?), da T symmetrisch um 0 verteilt ist, hat T die Dichte [t| 1, (¢?).

7.3. Satz:

—
N

Seien Xy,..., X, wiv. ~ A (m,v), M := X, V= (X; — M)?%. Dann gilt:

n—lZ 1

3=
)
It

(i) M und V* sind unabhéngig,

(11) M ~ ’/V(ma 2)7 nT_l‘/* ~ X%—h

n

V(M —m)

(i) T := ————=——= ist Student-(n — 1)-verteilt (~ t,).

mit 7y, ..., Z, unabhéngig und .#7(0, 1). Die Verteilung heifit die n-dimensionale
Standardnormalverteilung mit Dichte

_1 - 72
(271')_%6 21';1 ' :(271')_%6_%HZH2

auf R™. Sei weiter O eine orthogonale (n x n)-Matrix (d.h. OTO = Id,,). Dann ist Y := OZ
wieder n-dimensional Standard-normalverteilt (wie man beispielsweise mit dem

Dichtentransformationssatz sieht). Insbesondere sind die Koordinaten Y7, ...,Y;, unabhéngig.
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Beweis:

X. —
O.B.d.A. m = 0,v = 1, sonst gehe iiber zu X = — mn
Vo
Sei
1
v
21 = )
1
N
erginze zu Orthonormalbasis z1, ..., z, von R". Sei weiter
¢
2 X1
0= ,2 ist orthogonal, Y = OX X=1: )
z.t Xn

Y ist ebenfalls n-dimensional Standard-normalverteilt.
L |

Y = (0X)) = —

O =2 7%

* Z L 2 _ g 2 o _ Z o V2
(n—1V* = 3. (X; — M)* = Y XD —aM =YY~

X; = \/nM (insbesondere ist M ~ 4(0, 1)),

i=1 _y2 72
=[X[2=[Y]]?

also ist (n — 1)V* ~ x2-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden und unabhingig von Y;.
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8. Konfidenzintervalle fiir den Median

Szenario: Seien Xj,..., X, u.iv. reellwertig, mit (unbekannter) Verteilung P, P habe stetige
Verteilungsfunktion. m(P) sei ein Median von P (d.h. P[(—oco, m(P)]] = 2 = P[[m(P), 0)]).
Die zugehorige Ordnungsstatistik ist

X(l) < X(g) <...< X(n).

Bemerkung:
Da P stetige Verteilungsfunktion hat, gilt
P¥"X; = X;] =0 fiir i # j.

Beobachtung:

PO Xy > m(P)] = PE[{|[{1 <i<n:X; <m(P)}| < k—1}] = Bin
P X1y <m(P)] = Bin, 1({n —k+1,...,n})

1
2

({0,...,k —1}), analog:

N|=

n,

8.1. Satz iiber die Konfidenzintervalle fiir den Median

Zu « € (0,1) wéhle k£ maximal, so dass Bz’nm%({O, .o, k—1}) < G, dann ist
Xy Xn—r41)]

ein Konfidenzintervall fiir den Median m(P) zum Irrtumsniveau a.

Beweis:
PO [[X (), X(n—is)] 2 m(P)] = PE"[{ Xy > m(P)} U{X,_pp1) < m(P)}]
< PE{ Xy > m(P)}] + PO {X(_gy1) < m(P)}]
— 9.2_,
2

Beobachtung: Konfidenzintervalle und Tests
Sei C'(X) ein Konfidenzbereich fiir 7(P) zum Sicherheitsniveau 1 — «, d.h.
P®"[7(P) € C(X)]>1—a VP (aus einer gewissen Klasse).

Betrachte die Hypothese Hy : 7(P) = 19 und die Alternative Hy : 7(P) # 79 und folgenden Test:
Lehne Hy ab, wenn C(X) > 79, sonst nehme Hy an.

Die ,,Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese félschlicherweise anzulehnen®, ist

sup P[,lehne Hy ab“]|= sup P[r(P)€C(X)]= sup Pl ¢ C(X)] <a.
P:7(P)=10 P:7(P)=79 P:7(p)=70

Diese Grofle nennt man (die Wahrscheinlichkeit eines) Fehler(s) 1. Art.
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8.2. Korollar: Vorzeichentest fiir den Median

Seien X7,..., X, u.iv. reellwertig, gemifl P (P habe stetige Verteilungsfunktion), a € (0, 1),
wahle £ maximal mit an,%({o, ok —=1}) < G, teste Ho : m(P) = mq gegen Hy : m(P) # mg
folgendermafien:

Wenn [X(k),X(n_kH)] 3 mg, so nehme Hy an, sonst lehne Hy ab und nehme H; an. Der Fehler
1. Art dieses Tests ist < a.

Analog fir Hy : m(P) < mg gegen Hy : m(P) > my:

Wenn Xy > my, so lehne Hg ab, wo ' so gewdhlt ist, dass Bin, 1({0,..., k' —1}) < o (und &

1
3
maximal mit dieser Eigenschaft).

8.3. Die 2-Stichproben-Situation:

8.3.1. Wilcoxon-Rangsummen-Test

Sein=Fk+1,X1,..., X uiv. gemif P und Xg11,..., Xgy uiv. geméf Q, mit P, Q
Wahrscheinlichkeitsmafie auf R mit stetiger Verteilungsfunktion.

Wie kann man priifen, ob unter P ,typischerweise kleinere Werte angenommen werden?“

Ri={1<j<n:X; <X},

Dann ist i
W = Z R; die Wilcozon-Rangsummen-Statistik.
i=1
Beobachtung:
« SR - n(n+1)
i=1 2
ko k4l
o W:U—F@,WOU:U]M: Z Z ]l(X,L->Xj)
i=1j=k—+1

0O.B.d.A. nehme an, dass X; < ... < Xj (denn U, W invariant unter Permutation von

X1,...,Xk), dann ist
k+l1

Ri=i+ Y Lx»x,)-
j=k+1
8.3.2. Proposition:

Sei P stetige Verteilung auf R, n =k +1, Xq,...,X, i.i.d gemédfl P, U wie oben. Dann gilt fiir
me {0,1,...,k-1}:

1

k

wobel

k
N(m;k,l) = H(m1,...,mk) €{0,1,...,1}k :my g...gmk,Zmi:mH.
i=1
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Bemerkung:

U ist also ,verteilungsfrei“ in dem Sinn, dass seine Verteilung nicht von P abhéngt (die Gewichte
sind ,rein kombinatorische* Terme).

r \\
my : ® ) ) ® ® ° )
ma () ® ® ® ) () )
ms3 [ () () ® ® () )

>k
my ) ) ) ) ) ° )
m [ ) ® ® ® ® ‘ ) °

Abbildung 8.1.: Darstellung der kombinatorischen Grole N(m;k,l), als Anzahl der Wege durch
dieses k x [-Gitter, so dass unter dem Weg nur m = ) m; viele Punkte liegen

Es gilt
k
N(m;k,l) = N(m;l, k) = N(kl — m;k,l) und N(m;k,l) ZN = Jig L= 1).
=0

Fiir die erste Gleichung vertausche Zeilen und Spalten in Abb. 8.1, fiir die zweite Gleichung
vertausche die Rollen von ,rot“ und ,schwarz“ (und dann Zeilen und Spalten) in Abb. 8.1, die
dritte Gleichung ergibt sich durch Zerlegung nach der Anzahl schwarzer Punkte in der ersten
Spalte.

Beweis:
(Ry,..., Ry,) ist unter P®" uniform verteilt auf allen Permutationen von {1,...,n}, denn
n 1

P® [Xg(l) < Xo—(2) < X o(n )] n'
Demnach ist {Ry, ..., R} uniform verteilt auf den k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}.
Parametrisiere A C {1,...,n} mit |[A| =k als (r1,...,r),1 <ry <re <...<r, <n.Dann ist

(my,...,mp)(A) == (r1 — 1,10 —2,...,1, — k) € {0,1,...,1}*,

mi(A) = {se{l,....,n}\A:s<r}.

Somit
PO U = m] = > PO [{Ry,..., Ry} = A].
AC{1,...,n} 1
A1k )0

1 (A)+..mg (A)=m
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Ohne Einschrinkung seien X7, ..., X,, unabhéingig ~ unif([0,1]) (n =k +1),

k+1

U, —Z Z Ix,>x;-

i=1 j=k+1
Es gilt E[Uy,] = 3k,

Val“(UkJ) = COV(Uk 1y Uk l)
k+l1 k+l1

- Z Z Z Z Cov ( ﬂ(x>X) ﬂ(x,<X ))

1=1 j=k+1¢=1j'=k+1
1 1 1

= —kl4+ =kl(l-1)+ =lk(k—-1
4 +12 ( )+12 ( )

El(k+14+1)
= — =V,
12 k,l

8.4. Satz:

1
Uk,l - §kl in Vert.

A/ Vk,l k,l—>00

U;fk,l = e/V(O, 1)

Beweis:

Idee: Approximiere 1y, x; — % durch X; — X. Definiere weiter

k41 k+1
IR Sh )T S 3
i=1 j=k+1 j=k+1
Dann ist
| 1 Rk+D)
E[Z.; =0 und Var(Zy;) = Pk— + k*l— = —_— 2.
[Z1e1] = 0 und Var(Z) 2 12
1
0 wenn i # i und j # 5
Cov(Lix;>x;) Lix, <x,)) = PX:>X,X;>X3]—7=3—-7=5 wemni=i undj+#j oderi#i undj=j
%_%:% wenn i =14 und j = 5’
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Sei nun 7}, := T Wir wollen dann noch zeigen, dass Var(Uy, — Z ;) — iy 0:
k,l oo
k K+
COV(Uk’l, Zk,l) = ZZ COV(URJ,XZ') -k Z COV(U&[,XJ’),
=1 j=k+1
k41
Cov(Uky, Xi) = Z Z Cov(lx,>x,,Xi)
i'=17'=k+1
0 fiir i £ 4
COV ]1X1>X27X1)
= / / 1 spridasde; — = = l2 falls ¢ = ¢/
1
= lﬁ’
k
Cov(Uyy, Xi) = ~15 analog.
kl(k
Also Cov(Uy, Zk,) = %, somit
kl
Var(Uk,l — ZkJ) = Var(Uk,l) — QCOV(U]QJ, Zk,l) + Var(Zk,l) = E

1
und Var(U,j’l—Z;l) =

*
Ly =

mit S;, =

Mi M;v
|
l\JI)—l
5
I

b
LAY
\V 12
Nach ZGWS:
(Sp,17) — in_Vegt. (S,T), mit S,T unabhéingig und .47(0, 1) verteilt.

k,l—oo
Sei (k;, l;)ien mit k; — 00,l; — oo, dann gibt es eine Teilfolge (ki;,li;), sodass g 1;, = @ und
bkz‘j,lz‘j —bunda+b=1.

Demnach Z;;_j’lij H;Ze;t VvaS + \/_T ~ A (0,a+0).
NJV(Oa) ~/V(0 b) =1

8.5. Definition: stochastisch kleiner

Seien P, Q zwei Wahrscheinlichkeitsmafle auf R, so heifit P stochastisch kleiner als Q, P < Q,
wenn

P[lc,00)] < Qf[¢,00)] Ve eR,
d.h. fiir die zugehorigen Verteilungsfunktionen gilt Fp > Fq.
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Bemerkung:

P x Q < 3 Zufallsvariablen X,Y (auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,7,P)) mit X <Y Pfs, PoX ' =Pund PoY~!=Q.

Beweis der Bemerkung:

» < “ Plle,00)] = P[X > ¢] < P[Y > d] = Q[e, )]

, = “ Sei Fpl(u) = mf{x Fp(x) > u} und analog Fél. Sei weiter U uniform auf [0, 1],

X = Fp'(U) <Y := Fg'(U), denn F' (u) < Fg'(u).

Abbildung 8.2.: Darstellung der Verteilungsfunktionen von P und Q, wenn P < Q

Bemerkung:

X ~P,c>0,X +c~ Q, dann ist P 5 Q, insbesondere ist A4 (my,v) < A (mg,v), wenn
mi < mo.

8.5.1. Satz:

Sein=k+1, X1,...,Xy i.i.d. gemaB Q und Xpy1,..., Xgy; 1.1.d. geméB Qo, Q1, Q2 stetige
Verteilungen auf R, o € (0,1). Bestimme ¢ so, dass

PlUy; < <a.
Test: Berechne U, ; anhand der Daten und lehne Hy: Q1 = Q2 ab, wenn Uy, ; < ¢ zugunsten der
Alternative Hy : Q1 < Qq, sonst nehme Hy an.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art (d.h. Hy félschlicherweise anzulehnen)
< a. (Dies ist ein Test von Hy gegen H; zum Niveau «.)
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8.5.2. Beispiel: Verkehrstote in GroBbritannien 1969-1984

Der mit R mitgelieferte Datensatz Seatbelts? enthilt (u.A.) fiir jeden Monat im Zeitraum
Januar 1969 bis Dezember 1984 die Anzahl bei Verkehrsunfillen in Grofibritannien getéteten
Autofahrer.

R version 2.4.0 Patched (2006-11-25 r39997)
Copyright (C) 2006 The R Foundation for Statistical Computing
ISBN 3-900051-07-0

> data(Seatbelts)
> plot(Seatbelts[,1], xlab="Zeit", ylab="Tote/Monat",main="Anzahl bei
Verkehrsunfdllen in Grofbritannien getdteter Autofahrer")

Anzahl bei
Verkehrsunféllen in GroRbritannien getoteter Autofahrer

Tote/Monat

80
|

60
|

1970 1975 1980 1985

Zeit

Am 31. Januar 1983 wurde in Grof3britannien die Gurtpflicht eingefiihrt, wir spalten die Daten
entsprechend:

> A<-Seatbelts[Seatbelts[,8]==0,1]

> B<-Seatbelts[Seatbelts[,8]==1,1]

(Seatbelts[,8] ist 0, wenn im betreffenden Monat keine Gurtpflicht galt, A enthélt nun die
Monate ohne Gurtpflicht, B die mit.)

Ein Boxplot zeigt, dass die Werte in A tendenziell gréfier als die in B sind:
> boxplot(list("Ohne"=A,"Mit"=B))

2Basierend auf A. C. Harvey and J. Durbin, The effects of seat belt legislation on British road casualties: A case

study in structural time series modelling, J. Roy. Stat. Soc. B 149, 187-227 (1986).
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140
|

Ohne Mit

Fin Rangsummen-Test zeigt, dass die Werte in A tatséchlich signifikant kleiner sind als die in B:

> wilcox.test(B,A,alt="less")
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: B and A
W = 829, p-value = 4.171e-06
alternative hypothesis: true location shift is less than O

Bemerkung: ,,Machtlosigkeit“ des Rangsummentests gegen unterschiedliche Varianzen

Zur Illustration simulieren wir 100 .47(0,1)- und 100 .47(0, 2)-verteilte Werte. Obwohl diese
Verteilungen deutlich verschieden sind, schldgt der Rangsummentest hier typischerweise nicht an:

> C<-rnorm(100,mean=0,sd=1)
> D<-rnorm(100,mean=0,sd=sqrt(2))
> wilcox.test(C,D)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction
data: C and D

W = 5066, p-value = 0.8728
alternative hypothesis: true location shift is not equal to O
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9. Testen von Hypothesen:

9.1. Definition: Test, Randomisierung und Giitefunktion
Sei (X,.7,Py : ¥ € O) ein statistisches Modell, ©® = ©¢UO; (Zerlegung in ,, Nullhypothese* und
»Alternative®).

Eine Statistik ¢ : X — [0, 1] (interpretiert als Entscheidungsregel: Bei gegebener Beobachtung x
entscheide mit Wahrscheinlichkeit ¢(z) fiir die Alternative) heifit ein Test von O gegen ©.

Der Test heif3t randomisiert, wenn ¢(X) € {0,1}, sonst nicht-randomisiert.
Fiir nicht randomisierte Test heifit
{z : p(x) = 1} der Ablehnungs- oder Verwerfungsbereich.

Weiter heifit
G, (V) = Eylp] die Gitefunktion von ¢,

sup G, (1)
DISISN

heifit Umfang oder effektives Niveau von ¢ ¢ heifit ein Test zum Irrtumsniveau « € (0, 1), wenn

sup Gy (¥) < a. Fiir ¥ € ©4 heiit G, (¢) die Macht oder Schirfe von ¢ (engl. ,,Power®) bei 1.
JEBO

9.2. Definition: gleichmaBig bester Test

Ein Test von Oy gegen ©1 heifit ein gleichmdifig bester Test zum Niveau o € (0,1), wenn er das
Niveau « einhélt, d.h.

sup G,(0) < a,
DISISN

und fiir jeden Test 1, der das Niveau « einhilt,
G,(0) > Gy(9¥) VI € ©9
gilt.

9.3. Alternativtest und das Neyman-Pearson-Lemma
Betrachte ein Standardmodell, © = {0,1}, d.h.

Po[dz] = p(z,0)dz, Py[dz] = p(z,1) dx
(bzw. analog fiir X’ diskret). Setze

p(z,1)
wenn p(z,0) > 0,
R(x) := { p(z,0) (,0)
00 sonst.

R heifit Likelihood-Quotient.
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9.3.1. Definition: Neyman-Pearson-Test

FEin Test ¢ von Py gegen P der Form

)1 fiir R(z > o),
Plw) = {0 fir R(z) < ¢,

heifit ein Neyman-Pearson-Test.

9.3.2. Satz: (Neyman-Pearson-Lemma)

Betrachte Standardmodell mit einpunktiger Nullhypothese und einpunktiger Alternative,
a € (0,1).

(i) Es gibt einen Neyman-Pearson-Test ¢ mit Eg[p] = a.

(ii) Jeder Neyman-Pearson-Test ¢ mit Eg[p] = « ist ein gleichméflig bester Test zum Niveau «,
und jeder gleichméBig beste Test zum Niveau « ist ununterscheidbarvon einem (gewissen)
Neyman-Pearson-Test.

Beweis:

a
(i) Wihle ¢ mit Po[R > ¢] > aund Po[R <] >1— «

Po[R§1‘

Abbildung 9.1.: Abbildung zur Wahl von ¢, falls die Verteilungsfunktion gerade an dieser Stelle
einen Sprung hat. Deswegen kann es in manchen Fillen auch sinnvoll sein, den
Test zu randomisieren.

Falls Po[R = ¢] = 0, s0 ist ¢ = 1 g(y)>. ein Neyman-Pearson-Test mit Eg[¢] = o wie
gewiinscht.
o — P()[R > C]

Falls Po[R = ¢] > 0, setze v := PolR =
0 —

€ [0,1] und

1  wenn R(z) > ¢
p:=1417v wenn R(z)=
0  wenn R(z) <

)
)
)

C
C
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denn Py[R > ¢ =1—Py[R < ¢] < o und
Po[R=c]=Po[R>c] —Po[R>c] > a—PyR > (.

Dies ist ein Neyman-Pearson-Test mit
Eolp] =1-Po[R> ] +vYPo[R =]+ 0 -Po[R < ] = c.

(ii) Sei ¢ ein Neyman-Pearson-Test (mit Schwellenwert ¢) mit Eg[¢] = «, ¢ irgendein Test mit
Eo[¢] = a. Es gilt

Vo (p(x) —(@))(p(z, 1) —cp(z,0)) = 0,

denn die beiden Faktoren haben dasselbe Vorzeichen (sofern der zweite # 0):
p(z) = L(p(z,1) > cp(x,0)), also

(o) fi(@) = (p(x) = ¥(2))p(x, 1) = c(p(x) —(x))p(z,0) =: cfo(),

und demnach

(*)  Eale] — Eq[y] - /f1(33)d33 > C/fo(év)dﬂl = c(a —Eo[¢]) >0

X X

Also ist die Macht von ¢ groflergleich der von .

Sei 1) ebenfalls ein bester Test mit Ey[¢)] = a, dann gilt Gleichheit in (x), folglich gilt
Gleichheit in (*x) (unter Umsténden bis auf x aus eine Lebesgue-Nullmenge N), d.h.

(p(2) = ¥(2)) - (p(2,1) = cp(2,0)) = 0,

d.h. ¢ =9 fir £ ¢ N mit R(z) # c. In diesem Sinne sind die beiden Tests ununterscheidbar.

9.4. Satz: (Lemma von Stein)

Im unendlichen Produktmodell (AN, .Z7®N P?N ;19 € {0,1}), sei ¢, ein Neyman-Pearson-Test mit
Eo[¢n] = @, der nur von den Beobachtungen Xj, ..., X,, abhingt. Dann gilt:

. 1
lim —log(1 — Ei[p,]) = —H(Po|P1),

n—oo N

d.h. Elp,] ~1—eH (PolP1) " die Macht von ¢ konvergiert exponentiell schnell gegen 1.

Beweis:

Sei

R, = p(lgn(Xl" i 7XTL) _ ﬁ pl(Xi)
" p6®n(X177XTL) i=1 pO(Xi)’

1 1 —
hnZ:——l Rn:— hXZ,
~log n;( )

'Im Diskreten statt Integral natiirlich eine Summe.
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x)

wo h(z) = log (pO(

). Dabei bemerken wir, dass
p1(x)

Eo[h(X1)] = H(Po|P1).

Dann ist

1  wenn h, < a,
©n =
0 wenn h, > an,

fiir ein a,. Sei a < Eg[h],

PSN[h, < a] — 0 mit dem Gesetz groBer Zahlen,

n—oo

also a, > a fiir n geniigend grof,

{1—0n >0} C {hn > an} = {pg" = " pi"}

Somit

1> Eo[l — ¢n] = €™ En[l — ¢4,
d.h.

lim sup % log(1 — Eq[pn]) < —a,
also auch

1
limsup — log(1 — Ei[¢n]) < —Eglh].

n—oo TN

Sei a > Eg[h] (und ohne Einschrinkung Eg[h] < o0), dann ist

1
PG [pf" = e = PG < ) 2 —°

fiir n geniigend gro8B.

p"
Eill —pn] = Eo[(1- ‘Pn)ﬁ]
Po
> e "Eol(1 - ‘Pn)ﬂhnéa]
> e_na(PE)@N[hn < a] — Eo[pn])
N——
=q
> e M@ -«

2

Somit

1
liminf —log E{[1 — ¢,] > —a,

n—oo n

mit a \, Eg[h] folgt die Behauptung.
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9.4.1. Beispiel:

Gegeben: X1,...,X,, Py = A4®"(mg,v),P1 = A% (mq,v),v > 0 fest, 0.B.d.A. mgy < my.
Teste Hy : m = mg gegen Hi : m = my.

Sei
R LS X m ) 4 S mo)? "o ) My, +m
=exp | —— i —m — i —m =exp | —(2(m1 —m my —
n p 2% < 7 1 2% < 7 0 p 2% 1 0 \/n/ 1
= % zn: X;
1=1
Betrachte nun ) )
1 _ _
I = ——log Ry, = 02—y, . M0
n 2v

Fiir o € (0,1) wéhle a,, so, dass Po[h, < an] = «, also

_ 2 _ 02
o = O (R0 gy ).

ol
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10. Monotone Likelihood-Quotienten und beste
einseitige Tests

10.1. Definition: Likelihood-Quotient Ry 4(z)

Ein Standardmodell (X, . #,Py : ¥ € ©) mit © C R hat wachsende Likelihood-Quotienten (bzgl.
einer reellwertigen Statistik T), wenn fiir alle ¢ < ¢ der Likelihood-Quotient

eine wachsende Funktion von T ist, d.h. Ry y(z) = fo 9(T(x)) = (fr9 o T)(x) fiir eine wachsende
Funktion fyr .

10.1.1. Beobachtung:

Jedes einparametrige exponentielle Modell hat wachsende Likelihood-Quotienten:

mit a strikt wachsend oder strikt fallend, demnach

Rorofa) = 228 — exp (ald) = a(0)T(0) ~ 0) + 0(0))

Klar, falls a streng monoton wachsend, sonst gehe zu —7T {iber.

10.2. Satz:

Sei (X, #,Py: 09 € ©),0 CR ein Standardmodell mit wachsenden Likelihoodquotienten bzgl.
T,9 € ©, a € (0,1). Ein gleichm#Big bester Test von Hy : ¢ < 9 gegen Hj : ¥ > ¥y zum Niveau
« hat die Form

fiir gewisse ¢ € R, € [0, 1], die durch die Bedingung G, () = « festgelegt sind. Die
Giitefunktion ist monoton wachsend in 4.

Bemerkung:

Um Hg : 9 > 9 gegen Hy : 9 < 9¢ zu testen, vertausche ,,<* und ,,>*“ der Definition von ¢
(formal: multipliziere ¥ und T jeweils mit —1).
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Beweis:

Setze O := O N (—o0, ¥, O1 := O N (Y, 00). Sei ¥ irgendein Test von Hy gegen H; der das

Niveau o einhilt, d.h. sup Gy(¥) < o, 9" € ©1. Fasse ¢ und ¢ auf als Tests von {0y} gegen {V'};
JEBO
in diesem Szenario ist dann ¢ ein Neyman-Pearson-Test mit Ey,[¢] = a.

Demnach
Gw(ﬂ/) > Gd,(?ﬂ/) vy e O1.

Zur Monotonie: Sei ¥ < ¢, fasse ¢ auf als einen (Neyman-Pearson-)Test von {9} gegen {1’} mit
Niveau (3 := G, (9).

Vergleiche mit dem (trivialen) Test ¢g(x) = /3, der ebenfalls Niveau 3 hat.

Geméf dem Neyman-Pearson-Lemma ist G, (0') > Gy, (9') = 8 = G,(¥), insbesondere ist

¥ — Gy, (¥) monton wachsend, also

sup G, (1) ©a

DISISN

10.2.1. Beispiel:

(i) Sei Xi,..., X, wiv gemd A (0,v),v > 0 fest, ¥ € R. Teste { < mo} gegen { > mg}
folgendermaflen:

% X;. Der beste Test zum Niveau « hat

Dies ist ein exponentielles Modell bzgl. M,, =

-

=1

{Mn > mo + \/gquu - a)}.

(ii) Sei Xy,..., X, wiv gemifl A (m,?), m fest, ¥ > 0. Teste {¢ > Yo} gegen {¥ < V¥g}: Dies ist

1 n
eine exponentielle Familie bzgl. T := — " (X; —m)?, der beste Test zum Niveau « hat dann
N i=1

1
T<—00-x2,¢,
{ n 0 Xn,a}

Ablehnungsbereich

den Ablehnungsbereich

wobei X%,a das a-Quantil von x2.

10.3. Tests im (2-parametrigen) GauB3’schen Modell

1 n
Szenario: Sei (m,v) € R x (0,00), (X1,...,X,) ~ A (m,v)®", M, := - 3 X
{ , ]
=Pm,v) '

Beobachtung

1 n
" Z:(XZ — M,,)? ist unter P (1,0 X2 _q-verteilt.
i=1
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10.3.1. Satz: Linksseitiger y-Test fiir die Varianz im GauB’schen Modell
Der Test ¢ mit Ablehnungsbereich!
{Z(Xz - Mn)2 > UOX?’L—LI—Q}
i=1

ist ein gleichméfig bester Test von Hy : v < vy gegen Hy : v > vg zum Niveau «, wobei
Xo_11-a = (1 —a)-Quantil von x2_,.
D.h.

(%) Emulel <a V(m,v) € g

und fiir jeden Test 1, der auch Niveau « einhilt, gilt

E(m,v) [(10] 2 E(m,v) [\Ij] \V/(’I’)’L,’U) € 0.

Beweis:
Zu ():

n

1=1

1 v
Pnwle =11 = P [; D (X — M) > ;Oxi_m_a] <a V(m,v) € By,

Fixiere (my,v1) € ©q, fiir v € (0,v;] sei

mit w, = A (my, Uln_v)2, P, = (

Die Likelihood-Funktion ist

o 1 n 2 _1 2
_n —55 2 (Xi—m) — 2 _ (m—-mq)
5y(X1,..., X)) = /(2m) 2e 7S -(277”1 ”) e~ 2m=o/m dm
n
—00

n

7 m—m 2
= at) [ e (‘H ‘%Z%—m?) dm
i=1

— 00

[e.e]
3 n—1 e (m—m1)?  (m— M,)?
- vV 1 n
= v — — d
ci(v)e / P < 2(v1 —v)/n 2v/n "
_ (m3 —Mp)2
=const.e 2v1/n
n—1 (my — M,)?
= — Ly T )
a(v) exp ( - o),

> (Xi—Mn)2>vox?2

n—1,1-a

'Dh. go::IL{ "

i=1

?Bemerkung: M, unter P, hat Verteilung .4 (m1, ), denn wenn Z ~ .4 (0,1) betrachte:

JEZ+ M
n
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d.h. P,,v < v; sind eine exponentielle Famile (bzgl. V*).

Demnach: ¢ = Lyy«sqy (wo ¢ so gewiihlt, dass Py, (V* > ¢) = o, mit

Poy(V* > ¢) = [P [V* > cJwy, (dm) = P g, [V* > ¢]) ist ein gleichmiBig bester Test von
{Py, :v <wp} gegen {P,, } zum Niveau o (und eigentlich ¢ = ).

Sei ¢ ein Test von Oy gegen ©1 zum Niveau «,

Gy(v) = /Gw((m,v)) wydm < a,

also liefert die Optimalitét von @: Gy ((m1,v1)) = Gy(v1) < Gz(v1) = Gy((ma,v1)).

10.3.2. Bemerkung: (Der rechtsseitige Y>-Test fiir die Varianz)

Der Test p =1 » von Hy:v > vy gegen Hi : v < vy hat das Niveau « und ist
{2 (Xi=Mn)<vox?_, .}

=1
unverfdlscht, d.h.

sup  Gy((m,v)) <a< inf  Gy((m,v)).
(m,v)€Bq (m,v)€O1

(Er entscheidet mit groferer Wahrscheinlichkeit fiir die Alternative, wenn sie zutrifft, als wenn
wenn sie nicht zutrifft.) Er hat unter allen unverfélschten Tests von Hy gegen H; zum Niveau «
die grofite Macht (d.h. die Macht ist punktweise nicht kleiner), aber es gibt zu a € (0, 1) (viele)
Tests, die Niveau « einhalten und auf Teilen der Alternative groBere Macht haben. Fiir m € R sei

=1(nx . hat Niveau a: (m/,v) € ©y.
Pm {Z_gl(Xi—m)2<U0Xi71,a} Pm ( ) 0

P o)lom = 1] < Pnpylom = 1] S Plag)lpm = 1] =
(Ubung: A4(0,1)®"(B,(z)) < .#(0,1)®"(B,(0))).

Fiir {m} x [vp, 00) gegen {m} x (0,vq) ist ¢, ein bester Test, insbesondere (Ubung: echt) besser
als .
Andererseits:

Gy, ((m',v)) — 0 fiir jedes v, insbesondere fiir v < vy.
m/—o0

10.3.3. Satz: Einseitiger Student’scher T-Test

Im Gaufi’schen Produktmodell ist ¢ = ]l{ (th—1,1—a = (1 — @)-Quantil der

Vi (Mn—mgq)
/V*

Student’schen-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden) ein bester unverfiilschter Test von
Hy: m < mg gegen Hi : m > mg zum Niveau «.

>tn71,17a}

3mit
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Beweis:

my/n 1
v 1= 9y

0O.B.d.A. my = 0. Re-parametrisiere y =

n —35 3 (Xi—m)?
p(ﬂvn)(Xl""aXn) = (271"[))_5@ e

n 1 ¢
= (27v)” 2 exp (—%;Xi—l—
1=

= Cﬂhnﬁﬂp<—ﬂjiz—ns)

— n
mit M, = /nM,, S = X2
=1

denn (n — 1)V* = S — nM2.

{Th >th11-af = — > = {M, > f(s)}

. S tn—1,1—a
mlt f(S):'I" m,?":ﬁ.

Sei v ein unverfalschter Test von ©y gegen ©1 zum Niveau «. Dann gilt
E(O,n) [1” =« \V/U >0

und
E(O,n) [(,D] =« V?] > 0.

m nm
v

2
n- M, — ——

2v

Behauptung: (x) E( ) [2(S)(p —¢)] =0 Vh:[0,00) — R, die subexponentiell wachsen, d.h.

h(x)e % "7 0 V6 > 0.
c(0,v + k)
c(0,7)

E(nlg(e™) (@ — )] =0

Zu (x): Sei v € R,k € N By iple —¢] = E(o)[e " (¢ — )] = 0 VE,

also

fiir jedes Polynom g, geméfl dem Weierstrafl’schen Approximationssatz also fiir jedes stetige

g:10,1] — R und jedes n > 0. Fiir gegebenes h setze

(z) = h(log(l/ﬂf))ﬂié, 0<z<1,
95(@) =1 o
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(gs ist stetig, und gs(e™*) = h(s)e™%), demnach

E() [h($)e™ (0 = )| = Boplos(e®)(p = 4)] = 0

fiir jedes § > 0, was () impliziert.

Betrachte ein (u,n) € 01, der Likelihood-Quotient hat die Gestalt

Ry 0.y = gt m)et™.

Demnach hat der Verwerfungsbereich von ¢ die Form

(R0 > h(S)} mit h(S) = ¢, e,

1

also

Ewnle =% = Ep[Riumn,o0m) (@ — )] —Eon[h(S) (e — )]
=0 gemif (x)
= E@n [ R, 0m — 9@ —1)] >0,

>0

d.h. die Macht von ¢ ist nicht kleiner als die von .
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11. y*-Anpassungstest

11.1. Test auf eine vorgegebene Haufigkeitsverteilung

Gregor Mendels Erbsenexperimente

Form: rund oder kantig, Farbe: gelb oder griin. Nennen wir A rund, a kantig und B gelb, b griin.
Dabei sind in diesem diploiden Genmodell A und B dominant.

Betrachte die Nachkommen eines AaBb: Es gibt nun 4 Moglichkeiten fiir den Phénotyp, mit
(theoretische) Haufigkeiten gemifl den Mendel’schen Vererberungsregeln:

‘ gelb griin
9 3 1_ 3
rund 16 142~ 16
kantig % %
Mendel beobachtete in n = 556 Versuchen:
‘ gelb griin
rund | 315 108
kantig | 101 32
oder in relativen Haufigkeiten:
‘ gelb  griin
rund | 0.567 0.194
kantig | 0.181 0.058

Experiment mit s moglichen Ausgéngen, Ausgang ¢ mit Wahrscheinlichkeit p(7), n unabhéngige
Wiederholungen.
X, Ausgang des m-ten Experiments
hp(i) = {1 <m<n: X, =i},

0a) = {(al,a;?...,as)pu)al Cop(s)e falls ardas 4.4 a,=n

Plh,(1) =a1,...,hy(s) =
[a(1) ! (s) 0 sonst

Diese Verteilung heifit Multinomialverteilung.

s

i) — np(i))?
=1

Ziel: Die Verteilung von Dy, ,(X) unter der Multinomial(n; p(1), p(2), ..., p(s))-Verteilung
hn (i) — np(i)
np(i)

studieren. Sei b} (i) = . Dann ist

SVl - i) =0
=1
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und
H,:={zeR° 2" u,=0} u,=(/p(l),...,/p(s)),
I, : R? — H, die Projektion auf H,.

Sei O eine orthogonale s x s-Matrix, deren letzte Spalte u, ist. Dann wihle

Abbildung 11.1.: Darstellung der orthogonalen Projektion im Zweidimensionalen auf einen eindi-
mensionalen Unterraum

m=o0-| = 0!
0 0

Multivariate Standardnormalverteilung auf H:

N (0,1)%° - I =,

Bemerkung:

H(0,1)267) 5,00t = 4,

11.1.1. Satz:
(Ba(D), . BT S A

n—oo

Erinnerung:

Y, % Q:<= P[Y,cA"="Q(A) VA mit Q[0A] = 0. Fiir die Konvergenz geniigt es,
P[Y, € A] — Q(A) fur A der Form (—o00,a1] X (—00,a2] X ... X (—00, as] mit a; € R zu zeigen.

Beobachtung:

Zi(1),k =1,2,...,1 <i < s unabhéngig und Zy (i) ~ Pois(p(7)).

Betrachte S, (i) := i Zi (i), Ny == Sp(1) + Sn(2) + ... + Sy(s). Dann ist S, (i) ~ Pois(np(t)),
Sp(i) sind unabhéinkngl, N,, ~ Pois(n) und gegeben N,, = m ist (S,(1),...,S.(s))
Multinomial(n; p(1), ..., p(s))-verteilt, denn

P[Sn(l) = Q1,.-. JSH(S) = aS‘N = m] = _jnm He_P(Z)nW — <a m . >p(1)al . '.p(s)as.
ml =1 i ..., Us
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Setze

O 5:()
Sr(i) == M, so gilt (mit dem ZGWS) S = : 2 4(0,1)%5.
np(i) S (s)
Sei weiter

S

N = D VRS0 =

und
Y, = 0'SE, Y,i(s) = N,

Es gilt: Y* 5 47(0,1)%5,

P[hi € Al = P[S: € AN} =n] =P[Y,s € O'A|Y;*(s) = 0].
Zeige: Ve > 0: P} € A] < P[S) € A|N; € [—¢,0]] und P[h}, € A] > P[S} € A|N;: € [0,¢]] fiir A
der Form (—o0,a1] X ... x (—00, as).
hm (i) = np(i)
np(i)
{h;an’n € A} C{hjn € A}, dh gmy1n < G, also

Sei hy, (i) = s G = Plhy, , € A].

[n+ey/n)
Gnn > Z gmnP[N, = m|N; € [0,¢]] = P[S} € A|N; € [0,¢]],

analog die andere Ungleichung ¢, < P[S} € A|N; € [—¢,0]].

s 1 2
PIS! € A] HH/ e dt
i=1 V2

— 00

Sei weiter U, := {x € R® : 25 € [0,¢]}. Dann gilt:

* t
L cOMNU L, 0,09 (0 A0) = o

P[S; € AN} € [0,¢]] = PP[Y*(S) c[0,e]] n—oo

Dann ist

€
2

= ! 1 6_% (s—1) T s—1 ., .7 t T&:O
qf‘mo,l)([o,e])/m Oz e R (2,1) € 0" A} dr =45 (A).

0

=0(4)

Demnach liminf g, », > 4,(A), analog fiir lim sup.
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11.1.2. Korollar:
Unter P, gilt:

n—oo

S (0 ()? =D S X2y,
denn
S (0)? < ¢| = Pylh; € {z € R® : |z < ¢)]
=1

= Mz fal <ch) = (A 0,05V @ d) (fr e R : ol < }) = X2, ([0, ).

n

11.1.3. \>-Anpassungstest

Zu a € (0,1) sei ¢ = (1 — a)-Quantil von x2_;. Der Test von Hg : ¥ = p gegen Hj : ¥ # p mit
Ablehungsbereich {D,, > ¢} hat (asymptotisches) Niveau .

Zuriick zu Mendel:

Dss6 = 0.47, x3([0,0.47]) = 0.075, der x2-Test lehnt Hy nicht ab.

11.2. y%-Test auf Unabhingigkeit:

Seien X1, Xo,... unabhingige Werte in £ = {1,...,a} x {1,...,b} =t Ax B, a,b>1
Pﬁ[Xl = (Z>])] = 19(27])7

0 = {9 = (9(i, ) )icagen : 9(i,5) > 0, 9(i,j) = 1}

.3
Marginalverteilungen:
9(i,) = > 06, 4),9(4) =Y _ 9(i, )
JEB i€A
O = {¥eO:9(,j) =7, )I(,Jj) Vi, j}

= {9 e€0:9(,7) =) B(j) fir Wkeitsvektoren o auf A und 5 auf B}

Betrachte nun
ho(i,§) = {1 <k <n: Xp = (i,))}]

und berechne

11.2.1. Satz:
Fird=a® 8 € Og,c > 0 gilt

Pﬁ[ﬁn <c — X%a—l)(b—l)([o’c])‘

n—oo
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Beweis:
Seis:a-b,r:(a—l)'(b—l),ﬂza@ﬁ
- Ly (i, Yl (-, ]
b (i, 5) == ( i ]),
\/ hn Z 7])

somit Dy, = ||hn |

Beweisidee:
. (hn@',j) — na(i)B())
mes na(i)3()

) ~ Nogp unter Pogpg
ij

(geméB Satz 11.1.1)

Definiere: 6.7) — Lo V)
o/ hn (7,7 _ﬁhn i) hn (e g
ACY), — :
Vna(i)B(7)
sei
a(1)
ar = ((1, 7)) = (Va(@)dj) = | o : ol
a(a)
a(1)
wobei : der [-te Spaltenvektor von b-vielen Spalten ist.
a(a)
und

0
br. = (bk(i, 7)) = (VB(J)oki) = (\/ V3 )
Esgilth;-al:O,h‘,’L-bk:QM:span(al,bk,l:1,...,b,k::1,...,a)

Behauptung: dimM =a+b—1:

a

b
> VBWa = Va®)b, = (Vali) - /B())i; = u
1 1

also dim M < a4 b — 1, zeige ay,...,ap,b1,...,bq_1 sind linear unabhiingig.(Ubung)

L := orthogonales Komplement von M, h) € L.
Ergéinze us zu Orthonormalbasis %41, Upy2,...,...,us von M, diese zu Orthonormalbasis
Ui, ..., us von R = L @& M. Setze:

(5% . Ug 1
Oap = | | | ist orthogonal, Il,g = 0,3 0 ﬁéﬁ
| |
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wobei in der Diagonalen nur r-viele 1-er stehen, ist die Projektion auf L.

hy, = aghy, o)l — 0 in Verteilung unter Pagg.

n—oo

Zeige: ‘

Es gilt:
hn (i, ) + na(i) () — a(@)hn(-4) = hn(i, -)8())
na(i)B(5)

denn rechte Seite Lay, by, also rechte Seite € L und h — Rechte Seite € span(a;,by) = L.

Haﬁ h;kz,aﬁ (i, j) =

)

(A, = Haghs, 8) (i, 4) = m (0) - 07 (5),

wo (i) = j‘l‘—.)&hn(z‘, ) = @)y () = ﬁ%(%hn(-,j) = B(j)) und es gilt

ali

. NV
m (0),7, (7). =0 unter Pogg

n—oo

(mit ZGWS oder Cebysev-Ungleichung).

Wir wissen:
1%

*
hn,a -
n—00

hop = (A (0,1)%67D © 8) 0 07}

11.2.2. Korollar: y2-Test auf Unabhingigkeit

Sei a € (0,1), ¢ = (1 — a)-Quantil von X%a—l)(b—l)' Der Test von Hy : 9 € ©g gegen Hy : 9 € ©\ O
mit Ablehungsbereich {D,, > ¢} hat asymptotisches Niveau .

Bemerkung:

dim©® =a-b—1und dim(60p) =a—1+b— 1. Es ist:
(a—1)b-1)=ab—1-((a—1)+ (b—1)).

Das Schétzen der unbekannten Marginalverteilungen ,,verbraucht“ a + b — 2 Freiheitsgrade.

Beispiel: Zulassungsstatistik der Berkeley-Kandidaten, Simpson-Paradoxon

Im Herbst 1973 haben sich an der Universitéit Berkeley 12763 Kandidaten fiir ein Studium
beworben, davon 8442 Ménner und 4321 Frauen. Es kam zu folgenden Zulassungszahlen:

Aufgenommen | Abgelehnt
Ménner 3738 4704
Frauen 1494 2827

Demnach betrug die Zulassungsquote bei den Ménnern ca. 44%, bei den Frauen nur ca. 35%. Ein
x2-Test auf Unabhiingigkeit (mit R) zeigt, dass eine solche Unverhiltnismifligkeit nur mit
verschwindend kleiner Wahrscheinlichkeit durch ,reinen Zufall“ entsteht:
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> berkeley <- matrix(c(3738,4704,1494,2827) ,nrow=2,byrow=TRUE)
> berkeley
[,1]1 [,2]
[1,1 3738 4704
[2,] 1494 2827
> chisq.test(berkeley)

Pearson’s Chi-squared test with Yates’ continuity correction

data: Dberkeley
X-squared = 110.8489, df = 1, p-value < 2.2e-16

Dieser Fall hat einiges Aufsehen erregt, er wurde u.A. diskutiert in P.J. Bickel, E.A. Hammel,
J.W. O’Connell, Sex Bias in Graduate Admissions: Data from Berkeley, Science, 187, no. 4175,
398-404 (1975). Bemerkenswerterweise verschwindet das Ungleichgewicht, wenn man die
Zulassungszahlen nach Departments aufspaltet: Es stellt sich heraus, dass innerhalb der
Departments die Aufnahmewahrscheinlichkeiten nicht signifikant vom Geschlecht abhéngen, aber
sich Frauen hiufiger bei Departments mit (absolut) niedriger Aufnahmequote beworben haben als
Manner — dies ist ein Beispiel fiir das sogenannte Simpson-Paradozx. Die genauen nach
Departments aufgeschliisselten Bewerber- und Zulassungszahlen sind leider nicht 6ffentlich
zugénglich (siehe aber Abb. 1 in Bickel et. al, loc. cit, fiir eine grafische Aufbereitung der Daten,
die den Simpson-Effekt zeigt). Bickel et. al demonstrieren das Phdnomen mittels eines
hypothetischen Beispiels:

Aufgenommen ‘ Abgelehnt

Department of machismathics

Méanner 200 200
Frauen 100 100
Department of social warfare
Méanner 50 100
Frauen 150 300
Gesamt
Méanner 250 300
Frauen 250 400
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12. Regression und das lineare Modell

12.1. ,,Einfache* Regression:

Modell:
Seien Xy = v0+ 71 - tx + V&, k = 1,...,n unsere Beobachtungen (Zielvariablen), wo 1,2 die
unbekannten Koeffizienten, t1,...,t, bekannte Werte (die Ausgangs- oder Regressorvariable) und

&1, - .., &, StorgroBen (mit E[¢;] = 0, Var(¢;) = 1), sowie v > 0 der Varianzparameter. (Wir
nehmen dabei an, dass nicht alle ¢; identisch sind.)

Problem:

Anhand der X; und t; auf ~y und ; schlielen.

/

Abbildung 12.1.: Ausgleichsgerade zu gegebenen Punkten

/

Vorschlag: Regressionsgerade via kleinste Quadrate

Fiir v = <’7YO> und Realisierungen x1,...x, von Xi,..., X, sei
1

SRS

n
Fy = Z(Ucz — (0 4+ - 1:))?,
i=1

wihle 7 so, dass F5 = min F.
¥
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Bemerkung:

Die Abbildung v — F, ist glatt und lim F, = oc.

7| =00

S|=

wo M(u) = u; und

Weiter gilt:

E
=+
<
X
I
3=
N
M=
~
SO
|
=
S~—
o
o
=}
o
Q
=2
Is
~
N~—
I
|—
(\
I
Sk
>
N———
|
>
-
S~—

T - V(t) = C(X, 1)

12.1.1. Satz:
. CX,t) . M(t
M= ( )7/70 = ( ) - ( )
V(t) V(t)
sind die eindeutig bestimmten kleinste-Quadrate-Schétzer fiir . Sie sind erwartungstreue
Schétzer fiir .

C(X,1)

Beweis:

Eindeutigkeit ist klar.
Zur Erwartungstreue: Sei ¥ := (y,v). Dann

Bl = B | ot - M 3K,
i=1 i=1
— %E %Zti(}d—kfylti—kx/@%)—M(t)%Z(Q/d—i—’ylti—F\/@f{)
i=1 =1
_ mV()
V(t)
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und ebenso:

Ey[o] = Ey[M (X)] - A‘fj(tt))Eﬁ % D tilw+ it + Vogh) — M(t)% YO+ mti + Vo)
Yo+71 M () = i
:JX\fT(f))'%V(t)

Bemerkung:

(i) Die Regressionsgerade verlduft durch den Schwerpunkt (M (t), M (X))! der ,,Punktwolke.*

(ii) Der , Regressionsvektor

1 t
R B t
Yol+mt=7|.|+n

1 t

ist die (orthogonale) Projektion auf L = span(1,).

12.2. Das lineare Modell:

Szenario:

Sei n, s € N, s < n, Parameter vy € R®, Varianzparameter v > 0, ,,Designmatrix“ (n x s)-Matrix A
mit maximalem Rang s, &1,...,&, Storgrofien, E[¢;] = 0, Var(§;) = 1, unkorreliert.
Beobachtungen X = (X1,..., X,,)! entsteht als

X =A v+ VvE

Bemerkung:

Sei L = {An : n € R*} der Spaltenraum von A, I : R™ — L die orthogonale Projektion auf L.
Dabei gilt fiir alle z € R™:

(i) OHrz € L und |z — Izz|? < min |z — u?
uclL
(ii) Hpx € Lund z — Iz L L
(und Iz ist durch (i) und durch (ii) charakterisiert)

(i)e(ii) Upz € L und u'(z — ) = 0 fiir u aus einer Basis von L <= A'(z — Il z) =0

Bemerkung:

A A ist invertierbar, und I, = A(A*A)~1 A"
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Beweis der Bemerkung:

Angenommen A'Ac = 0 fiir ein ¢ € R\ {0}. Dann ist
|Ac|? = 'A'Ac = 0 im 4 zu Rang(A) = s.
Weiterhin ist

AAT A Al e L, Al(z — A(A'A) M Alg) = Atz — A'z = 0 fiir jedes © € R™

12.2.1. Satz von GauB-Markov
Die Storgroflen &; erfiillen E[¢;] = 0, Var(§;) = 1 und seien unkorreliert. Dann gilt:
(i) Der kleinste Quadrate Schitzer ¥ = (A*A)~LA!X ist erwartungstreu fiir .

(ii) Ist 7 : R®* — R eine lineare Kenngréfie von « (d.h. 7(y) = ¢!y fiir ein ¢ € R®), dann ist
T := !y erwartungstreuer Schitzer fiir 7(y) und hat unter allen erwartungstreuen linearen
Schitzern fiir 7(v) die kleinste Varianz.

X CTXPXP - XX - A5P

(iii) V*: ist ein erwartungstreuer Schétzer fiir die
n—s n—s n—s
Varianz v.
Beweis:
Sei ¥ = (y,v).
(i)
Ey(M1)
: = Ey[7]

Ey(71)

= Ey[(A'4)71A'X]
(ATA)~1 A" Ey[X]
——
— Ay
= 7
(Beobachtung: II; X = A (A*A)"1A'X, also ist es der kleinste-Quadrate-Schiitzer.)
ﬁc\—/
=7
(ii) Ey[T] = Ey[7] = cly = 7(v), also erwartungstreu fiir 7(7).

Sei a := A(A*A)"te(€ L). Zeige: T = a' X.
Klar, denn
Hia=a <= dl=ad,Ala=c = dA=¢,

somit 7(7) = cly = al Ay, 7(7) = a? A(ATA)TAX = a' X.

Sei S :=b'X irgendein linearer Schiitzer mit Ey[S] = 7(v) (V¥ = (v,v)), also
Ay = Ey[b' X] = 7(y) = Ey[a' X] = a' Ay fiir jedes v € R®, d.h. (b—a)lu=0 Yue L,
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(< b—all), folglich ist a = II1b, insbesondere |a|? < |b|%.
Vary(S) — Vary(T) = Ey[(b' (X — Ay))* — (a (X — Av))?]
~— ~—
Vg Vg
= B [bEe'D — a'éela]
= (' Ey[€€]b — o’ Eg[¢€ a)
. o
= (jb* ~la*) > 0

(iii) Sei uq,...,us eine Orthonormalbasis von L, ergéinze zu ONB uyq, ... u, von R". Betrachte
1 0
die Matrix O := <u|1 u|2 u|n> =0 1 0 O! mit s Einsen in
0 0
der Diagonalen ist die Projektion auf L, n = O¢.
Es ist
(n—s)V* = |Ay+ VoE = T(Ay +Vg)|?
= v|¢ — P
1 0
— wlop-0 ! 0'0
= vUn 0 A i
=1,
0 0
1 0
0 0
n
= v >
k=s+1
und

Ey[ni] = Eg Z OikOj&i&s | = ZOikOik = Z OirO}; = (00");; = 1.

irj
12.3. Das normale lineare Modell:

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass die &; u.a., A47(0, 1)-verteilt sind.
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12.3.1. Verallgemeinerung des Satzes von Student

Im normalverteilten linearen Modell gilt unter P, :
() 7~ A (r,0(A"A) )

(ii) Z=2V* ist x2_,-verteilt und unabhéingig von 7.

(il) 2|AF -7 = X — E(y,)[X]|? ist xZ-verteilt und ist unabhéingig von V*, insbesondere:

A~ — 2
M ist Fisherg ,,_s-verteilt
s-V* ’
(iv) H C L linearer Teilraum von L, dim H = r < s und Ay € H, dann ist 1[I, X — 5 X|
x2_,-verteilt und es ist unabhingig von V*, insbesondere ist

n—s ‘HLX — HH)(‘2 o ’A;}/\— HH)Q2

Fprp = s X T2 = oV Fisher,_, ,_s-verteilt.

Bemerkung:

I\

X
’

|

|

|

|

|

|

|

|

Abbildung 12.2.: Darstellung der Projektionen eines Punktes X im R3 auf H ¢ L C R3, L ist
dabei die Ebene, die durch das Rechteck L dargestellt werden soll und H der
Unterraum, der von der blauen Geraden aufgespannt wird.

Es gilt

ML X — Ty X|? = X2 - |UgX]?=|X —1IyX)? - |X -1, X|*> (Pythagoras)

und
X - X2 = |X|> - O X
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Beweis des Satzes:
(i) 7 ist s-dimensional normalverteilt; es gilt:
E(.0] = (A'A) 74 E, ) [X] =7

und
Cov(q) = (A'A) L ADI, - A((ATA)™HE = v(AtA)~L.

(ii) Sei 0.B.d.A. uy,...,u, eine ONB von R"™ mit H = span(uy,...,u,), L = span(uy,...,us),
O = (ug,...,up),n := O, nist A(0,1)%"verteilt.

n—s, ., 1
” Vo= ;’A’YJF\/ES—HL(A’YJF\/’T)S)P
= [¢—TI¢P
= Z 7722 NX?%,—S
1=s+1

(iii)
1 S
X — Ay = [P = nf ~ 23
i=1
und ist unabhéngig von V*.

S
(iv) I, X —OpX > = |0 —Tpg)> = > n? ~x%_, und unabhingig von V*.
1=r+1

12.3.2. Korollar: Konfidenzbereiche im normalverteilten linearen Modell
Sei av € (0,1).

(i) C5:={7€R*: |[AF —7)|* <5 V*+ fsn_sii—a} ist ein Konfidenzbereich fiir v zum
Sicherheitsniveau 1 — «, wobei fs ,—s.1—q das (1 — «)-Quantil der Fisherverteilung mit s und
n — s Freiheitsgraden ist.

(i) Sei 7(v) = 'y (c € R®) ein lineares Parametermerkmal.
Cr = (' = oV V*, A+ 6VV*),

wo § = \/ct(AtA)"1c- tn—si—g mit t,_s1 g dem (1 — §)-Quantil der Student’schen
Verteilung mit n — s-Freiheitsgraden, ist ein Konfidenzintervall fiir 7(y) zum

Sicherheitsniveau a.

(iii) Cy = (x=2—V™, X2"_5 V*) ist ein Konfidenzintervall fiir v zum Sicherheitsniveau 1 — a.

ans,lfa— s,%—

Beweis:
(i) Mit % ~ fsn—s-verteilt v’

(ii) Z =y ~ A (cty,vct (A A)"Le), also ist Z* = \/1;(;%?73)716 ~ 4(0,1) und somit

~ tn_s. Dann ist P(%v)[|T| < tn_&l_%] = .

*

v
v

T :=
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(i)
n—s n—s ) n—s._ )
P(%U) LS ( 2 2 ):| = P(%U) [Xn—s,% < TV < Xn—s,l—%] =1—-«

Xn—s,l—% Xn—s,%

12.3.3. Korollar: Tests im normalverteilten linearen Modell
Sei a € (0,1).

(i) (t-Test fiir ¢ty = mg, bzw. < oder >)
Der Ablehnungsbereich

{165 = mol > tn_s1 g - /A(ATA) TV}

definiert einen Test von Hy : ¢ty = mg gegen H : ¢ty # mg zum Irrtumsniveau a.

Analog definiert

{ctﬁ —my z th—si—a - \/ct(AtA)—lcV*}

einen (einseitgen) Test von Hy : c'y T mq gegen Hi : clry z mg.

>

(ii) Sei H C L linearer Unterraum, dim H =r < s,

n—s ’1_[[,)(—1_[]{)(‘2
s—r | X —T|?

Fyp =

Der Ablehnungsbereich
{FH,L > fs—r,n—s;l—a}

mit fs—pp—s1—a = (1 — a)-Quantil der Fishers_, ,_,-Verteilung definiert einen Test von
Hy: Ay € H gegen Hy : Ay ¢ H zum Niveau a.

(iii) Sei vg > 0. Der Ablehnungsbereich
{(n - S)V* z UOXEL—S,I—Q}

vg gegen Hy @ v Z vg zum Niveau a.

IV IA

definiert einen Test von Hy : v

Beweis:

Wir betrachten exemplarisch (ii): Fiir jedes v € Hy, v > 0 ist Fp, 1, unter P
Fisherg_, ,,—s-verteilt, demnach gilt

P(’y,v) [FH,L > fs—r,n—s,l—oe] = Q.
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12.3.4. Beispiel: Polynomielle Regression

d .
Seien t1,...,t, die (Werte der) Regressor-Variable, X; =y + > vjt! + Vv&i, s = d + 1,
j=1

2 d
A= Do E
1ot, t2 ... td

Auf der Website http://www.klimadiagramme.de finden sich u.A. die
Durchschnittstemperaturen in Karlsruhe im August in den Jahren 1800 bis 2007 (n = 206
Beobachtungen, denn die Jahre 1854 und 1945 fehlen):

Mittlere Augusttemperatur in Karlsruhe

o
< |
N
—— Grad 1
o --- Grad2
o | Grad 3
o
o °o
o
N o o
o o o
o o o °
o o 0o
o o o ;
e 5 @O o "o o o & &o-
E &7 x o o o o o o o 8P
2 S oo o o ° .
0o.& o oo o o .*o
5% © 0© 0 °% ® o0-% ©
@ ) o . ofq R} . a ° (9@3
oY @ S~ %0 ®@g-- "o 0@
o O o) --&.:0. O --"To® o
© (90 ° [e) g6<;~6@.-..<,80 ..... O O o
= ] 02 o0& o © o
o 9 o o °© 8§ 06
o o o °
° & o o
© 0 > o ° o ©
° o9 © )
o o o
o o
g - ° o
o ©
T T T T T
1.80 1.85 1.90 1.95 2.00
Jahr/1000

August-Durchschnittstemperaturen in Karlsruhe und Ausgleichspolynome
t1(x) = 1.064x + 16.804, to(x) = 177.92% — 676.3x + 660.8,
t3(r) = 119023 — 661822 4 122522 — 7532
(t; ist jeweils das Polynom vom Grad < i, das die quadratische Abweichung minimiert).

Um beispielsweise zu testen, ob (wenn man normalverteilte Fehlerterme unterstellt) der
Koeffizient v1 in t1(x) = y12 + 7o signifikant von 0 verschieden ist, kénnen wir Korollar 12.3.3
verwenden: Es ist

A= <t11 ti) S <£tz %%) (A= = Varl(ti) (%f Z;)




. 0 - 1
Dann ist ¢ = <1> act(AtA) le= n-Var(t;) und

1.064 -0
——~0.614 < t206—2,1—0.01/2 = 260,

(n-Var(t;))

d.h. die Nullhypothese v; = 0 kann nicht zum Niveau o = 0.01 verworfen werden.

Siehe Abschnitt A.2 fiir den zur Berechnung verwendeten R-Code.

12.4. Varianzanalyse:

Bemerkung: In der englischen Literatur ist das Akronym ANOVA=ANalysis Of VAriance
tiblich.

Seien X1,..., X, n Beobachtungen in s Gruppen (gem. s moglichen Werten eines ,,Faktors®).
ny+...+ng=n.
Modell: Sei X ;, die Beobachtung % in Gruppe 7. Dann ist

X@k =m; + \/6&71f mit gi,k u.iv. ~ r/V(O, 1)

(, Wortlicher® Bezug zum linearen Modell:
X = (Xl,l,Xl’Q, .. ,XLnl,XQJ, . ,X27n2, o ,XSJ, .. >Xs,ns)a v= (’I’)’Ll, A ,mg)t S RS,

1 0 ... 0
10
0 1

Designmatrix: A= | 1 1 |, wobei in der ersten Zeile n; viele Einsen stehen und in Zeile

0

0

1

00 1

2 ny viele Einsen stehen usw; L der Spaltenraum von A. Somit ist X = A~y + /v mit
£~ A (0,1)%")

Es gilt:
ni 0 0
(atay=| " ™
: .. 0
0 ... 0 mng
und

A'X = (nyMy, ..., nsM,)"
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mit M; = L 3> X4 7 = (ALA) VALY = (M, ..., M,),
k=1

T

1

Ve o= X — A3
n—s
1
— n_s|X—(Ml,...,Ml,Mg,...,M2,...,Ms,...,MS)|2
ni n2 Ns
1 S n;
=) DTS,
i=1 k=1
Lsp—s5 !
i=1
. 1 Uz
mit V' = L3 3 (X — M;)*
k=1

Schreibweise: V., := V*, ,Varianz innerhalb der Gruppen*®

Bemerkung: ,,Streuungszerlegung*

S ng
Mit M =1 35 3 X ist
i=1k=1
1 s n
Vit = n—1 ZZ(Xi,k - M)2
i=1 k=1
1 2
= ——|X-M-1]
n—1
1
= (X =X+ X = M- 1),
also
(n = DVioe = (n = 8)Vig + (s = DVg
1O 1
mit Vg = Py an(Mz —M)? = py] Tl X — M -1/* (,Varianz zwischen den Gruppen®).
i=1

12.4.1. Satz: Konfidenzbereich fiir v = (my,...,m,)"

Fiir a € (0,1) ist
1 S
C:= {m = (M. ) = Y (g — My)? < Vi - fs,n_s;l_a}
5 i=1

(WO fsn—s;1—a = (1 — a)-Quantil der Fisher; ,_s-Verteilung) ein Konfidenzbereich (oder
Konfidenzellipsoid) zum Irrtumsniveau a.



Beweis:

1 Z:lnz(% — M;)?
Ponb €Cl = Puy | ——= < fen-si-a
iG
15 Zlni(Mz)2
= P - s,n—s;l—a
(0,v) % ‘GE < f, i1
= 1l—« )
12.4.2. Satz: F-Test auf Gleichheit der Gruppenmittelwerte
H={m-1:meR}CL(CR"), (dh. Aye H <= mj; =mg=...=ms).
Der Ablehnungsbereich
(Ve > fsin—sn-aVic}
definiert einen Test von Hy : m1 = ... = my gegen Hp : “nicht alle m; sind gleich® zum Niveau a.

Beweis:
Sei v > 0, v € R® mit Ay € H. Betrachte

Vi, X — T X|?
Vi SIX -TpXP?

n—s

, dies ist unter P, , Fisher,_q ,_,-verteilt.

12.4.3. Korollar: t-Test auf Gleichheit der Mittelwerte fiir zwei ungepaarte
(normalverteilte) Stichproben

Seien X1 1,..., X1, wiv. ~ A (my,v), Xo1,...,Xopn, wiv. ~ A (mg,v) und
ny

n2
1 1
M, = — X1, My = s > Xoks
k=1

n
=1

. 1 ni no
Vie =——5 (Z(Xl,k — My)* + Z(Xz,k — M)
k=1 k=1
Der Ablehnungsbereich
My — M-
M 2 >ty 91-g

* ’ 2
(4 +%)VZG

ny

(Wo tp_21-g = (1 — §)-Quantil der Student’schen t-Verteilung mit n — 2 Freiheitsgraden)
definiert einen Test von Hy : m1 = mg gegen Hy : my1 # ms zum Niveau «.
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Beweis:

Esist M = 1 <Z?:11 Xl,i + 2?221 X2,i> =1L 74 2 M, also

ni+n2 ni+ng ni+ng
_ 2
Vig =m(My — M)* 4 ny(Ma — M)* = % Nach obigem ist
nyp o n2

Vig _ (M~ A
Ve (L+i)vie

ni n2

Fishery ,,_o-verteilt, und die ,,symmetrisch signierte® Wurzel einer Fishery ,,_o-verteilten
Zufallsgrofle ist t,,_o-verteilt.
12.5. Zweifaktorielle Varianzanalyse

Modell: Es gibt 2 Faktoren mit s; bzw. sy ,Stufen®. X ;. ist die k-te Beobachtung zur Stufe i des
ersten Faktors und Stufe j des 2. Faktors.

Xi,j,k = Mj,j + \/Egi,j,/ﬂi € {17 cee 731}7j € {17 s 782}7 1< k < Ngj

s1 82
(insgesamt: n =) > n;j,5 = 51 - S2).
i=1j=1
S92 S1
1 1 1

m.. = — E mi7'mi7.:—g mi7'm.7':—g mgi.;
T s 52 4 P s 4 !

2¥) jzl =1

Schreibe m; j = m.. + a; + B; + i ; mit oy = m; . — m. . (i-ter Zeileneffekt) und 5; = m. ; — m...

(j-ter Spalteneffekt), sowie v; j = m; j — m;. — m.; +m.. (, Wechselwirkungseffekt“ bei (4, j)) mit
Designmatrix A und ihrem Spaltenraum L.

12.5.1. Beispiel:

Sei H = {Am/ :m/ € R*: m; ; =m; +m’;}, und wir nehmen an, dass n;; = ¢ fiir alle 4, j.
(Ubung: (HEX)Z'J”]C = (Mi,j — Mi,. — M.J' + M.,.),Z' S {1, c ,81},j c {1, L. ,82}, 1<k< ’I’Li’j)

Betrachte nun

ML X -TgX[" = ni (M, —M;.—M.;)* = (s1-s2—(s1+52— 1)) Vi g = (s1—1)-(s2= )V o,
(2]
der Ablehnungsbereich
Vieiso
{W > f(81—1)(82—1),n—51~82;1—a}

definiert einen Test fiir Hy : 75 ; = 0 (keine Wechselwirkungseffekte) gegen Hy : v; ; # 0.
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Teil 1I.

Finanzmathematik - Mathematische
Modelle und Methoden zur Bewertung
von Derivaten
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13. Einfiihrung in die Finanzmathematik

Beispiele:

Eine Aktie habe heute den Wert Sy = 400 Euro, zu einem zukiinftigen Zeitpunkt T gelte
_} 500 Euro  mit Wahrscheinlichkeit p = %,
T 350 Euro  mit Wahrscheinlichkeit 1 — p = % '

13.1. Europadische Call- und Put-Option

Eine europiische Call-Option auf die Aktie (mit Filligkeit (,maturity“) 7') und Ausiibungspreis
(,strike“) K: Das Recht (aber nicht die Pflicht), zum Zeitpunkt 7" eine Aktie zum Preis K zu
kaufen.

Wert des Calls zum Zeitpunkt 7"
Cr = (St — K)+

Analog: Européische Put-Option, Wert zur Zeit T

Pr=(K - S7)+

Was ist der ,faire” Preis der Call-Option?

Beispiel: K = 440Furo.
»Naiver Ansatz“: E[Cr] = %GOEuro + %OEuro = 30Euro

Beobachtung: (,,Hedging strategy*)

Mit einem Startkapital von 20Euro kann man das Auszahlungsprofil der Call-Option replizieren.
Zeit 0: Leihe 140 Euro, kaufe 0.4 Aktien (zahle dafiir 0.4 - 400Euro = 20Euro + 140Euro)

Zeit T: Wenn St = 500Euro: Wert des Portfolios: 0.4 - 500Euro — 140Euro = 60Euro

Wenn St = 350Euro: Wert des Portfolios: 0.4 - 350Euro — 140Euro = 0

Demnach ist der faire Preis 7(C') = 20Euro, sonst gébe es eine Arbitrage-Moglichkeit in diesem
Markt.

Beobachtung:

7(C) = Ep[Cr] fiir p* = 1.
Betrache einen allgemeinen ,,contingent claim* H mit Falligkeit T,

o — H®  wenn St = 500Euro
= H®* wenn St = 350Euro
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Beobachtung:
7(H) = By [Hr] = p*H? + (1 — p*)H®, denn betrachte folgende Handelsstrategie:
Zur Zeit 0 kaufe

H"— H
0! .= — " Akt
150Euro e
und verleihe
Hb S
O'=H' - ——— .500E
150Euro 1o

Wert des Portfolios zur Zeit T

Hb—H¢ b Hb_Ho e B
05y + @0 — | 0 D00+ H" = F55=500 = HY -, wenn Sy = 500Euro
55350 + H® — F55500 = H® , wenn St = 350Euro

Wert des Portfolios zur Zeit 0:

H — Ho HY — Ho 1 2
©! . 400Euro + ©° = ——— . 400 + H® — 500 = —H® + SH* =By [Hy] = n(H)

150 150 3

Beobachtung:

E,- [STT] = %500Eur0 + %350Eur0 = 400Euro = %

Das Wahrscheinlichkeitsmafl P* heiit auch ,risikoneutrales Ma“ oder ,, Aquivalentes
Martingalmaf3“.

13.2. Binomialmodell:
(i) Eine Periode:
Handelszeitpunkte T = {0, 1}.
Wertpapiere:
e Bankkonto mit Zinssatz r > 0:
Se=1,8)=(1+r)
e risikobehaftetes Wertpapier:
sb S

—— ——
SY fest, S} ZV mit P[S] = S§(1+b)] =p=1—P[S] = S{(1 + a)]

Wir nehmen an, dass a < r < b, denn wenn r < min{a, b} oder r > max{a, b}, so gibt
es Arbitrage im Modell.

Portfolio:

©Y := Betrag auf Bankkonto im Intervall (t — 1, ]
O] := Einheiten der risikobehafteten Anlage im Intervall (t — 1, ]
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Wertprozess: Vo = 09 - S + 015}, v, = @YSY + 0}, (t 4 1)

H®  wenn S} = S{(1 +a),

Betrachte einen contingent claim H mit Hy = b 1 1 .
H® wenn S; = S3(1+0)

Gesucht: Hedging-Strategie und fairer Preis n(H) := Vi (Wert zur Zeit t = 0 des replizierenden
Portfolios).
HY = (1+7)Vo +01((1+b)S§ — (1+7)57)

He = (1+7)Vo+ 01 +a)St - (1+7)S2)

Dann ) )
H®— H* H'- H°
ol = - Delta®
LT h-a)sSl T b-a)Sg

HY — H 1 (1 H* — (1 HY
(1+b)s) = ©f U+DH ~(1+a)

H'=(1+4r6)+

(b—a)S B b—a
1 b—r y T—a 1 Hy
Vo = @ H = E,:[H)] = E,-
" 1+r P — T3 o ] “59]
l_p* :p*

13.2.1. Mehrperioden-Binomialmodell (CRR(=Cox-Ross-Rubinstein)-Modell (1979))

Sei T ={0,1,...,T} und es gebe zwei Wertpapiere:

(i) SY = (1+47)

(ii) S} =S¢ X1+ Xy, wo X1,..., X7 unabhingig mit P[X; =1+b =p=1-P[X; =1+ d

mit —l<a<r<bund0<p<1

Sei #; =0 (Si,1 <u<tic{0,1})(=0(Xy,...,X)). Es gilt F#, C F41, d.h. die Familie
(Ft)i=0,...,T ist eine Filtration.

Gegeben: Eine europiische Option H mit Filligkeit 7' und Basiswertpapier S', d.h. Hr = f(S}).

Gesucht: Fairer Preis, zugehorige selbstfinanzierende Replikationsstrategie.

Unter dem Mafl Q sei X7, ..., X7 unabhingig verteilt mit

QXi=1+b=p'=1-Q[X;=1+a], p* := Z:Z
Q heift ,dquivalentes Martingalmaf3“ oder ,,risikoneutrales Maf3*.
13.2.2. Beobachtung:
_1
S} SiX1--- X, S§Xy--- X, X1 St
E Hll | — gy |[202L AL g 2021 A 1z | = 2L
R T R e BTN O S0 QIaTFn|7 T

L (R (14 b) + 22 (1 4 a)) = HrbmeeBibitfore
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1
d.h. (%) ist (Q, (#))-Martingal.
t/t=0,1,..,T
Sei H; der Wert der Option zur Zeit ¢t < T (Schreibe H; """ fiir den Wert auf
{(Xi=21,..., X7 =24}).
Notiere Portfolio folgendermaflen:
O} ... Anzahl S', die im Intervall (t — 1,¢] gehalten werden,
0y ... Anzahl S° die im Intervall (¢t — 1,¢] gehalten werden.
Dann ist

Vi = 0!8 +69SY  (notiere Vy = ©15% + 675))
der Wert des Portfolios zur Zeit t.

Es soll die sogenannte ,,Selbstfinanzierungsbedingung* gelten:
O415) + 0015 = Vi =0, +6]5), t =1,..., T -1,

d.h. wiahrend der Laufzeit der Option wird dem Portfolio weder Kapital entnommen noch
zugefiihrt.

Die Strategie soll prévisibel sein, d.h. ©9, ©} sind .%;_;-messbar — die Investitionsentscheidungen
iiber das Zeitintervall (¢ — 1,¢] miissen zum Zeitpunkt ¢ — 1 getroffen werden, ohne ,,Blick in die
Zukunft“.

13.2.3. Satz:

Im CRR-Modell gilt
H; Hrp
L Ea |2
0 Q[ﬁ

die zugehorige (selbstfinanzierende) duplizierende Handelsstrategie hat folgende Form (auf dem
Ereignis {X1 = z1,...,X¢—1 = x4_1}):

9}], (t=0,...,T),

H961,...7rt71,1+b _Hr1,~~~,rt7171+a 1 140 H-'El,---,wtfl,l‘i‘b —(1+a H-'El,---,xtfl,l‘i‘a
t t

@1: t t 7@0:
t (b—a)St, ‘T T (b—a)S7,
Beobachtung:
Hi Hr Hr H,
Eq |———|%:| = Eq |Eq |=+| % || % EqQ | = | % | = =,
o 5717 ~Pa [pa [ 7)| 7] -Pa 5] 7] - 5

d.h. (H;/S?)i=01

Iy PYPRN

T ist ein Q-Martingal.

Beweis des Satzes

Beweis durch Riickwértsinduktion:
Zum Zeitpunkt 7' — 1, auf dem Ereignis {X; = x1,..., Xp_1 = xp_1} handelt es sich um ein
,» 1-Perioden-(Binomial-)Modell* (schlage Formeln vom letzten Modell nach).

Angenommen die Behauptung gilt fiir ¢,¢+ 1,...,7 — 1: Fasse ﬁt = H; als Claim in einem
1-Perioden-Modell (von ¢ — 1 nach t) auf.
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Auf {Xl =T1y... 7_X*t_] = Tt—1 }: Kaufe
X1, Xt—1,14b X1,..,Xt—1,14a
Ht 1, bl t—1, Ht 1, ’ t—1,

(b— a)Stl—l

viele Einheiten S und

_ 1 (1 + b)HtAXl,---thflyl-Fa o (1 + (I)H;Xl’m’Xtil’ler

1
O = r+1 (b—a)SY

viele Einheiten von S°.
Wert dieses Portfolios zur Zeit t¢:

e Falls S} =S, - (1+0b):

Vi
1 Xy Xp—1,140 Hle”-vXt—Ll—i—a
= S 1 b t P
i 1(L+0) a
_|_SO (1 + 7’) (1 + b)Hf(l,n-,Xt—l,l-i-a - (1 + a)Hijl,n.,Xt,l,l_i_b
t—1 (b — a)S?_l
(1 + b)H£Xl7---7Xt717l+b — (1 + b)Hi(l""7Xt717l+a + (1 + b)Hixlv---th717l+a

—(1+ Q)Hflv---vXt—Ll-i-b

b—a
l' 1yeeyAt—1, .

e Ebenso falls S} = S}, - (1+a): V; = H; oXni+e,

Aus den Ergebnissen des Ein-Perioden-Modells folgt dariiberhinaus, dass

1
B ol

Zur Selbstfinanzierungs-Bedingung: Wir miissen zeigen, dass

01151 + 69,150 = V; = ol 5! + ePs).
Rechte Seite =H; (denn das Portfolio repliziert die Option H).
Die linke Seite ist

X1,00,Xe-1,X¢,14+b X1,..,Xe-1,X4,1
1+T‘Ht1”tl’ t7+_Ht1,7t17 t,1+a

Sl
IL+r (b — a)St t
N 1 (1 + b)Hl;Xh--thfLXhl—i-a o (1 + a)Hiﬁ,...,Xt,LXt,l-kb o
1+ (b—a)S? ¢
. 1 (T — a)Hin""’thlet,l-i-b + (b . T)HtXh--thfLXhl-i-a
o L b—a
1

= mEQ [Ht+1‘fft],

was nach Induktionsvoraussetzung = H; ist.
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13.2.4. Beispiel: Europadische Call-Option

Cr=(Sk—K);, Sk=Sta+)N1+a)TN, wo N=|{i <T:X;=1+b}, unter Q ist N
Bin(T, p*)-verteilt.
Sei A=min{n € Z: S;(1 +b)"(1 +a)T=" > K}.

1 T T
N Z; <n> ()" (1= p*) T (S§ 1+ b)" (1 +a)" " — K)
— SYBin(T,p)({A,A+1,...,T}) — ﬁ*’{ Bin(T.) (A ... TH
mit p’ = p*fl_:;b)

13.2.5. Bemerkung: Call-Put-Paritat
Cr=(Sk—K)4,Pr= (K — Sh), also Cr — Pr = St — K, d.h. fairer Preis wire:
m(Cr — Pr) =n(Cr) —7(Pr) =7(Sh — K) =S —(1+7r) TK.

(Der Vertrag mit Auszahlungsprofil 5711 — K heifit ,Forward“.) Demnach bestimmt der Preis des
européischen Calls den des Puts mit demselben Ausiibungspreis und umgekehrt.

13.3. Black-Scholes-Formel

(Fisher Black, Merton Scholes 1973, Robert Merton 1973; Merton und Scholes haben fiir diese
Arbeiten 1997 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften erhalten.)
Sei T der Zeithorizont, N - T die Anzahl der Handelsperioden (i-te Periode entspricht

,,Realzeitintervall“ ((i]_vl)7 ﬁ)), r die instantane Zinsrate > 0

TN =, ON = —ﬁ,b]\f = ﬁmN = % + %ﬁ, wo o > 0 die ,,Volatilitat“, u € R der

,Renditeparameter”, S} sei fest gegebener Wert.

Beobachtung:

NT
S?VT,N = (1 + TN)NT = (1 + %) Njoo eTT

Betrachte

tN
Sty = SE-J[x™ i tN € No
=1

LN [
= S JJa+RM)™mit RV = xN) 1 = BN TN
- Si_an
=1 s
Rendite der Aktie iiber das i-te Handelsintervall <(Z —1) i) «
7 N 'N

tN
St exp (Zlog(l + R§N>)>

i=1
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Beobachtung:

RV _ \/LN mit Wahrscheinlichkeit § + %ﬁ
‘ —ﬁ mit Wahrscheinlichkeit % - %ﬁ

und log(1+7) =7 — 3r? + O(r®) fiir r aus einer Umgebung der 0, also

1 Sth,N . Al Ny L o)
0g | —g1 —Z R, _§(Ri )* ) + Restn
0

i=1

mit o
Rest < —— fiir eine Konstante C.
|Restn+| < Wici iir
Es gilt
(N); 1 W > o 1< I > -0
ERM] =2 (1+ LI T
=5 ( ) vw e\ oR) VR
und ) ) )
(N)y2y _ @ (N)y _ 9 H
E[(R; )] = N Var(R; ") = N N
also L
N Loyl B30
E ) — ) —
R - L] - 2
W) 1o Ny, _ o>y
Var | R,/ — §(RZ )°) = Var(R;) = ¥ N

Demnach konvergiert S iNt N in Verteilung gegen

1
S3exp <aBt +t(p— 50’2)> ,

wo By ~ A(0,1)
Es gilt

Demnach konvergiert unter P73 mit N — oo
d o?
S}VT’N — Sé exp <UBT + <r — 7) T) ,
wobei By ~ A4(0,T)

13.3.1. Satz:

f : R — R stetiges, beschrénktes Auszahlungsprofil einer Option Hr n = f (S}VT’ N)-

Die Folge mn(Hr, ) der fairen Preise konvergiert gegen

[ee]
e_TT-/f<Séeaﬁy+rT_%02T) 1 e—%dy'

—00
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13.3.2. Korollar: Black-Scholes-Formel fiir den Preis eines Calls

f(s) = (s — K)4,
7 1 2
v(z,T) = e 7 / zeoVTytT=50°T _ )y . e zd

= 2®(dy(z,T)) — e "TK®(d_(2,T))

log £ _ 1.2 log & o1
mit d_(z,T) = Ogﬁ(;fza)  di(2,T) = d_(2,7) + oVT = Ogﬂ%m
o

Verteilungsfunktion von .4°(0,1).

und ® die

Bemerkung: Das Auszahlungsprofil des Calls ist nicht beschrankt. Um Satz 13.3.1 wortlich
anzuwenden, betrachte zundchst den entsprechenden Put, dessen Auszahlungsprofil beschrinkt
ist, und benutze dann die Call-Put-Paritét.

13.4. Fundamentalsatz der Preistheorie (in endlichen Markten)

13.4.1. Marktmodell

Sei (2,.7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit || < oo, T = {0,1,...,T} eine endliche Menge
von Handelszeiten und (%#;)ier die zugehorige Filtration, d.h. .%; C %41 und

Fo = {0,Q}, Fr = .F. Weiter seien S°,S',...,S% die d + 1 Wertpapiere mit S} = Wert des i-ten
Wertpapiers zur Zeit ¢, welches positive .#;-messbare Zufallsvariablen sind, d.h. (S});er ist
(Z)ter-adaptiert.

SY sei > 0 und deterministisch (eine risikolose Anlage).
Betrachte
. Sz
S, =t
t S?

(,,diskontierte“ Preise).
Wir benutzen S als ,,Numéraire.“
Handelsstrategien: Ein stochastischer Prozess

(@t)t:L...,T — ((@i)t:L...,Tyi = 07 e >d)

ist eine Handelsstrategie, wenn ©% .%; ;-messbar ist (fiir i =0,...,d;t =1,...,7T). Man
nennt ((@é)t:L,,,,T,i =0,... ,d) dann pravisibel.

Interpretation: Halte ©! Einheiten von Wertpapier i iiber das Intervall (¢ — 1,1].
d

Wertprozess: V;(0) = (0;,5;) = > 0iSi t =1,...,T mit V5(0) =01 -5
i=0

Zugewinnprozess: G)(0) =0 und G¢(0) = > (0,,AS,) mit AS,, =S, — Snh—1

n=1
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13.4.2. Definition: selbstfinanzierend
Eine Handelstrategie heifit selbstfinanzierend, wenn
Vi(©) =Wo(O) +Gi(O) VteT

gilt. Sei W die Menge der selbstfinanzierenden Handelsstrategien.

Bemerkung:
(i) W ist ein Vektorraum.

(i) @ e W <= (AO,Si—1)=0Vte{l,...,T}
< <A@t7§t—1> =0Vte {1, S ,T}
(iii)
— Vi(©) . . t. 4
V()= tso =00+ 0;8, =Vo(0)+ ) ) 6.AS,
¢ i=1 s=1i=1

also ist . J
t , -
0y =Vo(0) +) > O/A5, —) 6iS,
s=1 i=1 i=1
d.h. fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie geniigt es, V5(©) und ©1,. .. 64
festzulegen.

Beweis der Bemerkung:

Zu (ii):

d
(A0, S1) = Y (6] —0j_1)S|

- =
= Vi(©) — AG(©) — V;_1(©)

13.4.3. Definition: (duplizierbarer) Claim, Hedge, vollstandiges Marktmodell,
Arbitrage

Eine Zufallsvariable H auf (Q2,.7, P), aufgefasst als Auszahlung zum Zeitpunkt 7" heifit ein Claim.
H heifit duplizierbar (replizierbar, “attainable“), wenn es © € W gibt mit Vp(0) = H.

FEin solches © heifit ein Hedge fir H.

Ein Marktmodell heif3t vollstindig, wenn jedes H duplizierbar ist.

Eine Arbitragemdglichkeit ist eine selbstfinanzierende Handelsstrategie mit V5(©) = 0,V7r(0©) >0
und P[V7(0) > 0] > 0 Ein Markt(-modell) heifit arbitragefrei, wenn es keine
Arbitragemoglichkeiten gibt.

Ist H ein Claim, (Hy)ier ein adaptierter stochastischer Prozess mit Hp = H, so dass der um
SAHL .= (H,) erweiterte Markt arbitragefrei ist, so heiBt (H;) (ein) Arbitragepreisprozess fiir H,
w((H);) :== Hy ein Arbitragepreis.
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Beobachtung:
Sei der Markt arbitragefrei und © € W mit V7 (©) = 0. Dann gilt V4(0) =0 Vt € T.

Beweis der Beobachtung:

Angenommen es gibe ein ¢t € T und ein ¢ < 0, so dass P[V;(©) = ¢] > 0, dann beobachte den
Markt bis ¢ und steige in den Markt ein, sofern V;(©) = ¢, verfolge dann © bis T'. Dies ergibt

. . 59, . . _
dann den sicheren Gewinn (—c) - 50> im Widerspruch zur angenommenen Arbitragefreiheit.
t

Analog, wenn ¢ > 0: Verfolge ©' = —0.

13.4.4. Korollar:

In einem arbitragefreien Markt ist der Arbitrageprozess eines replizierbaren Claims H eindeutig
festgelegt (als Wertprozess des Hedge).

13.4.5. Definition: Agiuvalentes MartingalmaB

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf (€2, %) heifit ein dquivalentes Martingalmafl, wenn P ~ Q,

d.h. P[{w}] >0 <= Q[{w}] > 0Vw € Q in diesem Kontext, und jedes (S});cr ein Q-Martingal
ist, i =0,1,...,d.

2% :={Q : Q ist dquivalentes Martingalmaf}

13.4.6. Beobachtung:
Sei Q € #*,0 € W, dann ist (V(0))ser ein Q-Martingal, denn
d

PG

1=0

EQ[Vt(@) - Vt—l(@)|ft—1] = Eq

7| =3 oima [ S| 7] o
=0

=0

13.4.7. Fundamentalsatz der Preistheorie:

Das Marktmodell ist arbitragefrei <= |27*| > 1.
Das Marktmodell ist arbitragefrei und vollsténdig = |27*| = 1.

Beweis:

Sei Q € #2*, O selbstfinanzierende Handelsstrategie mit Vp(©) > 0 und P[Vp(©) > 0] > 0.
Dann gilt Q[V7(©) > 0] > 0 und % = EQ[%] > 0, d.h. es gibt keine Arbitragemoglichkeit.
0 T

Sei der Markt arbitragefrei:

Betrachte U := {V1(0) : © € W, V4(0) = 0} C £2(Q,.Z,P) (= RI),

C:={XecZ*07P): X >0,E[X] =1}

Beobachtung: U ist ein Untervektorraum, C' ist konvex und kompakt als Teilmenge von RI®l. Aus
Arbitragefreiheit folgt: U NC = (.
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Nach dem Trennungssatz? gibt es X € £?(Q,.%,P) mit (X,G) =0VG € U und (X,Y) > 0 fiir
Y eC.
) ) 1 Ta\ _ 1
Sei A € F (mit P[A] > 0),ﬁ € C, also (X, ﬁ} = mE[X -14] >0, dh. X >0.
Setze Q[A] := ﬁE[X -1 4], esist Q ~ P.
Sei A € F,i € {1,...,d}, betrachte selbstfinanzierende Handelsstrategie © mit

OL =1al{oy, 04 =05 €{1,...,d}\ {i}.

demnach

d.h. unter Q sind die 5’ Martingale.

Sei der Markt nun arbitragefrei und vollstandig.
Sei A € F# 14 ist ein duplizierbarer Claim; also sei © eine selbstfinanzierende Handelsstrategie
mit VT(@) =14.

Seien Q, Q' € F*.

o (©) Vr(©)] _ 1
s Fe| sy | - s
Aber auch V(©) Vi (©) .
0 T _
also Q = Q.

Bemerkung und Beispiel:

Sei Q@ ={1,2,3},50 = Sy =1, S} =1,8] = s; auf Atom i, min{sy, s2,s3} < 1 < max{si, s2, s3}.
Dieses Modell ist arbitragefrei, aber nicht vollstéindig (und es gibt viele dquivalente
Martingalmafe).

2In diesem endlich-dimensionalen Kontext kann man leicht folgendermafien argumentieren: Sei 7y : RI® — U die
orthogonale Projektion, dann ist 7y (C') kompakt, und es gibt ¢o € C, so dass mit up := 7 (co) gilt

inf{lu —c|: c€ C,u € U} = |uo — co| > 0.

Dann gilt fir X := co — uo (£ 0) : (X, u) = (co,u) — (mv(co),u) = 0 fiir alle u € U; fiir ¢ € C und X € [0, 1] ist
co + A(c — co) € C (Konvexitét), somit |uo — (co + A(c — co))| > |uo — co| > 0. Also

d
0< a|,\:o|uo — (co+ Ac— co))|2 = —2(uo — co, ¢ — co) = 2(X,c— co),

folglich (X, ¢) > (X, co) = (X, co — uo) = (X, X) = |X|* > 0 fiir jedes c € C.
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14. Exkurs: Stochastische Integration

14.0.8. Definition: Stochastischer Prozess

Sei (22,.#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (%;);>o eine Filtration.

Eine Familie (X;);>0 von (reellwertigen) Zufallsvariablen heifit ein stochastischer Prozess.

Wir wollen annehmen, dass die betreffenden Prozesse (P-fast-sicher) cadlag-Pfade (continue &
droite, limite & gauche) haben.

Vt>0:lim Xy, =Xy, VE>0: lim X, p = X, existi .
> hl{% t+h ¢ hl{rb —h + existieren

Solche Prozesse nennen wir regulir. Sei X = (X;)i>0 heiBt ((%;)-)adaptiert, wenn X; .%#;-messbar
Vt > 0. Eine Zufallsvariable 7 mit Werten in [0, oo] heit ((.%;)-)Stoppzeit, wenn {17 < t} € %

Vit > 0.

Fiir eine Stoppzeit T heifit

Flrl={Ae F : An{r<t} e F Vt>0}

die 7-Vergangenheit.

Bemerkung:

Ist X adaptiert und 7 eine Stoppzeit, so ist auch (Xyings,r))e>0 adaptiert.

Seien 7y,..., T Stoppzeiten und Ly, ..., L die Sprunglevel; L; sei .#|[r;]-messbar.
k
Fiir einen reguléren Prozess Y = (Y3)¢>0 der Gestalt V; = > Li]l{ﬂ.gt} und einen adaptierten

i=1
regulidren Prozess X definieren wir einen stochastischen Prozess via

t k k
/Y_dX = Li(Xe = Xuningtyry) = D Lil{rcpy(Xe — X5,), t>0.
0 i=1

i=1

Wir nennen dies ein elementares stochastisches Integral.

14.0.9. Bemerkung:

t
(1) < [Y_dX ) ist ein adaptierter, regulérer stochastischer Prozess.
0 t>0

(ii) Fiir (etwaige) Spriinge gilt:

. t t—
A /Y_dX = /Y_dX— /Y_dX =Y, (X; — X;_) = Y,_AX,
0 0 0

t
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(iii) Wir schreiben H; = Y;_ fiir die linksstetige Version von Y.

(iv) ,kanonische* Darstellung eines adaptierten linksstetigen H mit hochstens & Spriingen:
10:=0,7:=inf{t >7_1 H #H, ,},i=12...,k (Tg41 = 00),

k
Hy =) H; 1 <1<+, 3 Das stochastische Integral J HdX hat dann die Gestalt
i=0

t
/HdX = Z HTi+(Xmin{Ti+1,t} - Xmin{'ri,t})'
0 7

Definition:

Fiir f,g:[0,00) — R sei diy(f,g) = inf{e > 0:|f(t) — g(t)] <e Vt <1} dies ist metrisiert die
lokal gleichméflige Konvergenz.

Wir schreiben X7 Stochastisch X, wenn P[d;, (X", X) > €] "=°0 Ve > 0

14.0.10. Lemma:

Das elementare stochastische Integral ist wohldefiniert und linear (in Y').

Beweis:

Linearitét ist klar, fiir die Wohldefiniertheit geniigt es zu zeigen:
k t

Sei ;. = Hy =Y Lill;, ;3 = 0Vt >0, dann gilt auch [ HdX = 0.
i=1 0

Betrachte

¢ k
/ HIX = Y, X;— ; LiX:1icn
0 =0 -

ist konstant bis auf hochstens & Spriinge, die aufgrund von Bemerkung (ii) die Hohe 0 haben

0 t
miissen, wegen [ HdX =0, also [ HdX =0Vt > 0.
0 0

Beobachtung:

Jeder adaptierte linksstetiger Prozess H kann durch eine Folge von elementaren Integranden
approximiert werden: Sei €,, > 0 eine Nullfolge,
T(gn) =0, inf{t > 7‘2-(") | Hey — HT_(n)+| >en} = 7-2-(1)1, k. € N so gro8, dass P[T]g:) > Ein] < &p.
Die Folge der approximierenden Prozesse:

kn—1

no._
H = Z; HTi(n)+]l{Ti(7l)<t§Ti(¢)1}
1=

erfullt
sup |H}' — Hy| < ey,
t<7‘,£2)

demnach
" stgh. H.
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Bemerkung / Erinnerung;:

Sind X3, Xo,..., X reelle Zufallsvariablen auf (2,.%#,P), dann gilt X,, — X stochastisch <=

jede Teilfolge der (X,,) enthiilt eine Teilteilfolge, die P-f.s. gegen X konvergiert.

In diesem Sinne héngt die Theorie der stochastischen Integration nur von den Nullmengen von P

ab.

14.1. Definition: Stochastischer Integrator, Ito-Integral

Ein adaptierter regulirer Prozess X heifit ein stochastischer Integrator, falls fiir jeden Integranden

t t
H ein adaptierter Prozess I, geschrieben I; = [ HdX (= [ HydXj), existiert mit folgender
0 0

Figenschaft:

stoch

H™ elementare Integranden mit H™ stoch. gy ,sogilt [ H"dX "= I.

[ HdX heifit Ito-Integral von H beziiglich X

14.1.1. Lemma:

X ist genau dann ein Integrator, falls fiir jede Folge H™ von elementaren Integranden mit
H™ ™ 0 gilt [ HMdX *2 0

Beweis:

Notwendige Bedingung: v

Hinreichende Bedingung: Angenommen es gibt Folge H™ von elementaren Integranden mit

H ™S H, aber [ Hra X [HAX, d.h. 3 (r,), (sn),€ > 0 mit
([ H"dX, [ HdX) > & > 0.

stoch

Dann gilt fiir H™ := H™ — Hn 5% 0, aber fﬁ"dX konvergiert nicht.

14.1.2. Definition: Fast sicher endliche Variation

X hat f.s. endliche Variation, wenn es fiir jedes t > 0 eine reelle Zufallsvariable V; gibt mit
k—1
> Xty — Xyl <V fs.

1=0

fiir alle Zerlegungen 0 =ty <t; < ... <t =tk e N.

Beobachtung:

Ein Prozess X mit endlicher Variation ist ein (stochastischer) Integrator:
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k=1
Fiir elementaren Integranden Hy = > H. 4 - Lirci<ryyy I8t
i=0 B

t
/HdX =
0

k—1
Z HTH— : (Xmin{n,t} - Xmin{n,t})
=0

k—1

sup ’H8’ : Z ‘Xmin{ﬂ-,t} - Xmin{Ti,t}‘7
s<t i=0

IN

<V

stoch

demnach gilt [ H"dX "= 0, sofern H" stoch (),

(Dieses Integral ist das (Lebesgue-)Stieltjes-Integral.)

14.1.3. Bemerkung:

(i) Die Prozesse mit endlicher Variation sind ein Vektorraum.
(ii) Wenn X (f.s.) wachsende Pfade hat, so ist X von endlicher Variation.

(i) X ist (fast sicher) von endlicher Variation <— X = X' — X" (f.s.) fiir X', X" Prozesse mit
wachsenden Pfaden

Betrachte zufiillige Partition T = (79,...,7%) mit 0 =: 79 <71 < ... < 7 < Tpyr1 = 00 Stoppzeiten.
Definiton
Eine Folge von Partitionen T,, := (Tén), ... ,Té:)) heifit asymptotisch fein auf [0,t], wenn Ve > 0

(n) n—00

P | max |7 1—Tl-(n)|>€ — 0

wry <t
und asymptotisch fein, wenn dies fiir jedes t > 0 gilt.

kn
Zu einem Integranden H und Partitionsfolge (T,,) bilde H; " = S

= fiir
i=0

HTZ.(”) + 1 {Ti(n) <t§7—i(~7rl)1} ’

asymptotisch feine (T,,) gilt H T, stoch pr

Beobachtung:

stoch

Esgilt [H™dX "' [ HAX.
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Beobachtung und Definition:

Sei X ein Integrator und 0 =: 79 < 7 < ... < 71 =t Stoppzeiten, so gilt:

k—1 k—1 k—1
(X7i+1 _XTi)2 = (X3i+1 _X%) _2ZXT1'(XT1'+1 _Xﬂ')
=0 =0 =0
k—1
= th - Xg —2 Z X, (XTi+1 - X7)
=0

t
= XE—X§—2/ xtdx
0

Fiir eine asymptotisch feine Folge (T),) gilt:

k— t
toch
(Xmin{t,ri+1} - Xmin{n-’t})2 = Xt2 - on - 2/0 X_dX =: [X]t
0

—_

=

Der Prozess ([X]i)ier, heilt quadratische Variation von X.

Fiir Integratoren X, Y heifit der Prozess ([X,Y];);cr, mit

t t
[X,Y], = X,V; — XoYp — /Y_dX - /X_dY
0 0

quadratische Kovariation von X und Y.

Bemerkung:

[X]: =0, wenn X endliche Variation hat.

14.1.4. Satz:
Seien X, Y, Z Integratoren und H, K Integranden.
(i) Es gilt (f.s.)
(X,Y]=[V,X], [X,X]=[X], NX+uY,.Z]|=\NX,Z]+ulY,Z] V\peR, [X,Y]<[X][Y]
(ii) [X] und [X,Y] haben Pfade von endlicher Variation.
(iii) I:= [ HdX ist ebenfalls ein Integrator und [ Kdl = [ KHdX.

(iv) Ist 0 = 7'0") < Tl(n) <...< T]g:) asymptotisch fein auf [0, ¢], so gilt
kp—1 t
> Hoo, (X, = XV, = ¥4 "5 [ HAXY)
i—0 [3 1+1 1+1 9
weiter ist

[ / HdX] = / H2d[X] und [ / HdX, / KdY] = / HKJ[X,Y].
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Beweis:

Beobachtung: Sei (T, ) asymptotisch feine Folge. Dann ist

(n) (n) stoch
Z(Xmm{t T(n) } Xmin{tv’fi})(ymln{t T(n) } Ymin{t,ﬂ-}) [X Y]

7

(i) Nach Definition und Beobachtung klar. v' (verwende Cauchy-Schwarz fiir die letzte
Ungleichung)

(ii) [X] hat wachsende Pfade, ist folglich von endlicher Variation, [X,Y] = [X + Y] — 1[X — Y]
ist somit ebenfalls von endlicher Variation

(iii) (Beweisskizze:)
Seien Ht = L]l{r<t}7 Kt = L/]l{T’<t}'
Dann ist Y := L(X; — Xiningra1),
/KdY = L/(Y}/ - Ymin{t,ﬂ-’})

= L' L(X: = Xuingt,r} — Xmingt,r'} + Xmingt,r,r7})
= L. L(Xt — Xmin{t,maX{Tﬂ'l}})

= /KHdX.

Der allgemeine Fall ergibt sich durch Approximation mit elementaren Integranden.

(iv) Sei Z := XY — XYy, dies ist ein Integrator’

Z H7i+(XTi+1 B XTi)(YTi+1 B YT@')
= ZHTi+(ZTi+1 - ZH‘F + X7 (Y, Tit1 T Yr) — ZHTi+YTi(XTi+1 - X7)

stogh / HdZ — / HX_dY — / HY_dX

fiir eine asymptotisch feine Folge von Partitionen. (ersetze
,dZ =d[X, Y]+ X_dY + Y_dX*)

Wir zeigen schlieflich [ [ HdX, [ KdY]| = [ HKd[X,Y]:

Sei H elementar, K =1, I := [ HdX. Sei weiter T" asymptotisch feine Folge von

'"Denn Z = [X, Y]+ [ Y_dX + [ X_dY, [X,Y] hat endliche Variation, [ Y_dX und [ X_dY sind nach (iii) ebenfalls
Integratoren.
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Partitionen (die jeweils die Spriinge von H enthalten). Es gilt

ITL'(:% B IT@'(n) - HTz‘(n)"'(XTz‘(f)l B XTz‘(n))7
kn b
stoc
> (Iﬁ(ﬂ —IT;n)) '(YT;:; _Yn‘")) — [1,Y]

=0
=H ), X ) =X ()
i i+1 i

Fon
= > Ho (X =X @) V=Y m)
=0

stoch / HA[X,Y].

Fiir allgemeines H: Betrachte H™ elementar mit H" stoch g7 , also
= [ Hndx *%" [ HdX,

t t
(1", Y], = IMY, — 1Y, — /IﬁdY - /Y_dI",
0 0

[ / HdX, / Kdy} = [I, / Kdy} = / Kd[I,Y] = / KHA[X,Y].

14.2. Satz:

Ein Martingal (X;) mit E[X?] < oo V¢ ist ein Integrator und fiir jeden Integrand H mit

E[sup |H,|*] < oo Vt (%)
s<t

ist dann [ HdX ein Martingal.

14.2.1. Erinnerung: Satz vom optionalen Stoppen

Sei 7 f.s. beschrinkte Stoppzeit, M ein Martingal, so gilt E[M;|.#|[7]] = Myings 7}

14.2.2. Erinnerung: Doobs .#?-Ungleichung:

Sei (M;) ein .£?-Martingal, dann gilt

Plsup | M| > ¢] < &2 - E[M}].
s<t
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Beweis des Satzes (14.2):

(i) Sei H f.s. beschréinkter elementarer Integrand, zeige [ HdX ist Martingal, o.E.
H, = L]l{7—<t}- Sei s < t:

t
E /HdX F[max{s, 7’}]:| = E[L1{oy(X; — X;)|F[max{s, T}]]
0
= L-E[lgp(Xi — X7)|F [max{s, 7}]]
= L- (Xmin{t,max{s;r}} - Xmin{t,r,max{s,‘r}})
= L]l{'rgs} (XS - Xmin{s,r}) + L]l{'r>s} (Xmin{t,r} - Xmin{t,‘r})
=0
= Ll{7<(Xs — Xinings,r}) it Fs-messbar,
also

EUﬁMM%}:ZﬂMWWMM@ﬂM%]

= L]]-{TSS} (Xs - Xmin{s,T})
= / HdX.
0

k
(11) Sei Hy = Z Liﬂ{Ti<t§Ti+1} mit |L2| <ecfs Firi< j ist
=0

E[Lz : (Xmin{t77i+1} - Xmin{t,ﬂ-}) ' Lj : (Xmin{t,7j+1} - Xmin{t,Tj})‘y[TjH
= Li(Xmin{t,Ti+1} - Xmin{t,n}) : Lj : E[Xmin{t,7j+1} - Xmin{t,Tj}ly[TjH

=0

= 0fs.,

also

1,7=0

t 2 &
E (/ HdX) = E |:Z L; (Xmin{t,7i+1} - Xmin{t,n}) : Lj (Xmin{t,7i+1} - Xmin{t,ﬂ']}):|
0

k

= Z E[L?(Xmin{t,7i+1} - Xmin{t,n})z]
=0

< CE[(X, - Xo)%).

(iii) Sei H™ eine Folge von elementaren Integranden mit H" stogh 0,
K™ := max{min{H", c}, (—¢)},

P

/ K”dX‘ >5}
0

2
<e—2E [([t K”dX) } <e 2c2E[(X:—X0)?]
0

s<t s<t s<t

S
sup /H”dX > €:| <P [Sup|Hs| > C:| + P [sup
0
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(nach Doobs Ungleichung), folglich

limsupP[sup/H”dX‘>€]:0 Ve > 0.
0

n—oo s<t

(iv) Nach obigem ist [ HdX ein (.Z2-)Martingal fiir beschréinktes H, fiir allgemeines H, das (x)
erfiillt, ergibt sich dies mittels Approximation. Die entscheidende Beobachtung ist, dass die

2
fiir die , kanonischen“ Approximanden H" stoch gilt sup,,cny E [( fot H™dX > ] < 00.

Bericht:

Die allgemeinsten stochastischen Integratoren sind sog. Semimartingale, d.h. stochastische
Prozesse, die sich als Summe aus einem (lokalen) Martingal und einem Prozess von f.s. endlicher
Variation darstellen lassen (siehe z.B. Philip Protter, Stochastic integration and differential
equations. A new approach. Springer, 1990).

Bemerkung/Bericht:

Die Brown’sche Bewegung ist ein (.#2-)Martingal.

14.3. Ito-Formel
14.3.1. Satz:

Seien X1, ..., X% Integratoren mit fast sicher stetigen Pfaden, f € C2(R?). Dann gilt fast sicher:

d t t
FX) = F(X)+ S / fo(X,)dXE 4+ 1 Z / Forr, (X)AIXE, X7
=1 0 i,j= 10

82
DX,0X;

(mit £, = ain From, = 5.

Beweis:

Sei 0 <u<wv <t | X, — Xy| <n,sup|Xs| < K. Geméf Taylor-Entwicklung gilt
s<t

d d
F(X0) = F(Xu) + ) o (Xu) (X5 = X0) + % D Foa, () (X5 = X0)(X] = XI) + R(u,v),
i=1

ij=1
wobei
d . . . .
[R(uw,0)] < sup | Y (friy (%) = fann, (X)) (X5 = X0)(X] — X))
zeS(u,v) ij=1
S C‘X’U - Xu‘2 : max max ‘f:(:i7:r:j (y) - fxi7:r:j (Z)‘a

i,j=1,...,d vaEBK(O),\y—Z‘S??

o(K,m)
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wobei S(u,v) = Strecke zwischen X,, und X,.

(Beobachtung: Fiir jedes K > 0 gilt ¢(K,n) " =0 0, da die zweiten Ableitungen auf jeder
kompakten Menge gleichméflig stetig sind.)

Seimg <7 <...< 7,7 =t eine Partition mit ]Xn+1

— X5 <n:

k d
ﬂsup|X$\§K f(Xt) Z Z f X7Z'L+1 X:'L)
o=t 1=0 i=1
k d '
Z fx“xﬂ Tl+1 - XZ )(X;fj'lJrl - X;Ij'l)
1=01t,5=1
k d
DD (X, - X

1=0 i=1

Léngs einer asymptotisch feinen Folge von Partitionen konvergiert die linke Seite gegen

d t
ILsup\X5|<K f( Z/f% dXZ -5 Z /fml,m] XZ X]]
0

s<t =1 ij= 1 0

die rechte Seite gegen

d
K,n) Y [X

i=1

Die Behauptung folgt mit  — 0, dann K — oo.
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15. Die geometrische Brown’sche Bewegung und
die Black-Scholes-Formel

In Abschnitt 13.3 hatten wir die Black-Scholes-Formel als Limes des fairen Preises einer
(européischen) Option in einer Folge von Cox-Ross-Rubinstein-Modellen hergeleitet, in der die
Anzahl Handelsperioden in geeigneter Weise unendlich grofl wird. Dieser Zugang gestattete, die
BS-Formel mit ,elementaren“ Methoden (im Wesentlichen dem Zentralen Grenzwertsatz)
herzuleiten, andererseits verliert man dabei die Limesdynamik des Preisprozesses und der
Hedgingstrategien ,,aus dem Blick.“ Wir tragen hier nach, wie die Theorie der stochastischen
Integration aus Abschnitt 14 diese Liicke fiillen kann.

Sei (Bt)t>0 eine Brownsche Bewegung, d.h. ein stochastischer Prozess mit unabhéngigen
Zuwichsen und stetigen Pfaden, bei dem By, — By ~ A47(0, h) fiir alle ¢,h > 0, und By = 0.
(Existenz hatten wir in Ubungsaufgabe 3 auf Blatt 11 gesehen.) Offenbar ist (B;);>0 ein Martingal
(mit E B? =t < oo fiir jedes ¢t > 0), und somit nach Satz 14.2 ein stochastischer Integrator.

Beobachtung (quadratische Variation der Brown’schen Bewegung)

Es gilt [B]; = t, was man gelegentlich auch suggestiv schreibt als ,,(dB;)? = dt“.

Beweis:
Wegen

E[B}, |- %] = E[B} + 2By(Biih — Bi) + (Begn — Bi)?|Fi] = B + E[(Biyn — B)?| %) = B} + h

ist M; := B? — t ein stetiges Martingal (mit E M? < oo fiir jedes t > 0), andererseits ist nach
Satz 14.2 auch

t
M| := B? — [B]; = 2/ B,dB,
0

ein Martingal, somit auch M/ := M; — M| = [B]; — t. Dariiberhinaus ist [M"]; = 0, denn M" hat
offensichtlich Pfade von beschrinkter Variation, somit ist auch

t
(=2 [y
0

ein Martingal. Folglich gilt E (M}")? = E (M{)? =0, dh. M” =0 fs., also [B]; = t.

(Hinter diesem Beweis steckt die allgemeine Beobachtung, dass die quadratische Variation eines
Martingals X charakterisiert ist als derjenige Prozess V, fiir den X2 — V wiederum ein Martingal
ist. Alternativ kann man im Fall der Brown’schen Bewegung auch explizit quadrierte Inkremente
langs einer geeigneten Partitionsfolge aufsummieren.)

Geometrische Brown’sche Bewegung

Sei Sy Fp-adaptiert, 4 € R, o > 0. Die Losung (S¢)i>0 der (stochastischen Integral-)Gleichung

t ¢
(%) St:SO+/ uSudu—i—/ 0S,dB,, t>0
0 0
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ist gegeben durch

(%) S; = Spexp (aBt + (,u — 302)15), t>0.

S heifit geometrische Brown’sche Bewegung. Man schreibt (*) auch hiufig in der suggestiven Form
einer stochastischen Differentialgleichung

dSt = ,uSt dt + O'St dBt

Beweis: Anwendung der Ito-Formel auf f(B,t) mit f(b,t) := exp (ob + (u — 0?/2)t)
(fb(b7 t) = Uf(bv t)v Jon(bt) = U2f(b7 t), fi(b,t) = (n— 02/2)f(b7 t)) liefert

f(But) = (B0 + [ af(Busya+ [=o2 (B st g [ @B Bl

t t
— 1+ [ wfBasdst [ of(Bus)db,
0 0
denn [B]s; = s und mit I; =t ist [I] = [I, B] = 0. Durch Multiplikation mit Sy folgt (*).

Black-Scholes-Gleichung

Seien eine Volatilitit o > 0, risikoloser Zinssatz r > 0 und ein (beschrinktes) stetiges
Auszahlungsprofil f : Ry — R gegeben. Wie wir in Abschnitt 13.3 gesehen haben, ist der
Black-Scholes-Preis der européischen Option mit Auszahlungsprofil f und Laufzeit ¢ > 0 bei
aktuellem Kurs x des Basiswertpapiers gegeben durch

U(Z” t) - e_rt /oo Le—bz/(%)f(weab+(r—02/2)t) db
—00 2t

R [f (meoBt+(7‘—02/2)t)] ‘

Die Wertfunktion v 16st folgendes Cauchy-Problem (die Black-Scholes-Gleichung)

d B 0 1, 5 02
—uv(z,t) = rma—xv(x,t) + 30°% Wv(a:,t) —ro(z,t), z,t>0,

v(z,0) = f(z), x>0.

Black-Scholes-Modell, A-Hedge

Das Black-Scholes-Modell ist ein zeitkontinuierliches Marktmodell, in dem es zwei Wertpapiere
gibt: Eine festverzinsliche Anleihe Sto = ¢"" mit risikolosem Zinssatz r > 0, und ein risikobehaftetes
Wertpapier S!, dessen Dynamik durch eine geometrische Brown’sche Bewegung gegeben ist,

dS} = uS}dt + oS} dB;

(dieses ist die Limesdynamik der in Abschnitt 13.3 betrachteten Folge von Modellen).
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Wir betrachten eine (européische) Option mit Félligkeit 7 > 0 und Auszahlungsprofil f(S%). Nach
obigem ist der Wert zur Zeit t, t € [0,T], gegeben durch V; := v(S}, T — t). Die Ito-Formel liefert

1
AV = v (SHT —t)dS} + =vee(SE, T —t) d[SY],  — vi(sy, T —t)dt
2 N——
=02(S})2dt
= 0, (S}, T —)dS} +r(v(Se, T —t) — Sy (S}, T — t))dt
Vi — St (SE T —
Sy

::@g

2 dsy

= (S}, T —t)dS} +
N——’

=:0}

(wobei wir benutzen, dass %vwx — v = 7(v — zv,) geméB der Black-Scholes-Gleichung, und

dSY = rSYdt nach Annahme).

Demnach ist das Portfolio, das zur Zeit ¢ aus ©) Einheiten S° und ©} Einheiten S* besteht (also
den Wert V; = ©9SP + ©}S} hat), selbstfinanzierend, d.h. es geniigt der Bedingung

t t
m:%+/ @2d53+/ olads},
0 0

und es dupliziert das gewiinschte Auszahlungsprofil, denn Vp = v(Sp, T — T') = f(S7).

Diese Replikationsstrategie heifit A-Hedge: Die Anzahl gehaltener Aktien ist gerade die Ableitung
des aktuellen Werts der Option nach dem Basiskurs, das sogenannte A der Option. Eine
umfassendere Diskussion findet sich beispielsweise in Abschnitt 5.6 des Buches von Hans Follmer
und Alexander Schied, Stochastic finance. An introduction in discrete time, 2nd Ed., de Gruyter,
2004.
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Teil 111.

Anhang
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A. Verwendeter R-Code

A.1. Konfidenzintervalle im Binomialmodell: Fiir Abbildung 6.3
verwendeter R-Code

# Konfidenzintervalle fuer den Erfolgsparameter bei der
# Binomialverteilung

# Exaktes Konfidenzintervall basierend auf Beta—-Quantilen
bin.konf.ex <- function(n, x, a) {

c(gbeta(a/2,x,n-x+1), gbeta(a/2,x+1,n-x,lower.tail=FALSE))
}

# Auf Normalapproximation basiertes Konfidenzintervall

bin.konf .nappr <- function(n, x, a) {
c(x/n-gqnorm(1-a/2)/(2*sqrt(n)), x/n+qnorm(1-a/2)/(2*sqrt(n)))

+

# Auf Chebychev-Ungleichung basiertes Konfidenzintervall

bin.konf.cheby <- function(n, x, a) {
c(x/n-1/sqrt(4*n*a), x/n+1/sqrt(4*n%*a))

}

anteile <- ¢(0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.4, 0.45, 0.5)

erzeuge.bild <- function(n, alpha) {
linientyp <- ¢(3,2,1)
ve <- 0.01
br <- 0.005

plot(c(-1,-1), x1lim=c(0,0.5), ylim=c(0,0.8),
xlab="Beobachteter Anteil", ylab=""
main=c("Konfidenzintervalle fiir die Binomialverteilung",
paste("zum Irrtumsniveau ",alpha," (n=",n,")",sep="")))

abline(1,0)

for (a in anteile) {
x <- round(nx*a)

i <- bin.konf.cheby(n,x,alpha)

lines(c(a-ve,a-ve), i, lty=linientyp[1])
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lines(c(a-ve-br,a-ve+br), c(i[1],i[1]), lty=linientyp[1])
lines(c(a-ve-br,a-ve+br), c(i[2],i[2]), lty=linientyp[1])

i <- bin.konf.nappr(n,x,alpha)

lines(c(a,a), i, lty=linientyp[2])
lines(c(a-br,a+br), c(i[1],i[1]), lty=linientyp[2])
lines(c(a-br,a+br), c(i[2],i[2]), 1lty=linientyp[2])

i <- bin.konf.ex(n,x,alpha)

lines(c(at+ve,a+ve), i, lty=linientypl[3])
lines(c(at+ve-br,at+ve+br), c(i[1],i[1]), lty=linientyp[3])
lines(c(atve-br,atve+br), c(i[2],i[2]), lty=linientyp[3])

legend(0.0, 0.8, c("Chebychev","N.approx","Exakt"), lty=linientyp)
}

erzeuge.bild(20,0.05)
erzeuge.bild(50,0.05)
erzeuge.bild(100,0.05)

A.2. Temperaturdiagramm

In Abschnitt 12.3.4 verwendeter R-Code.

a<-read.table("karlsruhe_august.dat", header=TRUE)

attach(a)

Zeit<-Jahr/1000

b<-data.frame(Temp=Temp, Zeit=Zeit, Zeit2=Zeit"2, Zeit3=Zeit"3)
m1<-1m(Temp~Zeit, data=b)

ml

V V V V Vv V

Call:
lm(formula = Temp ~ Zeit, data = b)

Coefficients:
(Intercept) Zeit
16.804 1.064

> m2<-1m(Temp~Zeit+Zeit2, data=b)
> m2

Call:
lm(formula = Temp ~ Zeit + Zeit2, data = b)

Coefficients:
(Intercept) Zeit Zeit2
660.8 -676.3 177.9
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> m3<-1m(Temp~Zeit+Zeit2+Zeit3, data=b)
> m3

Call:
Im(formula = Temp ~ Zeit + Zeit2 + Zeit3, data = b)

Coefficients:
(Intercept) Zeit Zeit2 Zeit3
-7532 12252 -6618 1190
> plot(Zeit, Temp, main="Mittlere Augusttemperatur in Karlsruhe", xlab="Jahr/1000",ylab="Tel
> points(Zeit,fitted.values(ml),type=’1’,1lty=1)
> points(Zeit,fitted.values(m2),type=’1’,1ty=2)
> points(Zeit,fitted.values(m3),type=’1’,1ty=3)
> legend(1.87,24,legend=c("Grad 1","Grad 2","Grad 3"),lty=c(1,2,3))
>
> dev.copy2eps(file="karlsruhe.eps")
X11

2
> Var.ti <- sum(Zeit~2)/length(Zeit)-mean(Zeit) "2
> V.stern <- sum(residuals(ml)~2)/(206-2)
> 1.064/sqrt(V.stern/(206*Var.ti))
[1] 0.6136871
> qt(0.995,df=204)
[1] 2.600144
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