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1. Aufgabe Ein sog. Diskountzertifikat auf eine Aktie S! mit Filligkeit 7 und ,,Cap“ K > 0 zahlt dem
dem Inhaber zum Filligkeitstermin min{S%, K} aus. Nehmen wir an, die Kursentwicklung der Aktie S* wird
durch ein Binomialmodell mit 7" = 100 Perioden bestimmt, in dem der Kurs in jeder Periode entweder mit
(1 + a) oder (1 4+ b) multipliziert wird, wo a = —0.1, b = 0.12, und in dem es eine weitere festverzinsliche
Anleihe S° gibt, die in jeder Periode mit 7 = 0.03 verzinst wird.

a) Bestimmen Sie (numerisch) den fairen Preis fiir ein Diskountzertifikat mit Cap K € {105€, 110€, 120€},
wenn S§ =100€.

b) Bestimmen Sie in demselben Szenario den fairen Preis fiir eine européische Call-Option mit Ausiibungs-
preis K € {105€, 110€, 120€}. Was féllt Thnen auf?

2. Aufgabe (Nutzenmaximierung , Marktriumung und Gleichgewichtspreise) Betrachten wir ein
Marktmodell, in dem es d risikobehaftete Giiter S, ..., 9% gibt, deren Werte zur Zeit t = 1 Zufallsvariablen
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, P(€2),P) mit |Q] < co und P({w}) > 0 fiir w € Q sind, sowie eine
(der Einfachheit halber unverzinste) risikolose Anlage S° = 1.

_____ d, d.h. zur Zeit 0
besitzt er a; Einheiten von Gut ¢, und die Nutzenfunktion Ug(w) = 1 — e~ "™ mit einem u, > 0.

Bei gegebenen Preisen @ = (1,7y,...,74) von S = (S°, S, ... S9) zur Zeit t = 0 mochte Agent a u.U. gerne
seine Anfangsausstattung tauschen gegen ein (o), das seine Budgetbedingung
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erfiillt, so dass E[U, (35, a;S%) ], sein erwarteter Nutzen zur Zeit ¢ = 1, maximal ist unter allen (o, )io,....d,
die seine Budgetbedingung erfiillen. Wie muss ,,der Markt“ die Preise @ wéhlen, so dass einerseits sdmtliche
Agenten ihren erwarteten Nutzen bei diesem 7 maximieren kénnen und zugleich die Marktraumungsbedin-
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gilt, d.h., alle Giiter sind iiber die Agenten verteilt (dabei sei (o,
Agent a)?

Sei u = (22‘:1 l/ua)fl, W= Ef:o @; S (das Marktportfolio), ¢*(w) := exp(—uW)/E[exp(—uW)]. Zeigen
Sie: Die Losung obiger Aufgabe ist 7 mit 7} := Ep«[S?], wo P*({w}) := ¢*(w)P({w}), und die optimale
Verteilung der Giiter ist gegeben durch .,

= ﬁai, i=1,...,d, a zaao—i—z (aaﬂrf — ﬂ@i), a=1,..., A
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3. Aufgabe (Lévys Konstruktion der Brownschen Bewegung) Seien Z,x, n,k € Z; u.a., N(0,1)-
verteilt. Wir konstruieren induktiv eine Folge von Prozessen B, (t), wo B,(t) fir t € D,, := {k27", k =
0,1,...,2"} definiert ist, folgendermaflen: By(0) = 0, Bo(1) = Zog. Wenn B,, definiert ist, setze
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(betrachten Sie eine Skizze). Sei B, (t) die Fortsetzung von B, als stetige Funktion auf [0, 1] durch stiickweise
lineare Interpolation in [0, 1] \ D,,.
Zeigen Sie: Es gilt

lim sup sup |Bn(t) — Bn(t)] =0

N m>nte(0,1]
fast sicher, d.h. die Folge zufilliger Funktionen B,, konvergiert fast sicher gegen eine stetige Grenzfunktion
B(t), t € [0,1]. Fir 0 < ¢t < ¢/ < t” sind die Zuwichse B(t") — B(t') und B(t') — B(t) unabhiingig, und
B(t') — B(t) ist N(0,t" — t)-verteilt. Bestimmen Sie Cov(B(t), B(t")).
(Hinweis: Eine sehr schone Erlduterung dieses Sachverhalts finden Sie in dem Buchmanuskript Brownian Mo-
tion von P. Morters und Y. Peres, erhéltlich iiber P. Morters’ Homepage http://people.bath.ac.uk/maspm/)



