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A. Einfiihrung

In der Alltagssprache steht das Wort "Zufall’ in Verbindung mit Ereignissen, von denen man noch nicht
weiss, ob sie eintreten werden oder nicht. Die Anfange der Stochastik als mathematischer Wissenschaft
—im Frankreich des 17. Jahrhunderts— bestehen in dem Versuch, rationale Aussagen iiber den Ausgang
von Gliicksspielen zu machen: man wollte gewissen Spielausgéngen "Wahrscheinlichkeiten’ zuordenen
konnen. Dabei ist jede Quantifizierung von "Wahrscheinlichkeit’ auf klare Begriffe angewiesen, sonst
fiihren verschiedene unausgesprochene Modellvorstellungen zu verschiedenen Antworten auf dieselbe
Frage, wobei jede dieser Antworten ’in sich stimmig’ ist. Dies nennen manche die 'Paradoxe der
Stochastik’. Es gibt jedoch keine solchen "Paradoxe’, sondern nur nicht hinreichend klar formulierte

Begriffe. Das folgende Beispiel ist bertihmt.

1.0 Beispiel: (Bertrand 1907) Man betrachte einen Kreis mit Radius r, darin ein gleichseitiges
Dreieck ABC, und schreibe Sy fiir die Seite AB.

Die Frage lautet: Wie wahrscheinlich ist es,
dass die Lange ¢ = ¢(S) einer ‘zufillig iber den Kreis

geworfenen Sehne S’ grosser ist als £(.Sp)?

Ansatz 1: Wibhle einen Punkt P ‘zufillig auf dem Kreisbogen’ und konstruiere S als C'P.

Genau die Punkte P, die in das Kreisbogensegment
zwischen A und B fallen, werden hierbei zu einer
Sehnenlénge ¢(CP) > £(Sp) fithren. Wenn
"Wahrscheinlichkeit’” als Verhéltnis zwischen einer
"Gesamtheit giinstiger Moglichkeiten’ zu einer

"Gesamtheit aller Moglichkeiten’ aufgefasst wird,

kommt man mit Ansatz 1 zur Antwort

WS — {(Kreisbogensegment zwischen A und B) %(27rr) 1

Kreisumfang 27r 3




Ansatz 2: Man setze den Radius OC fort zu einem Durchmesser CC’, wihle einen Punkt P ‘zufillig

auf OC’ ’, und konstruiere die Sehne S als Senkrechte auf OC” im Punkte P.

Jetzt fiihren genau die Punkte P, die zwischen O
und dem Schnittpunkt von OC” mit AB liegen,
zu einer Sehnenlédnge ¢(S) > ¢(Sp) .

Dies fiihrt auf einen Langenvergleich

r-cosZ T 1
T o8 3 2

Ansatz 3: Waibhle einen Punkt P ‘zufillig auf der Kreisflache’, und konstruiere .S als Senkrechte auf

OP in P.

Dabei fiihren alle Punkte P im Inkreis des
Dreiecks ABC' zu einer Sehnenldnge ¢(S) > ¢(Sp) .
Durch Flachenvergleich zwischen Inkreis und

Umbkreis erhalt man

7(rcos T)? 1
WS = — 3L = — |
2 4

Alle 3 Losungen des Problems sind in sich richtig, beruhen aber auf grundsétzlich verschiedenen
Modellvorstellungen, was ‘zufillig’ bedeuten konne, im Sinne einer Gleichverteilung einmal auf dem
Kreisbogen (Ansatz 1), dann auf der Geraden OC’ (Ansatz 2), und schliesslich auf der Kreisfliche
(Ansatz 3). O

Es ist also nétig, saubere Begriffe zu entwickeln, bevor man darangeht, Wahrscheinlichkeiten berechnen

zu wollen. Seit Kolmogorov (= 1930) legt man zuerst einen Raum € fest
) = Gesamtheit der moglichen Realisierungen w ,

reichhaltig genug, um mogliche Ausginge einer zu machenden Beobachtung durch Elemente w € Q

kodieren zu kénnen. Dann zeichnet man eine Klasse A interessanter Teilmengen von 2 aus

Teilmengen A C Q2 mit A € A heissen Ereignis



wobei Elemente w € A Realisierung des Ereignisses A genannt werden. Die mathematischen Eigen-
schaften der Klasse A, die man braucht, um Ereignissen eine Wahrscheinlichkeit zusprechen zu kénnen,

werden die einer o-Algebra sein. Schliesslich erklart man "Wahrscheinlichkeit’” als Mengenfunktion
P:A> A — P(A) €]0,1]
auf der o-Algebra A, deren wesentliche Eigenschaft die o-Additivitat sein wird. Das Tripel
(Q,A,P)

wird damit ein Begriffssystem liefern, mit dem Mathematik ’Zufall’ analysieren und zum Beispiel
die Wahrscheinlichkeit komplizierterer Ereignisse —ausgehend von einer geeigneten Vorgabe auf einer

kleinen Klasse sehr einfach strukturierter Ereignisse— berechnen kann.



B. 0-Algebren, Dynkin-Systeme, Masse

1.1 Definition: FEin System .4 von Teilmengen einer Menge {2 heisst o-Algebra falls gilt
i)yQe A
i) AcA = A°=Q\AcA
iii) (Ap)p>1 CA = L>Jl A, € A

Ist A eine o-Algebra auf €2, nennt man das Paar (2, .A) einen messbaren Raum.

Wir setzen stets voraus, dass die Menge (2 nichtleer ist, ohne dass dies eigens erwahnt wiirde.

1.2 Folgerung: Ist A eine o-Algebra auf 2, so gilt auch:

i) P e A, wegen ) = Q\Q und 1.1 i) und ii);

n>1 n>1

i) (Ap)n>1 CA = () Ap € A, wegen () 4, = Q\ (U A%) und 1.1 ii) und iii);

iii) Ay,... A, e A = AiN..NA, €A und AU...UA,€eA.

Dies gilt wegen 1.1 iii) und 1.2 iii) (schreibe A;N...NA4, = A1N...NA,NQ2NQN...

AU...UA, =AU...UA,UDUDU...).

iV) A, Ay e A — Al\AQ € A, wegen Al\AQ =A1N Ag .

1.3 Bemerkungen: a) Auf jeder Menge €2 hat man zwei triviale o-Algebren, ndmlich
{0, Q}
(diese ist i.a. uninteressant) sowie die Potenzmenge
PQ)={A: ACQ}
(diese ist aber i.a. viel zu gross, als dass wir auf ihr Wahrscheinlichkeiten erkléren kénnten).
b) Sind A;, i € I, o-Algebren auf derselben Menge €2, so ist

A=A ={ACQ: Ac A Viel}

el

und



eine o-Algebra auf ). Dabei darf I eine beliebige Indexmenge sein.
¢) Die Vereinigung von o-Algebren ist i.a. keine o-Algebra mehr.
d) Sei (9, A) ein messbarer Raum, sei ' C Q. Dann ist die Spur von A auf Q'

Al, = {AnQ : Ae A}

Q/
eine o-Algebra auf Q'. Eine beliebige Teilmenge € von  wird — versehen mit der Spur von A auf

Q' selbst zu einem messbaren Raum.

Beweis: Die Aussagen a) und d) sind einfach. Fiir b) verifizieren wir die Eigenschaften 1.1 einer
o-Algebra:

Da jedes A; eine o-Algebra ist, hat man nach 1.1 1) Q € A; fiir jedes i € I, damit Q € A.

Ist A€ A, soist A€ A, fiir jedes i € I, also nach 1.1 i) A°=Q\ A € A; fiir jedes i € I; damit gilt
Ac e A

Seien A,,n > 1in A. Fixiere i € I. Dann (A,), C A;; da A; eine o-Algebra ist, gilt |J A, € A;
nach 1.1 iii). Dabei ist ¢ € I beliebig, also ist gezeigt |J A, € A. "

Zu c): das letzte Argument hat keine Entsprechung rrrfeir, wenn man Vereinigungen von o-Algebren
betrachtet (wir werden in 1.5 unten sehen, wie man das Mengensystem U A; zu einer o-Algebra
ergdnzen kann). ! O

1.4 Satz: Seien 1, )y beliebige Mengen, sei T': €21 — 25 eine Abbildung. Fiir As C Q5 heisst
T7HAy) = {w; € Q1 : T(wy) € As}
Urbild der Menge A, unter T'. Ist As eine o-Algebra auf €9, so ist das Urbild von As unter T
T (Ag) = {T""(A2) : Ay € Ao}
eine o-Algebra auf €.

Beweis: Wir zeigen, dass das Mengensystem A; := T~ !(Ay) eine o-Algebra auf Qy ist.
Klar gilt Q; = T71(Q2) € Ay. Ist A; € Ay, so existiert ein Ay € Ay mit A; = T~1(As), also

04 \Al = \Tﬁl(Ag) = Tﬁl(QQ\Az) c A
——
ceAs
damit ist A; stabil beziiglich Komplementbildung. Ist nun (A; ,)n>1 C Aj, so existiert eine Mengen-

folge (A2n)n C Az so dass A, = T_I(Ag,n), und es gilt

U Al,n = T_l( U Agm) e A .

n>1 n>1
N—_——
€Az



Damit sind die definierenden Eigenschaften 1.1 einer o-Algebra verifiziert. O

Oft sucht man zu einer vorgegebenen Klasse C von Teilmengen einer Menge 2 eine (moglichst kleine)

o-Algebra, die alle Mengen aus C enthalt.

1.5 Satz: Sei C ein beliebiges System von Teilmengen einer Menge 2. Stets existiert eine kleinste
o-Algebra auf Q, welche C umfasst: fiir diese schreibt man o(C).

Man nennt o(C) die von C erzeugte o-Algebra.

Beweis: Schreibe J fiir die Klasse aller o-Algebren A auf Q mit C C A. Nach 1.3 b) ist Ap:=[]A
eine o-Algebra auf Q; klar gilt C C Ap. Per Definition ist ().A die kleinste o-Algebra auf Q, Wei7che
C umfasst (denn: [].A is enhalten in jeder o-Algebra, Welchg C unfasst). Die Aussage des Satzes gilt
also mit o(C) := A“Z. O

1.5’ Definition: Sei A eine o-Algebra von Teilmengen einer Menge €2. Jedes Teilsystem & C A mit

der Eigenschaft ¢(£) = A nennt man einen Erzeuger von A.

Fir dieselbe o-Algebra A kann man i.a. durchaus verschiedene Systeme &,£&’,... angeben, die die
Eigenschaft o(€) = 0(&') = ... = A besitzen; je nach Zweck wird man mit je anderen Erzeugern

argumentieren.

1.5” Bemerkung: Ein System O von Teilmengen einer Menge E heisst Topologie, wenn gilt:
i) D e O, Fe0;
i) Fy,...,BE, € 0O=FN...NE, €0;
iii) fiir eine beliebige Indexmenge I und Mengen FE; € O, i € I, gilt: UI E, 0.
ic

Die Elemente von O nennt man offen in F, und das Paar (E, Q) einen topologischen Raum.

Ein wichtiger Spezialfall: in einem metrischen Raum (E,d) bildet das System O aller im Sinne der

Metrik d offenen Teilmengen von E eine Topologie.



1.6 Definition: Sei O eine Topologie auf E. Die von O erzeugte o-Algebra von Teilmengen von E

heisst Borel-o-Algebra. Die iibliche Schreibweise ist B(E) anstelle von o(O).

Wir diskutieren ausfiihrlich das Beispiel des Euklidischen Raumes.

1.6’ Beispiel: Betrachte Q := IR? mit der euklidischen Metrik d(-, -)

4 1/2
d(z,y) = (Z(% _yi)2> ;o= (@1, %4), y= (Y1, Ya) -

i=1
Bezeichne O das System aller beziiglich d offenen Mengen in IR?. Die kleinste o-Algebra, welche alle
offenen Teilmengen von IR? enthilt, ist die Borelsche o-Algebra B(IR?) = o(©). Die offene Kugel um

r € IR? mit Radius € > 0 bezeichnene wir mit B.(z) := {y € R : d(y,z) < €}.

a) Eine wichtige Eigenschaft des Euklidischen Raumes ist die Separabilitit, d.h. die Existenz einer
abzihlbar dichten Teilmenge im Sinne der Metrik d(-, -). In IR? ist eine solche z.B. durch die Gesamtheit
aller Punkte mit rationalen Koordinaten @? := {(z1,...,24) : 7; €@, 1 < i < d} gegeben. Auf-
grund der Separabilitéit kann jede offene Menge in IR? als abzihlbare Vereinigung offener Kugeln mit

Mittelpunkt = € @¢ und rationalem Radius ¢ > 0 geschrieben werden: also ist auch
C := {B.(z) : z €@? &> 0rational }
ein Erzeuger der Borel-o-Algebra B(IRY).

b) Ein Erzeuger von B(IR?) ist auch jede der folgenden Klassen C; d-dimensionaler Intervalle:

Ci = {(—o00,b] : —00 < b< o0}

Co = {(a,b] : —c0<a<b<oo}

Cs = {la,b] : —c0o<a<b< oo}

Cy = {(a,b) : —c0<a<b< oo}
(wir schreiben a = (ay,...,aq), b = (b1,...,bq) mit Notation a < b falls a; < b; fir alle i = 1,...,d;
a < b bedeutet a; < b; fiir alle i = 1,...,d; d-dimensionale Intervalle werden als (a,b] := Z,):d(l(ai, bil,

d
[a,b) :== X [a;,b;) etc. geschrieben).
i=1

Beweis: 1) Das folgende Argument wird wiederholt benutzt werden: ist A’ eine o-Algebra in €, ist

C’ ein System von Teilmengen von A’; so gilt o(C’) C A’. Dies folgt sofort aus 1.5.



2) Stets gilt C € O C o(0), also o(C) C B(IR?). Separabilitit liefert O C o(C) und damit die
umgekehrte Inklusion B(IR?) C o(C). Dies zeigt a).

Dasselbe Argument mit offenen Quadern statt offenen Kugeln liefert B(IR?) = o(Cy).

3) Mit Darstellungen der Art

@8 = @b+ ()

@) = | (a,b—(%,...,

n>no(a,b)
sieht man Cy C 0(C4) und C4 C 0(Cs2). Beweisschritt 1) liefert also o(C2) = 0(Cy4). Analog sieht man
o(C3) = a(Ca).
4) Wegen
(—o0,8] = [Jo—(n,...,n),0]

gilt C1 C 0(Cq). Weiter gilt Co C 0(C1) wegen

d
(a,b] = (=00,6] \ (U(—oovbi’“]>

i=1

mit Bezeichnung b*® := (b, ...,b;_1,ai,bi11,...,bq); dies folgt aus
(a,b) ={z = (x1,...,2q4) € (—00,b] : x; >a;firallel <i<d}

(=00, b = {x = (x1,...,24) € (—00,b] : z; <a;}.

Also gilt 0(C1) = o(Ca). O

Die bisher benutzten Begriffe wurden schon in der "Einfithrung in die Stochastik’ zumindest skizzenhaft

présentiert; der folgende wichtige Begriff ist neu.

1.7 Definition: Ein System D von Teilmengen von €2 heisst Dynkin-System, falls gilt:

i) QeD
i) DED = D°=Q\D €D

iii) D,, n > 1, € D paarweise disjunkt — U D, eD.
n>1

Wir werden sehen, dass man in 1.7 iii) essentiell weniger fordert als an der entsprechenden Stelle

1.1 iii) der Definition einer o-Algebra.

10



1.8 Bemerkung: a) Jede o-Algebra ist insbesondere ein Dynkin-System.

b) Ist D Dynkin, so gilt auch

i) 0=0Q\Qe€D;

ii) Di,...,D, paarweise disjunkt in D = D;U...UD, € D
(wegen () € D schreibt man Dy U...UD, =D;U...UD,UpUB...).

¢) Vorsicht: Dynkin-Systeme sind i.a. nicht stabil beziiglich Bildung von Durchschnitten oder von
beliebigen Vereinigungen (insofern wird in 1.7 iii) essentiell weniger als 1.1 iii) gefordert):

Betrachte als Beispiel eine endliche Menge Q mit gerader Méachtigkeit |2| = 2n, n > 2. Dann ist
D:={ACQ : |Al=2(,0<{¢<n}
sicher ein Dynkin-System. Fiir verschieden gewahlte wy, ..., war_1,w’,w” aus Q und fiir Mengen
A i=Awy, .., w1, eD, A" :={w,...,wy 1,0"} €D
haben aber Durchschnitt A’ U A” und Vereinigung A’ N A” ungerade Machtigkeit, folglich
AuA"¢D, ANnA¢D.

Insbesondere ist D keine o-Algebra. O

1.8’ Definition: Nenne ein Mengensystem C N-stabil falls

Ci,C, eC = CiNCy eC.

1.9 Satz: Sei D ein Dynkin-System auf einer Menge (2. Dann gilt:

D ist o-Algebra <= D ist N-stabil .

Beweis: Die Richtung '=’ ist bekannt aus 1.2 iii) und 1.8 a). Wir zeigen '<".

1) Fiir Dynkin-Systeme D gilt die folgende (im Vergleich zu 1.2 iv) schwéchere) Eigenschaft
Di,Dy €D, Dy CDy = D3\D1 €D :

wegen Dy C Ds sind Dy € D und D§ € D disjunkt, also gilt nach 1.7 ii) und iii)

DQ\Dl = (D1 UD%)C eD.
~——

€D

11



2) Sei nun D Dynkin und N-stabil. Wir zeigen 1.1 iii), dann ist D sogar eine o-Algebra. Betrachte
eine beliebige Mengenfolge (A,), C D. Setze

Dy = A1 eD ,
dann mit der vorausgesetzten N-Stabilitdt von D und mit Schritt 1)
Dy = AQ\(AlmAQ)GD, A1UA2:D10D2€D.

n
Sind schon Dy, ..., D, paarweise disjunkt in D gefunden mit ‘61 A= 'L'Jl D, € D, so bilde weiter
1=

1=
n
Dyy1:= Ania\ <(1‘U1 D;) N An+1> €D
wegen N-Stabilitdt von D und Schritt 1): damit sind Dy, ..., D,11 paarweise disjunkt, und
UAd = UD;, €¢D.
i=1 i=1
Sukzessiv in n erhéilt man eine Folge D,,, n > 1, paarweise disjunkter Mengen in D so dass

D, €D.

Damit ist die Eigenschaft 1.1 iii) nachgewiesen. O

1.10 Bemerkung: Genau analog zu o-Algebren priift man nach:

a) Sind D;, i € I, Dynkin-Systeme auf derselben Menge €2, so ist auch

D = ﬂD,-

iel

ein Dynkin-System. Dabei darf I eine beliebige Indexmenge sein.

b) Fir jedes System C von Teilmengen von ) existiert ein kleinstes Dynkin-System, welches C

umfasst: dies bezeichnet man mit 6(C). Man nennt §(C) das von C erzeugte Dynkin-System.

1.11 Satz: Ist C ein N-stabiles System von Teilmengen von €2, so gilt

Beweis:  Als o-Algebra ist ¢(C) insbesondere ein Dynkin-System, welches C umfasst: also gilt

d(C) C o(C) nach 1.10 b). Wir werden zeigen
(*) C N-stabil = 4(C) N-stabil .

12



Mit 1.9 und (%) und der Voraussetzung iiber C wird §(C) eine o-Algebra, welche C umfasst. Damit

Y

gilt die Inklusion o(C) C §(C). Damit hat man '=’, und der Beweis ist abgeschlossen. Wir beweisen

(%) in zwei Schritten.

1) Sei C N-stabil, sei D € 6(C) beliebig, betrachte
Hp = {ACQ : DNAcC)}.

Dann ist Hp ein Dynkin-System:

Klar gilt Q € Hp: das ist 1.7 i). Sei A € Hp. Nach Definition der Klasse Hp dann DN A € §(C),

also dank der Voraussetzung D € §(C) wie in Schritt 1) des Beweises von 1.9
DNA® = D\ (DnA) € §(C)

und damit A° € Hp: dasist 1.7 ii). Sei (Ay)n>1 C Hp eine Folge paarweise disjunkter Mengen: dann

(DN Ay), paarweise disjunkt und in §(C) nach Definition von Hp, also

Dn (LTLLJ Ap) = LT:LJ(D NA,) €46C)
da 6(C) Dynkin. Nach Definition von Hp heisst das (% Ap) € Hp: das ist 1.7 iii).
2) Fiir beliebiges festes E € C betrachte nun

Hg = {ACQ : ENAciC)}.

Da C N-stabil nach Voraussetzung, gilt C C Hg. Wie in Schritt 1) ist Hp Dynkin. Damit ist Hg ein
Dynkin-System, welches C umfasst: nach 1.10 b) folgt §(C) C Hpg. Das aber bedeutet

E € C beliebig, D € §(C) beliebig = ENDe€iC).
Nun vertauschen wir die Rollen von E und D und lesen die letzte Formelzeile als
D € §(C) beliebig = CCHp.
Da aber Hp Dynkin, folgt hieraus
D € §(C) beliechig = (C) C Hp .

Damit ist die N-Stabilitét von 6(C) gezeigt: das ist (), und Satz 1.11 ist vollstdndig bewiesen. O

13



Mit Hilfe von Dynkin-Systemen wird das erste Hauptergebnis dieses Kapitels (der Eindeutigkeitssatz

1.13 fiir Masse) bewiesen werden.

1.12 Definition: Sei (€2,.A) ein messbarer Raum. Eine Mengenfunktion u : A — [0,00] mit
(D) = 0 heisst Mass auf A, falls fiir jede Folge (Ay)n>1 C A paarweise disjunkter Mengen gilt

(A = 3 nlAn)

n>1

(o-Additivitat). Ein Mass p auf A heisst endlich, falls u(2) < co. Ein Wahrscheinlichkeitsmass auf

A ist ein endliches Mass mit Normierung p(€2) = 1.

n

Bemerkung: Mit einer Darstellung |J 4, = 41 U...UA, U0UOU... endlicher disjunkter Vere-
i=1
inigungen ist ein Mass auf A nach 1.12 insbesondere additiv (d.h.: endlich additiv) auf A. Aus

der Additivitét folgt die Eigenschaft der Monotonie: fiir Mengen A, B in A mit A C B gilt stets
W(A) < u(B).

1.12’ Definition: (aufsteigende/absteigende Mengenfolgen) Fir (Ay), C P(Q) und A C Q schreibe
A, 1T A falls
A, C Ay firallen,und A = UA” ;

schreibe A,, | A falls
Ap D Apyq firallen,und A = ﬂAn )

Der folgende erste Hauptsatz dieses Kapitels erlaubt es, Masse auf einer o-Algebra allein anhand

ihrer Werte auf geeigneten Erzeugern der o-Algebra zu identifizieren.

1.13 Eindeutigkeitssatz: Sei (£2,.4) ein messbarer Raum, sei C ein Erzeuger von A, seien p; und
1o Masse auf A mit
pi(C) = p2(C) VCeC.

Ist C N-stabil und gibt es in C eine Mengenfolge (Cy,)pen mit
CnTQ, w(Cy) < oo firallenelN, i=1,2,

14



so stimmen pq und po als Wahrscheinlichkeitsmasse auf A iiberein:

u1(A) = po(A) firalle Ae A.

Beweis: 1) Sei E € C mit (u1(F) =) ua(E) < oo gegeben; wir betrachten die Restriktionen u;(-NE)
der Masse p; auf E. Definiere

Hp = {AcA: (ANE) = pus(ANE)}.

i) Dann ist Hg Dynkin:
Klar ist Q € Hp. Mit A € Hg gilt auch A° € Hg, denn man hat

(AN E) = (E) — m(ANE) = p2(E) — p2(AN E) = pa(A°N E)

wegen p1(E) = po(E) < oo (nach Wahl von E) und p1(ANE) = ua(ANE) (da A € Hg). Seien nun
An, n > 1, in Hg paarweise disjunkt. Dann sind auch A4, N E, n > 1, paarweise disjunkt in A, und

o-Additivitat von u; kombiniert mit der definierenden Eigenschaft von Hg zeigt

m [((JanE] = m[UAnB) | = S m4,nE)

n>1 n>1 n>1

= ZIJ/Q(ATLHE):...:M2 (UAn)ﬂE ;

n>1 n>1

also ist E>J1 A, € Hg. Damit sind die Eigenschaften 1.7 eines Dynkin-Systems nachgewiesen.
n>

ii) Wir zeigen Hg = A:
Da C N-stabil und p; = po auf C, gilt
CCHg;

da Hg Dynkin, folgt mit 1.10 b)
() CHg .

N-Stabilitat von C impliziert aber auch nach 1.11

und damit Hp = A. Das ist ii).
Fiir beliebiges E € C mit p;(E) = p2(F) < oo ist wegen i) und ii) gezeigt:
(+) w(ANE) = up(ANE) firalle Ae A.
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Bis hierhin wurde nur die N-Stabilitat des Erzeugers C ausgenutzt.

2) Wir zeigen
u1(A) = pa(A) firalle Ae A :

Wiéhle mit der zweiten Voraussetzung des Satzes eine Folge (Cy), C C mit C,, 1 Q und u1(Cy) =
w2(Cr) < oo fiir alle n > 1. Setze Cp := () und definiere B,, := C,,\ C,,—1, n > 1 (diese liegen in A, und
i.a. nicht mehr im Erzeuger C). Die B,, n > 1 sind paarweise disjunkt in .4, und erfiillen Q = U B,

n>1
sowie C,, = B1U...UB,,. Dann impliziert die o-Additivitit der Masse p; auf A

o 2 ) = m(an(UBa| = m | UJnsy

n>1 n>1
N
= ;MA NB,) = ngnm;m(fl NBy) = lim p(ANCy)
fiir beliebiges A € A. Nach (+) mit £ := Cx hat man p;(ANCx) = p2(AN Cy) fiir jedes N > 1,
und mit N — oo folgt die Behauptung. O

Die letzte Formelzeile dieses Beweises war nichts anderes als die aus der Einfiihrungsvorlesung
bekannte aufsteigende Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmassen, die wir in 1.17 unten in etwas

allgemeinerem Rahmen neu formulieren werden.

1.14 Beispiel: Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (IR?, B(IR?)). Bilde zu u die Funktion
E,: R'> 2 — p((—oo,x]) =: Fu(z) €]0,1]

d
(mit Notation: = (z1,...,24), (—00,2] = X (—00,;], ... wiein 1.6"); F}, heisst Verteilungsfunktion
i=1

zu . Dann gilt: das Wahrscheinlichkeitsmass p auf (IRY, B(IR?)) ist durch seine Verteilungsfunktion

eindeutig bestimmt.

Beweis: Das System C; = {(—o00,z] : x € IR%} aus 1.6’ ist ein N-stabiler Erzeuger von B(IR?), es gibt
Mengenfolgen (C,,), C C mit C,, T IR% und p(C,,) < p(IR?) = 1 fiir alle n, etwa C, := (=00, (n, ...,n)],
n > 1. Also sind alle Voraussetzungen des Eindeutigkeitssatzes 1.13 erfiillt. Folglich sind Wahrschein-
lichkeitsmasse auf (IR, B(IR?)) bereits durch ihre Werte auf C; eindeutig festgelegt. Genau diese

gehen in die Verteilungsfunktion ein. O

1.14’ Bemerkung: Mit Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 1.14: fiir d-dimensionale halb-

offene Rechtecke (a,b], —oco < a < b < +o0, gilt stets u((a,b]) > 0. Dies iibersetzt sich in eine
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'Rechteckbedingung’, die die Verteilungsfunktion F' := F), notwendig erfiillen muss:

in Dimension d=1:  F(b) — F(a) >0 (d.h.: F(-) ist nichtfallend)

in Dimension d=2:  F((b1,b2)) — F((a1,b2)) — F((b1,a2)) + F((a1,a2)) >0
sowie allgemein in Dimension d > 2 (Chow and Teicher 1978, S. 178; Elstrodt 2002, S. 44):

F((b1, b)) — 301 F((b1, ... bj—1,a5,bj41, -, ba))
(%) + 21§j1<j2§dF((b17"‘7bj1—1’aj17bj1+17"'7bj2—17aj27bj2+17'"7bd))

+ ... 4+ (—l)dF((al,...,ad)) > 0.

C. Algebren, Inhalte, Pramasse, Konstruktion von Massen

In Beispiel 1.6” wurden Klassen C; sehr einfacher Mengen betrachtet, welche die Borelsche o-Algebra
auf IR? erzeugen. Will man IR%wertige Zufallsphinomene modellieren, so hat man in der Regel
eine prézise Vorstellung davon, welche Masszahl den (wenigen und einfachen) Mengen aus C; zuge-
sprochen werden sollte. Wie kann man sicherstellen, dass solche ’Startvorgaben’ durch (genau) ein
Wahrscheinlichkeitsmass auf (IR?, B(IR?)) erfiillt werden ? Ganz allgemein wird diese Frage durch den

Fortsetzungssatz von Carathéodory beantwortet (1.18 unten).
1.15 Definition: Ein System G von Teilmengen einer Menge 2 heisst Algebra, falls gilt
i) Qeg
i) AeGg = A°=Q\Ae€g.
n
i) Ag,...,A,€Gg = |J Ai€q.
i=1
Der Unterschied zur o-Algebra besteht darin, dass in 1.15 iii) nur Stabilitdt unter endlichen Vereini-

gungen gefordert wird; eine Algebra ist stets N-stabil, enthalt (), und mit zwei Mengen Aj, Ay auch
Ap \ Az (analog 1.2).

1.16 Definition: Sei G eine Algebra von Teilmengen einer Menge ().
a) Eine Mengenfunktion u : G — [0, 00] mit p(0) = 0 heisst Inhalt auf G, falls fiir paarweise disjunkte
Mengen Aq,..., A, in G gilt

0 <U Ai) = ZM(Ai)
i—1 i1
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(Additivitdt). Ein Inhalt g auf G heisst endlich falls u(Q) < oo.
b) Ein Inhalt p auf einer Algebra G heisst o-endlich falls

es existieren By, n > 1, in G mit B, T Q und u(B,,) < oo fiir jedes n .

c¢) Ein Prdamass p auf einer Algebra G ist ein Inhalt, welcher sogar o-additiv ist:
oo

sind A,, n > 1, paarweise disjunkt in G, und ist |J A,, € G, dann gilt
1

n—=

K <U An) = ZM(An)
n=1 n=1

1.16° Bemerkung: Vergleich von 1.12 und 1.16 c) zeigt: ein Mass ist ein Pramass, welches auf

einer o-Algebra definiert ist.

1.17 Satz: Sei G eine Algebra auf €2, sei p ein Inhalt auf G. Betrachte Eigenschaften i) - iv):
i) p ist o-additiv.
i) pist aufsteigend stetig: fir (A,), C G und A € G gilt: aus A,, T A folgt ILm w(Ayn) = u(A).

iii) p ist absteigend stetig: fiir A € G und (A,), C G mit u(A,) < oo fir n > ny gilt:
aus A, | A folgt ILm w(Ay) = u(A).

iv) pist stetig in 0: fiir (Ap)n C G mit u(4,) < oo fiir n > ng gilt:
aus A, | 0 folgt lim wu(A,) =0.

Dann gelten die folgenden Inklusionen:
i) <= ii), iii) <= iv), ii)=iii).

Ist () < oo, so gilt auch iii) = ii): in diesem Fall sind alle Eigenschaften i) - iv) dquivalent.

Beweis: i) <= ii): Betrachte eine Folge (A,)n>1 C G, An T A, setze Ay := () € G, dann sind
B, := A\A,—1, n > 1, paarweise disjunkt, (B,), C G, und L'>J1 B, = L>J1 A, = A. Sind umgekehrt
n> n>

n
B, n > 1, in G paarweise disjunkt vorgegeben, dann ist A, := .L'Jl B; aufsteigend gegen A := L;l A, =
1= n>
gl B,,. Unter der Voraussetzung A € G ist folglich o-Additivitat von p entlang (B,,), dquivalent zu
nz

aufsteigender Stetigkeit von u entlang (A ).
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iii) <= iv): Klar ist iv) ein Spezialfall von iii); zeige also iv) = iii): Sei A,, | A in G, sei u(A4,,) < 0o
fir n > ng. Zerlege fir n > ng A, = B,UA mit B,, :== A,\A € G. Dann liefert Stetigkeit von yu in ()
entlang der Folge B,, | ) zusammen mit Additivitat von p die Aussage iii).

ii) = iii): Betrachte 4,, | A in G, sei u(A,) < oo fiir n > ng. Setze By, := Apg\Ang+m € G, m > 1,
und B := A,, \ A € G. Dann gilt B, 1T B in G, und aufsteigende Stetigkeit von p entlang (Bp,)m

kombiniert mit der Additivitdt von u zeigt

W Ang+m) = p(Ang) — 1(Bm) L p(Any) — p(B) = pu(A)

und damit iii).
iii) == ii) unter der Zusatzvoraussetzung (€2) < oo: Betrachte zusammen mit einer aufsteigenden

Mengenfolge A,, 1T A in G die absteigende Mengenfolge AS | A°in G. Ist u(€2) endlich, so

w(An) = () —u(Ay),  w(d) = p(Q) —p(A9),

und Additivitdt von p transformiert absteigende Stetigkeit von p entlang (A%), in aufsteigende

Stetigkeit von p entlang (A, )y. O

In der Einfithrungsvorlesung wurde die Aquivalenz aller vier Aussagen aus 1.17 fiir Wahrschein-

lichkeitsmasse formuliert.

1.17° Beispiel: Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (IR, B(IR?)); betrachte wie in 1.14 die zu u
assoziierte Verteilungsfunktion F := F, :  — u((—oc,z]) auf IR%. Als Folgerung aus aufsteigender

und absteigender Stetigkeit von p nach 1.17 erhilt man folgende Stetigkeitseigenschaften:

lim F(xy,...,%_1,Y, Tit1, .., 2q) = 0 fiir beliebiges z € IRY, 1 <i < d

Yy—+—00

(+) lim F((y,..,y) =1

Yy—r—+00

fiir (#(™),, komponentenweise nichtwachsend mit (™ — z in R*: F(z(™) = F(z) .

In Dimension d = 1 reduziert sich (+) zu

tiiznoo F(t)=0, tlTiJrrnooF(t) =1, F ist rechtsstetig . O
Zur Bedeutung der dritten Aussage in (4): betrachtet man im Erzeuger C der o-Algebra B(IR?)
Mengen A := (a,b], —o0 < a < b < o0, Ay, = ((a1+%,...,ad+%),b], m € IN hinreichend
gross, und driickt man p(A,,) sowie p(A) mit Hilfe der Rechteckbedingung (x) aus 1.14" durch die
Verteilungsfunktion F' aus, so liefert die dritte Aussage in (+) —anzuwenden auf jeden der Summanden

in der Rechteckbedingung (x)— die absteigende Stetigkeit u(A,,) | u(A).
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Der zweite Hauptsatz in diesem Kapitel ist

1.18 Fortsetzungssatz (Carathéodory) Jedes Priamass p auf einer Algebra G kann auf mindestens

eine Weise zu einem Mass i auf der von G erzeugten o-Algebra A := o(G) fortgesetzt werden.

Der Beweis dieses Satzes wird im Teilkapitel D gegeben werden. Zuerst zeigen wir in Fortsetzung von

1.6°, 1.14 und 1.17’ an Beispielen, was dieser Satz typischerweise leistet.

1.19 Beispiel: In Dimension d = 1 schreibe F fiir die Klasse aller Funktionen F': IR — [0, 1] mit der

Eigenschaft

(%) F(-) ist rechtsstetig, nichtfallend, lim F(z)=0, lim F(z)=1.

T——00 T—+400

Dann gilt: Zu jedem F' € F existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmass P = Pp auf B(IR) mit
(©) Pr((—00,b]) = F(b) Vbe R.
Damit gibt es eine 1-1-Zuordnung zwischen der Klasse F und der Klasse aller Wahrscheinlichkeits-

masse auf (IR, B(IR)). F ist daher die Klasse aller Verteilungsfunktionen auf IR.

Beweis : 1) Der Eindeutigkeitssatz 1.13 angewandt auf den Erzeuger C; = {(—o00,b] : b € IR} der
Borel-o-Algebra B(IR) zeigt: fiir festes F' € F gibt es hochstens ein Wahrscheinlichkeitsmass Pr auf
B(IR) mit der Eigenschaft (¢). Es ist also hier nur die Eristenz von Wahrscheinlichkeitsmassen mit
(¢) zu vorgegebenem F' € F aus dem Fortsetzungssatz 1.18 herzuleiten.

2) Die kleinste C; enthaltende Algebra von Teilmengen von IR ist
G = {0k} U {{JI : LeC r>1};
=1

dabei bezeichnet C das System von Intervallen
C=CUCU{(b,oo) : be R}

mit Cy := {(a,b] : —00 < a < b < oo} wie in 1.6". Beachte dabei, dass sowohl der volle Raum Q = IR
als auch jede endliche Vereinigung von Intervallen aus C stets in Form einer endlichen disjunkten
Vereinigung geeigneter Intervalle aus C geschrieben werden kann, und dass G stabil unter Bildung

endlicher Vereinigungen und stabil beziiglich Komplementbildung ist.
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3) Zu gegebenem F' € F definieren wir zuerst einen Inhalt = pp auf der Algebra G.

Ausgehend von (o) setzen wir
p(R) :=1,  p((=00,b]) := F(b), p((b,00)) =1—F(b), belR
und erzwingen die gewlinschte Additivitat durch
u((a,b]) == F(b)— F(a), —oco<a<b<+o0.

Es bleibt nur zu tiberlegen, dass p auf G wohldefiniert ist: fiir verschiedene Darstellungen

Uk =B=JL IL.,JeC
k=1 =1
derselben Menge () # B # € in G muss gelten
> uldi) =D ully) -
k=1 =1

Das sieht man so. Es geniigt, J := J; und damit den Fall n = 1 zu betrachten. Ist J = (a,b] ein

m
halboffenes Intervall, schreibe J = Egl(,] N 1) in Form einer disjunkten Vereinigung

3

‘Ul(ai,bi] mit a=a1<bi=ax<...<bpy1=0a, <bn,=0;

i=
dann hat man

m m m

p (U(J n m) — (Um m) = 3 (F(b) = Flas) = F(b) — F(a) = ().

=1 i=1 i=1
Falls J eine Halbgerade (—oo, b] oder (b, 00) ist, formuliert man das Argument analog.
4) Wir zeigen: der Inhalt p auf G ist sogar o-additiv.
Damit wird g ein Prdmass auf G (in diesem Beweisschritt steckt tiblicherweise die Hauptschwierigkeit
bei der Konstruktion von Massen aus einem vorgegebenen Inhalt). Wegen 1.17 und u(R) =1 < oo
reicht es, die Stetigkeit von p in () nachzuweisen.
i) Zeige: zu jedem I € C (I ist nichtleer nach Definition) und zu jedem ¢ > 0 gibt es ein halboffenes

Intervall J. € Cy mit
K. := J. kompakt, J.C K.CI, u(J:)>pu(l)—e.

Beweis: Fiir I = (a,b] € C wihle J. = (a+ %, b| fiir hinreichend grosses m, damit K. = [a + %, b]. Die

Behauptung folgt aus (%) und (¢) fiir m — oo, da F' rechtsstetig und nichtfallend ist. Fiir I = (—o0, b]

wihle J. = (—m, b] fiir geeignetes m, wegen lim F(x) = 0in (x); fiir I = (b, 00) wiihle J. = (b+ L, m]
T——00

geeignet und benutze zusétzlich lim F(x) = 1.
T—00
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ii) Zeige: fiir jede Mengenfolge (A,,), C G mit A,, | 0 gilt liﬁn w(Ay) = 0.

Beweis (indirekt): Wir nehmen an lim p(A4,) =: € mit ¢ > 0. A, € G hat eine Darstellung
n

Tn
Ap = UInﬂa Inéea-
/=1

Zu I,,p findet man nach i) J,¢ € Co so dass fiir jedes n > 1 gilt:

Jnﬁ C an = Jnﬁ C Iné
(+) mn

fir By, := U Jne gilt pw(A,\Bn) < £-277.
/=1

PN

Betrachte nun die fallende Folge Fﬁl B; € G (und benutze wieder, dass (4, ), absteigend ist):
1=

M<An\<ﬂ B») - M<U<An\Bi>> < S uANB) < Y pANB) < ©
=1 =1

i=1 =1

3

fiir alle n > 1, wegen (+). Damit ist der "Unterschied’ zwischen (A,),, und <ﬂ1 BZ-> nicht sehr gross:
n
aus lim p(A4,) = e > 0 und der letzten Ungleichung folgt
n

n

(++) li}zn,u(ﬂ B;) >
i=1

> 0.

DN ™

"Zwischen’ (A,),, und <rrﬁl Bi> liegt aber die fallende Folge von Kompakta

n

n Tn
Kn::ﬂ! Kng]7 n > 1.
1

i=1 Le=
Die Voraussetzung A, | () impliziert K, | #. Wir wenden nun den Cantorschen Durchschnittssatz

(siehe z.B. Rudin 1998 S. 44) auf die fallende Folge der Kompakta (Ky,), an:

oo
ﬂ K,=0 = esexistiert ng < oo so dass bereits K,, =0 .
n=1
n
Wegen K,, D () B; impliziert dies
i=1

B; = (0 fiir alle n > ng

=y

=1

im Widerspruch zu (++). Die Annahme lim p(A,) =: € > 0 war also absurd, und die behauptete
n

Stetigkeit von p in () ist bewiesen. Damit ist p ein Pramass auf G.

5) Der Fortsetzungssatz 1.18 erlaubt nun, p (auf mindestens eine Weise) zu einem Mass g auf

0(G) = B(IR) fortzusetzen; per Definition einer Fortsetzung erfiillt ;i notwendigerweise
w(A) = p(A) firalle Aeg

22



und insbesondere wegen Co C G
pa((—o0,b]) = F(b) Vbe R.
Das ist (¢), und die Aussage von 1.19 ist bewiesen. O

1.20 Beispiel: a) In Dimension d = 2 definiert man F als Klasse aller Funktionen F' : IR? — [0, 1],
fir die gilt (vgl. () in 1.14’ und (+) in 1.17")

F((bl,bg)) — F((al,bg)) — F((bl,G/Q)) + F((al,bl)) >0, —oco<a<b<+oo,

lim F((z1,22)) = lim F((z1,22)) =0, lim F((y,y)) =1

T1—>—00 To—r—00 Y—r+00

fiir (2(™),, komponentenweise nichtwachsend mit (™ — z in R?: F(z™) — F(z) .

Die kleinste das Mengensystem C; enthaltende Algebra ist fiir d = 2

g = {@,RZ} U {U(ngjg) Iy, Jre T, 7”21} ,

=1

wobei J das System aller (eindimensionalen) Intervalle (—oo,t], (¢,t], (¢, 00) bezeichnet, ¢,t in IR;
einige rein notationelle Anderungen des oben gegebenen Beweises zeigen die 1-1-Zuordnung zwischen
F in Dimension d = 2 und der Klasse aller Wahrscheinlichkeitsmasse auf (IR?, B(IR?)).

b) Dasselbe funktioniert analog in Dimension d > 2: zur Definition der Klasse F aller Verteilungs-
funktionen braucht man die Rechteckbedingung (x) aus 1.14" und die Stetigkeitsbedingung (+) aus
1.17’, und der Beweis lauft (mit langlichen Notationen) entlang derselben Argumentationslinie.
Insbesondere benutzt man (x) und (+), um absteigende Stetigkeit p (((a1 + %,...,ad—l— %),b]) {
i ((a,b]) in Co und damit die Approximation durch Kompakta zu erhalten. Die Stetigkeitsbedingun-
gen in (4) aus 1.17’ implizieren somit, dass der auf der von Cs erzeugten Algebra G definierte Inhalt

ein Pramass wird. O

Gezeigt ist mit 1.19 und 1.20: fiir beliebiges d > 1 stehen Wahrscheinlichkeitsmasse auf (IR?, B(IR?))

und Funktionen aus F in eineindeutiger Zuordnung.

Das in Beweisschritt 4) von 1.19 benutzte Argument funktioniert mutatis mutandis in vollstdndigen

separablen metrischen Rédumen (siehe auch Bauer 1978, S. 199-201).

1.21 Beispiel: Es gibt genau ein o-endliches Mass W\ auf (IR, B(IR?)) mit der Eigenschaft

d
(%) A((a,b]) = [[Ibi—ail, —co<a<b<oo
=1

23



(Notationen wie in 1.6’); W heisst Lebesguemass auf (IR, B(IR?)).

Beweis: 0) Wir pflastern R? =: U FEjr mit halboffenen Wiirfeln Fj; der Seitenlange 1
Mez?

Ey = ((My,...,My),(Mi+1,...,My+1)] , M = (M,...,My) € Z*,
und schreiben Uy fiir den Wiirfel ((—=N, ..., —N), (IV, ..., N)] mit Seitenldnge 2N, fiir beliebiges N € IN.

1) Wir betrachten zuerst den Einheitswiirfel Ey. Benutzt man nach 1.6’ die Klasse Co der halboffenen
Intervalle als Erzeuger von B(IR?)), so liefert ein Beweis analog zu 1.19 und 1.20 -als Anwendung

des Fortsetzungssatzes 1.18 und des Eindeutigkeitssatzes 1.13— die Existenz genau eines Wahrschein-

lichkeitsmasses po auf (IR, B(IR?)) mit
d
fiir alle C' = (a,b] C Eo gilt u(C) =[] b —ail, und p(R*\ Ep) =0.
i=1

Dieses heisst Gleichverteilung auf dem FEinheitswiirfel Ey; die zugehorige Verteilungsfunktion ist

d
r — H([O\/xi]/\l), xR,
i=1

2) In derselben Weise definiert man fiir jedes M € Z¢ die Gleichverteilung p; auf dem um M € Z¢
verschobenen Einheitswiirfel Fj;, mit Verteilungsfunktion

d
v — JJ(OV (@i - M) A1), zeR.
=1

3) Da fiir M € Z? die halboffenen Wiirfel Ej; paarweise disjunkt sind, erhilt man auf (IR, B(IR?))

ein o-endliches Mass, indem man definiert:

Mez?

Die Aussage (+) kann dann in der Form N\(- N Eyy) = pyy fiir alle M € Z? geschrieben werden.

4) Betrachte nun die halboffenen Wiirfel Uy = ((—N,...,—N), (N, ..., N)| mit Seitenldnge 2N. Wie

in Schritt 1) erhdlt man auf Uy konzentrierte endliche Masse v mit der Eigenschaft
d

(x) fir alle C' = (a,b] C Uy gilt vn(C) = H b —a;|, und vy(RY\ Uy)=0.
i=1

durch die Festsetzung

UN = Z puv = N-NUx).
MEZd,EIMCUN

Ein solches endliches Mass vy hat man fiur jedes N € IV.
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5) Abschluss des Beweises: Betrachte das in (4) definierte o-endliche Mass W auf (IR?, B(IR?)) und
das System Cy der halboffenen Intervalle (a,b] = ;é (ai,b)] mit —oco < a < b < oo in IR Der
Eindeutigkeitssatz angewandt auf Cy als N-stabilen lE?rlzeuger von B(IRY) zeigt, dass es hochstens ein
Mass M\ auf B(IR?) gibt, welches den Bedingungen

d
(%) M ((a,b]) = H|bi—ai| fir alle —oco<a<b< oo
i=1

geniigt (beachte bei der Anwendung von 1.13, dass die Vorschrift () allen Mengen aus Cs endliche
Masszahlen zuordnet, weshalb Folgen (Vi) in Co mit Vy 1 IR? —solche existieren offensichtlich—
stets die Bedingung W (V;,) < oo fiir m € IV erfiillen). Man sieht leicht, dass durch N := W aus (+)
die Bedingung (x) erfiillt wird: fiir jedes (a,b] in Co hat man (a,b] C Uy fir hinreichend grosse N;
fiir diese gilt M\((a,b]) = vn((a,b]) = H?Zl |b; — a;| wegen (x). O

1.21°’ Bemerkung: a) Auf einer abzdhlbaren Menge 2 versehen mit der Potenzmenge P(2) als

o-Algebra definiert man das Zdhlmass durch
w: P 35 A — |Al € INgU{oo}.
b) Fiir einen festen Punkt @ in einem messbaren Raum (€2, .A) definiert man das Diracmass in a durch
p: A>3 A — 1a(a) € {0,1}.

Die iibliche Schreibweise fiir das Diracmass in a ist €, anstelle von p.
D. Beweis des Fortsetzungssatzes

In diesem Teilkapitel beweisen wir den Fortsetzungsatz 1.18. Wir starten mit

1.22 Definition: Ein dusseres Mass ist eine auf der Potenzmenge von €2 definierte Mengenfunktion

p: P(2) — [0, 00] mit (@) = 0 und den Eigenschaften

(1.23) C1 C Oy C Qbeliebig :  p*(C1) < p*(Ca) (Monotonie)
(1.24) (Cp)n C P(Q) beliebig :  p* <U C’n> < Z,u*(Cn) (Sub-o-Addivitdt).
n=1 n=1
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Bemerkung: Die Verwendung des Wortbestandteils ‘... Mass’ an dieser Stelle ist ungliicklich und

irrefithrend, aber leider fest eingebiirgert; ein dusseres Mass auf P(£2) ist i.a. kein Mass im Sinne der

Definition 1.12.

Als Voraussetzung fiir das ganze Teilkapitel D fixieren wir
(V) eine Algebra G von Teilmengen von 2 und ein Prémass p auf G
und nennen fiir eine beliebige Menge C' C () jede Familie

(An)nzl C G mit U A, DC

n>1

eine G-Uberdeckung von C (solche gibt es stets, z.B. trivialerweise A; = Q, Ay = A3 = ...

Hilfe von G-Uberdeckungen konstruieren wir zunschst auf P(Q) ein dusseres Mass.

1.25 Hilfssatz: Die durch

pr(C) = inf Y p(An): (An)aC G, (JAnDCp, CCQ

n=1 n>1

definierte Mengenfunktion p* : P() — [0, oo] ist ein Ausseres Mass mit der Eigenschaft

p(A) = p(A) firalle Aeg.

0). Mit

Beweis: 1) Wir zeigen zuerst die zweite Behauptung. Sei A € G, betrachte irgendeine G-Uberdeckung

(A,)n von A, die das ’inf’ in der Definition von p*(A) bis auf einen beliebig kleinen Fehler ¢ > 0

ausschopft:

pHA) <Y p(An) < pt(A) +e.
n=1

Da G eine Algebra ist und da A € G, kann diese Uberdeckung so gewiihlt werden, dass i) die Ap,n>1

n—1
paarweise disjunkt sind (sonst ersetze A, durch A/ := A, \ ( .Ul A%), n > 2, mit A} := Ap) und ii) alle
j=

A,, als Teilmengen in A enthalten sind (sonst ersetze weiter A/, durch A” := Al N A). Wegen A € G

o
gilt dann Ul A, = A € G; da p ein Pramass auf G ist, folgt
n—=

Beide Aussagen zusammen ergeben



fiir beliebig kleines € > 0.

2) Wir zeigen die erste Behauptung des Hilfssatzes: p* ist ein dusseres Mass.

Nach 1) gilt z*(0) = () = 0. Die Monotonie (1.23) ist klar, da fiir C; C Cy C Q jede G-Uberdeckung
von Cy insbesondere eine G-Uberdeckung von C ist. Die Sub-o-Additivitiit (1.24) zeigt man, indem
man fiir £ > 0 beliebig klein zu jedem C,, C Q eine G-Uberdeckung (Ap,i)i wéhlt, die das ’inf’ {iber

die moglichen G-Uberdeckungen bis auf einen Fehler < ¢ - 27" ausschopft

pH(Cr) <Y p(Ang) < p(Cr)+e27, n>1

. o0
und dann alle diese zu einer G-Uberdeckung (A, ;) ; fiir |J C, zusammenfasst. Fiir diese gilt
n=1

M*(Ucn) < ZN(AM) < ZM*(Cn) + 2¢

fiir € > 0 beliebig klein. O

In einem néchsten Schritt priift man nun, ob es Mengen in P(2) gibt, beziiglich der die generelle Sub-o-
Additivitat des ausseren Masses p* durch eine ihr entgegenwirkende Zerlegungseigenschaft kompensiert

wird. Betrachte dazu
H = {AeP(Q):VCCQgiltp* (C)>p* (CNA) +p* (CNA}.
Wegen Sub-o-Additivitdt von p* auf P(£2) hat man stets “<”, also

(1.26) AeH = w()=p(NA)+p(NA) auf P(Q).

1.27 Satz: Das System H in (1.26) ist eine o-Algebra auf €2, welche G umfasst.

In Einschrankung auf #H ist die Mengenfunktion p*:H — [0,00] ein Mass.

Beweis: 1) Zuerst zeigen wir G C H. Sei dazu A € G beliebig aber fest. Fixiere ein beliebiges
C  Q; wihle zu C eine G-Uberdeckung (A, ), mit

U 20, 1w(0) €3 plAn) < w7 (C) e
n n=1

Zerlege nun jedes A, in A, N A und A, N A°. Da G eine Algebra ist und da pu insbesondere additiv ist
auf G, gilt pu(A,) = u(An N A) + u(A, N AS) fiir jedes n > 1. Nun ist (A, N A), eine G-Uberdeckung
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von CNACQ,und (4, N A, eine G-Uberdeckung von C' N A¢ C Q, also nach Definition von p*:
pH(C)+e = ) u(An)
n=1

= ZN(AH NA)+ ZM(An N A°)

n=1 n=1

> p(CNA)+p"(CNA%.
Hierbei war € > 0 beliebig. Dies zeigt A € H, nach Definition der Klasse H.
2) Als néchstes zeigen wir: H ist eine Algebra von Teilmengen von (.
Es gilt Q € H wegen (1.26) mit A := Q und p*(0) = 0. Nach Definition ist H stabil unter Komple-

mentbildung, denn (1.26) ist symmetrisch in A und A€. Priife jetzt die U-Stabilitdt von H. Seien
A, B € H, sei C C € beliebig, dann

pHC) = g (CNA)+u (CNAY  (daAeH)

= W (CNANB)+p" (CNANB°) +

+u(CNA°NB) + p*(CNA°N B°) (da BeH).
Ersetzt man hier nun C' durch C := C'N (AU B) = (C N A) U (C N B), so ergibt sich fiir C
(1.28) p(CNAUB))=p"(CNANB)+p* (CNANB®) +pu* (CNA°NB)+0
wegen p*(0) = 0. Die Formel (1.28) vereinfacht die rechte Seite der vorletzten Gleichung zu
p(C)=p (CN(AUB))+u (CNA°NB®) =u"(CN(AUB))+ p*(CN (AU B)°) .
Dies zeigt AU B € H, also ist ‘H eine Algebra.

3) Wir zeigen, dass H ein Dynkin-System ist. Da #H nach Schritt 2) insbesondere als Algebra N-stabil
ist, muss H dann nach 1.9 sogar eine o-Algebra sein: dies beweist die erste Aussage des Satzes.

(o]
Seien A,, n > 1, in H paarweise disjunkt, schreibe U A, =: A C Q; zu zeigen ist: A € H. Die

n=1

Formel (1.28) vereinfacht sich fiir disjunkte Vereinigungen zu
p (CN(AUB)) = p(CNA)+p*(CNB), CCQbeliebig ;

damit gilt fir Ay,..., A,

(1.29) e (c n(U Ai)> - znj,ﬁ(c NA;), C CQ beliebig .

=1
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n

Da (L_J1 A;) € H nach Schritt 2), gilt fiir C' C Q beliebig

n

W) = <CH(UA,~)>+M* (CH(UAZ-)C> (nach (1.26))
=1

i=1

w* <C’ N (U AZ)> + p"(C N A% (Definition von A C €2, Monotonie von u*)

=1

Y

= Y u(CNA)+p (CNA°Y)
=1

nach (1.29). In der letzten Zeile ist n € IN beliebig. Also hat man auch
+) W(0) 2 SO CNAY + (0 A
i=1
aber Sub-o-Additivitat (1.24) zeigt
(++) p(C) < p(CNA)+p (CNA% < iu*(CﬂAi) +p(CNAY).
i=1

Also hat man iiberall “=" in (4) und (++), und diese Gleichungskette zeigt insbesondere
p(C) = p(CNA)+p (CNA°) VCePH).

oo
Damit aber ist A = 'Ul A; € H, nach Definition der Klasse # in (1.26). Somit ist % Dynkin.
1=

4) Wir beweisen die letzte Behauptung des Satzes. Seien A;, i > 1, paarweise disjunkt in H. Im
o
Spezialfall C':= A = ‘01 A; € H — da H Dynkin — zeigt die in (+) und (++) entstandene Gleichungs-
1=
kette auch
o0 o)
g (UAi> = > wa
i=1 i=1
und damit die o-Additivitdt der Mengenfunktion p* auf . Also entsteht durch Einschrankung des

ausseren Masses p* auf die o-Algebra H ein Mass. O

Der Beweis des Fortsetzungssatzes ist nun so gut wie fertig:

1.30 Beweis von 1.18 : Wie in Voraussetzung (V) sei p ein Pramass auf einer Algebra G. Hilfssatz
1.25 liefert ein dusseres Mass p* : P(2) — [0, 0o], welches in Einschrénkung auf G mit x4 ibereinstimmt.
Hilfssatz 1.27 liefert eine o-Algebra H auf 2 mit H D G, so dass p* in Einschrankung auf H ein Mass
ist. Aus G C H folgt 0(G) C H; weitere Einschrankung

W :o(G) — [0, 00]
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liefert ein Mass auf (G) mit p*(A) = p(A) fir alle A € G. O

Beachte, dass mit dem gegebenen Beweisgang nichts iiber Eindeutigkeit einer solchen Fortsetzung

gesagt werden kann. In Kombination mit dem FEindeutigkeitssatz 1.13 aber sieht man:

1.31 Korollar: Jedes o-endliche Pramass p auf einer Algebra G kann auf genau eine Weise zu einem

Mass u auf o(G) fortgesetzt werden.

Beweis: Unter Voraussetzung (V) seien ji1, j1o Masse auf o(G), welche p geméss 1.18 fortsetzen:
(++) fin(A) = p2(A) = u(A) VAeg.

Als Algebra ist G ein N-stabiler Erzeuger von o(G). Weiter wird o-Endlichkeit des Inhaltes pu auf G

vorausgesetzt, also existiert eine Folge (E),), C G mit
E,1tQ, u(E,) <oco firjedesn e IN .

Nun sind beide Voraussetzungen von 1.13 erfiillt, und p; = g2 auf o(G) folgt aus (+) mit 1.13. O

E. Messbare Abbildungen

1.32 Definition: Seien (€21,.4;) und (€29, .43) messbare Rédume, sei T : ; — Q9 eine Abbildung. T’
heisst Aj—Asz-messbar, falls das Urbild von Ay unter T' (siehe 1.4) in A; enthalten ist:

VAQG.AQ: Tfl(Ag):{weﬁlzT(w)EAg} € A1.

Die Messbarkeit von T' driickt man auch durch die Schreibweise T": (£21,.41) — (22, A2) aus.

1.33 Satz: Betrachte messbare Réaume (£2;,.4;), i = 1,2, 3, und messbare Abbildungen
T1 . (Ql,Al) — (QQ,AQ) y T2 : (QQ,AQ) — (Qg,Ag) .
Dann gilt fir die Komposition T5 o T7:

TooTy: (1, A41) = (23, A3) ist messbar .

Beweis: Fiir alle A3 € A3 gilt (T 0 T1) " (A3) = Ty H(Ty 1(43)) € A;. O
A
€A2
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Zum Nachweis der Messbarkeit einer Abbildung kann man sich auf Erzeuger der o-Algebra auf dem

Bildraum zuriickziehen:

1.34 Satz: Seien (1,.4;) und (22,.42) messbare Raume, sei T : Q1 — Q2 eine Abbildung. Gilt fiir

einen Erzeuger & der o-Algebra A,
T_l(C) cA VCeé&,
so ist T Aj—Ao-messbar.

Beweis: Schreibe H := {C' C Qg : T71(C) € A;}. Es ist leicht zu sehen, dass H eine o-Algebra in

Qg ist. Gilt also & C H fiir ein System & von Teilmengen von g, so folgt o(&2) C H. O

1.35 Beispiel: Fiir¢ = 1,2 sei O; eine Topologie auf einem Raum F;, und sei F; versehen mit seiner

Borelschen o-Algebra B(E;). Jede stetige Abbildung f : By — Ej ist dann B(E;)-B(FE2)-messbar.

Beweis: Nach Definition der Stetigkeit in topologischen Raumen ist f : F1 — E5 genau dann stetig,

wenn Urbilder offener Mengen offen sind:
fHO) €O YO, €0,.

Oy erzeugt die o-Algebra B(F3), vgl. 1.6. Versieht man den Raum F; mit einer o-Algebra A,
welche O umfasst, wird nach 1.34 jede stetige Abbildung f : F4 — FEs zu einer messbaren Abbildung
f:(Ey, A1) — (B2, B(E»)). Die kleinste solche o-Algebra ist o(O1) = B(E1). O

Ist man noch frei, auf dem Grundraum {2 eine o-Algebra zu wahlen, so kann man jede Familie von

Abbildungen mit Werten in messbaren Raumen mit Hilfe von Satz 1.5 messbar machen:

1.36 Bemerkung: Sei [ eine beliebige Indexmenge, seien (E;, &;) messbare Raume, i € I. Sei auf

einem festen Grundraum 2 eine Familie von Abbildungen T; : Q — F; gegeben.

a) Fir jedes i € I existiert eine kleinste o-Algebra A auf €2, welche T; A-E;-messbar macht, namlich

A=T71&) = {T;7'(B) : Be&};

7
nenne A =: o(T;) die von T; erzeugte o-Algebra.

b) Stets existiert eine kleinste o-Algebra A" auf 2, welche alle Abbildungen T; A-&;-messbar macht,

1 € I, namlich

A =0 (U Til(&)) :

el
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nenne diese die von den T, i € I, erzeugte o-Algebra und schreibe A" =: o(T; : i € I).
Eine wichtige Eigenschaft messbarer Abbildungen besteht darin, dass sie Masse 'transportieren’:

1.37 Satz: Sei T': (Q1, A1) — (Q2,.A2) messbar; sei 1 ein Mass auf (4,.41). Dann definiert
Ay > Ay — MQ(AQ) = ul(Tfl(Ag)) = ,ul({T S AQ}) € [O, OO]

ein Mass ug auf (Qo, A2): nenne ps Bildmass zu py unter T oder Verteilung von T unter p1; iibliche

Schreibweisen fiir das Bildmass sind p? oder ujoT~! oder £ (T | pu1).

Beweis: o wie oben definiert ist ein Mass auf Ag: Zuerst p2(0) = p1(0) = 0. Seien Az p,n > 1,
paarweise disjunkt in 4. Dann sind auch die Urbilder Ay, := T*I(Agm) paarweise disjunkt in A,

n > 1, folglich

" (U A) = (17U A2 = i (U7 2] = 3 (0 ) = 3 (e
n n n=1

Damit ist po o-additiv auf As. O

Nun betrachten wir genauer messbare Abbildungen (2, A) — (IR?, B(IR?)); zuerst fiir d = 1:

1.38 Satz: Sei (2,.A) ein messbarer Raum, sei f :  — IR eine Abbildung. Jede der folgenden
Bedingungen i) - v) ist gleichwertig mit A-B(IR)-Messbarkeit von f:

i) {f>ate A VaeR;

i) {f<b}e A VbeR;

ifi) {a<f<ble A V-—oc0o<a<b<+oo;

iv) {f>a}e A YaeR;

v) {f<ble A VbelR,;

mit {f >a}:={weQ : f(w)>a}=f"1((a,0)), und analogen Schreibweisen in ii)-v).

Beweis: Jede der Bedingungen i)-v) ist hinreichend fiir A-B(IR)-Messbarkeit von f: dazu wendet
man 1.34 auf geeignete Erzeugendensysteme von B(IR) an. Fiir die Aussage ii) zum Beispiel benutzt
man wegen {f < b} = f~((—o0,b]) das System C; aus 1.6°. Jede der Bedingungen i)-v) ist nach
Definition 1.32 auch notwendig: ist eine Abbildung f : @ — IR A-B(IR)-messbar, so gehort etwa
{a < f < b} als Urbild von (a,b] € B(IR) zur o-Algebra A. O

32



1.38’ Beispiel: Sei (2, A) ein messbarer Raum. Alle A-Elementarfunktionen o : Q@ — IR

)4
Q:ZailAiv o EeER, Ae A, LelN
=1

sind A-B(IR)-messbar.

Beweis: Stets gibt es eine Darstellung von ¢ : 2 — IR der Form
el
0 = Za}lA; , oz;- € R, A;, 1 <j </, paarweise disjunkt in A ;
j=1

mit dieser hat man fiir beliebiges b € IR

{Q‘< b} = LJ f% S J4
je{1,..., o'y
a;Sb
Nach 1.38 ii) ist damit p: (2, A) — (IR, B(IR)) messbar. O

Man hétte 1.38 gleich in beliebiger Dimension d > 1 formulieren kénnen; viel niitzlicher aber ist

1.39 Satz: Genau dann ist
f=01 0 fa) : Q@ — R?

A-B(IR%)-messbar, wenn alle Komponenten f; A-B(IR)-messbar sind, 1 <i < d.

Beweis: Fir alle b = (by,...,b4) € IR? gilt mit komponentenweise definiertem ’'<’

n,
N——

i—1 mal d—i mal

d
{fi <b} = Lnj{fg( onbin,.on)} , {f<b} = i:ﬂl{figbi}.

Mit 1.38 ii) — angewandt in (IR, B(IR?)) und in (IR, B(IR)) - folgt die Aussage. O

1.40 Bemerkung: Die reellwertigen Zufallsvariablen X der Stochastik-Einfithrungsvorlesungen auf
einem — héufig nicht explizit genannten — Wahrscheinlichkeitraum (€2, .4, P) waren nichts anderes als
messbare Abbildungen (Q, A) — (IR,B(IR)); sonst hétte man z.B. nie einem Ereignis {X < b} eine
Wahrscheinlichkeit P(X < b) zusprechen diirfen. Wichtig ist (in statistischen Problemen ist das
die Standardsituation), dass auf demselben Grundraum (€2,.A) durchaus verschiedene Wahrschein-
lichkeitsmasse P, P’,... spielen konnen: folglich muss ’Zufallsvariable’ notwendig ein Begriff ’ohne
Wahrscheinlichkeit’ sein, genau wie es in 1.32-36 oder in 1.38-1.39 angesetzt wurde; danach kann
man in einem zweiten Schritt nach (Verteilungs-) Eigenschaften einer gegebenen Zufallsvariable unter

Wahrscheinlichkeitsmassen P, P’ ... fragen, siehe 1.37.
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Fiir einen beliebigen messbaren Raum (FE, &) sprechen wir im folgenden unterschiedslos von 'Zu-

fallsvariablen auf (€2,.A) mit Werten in (E, &)’ und von 'messbaren Abbildungen (2, 4) — (E,€&)’.

1.41 Hilfssatz: Betrachte messbare Funktionen f,: (2, A) — (IR,B(RR)),n > 1.
o) Fiir jedes A € A ist die Abbildung f114 A-B(IR)-messbar.

i) Unter der Voraussetzung sup f, < oo gilt
n>1

f = supf, ist A-B(IR)-messbar ;

n>1

unter der Voraussetzung H;f1 fn > —o0 gilt
n_
g = inf f, ist A-B(IR)-messbar .
n>1

ii) Stets gilt
{fi>fteA, {i=ftecA, {h>fi}ecA.

iii) Mit fy, fo sind auch die folgenden Funktionen A-B(IR)-messbar:
fit fa, fi-fo, sowie fi/fo falls fo #£0

f1V foi=max{f1, fo}, fiA fo:=min{f1, fo}.

Beweis: Wir geben eine Skizze, alle Details iiberlege man sich als Ubungsaufgabe.
o) Schreibe {f114 <b} als {f1 <b}N A falls b< 0, und als AU ({f1 <b}NA) falls b > 0.
i) Fir beliebiges a € R gilt {f >a} = | {fn > a} € A; analog sieht man {g<a} € A.

n>1
ii) Zuerst sieht man

{hi>ft =JUA>rIn{r>f}) €A
re@

und schreibt danach {f; > f2} in Form Ql{ 1> fo— %}

iii) Man schreibt fiir a € IR Mengen {7};—1— fo > a} in Form {f; > f} , f:=a— f,. Dabei ist
F:(Q,A) = (R, B(IR)) messbar, wegen {f >b} = {fo < a— b}, und ii) liefert {f; > f} € A .
Gezeigt ist {f1 + fo > a} € A fiir beliebiges a € IR, und damit die A-B(IR)-Messbarkeit von f; + fa.
Mit g : (2, 4) — (IR, B(IR)) ist g messbar, folglich auch

(f1 = f2)* .

fi-fo = i(f1+f2)2—i

Mit F :={f1 > fa} € A schreibt man schliesslich f; V fo = fi 1p + fo 1pe und benutzt o). O
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Die Aussagen in 1.41 i) gehen nicht weit genug: als Limesobjekte fiir auf- oder absteigende Folgen

reellwertiger Funktionen muss man IR-wertige Zufallsvariable betrachten kénnen.

1.42 Bemerkung: Versehe IR mit der kleinsten o-Algebra, welche alle in IR offenen Mengen enthélt

(zusétzlich zu O braucht man offene Umgebungen (a, +00] von +o00 und [—o0, b) von —oo, a,b € IR):
B(R) := o (B(RR), {+o0}, {—oc}) .
a) Es gilt analog zu 1.38 (Details als Ubungsaufgabe)

f:(Q,A4) = (R,B(IR)) ist messbhar <= {f>a}leAd VaelR
<~ {f>a}e A YVaeR
— {f<ble A VbeR
— {f<ble A VbeR.

Die Eigenschaft iii) aus 1.38 dagegen ist jetzt nicht mehr hinreichend (warum?) fiir Messbarkeit einer
Funktion f: (Q,A) — (IR, B(IR)) .

b) Fiir beliebige Folgen messbarer Funktionen f,, : (,.4) — (IR, B(IR)), n > 1, hat man nun ohne
jede Zusatzvoraussetzung

f := sup f, ist A-B(IR)-messbar

n>1

g = 1r;t; fn st A-B(IR)-messbar .

1.41 ii) und iii) gelten analog fiir f; : (Q,.A4) — (IR, B(IR)) messbar, i = 1,2; zur Verallgemeinerung
der ersten Zeile von 1.41 iii) muss man einschrankend voraussetzen, dass fi1 + fao, f1- f2, f1/fe auf

) wohldefiniert sind. O

Wir schliessen das Kapitel mit dem wichtigen

1.43 Faktorisierungslemma: Sei (E, &) ein messbarer Raum, sei 7' : Q@ — E eine Abbildung.
Versehe 2 mit der von T erzeugten o-Algebra o(T) = T~ 1(&). Fiir beliebige Abbildungen f : Q — IR
sind dann gleichwertig:

i) f ist o(T)-B(IR)-messbar.

ii) Es existiert eine messbare Abbildung h : (E,£) — (IR, B(IR)) so dass f = hoT .

Ist f insbesondere reellwertig, so kann auch h reellwertig gewahlt werden: die Aussage gilt dann mit

(IR, B(IR)) anstelle von (IR, B(IR)).
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Beweis: ii) = i) gilt nach 1.33; wir zeigen i) = ii).

1) Betrachte zuerst die Klasse der o(7T")-Elementarfunktionen

L
f:ZailA«L? AiEO'(T),aiEB,€21.
=1

Fiir A; € o(T) = T~Y(€) withle ein B; € € so dass A; = T~Y(B;) = {T € B;}. Dann ist 14, = 1p,0T,

also ist ,
h = Z (67 1Bi
i=1

eine £-Elementarfunktion mit der Eigenschaft f = hoT.

2) Betrachte nun f : (,0(T)) — (IR, B(IR)) messbar und nichtnegativ. Dann ist (f,)n
n2"—1 L
folw) = Z 271{2%&%%}(@ + s w), n>1,wen
k=0
eine Schar von o(T')-Elementarfunktionen, welche f monoton aufsteigend approximiert:

(+) fow) < fapi(w), n>1, flw) = sg};fn(w) , wen.

Schreibe nun kurz fiir f : Q — [0, 00] o(T')-messbar

k kE+1
=<
2"_f< 2n

und wihle By, k, By, in € so dass A, =T Y(Bug), An =T 1(B,). Wie in 1) ist dann

Angi=1{ } e o(T), An:={f>n} c oT)

n2'—1
En = Z 27an,7€ + nlgn , n>1
k=0
eine Schar nichtnegativer £-Elementarfunktionen mit der Eigenschaft f,, = hpoT . Die Folge (ﬁn)n ist
i.a. nicht auf ganz E aufsteigend. Durch (+) wird dies nur auf dem Wertebereich von T sichergestellt.
Ausserhalb der Menge T'(Q2) C F konnen die Funktionen I, beliebig umdefiniert werden, sofern die
E-B(IR)-Messbarkeit erhalten bleibt: wir ersetzen also hy,, durch hy, := max{hy,...,hn}. So ist fiir

die aufsteigende Folge (fn)n, von o(7)-Elementarfunktionen eine aufsteigende Folge (hy), von &-

Elementarfunktionen gefunden mit f,, = h,, o T fiir alle n. Nach 1.41+1.42 leistet
h:=sup h, : (E,E)— (IR,B(IR)) messbar
n

das Gewiinschte: es gilt f =hoT.
3) Zerlege nun eine beliebige messbare Funktion f : (,0(T)) — (IR, B(IR)) in ihren Positivteil und

ihren Negativteil: definiere fir w € 2

) = @)V = f(w) falls f(w) € (0, 00] |

0 sonst

—f(w) falls f(w) € [-00,0)

0 sonst

fw) = =(fw)A0) =
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Dann sind f*, f~ nichtnegativ und o(T)-B(IR)-messbar (nach 1.42), und es gilt
f=ft—f auf Q.

Schritt 2) liefert messbare Funktionen hy, ho : (E,€) — (IR, B(IR)) so dass

(+4) ff=hioT, f =hgoT, hi,hg>0.

Beachte: auf N := {h; = +oo} N {hy = oo} € & ist eine Differenz hy — hg nicht definiert. Aber
N ist immer disjunkt zum Wertebereich von T (aus T(w) € N folgt der Widerspruch w € {f* =
+oo} N{f~ = +oo} = ). Folglich kénnen hy; und hy ohne Beeintriachtigung von (++) durch die

E-messbaren Funktionen hi 1yc und hg 1y ersetzt werden:
f =hoT mit h := hylye—holye : (E,E) — (IR,B(IR)) messbar .

4) Die Aquivalenz der Behauptungen i) und ii) ist nun bewiesen. Ist f insbesondere reellwertig,
so kann man jede Funktion A mit f = h o T ohne Beeintrachtigung dieser Eigenschaft durch

h 1l sch<too) ersetzen. Dies zeigt die Zusatzbemerkung. (]
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