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2.3(i) Definition: Auf einem messbaren Raum (Ω,A) betrachte ein Wahrscheinlichkeitsmass P und

ein σ-endliches Mass µ.

a) P heisst dominiert durch µ (oder µ-absolutstetig), Schreibweise P << µ, falls gilt:

für jedes A ∈ A : µ(A) = 0 =⇒ P (A) = 0 .

b) P heisst äquivalent zu µ, Schreibweise P ∼ µ, falls gilt

für jedes A ∈ A : µ(A) = 0 ⇐⇒ P (A) = 0 .

2.3(ii) Bemerkung: Absolutstetigkeit P << µ gilt genau dann wenn

(×) es ex. eine A-messbare Funktion f : Ω→ [0,∞) mit P (A) =

∫
A
fdµ für alle A ∈ A .

Die Funktion f in (×), eindeutig bestimmt bis auf µ-Nullmengen in A, heisst µ-Dichte von P ,

Schreibweise f = dP
dµ .

Äquivalenz P ∼ µ gilt genau dann wenn f = dP
dµ strikt positiv auf ganz Ω festgelegt werden kann.

Siehe: Satz von Radon-Nikodym, z.B.: R. Schilling, Mass und Integral, deGruyter 2015,

oder R.H., Online-Skript Stoch I+II, Kapitel 3.

2.3(iii) Definition: Sei (Ω,A,P) ein statistisches Experiment.

a) P heisst dominiert wenn es ein σ-endliches Mass µ auf (Ω,A) gibt so dass gilt

P << µ für alle P ∈ P .

b) Eine Menge N ∈ A heisst µ-Nullmenge falls µ(N) = 0 , P -Nullmenge falls P (N) = 0 .

c) Eine Menge N ∈ A heisst P-Nullmenge falls gilt

(∗) P (N) = 0 für alle P ∈ P .
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Mit N (P) bezeichnet man die Klasse aller P-Nullmengen in A.

2.3(iv) Beispiel: Setze (Ω,A) = (IR,B(IR)), Θ = IR, betrachte

P :=

{
Pϑ := R

(
ϑ− 1

2
, ϑ+

1

2

)
: ϑ ∈ Θ

}
.

Hier ist Pϑ die Gleichverteilung auf einem Intervall der Länge 1 mit Zentrum ϑ.

Als dominierendes Mass für P kann das Lebesgue-Mass µ := λλ auf (IR,B(IR)) gewählt werden.

Legt man λλ-Dichten fϑ := dP
dλλ in der Form fϑ = 1(ϑ− 1

2
,ϑ+ 1

2
] fest, so gilt

(+)
∑
m∈ZZ

fm ≡ 1 auf IR .

Jede Lebesgue-Nullmenge A ∈ A ist eine P-Nullmenge da P << λλ.

Wegen (+) ist aber auch jede {Pm : m ∈ Z}-Nullmenge eine Lebesgue-Nullmenge.

Insbesondere ist jede P-Nullmenge eine Lebesgue-Nullmenge.

Die Klasse N (P) stimmt also überein mit der Klasse aller Lebesgue-Nullmengen in B(IR). �

2.3(v) Definition: Sei P dominiert durch µ. Dann heisst µ äquivalent zu P falls gilt

A ∈ A so dass P (A) = 0 für alle P ∈ P =⇒ µ(A) = 0

(Schreibweise P ∼ µ). Dies bedeutet, dass die Klasse N (P) aller P-Nullmengen in A mit der Klasse

aller µ-Nullmengen in A übereinstimmt.

2.3(vi) Beispiel: Äquivalenz P ∼ µ bedeutet also nicht, dass für ein einzelnes Wahrscheinlichmass

Pϑ ∈ P jede Pϑ-Nullmenge auch eine µ-Nullmenge wäre: dies macht das Beispiel 2.3(iv) deutlich, in

dem für ϑ ∈ Θ und µ = λλ die Menge

Aϑ := IR \
(
ϑ− 1

2
, ϑ+

1

2

]
∈ B(IR)

eine Pϑ-Nullmenge, aber keine Pϑ+1-Nullmenge ist; erst recht ist Aϑ keine Lebesgue-Nullmenge. �
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