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Aufgabe 1.1 (ein einfacher Minimum-Distanz-Schétzer):  Die Laplace-Transformierte

t — E) (eftX) , X ~ Exp(N)

der Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist auf einer Obermenge D von [0,00) definiert; wir

betrachten sie auf [0, 00) und schreiben

A
1 9: [0 t — | —— 0,1] .
o w0 0003t (555) € 01
Die empirische Laplace-Transformierte nach Beobachtung von X, ..., X, ist
- 1 e~ _yx,
2 n() |0, t — — g 0,1] .
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Fiir ein geeignetes Intervall 0 < 7' < oo und ein geeignetes auf [0, 7] konzentriertes endliches Mass
betrachte man die Funktionen

kx, A>0 | Rp,n>1
als Elemente des Hilbertraums H := L2([0, 7], ), und schiitze den unbekannten Parameter A > 0 im
statistischen Modell

(*) £ = (R",B(JR”), {Pf = §

=1

Exp(A) : A > 0})
durch einen Minimum-Distanz-Schéitzer

(3) An = Minimalstelle der Abbildung A — ||Fn — £(\)||z -

a) Graphik 1: Waéhle T = 5, plotte einen Rahmen [O,T] x [0,1] fiir die Darstellung von Laplace-
Transformierten von Exponentialverteilungen auf [O,f], und zeichne in diesen Rahmen fiir 15 aus-
sagekraftig gewidhlte A-Werte die Funktionen ¢ — k) (¢) in unterscheidbaren Farben ein. Eine Legende

soll den Parameter A fiir jede der dargestellten Funktionen sichtbar machen.



b) Fiir A\g := 0.643 und n = 117 simuliere man iid ZV Xi,..., X, iid ~ Exp(Ag) und bilde die

empirische Laplace-Transformierte (2). Wie fiigt sich diese in das Tableau aus a) ein?

c) Graphik 2: Mit der empirischen Laplace-Transformierten aus b) berechne und plotte man die

Funktion aus (3)
(4) 0,71 > A —  [Rn— £z € RT

iiber einem geeigneten Intervall [0,7]. Man {iberzeuge sich graphisch, dass die Funktion (4) eine ein-
deutige Minimalstelle Xn besitzt, und ermittle diese aus der Graphik.

Man experimentiere dabei mit verschiedenen Massen u auf [0, 7], insbesondere solchen, die Umgebun-
gen von 01 im Vergleich zu anderen Stellen in [0,7] mit hoherem Gewicht belegen (Frage: warum

sollte das Mass u bevorzugt auf die Stelle 07 schauen?).

d) Graphik 3: Hat man sich in ¢) fiir ein geeignetes Paar (u,T') entschieden, so halte man dieses fest
und wiederhole N = 500 mal die Schritte b) und ¢): in jedem Simulationslauf ermittle man den Wert
Xn des Minimum-Distanz-Schétzers.

Man speichere die N Schatzwerte als Datensatz meineMDEschaetzwerte ab. Als Approximation an
die wahre Verteilung des gewahlten Minimum-Distanz-Schéatzers an der Stelle Ay betrachte man ein

Histogramm von meineMDEschaetzwerte in geeigneter Zelleinteilung und geeigneter Beschriftung.

Abgabe: Programm und Graphiken (bitte die drei Graphiken zu einem pdf zusammenbinden,)

Aufgabe 1.2 (Maximum-Likelihood-Schétzer und Bayes-Schéitzer):

Betrachte ein parametrisches statistisches Modell
£ = (R”,B(R”), {Pg = él Py:de @})

und bezeichne die Beobachtungen in diesem Modell als X = (Xy,...,X,). Setze voraus, dass fir
jedes ¥ € © eine produktmessbare Lebesgue-Dichte p(1, y)dy = Py(dy) gegeben ist. Bei vorliegender
Beobachtung X betrachte man die Likelihoodfunktion

©>59 — Ly X):=]]p0, Xi) € [0,00) .
=1

Ein Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE) fiir den unbekannten Parameter (falls ein solcher existiert)

ist ein Schatzer T}, 1 mit der Eigenschaft

T, liefert eine Maximalstelle der Likelihoodfunktion ¥ — Ly, (9, X).



Ein Bayes-Schétzer (BE) fiir den unbekannten Parameter (falls ein solcher existiert) ist ein Schétzer

T, 2 mit der Eigenschaft
f@ﬁL (9, X) dv ‘

T2 = 2T 0. X) o

dazu muss insbesondere ein Quotient von Integralen wie auf der rechten Seite wohldefiniert sein. Ist

dies der Fall, sieht man
L (9, X)

v T L0, X) 0

als Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf © an und nennt diese die a posteriori- Verteilung auf

© bei vorliegender Beabachtung X: ein Bayes-Schétzer ist also Mittelwert einer a-posteriori Verteilung.
a) Fir das Exponentialmodell () aus Aufgabe 1.1 beweise man:

i) der Maximum-Likelihood-Schétzer existiert im Modell (x) und hat die explizite Form

(5) To1 = (X,) ' = Z"_an

ii) der Bayes-Schéatzer existiert im Modell (x) und hat die explizite Form

n-+1
Zi:l Xi

b) Die Verteilung £(T}, ;| Py') der Schétzer (5) und (6) im Modell (x) unter wahrem Parameter A —und

sogar eine explizite Darstellung der Lebesgue-Dichte durch Ableiten nach ¢— erhélt man aus

1—F(n,>\)<<0,%]> . >0

P\ (Tnp <t) = 1—F(n,)\)<<0,ni_1]> , t>0.
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Fiir A = XA aus Aufgabe 1.1 b) plotte man die Dichte von L(T;,1|P})) in einem Masstab, der einen
direkten Vergleich mit dem Histogramm aus Aufgabe 1.1 d) erlaubt. Welcher der beiden Schétzer

fiihrt zu geringeren Schatzfehlern 7

Abgabe: nur Teil b): Programm zur Berechnung der Dichte, Graphik.



