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A. Integrierbarkeit

Sei (€2, .A) ein messbarer Raum, betrachte Funktionen
frg: (Q,A) — (IR,B(IR)) messbar.

Sei p ein Mass auf (2,.4). Ist g eine A-Elementarfunktion wie in 1.38’, wird man das Integral von g

beziiglich des Masses p durch

l 4
/gdu = Z%‘H(Ai) falls g = ZailAi , A;eA
=1

i=1
definieren, sofern alle A; endliches pu-Mass besitzen. Nimmt f Werte in [0, co] an, wird man eine gegen

f aufsteigende Folge (f,)n von A-Elementarfunktionen wéhlen, etwa

n2"—1

k
fa(w) = Z 271{2%&%%}((#) + nlgpspyw), n>21,we
k=0

wie bereits im Beweisschritt 2) von 1.43, und wird setzen

/fdu = Sgp/fndu;

dabei muss man insbesondere sicherstellen, dass eine solche Definition nicht von der Wahl der
betrachteten Folge (f,), von A-Elementarfunktionen abhéngt. Schliesslich wird man eine beliebige
A-B(IR)-messbare Funktion in ihren Positiv- und Negativteil aufspalten, wie im Beweisschritt 3)
von 1.43, um beide Teile separat zu integrieren. Das ist die Grundidee fiir dieses Kapitel. Um
Limiten in IR betrachten zu konnen, arbeitet man von Anfang an mit messbaren Abbildungen
(Q,A) — (IR, B(IR)) wie in 1.42. Das hier skizzierte Argumentationsschema kehrt hiufig wieder: das
Vorgehen, einen Beweis

i) zuerst fiir die Klasse der A-Elementarfunktionen,

ii) danach fiir die Klasse aller nichtnegativen .A-messbaren Funktionen,

iii)  schliesslich fiir alle A-messbaren Funktionen durch Aufspaltung in Positiv- und Negativteil

zu fiihren, kennzeichnet man mit dem Stichwort Aufbau messbarer Funktionen.

2.1 Notationen fiir dieses Kapitel: Sei (2, .A) ein messbarer Raum.
a) Eine messbare Abbildung f : (Q2,.4) — (IR, B(IR)) heisst messbare numerische Funktion (MNF).

Eine nichtnegative messbare numerische Funktion ist eine A-messbare Abbildung f :  — [0, c0]. Die



Klasse aller nichtnegativen MNF bezeichnen wir mit F+.

b) Die Klasse der A-Elementarfunktionen ist

L

i=1

Die Teilklasse aller nichtnegativen g € £ bezeichnen wir mit £T.

2.2 Hilfssatz: Seien g, f,, n > 1, MNF auf (Q, A), seien o, § € IR, A € A. Dann gilt:

a) {fi < fol, {fi < fo}, {fi = fo}, {fi # f2} sind in A,
b) g-14 ist eine MNF,

c) falls fiir f1, fo Summe, Produkt, Quotient auf ganz Q wohldefiniert sind,

sind fi+ fo, fi-f2, 4 MNF,

d) fiV foeund f; A fy sind MNF, sup f, und H;ﬁ frn sind MNF;
n>1 n=
insbesondere sind Positivteil, Negativteil und Betrag einer MNF g

g =9gVv0, g9 =—(9A0) (damit gilt g=g"—g7 ), |9/ =97 + 9~

wieder MNF,
e) limsup f,, und liminf f,, sind MNF,
n n
f) konvergieren die Funktionen f,, punktweise auf Q fiir n — oo, d.h. gilt

Vw e Qexistiert  lim f,(w) in R,

n—o0

so ist f:= lim f,, eine MNF auf (2, 4),

g) stets gilt
{we : lim f,(w) existiert in R} € A,
n—oo
also ist

f = lim <fn : 1{n1LmOO fr existiert in R }>

n—oo

eine MNF auf (9, A).

Beweis: Die Charakterisierungen der A-B(IR)-Messbarkeit in 1.42 implizieren die Aussagen a)—d),
in Analogie zu 1.41. Mit a)—d) folgt e) aus

liminf f,, = sup inf f,, , limsup f, = inf sup f,
n n>1 m> n n>1 m>n
~——

wachsend in n fallend in n



f) ist ein Spezialfall von e). Fiir beliebige Folgen (f,,), hat man nach a) und e) stets
A = { lim f, existiert in R} = {limsup f, =liminf f,} € A.
n—oo n n

Damit sind alle f,14 MNF, n > 1. Wendet man auf diese die Aussage f) an, ist g) bewiesen. O

2.3 Hilfssatz: Sei p ein Mass auf (£2,.4). Fiir nichtnegative Elementarfunktionen g € £% ist

¢ ¢
/gdu = aip(A) falls 9= aila,
i=1

i=1

unabhingig von der fiir g € £ gewihlten Darstellung definiert, und die Abbildung
I:&T3g9 — /gd,u € [0, o<

hat die Eigenschaften

I(a) = pu(A) VAcA
(2.4) I(ongr + a2g2) = aql(g1) +a2l(g2), o1,00>0
g1 <92 = I(q1) < I(g2) -

Beweis: Wir zeigen hier nur, dass die Abbildung I : ¢ — [ gdp wohldefiniert ist. Alle anderen
Aussagen ergeben sich danach elementar mit denselben Argumenten. Seien g1, g2 zwei Darstellungen

desselben g € £T:
4

91 = Zaz‘lAi , A; € Abeliebig
=1

m
go = Z Bjlp, sodass By,...By in A paarweise disjunkt .
j=1
Fine solche Darstellung existiert stets, und man kann die Mengen By, ..., By, so festlegen, dass fiir

jedes Paar (i,7), j=1,...,m, i =1,...,¢ entweder B; C A; oder B; N A; = () gilt. Da g; und g»

dasselbe g darstellen, muss gelten



Der folgende Satz liefert den wesentlichen Schritt zur Definition von Integralen.

2.5 Satz: Die Abbildung I : £t — [0,00] aus 2.3 kann fortgesetzt werden zu einer Abbildung

I:Ft —[0,00] mit den Eigenschaften

I(1a) = u(A) VAcA
(2.6) Ionfi +aofa) = aql(f1) +a2l(f2) , 1,02 >0
fi<f = I(fi) <I(f2)-

Fir f € F* und beliebige Folgen (g,,), C €T mit g, T f gilt dabei

I(f) = supI(gy) -

n>1

Bemerkung: Damit ist das p-Integral von f € F+

Beweis: 1) Zunichst existiert fiir jedes f € F' eine Folge (g,)n, C £T mit g, 1 f fiir n — oo, etwa

wie im Beweis von 1.43

n2"—1 /
gmo= ) on Wsretty T Mlgzny, 221
=0

Wegen Monotonie von I(g,) nach (2.4) ist sup I(g,) wohldefiniert in [0, 00]. Zu zeigen ist, dass jede
n
andere Wahl einer Folge (Gm)m € ET mit g, T f auf denselben Wert des ’sup ... fiihrt.

2) Zeige: ist g € ET, und ist (gn)n C ET eine aufsteigende Folge mit g < sup g, , so gilt
n

I(g) < sup I(gn) -

4
Beweis: Schreibe g = > a;14, und betrachte fiir festes € > 0
i=1

B, ={gn>(1—-¢)g} € A.
Dann sind auch g,1p, und glp, in € T, und nach Definition der B,,:

/gndu > /gnandu > (1—8)/913ndu-

6



Wegen ¢ < supg, in diesem Beweisschritt ist die Mengenfolge (B,,), aufsteigend gegen . Mit 2.3
n
und mit aufsteigender Stetigkeit des Masses u entlang (A; N By,), folgt

¢ ¢
=1 i=1
fir n — oo, und damit

SUP/QndM > (1—5)/961#

fiir beliebig kleines € > 0: das zeigt die Behauptung.

3) Zeige: ist f € FT und sind (gq(f))n, i = 1,2, zwei aufsteigende Folgen in £1 mit gg) + f, so gilt

sup / gV du = sup / g dp .

m

Beweis: Fir jedes feste m gilt

gV < supg®@ |
n>1

also zeigt Schritt 2)
/ g dp < sup / o) du.

n>1

Da (g,(,%))m C &7 aufsteigend ist, zeigt die Monotonieeigenschaft in (2.4)

sup / g dp < sup / g dp .

m

Nach Rollentausch der Indizes ¢ = 1,2 hat man genauso ">’ und damit die Behauptung.

4) Wir setzen nun fir f € F*

(%) I(f) := supI(gn) fiir (gn)n C ET mit g, T f beliebig;

n>1
dabei ist I(f) in (x) wohldefiniert, d.h. unabhéngig von der Wahl der approximierenden Folge nach
Schritt 3). Es bleibt zu zeigen, dass mit dieser Definition die Eigenschaften (2.6) erfiillt sind.

a) esgilt I(14) = p(A) fir A € A: betrachte g, := 14, n > 1, und benutze (2.4).

B) I ist monoton auf FT: Betrachte f; € FT, (gg))n CET, g,(f) 1 fi ; dann gilt fiir jedes feste m
nach Schritt 2)

f<h = ¢V <supg? = I(gV) <supI(¢?)

und () impliziert

H<fo = I(fi) <I(f).



v) I ist linear auf F*: Mit a, a2 > 0 und Folgen (g,(f))n in £1, die gegen f; € F' aufsteigen,

arll(fi) +aal(fa) = arsupl(g) + azsup I(g?)
> al(gP) +asl(g®) ) Iaaglh + aag?)
— swpl(angy) tazgll)) = Iaafi+azf);

genauso erhélt man von I(aj f1 + agf2) ausgehend die umgekehrte Abschitzung

I{aifi+aaf2) > ail(fi) + al(fa)

und hat damit ’=". Satz 2.5 ist vollstandig bewiesen. 0

Jetzt konnen wir in 2.7 und 2.8 bereits zwei der drei wichtigsten Konvergenzsitze (siehe 2.17 fiir den

dritten) formulieren.

2.7 Satz von der monotonen Konvergenz: Fiir aufsteigende Folgen (f,), nichtnegativer mess-

barer Funktionen gilt stets

I<Supfn> — sup I(fn) € [0,00].

n>1 n>1

Beweis: Nach 2.2 ist f := sup f, in F*. Wihle zu jedem der f, € FT eine aufsteigende Folge
n>1

(gn,m)m C ET mit gnm T fn fiir m — oo. Daraus baut man eine neue aufsteigende Folge
g = girV...Vgrr € ET, r>1
fir die nach Konstruktion gilt
g = Q1o V.. NGy < fiV..Vfr = [

und weiter, mit Bezug auf ein beliebig festzuhaltendes ¢ € IV,

(+) f=supfr 2 supg, 2 supgir = fi 2 gi, €.
T T T

Zusammen mit der Voraussetzung f; 1 f impliziert die Ungleichungskette (+)
supgr = f;
N

8



nach Definition des Integrals fiir f € F* folgt hieraus wegen (g,), C £
I(f) = supl(gr) .
Mit der Monotonieeigenschaft (2.6) auf F* aber zeigen die Abschédtzungen (+) auch
I(f) = I(f;) = I(g;), 1€IN

was fiir i — oo erzwingt

I(f) = sup I(f3) - O
i>1

2.8 Lemma von Fatou: Fiir beliebige Folgen (f,), nichtnegativer messbarer numerischer Funk-

tionen gilt

/ (hmmf fn> dy < liminf / Fody .
n—oo n—oo

Beweis: Nach 2.2 gilt f := liminf f,, € FT. Weiter ist h,, := ir;f fm eine aufsteigende Folge in
n m>n

F* mit hy, 1T f fiir n — oo; der Satz von der monotonen Konvergenz 2.7 zeigt also

(+) /fdu—sglp/hndu-

Fiir beliebiges festes n gilt

h, = inf f, < f, firallem>n
r>n

und also mit Monotonieeigenschaft (2.6) auf F*

Vorschalten eines ’sup’ und Anhéngen der letzten Ungleichung an (+) liefert die Behauptung. O

n

9y

2.8’ Beispiel: Die Abschatzung <’ in 2.8 kann ohne Zusatzvoraussetzungen nicht zu einem ’=
verbessert werden: Betrachte (2, 4, u) = (IR, B(IR), N). Ordne jeder natiirlichen Zahl m durch Ab-

spalten einer maximalen 2-Potenz in eindeutiger Weise ein Zahlenpaar (n(m), k(m)) zu
m=2"" 4 k(m), n(m)e Ny, 0<k(m)< 2™

und definiere eine Folge (fy,)m in F durch

PICREPIG

fm = 2"1[L k1) mitn = n(m), k=k(m), me IN .



Man sieht sofort

liminf f,(w) =0 VweQ; /fmd,u:I,VmeﬂV. O

m—r0o0

Wir haben in 2.5 fiir beliebige nichtnegative MNF f ein Integral I(f) = [ fdu definiert: beachte, dass
I eine Abbildung F* — [0, +o0] ist, und zum Beispiel im Fall 1(2) = 400 der konstanten Funktion

f =1 das Integral 400 zugesprochen wird.

2.9 Definition: Eine messbare numerische Funktion f auf (Q,.A) heisst p-integrierbar, wenn Posi-

tivteil fT € F* und Negativteil f~ € F* von f separat ein endliches Integral besitzen:

(%) /f*d,u<oo und /fdu<oo;

unter () definiert man das p-Integral von f durch

/fdu = /f*du—/f_dw

Ist f p-integrierbar und A € A, so schreibt man [, fdu fir [(f14)dp.

Ist p ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (£2,.4) und ist f eine p-integrierbare MNF, schreibt man
auch E(f) oder E,(f) anstelle von [ fdu. In Analogie zu 1.40 entspricht diese Schreibweise der

Interpretation von f als IR-wertiger Zufallsvariable auf (Q, A, u).

2.10 Hilfssatz: Fiir eine messbare numerische Funktion f sind folgende Aussagen gleichwertig:
i) f ist p-integrierbar ,

ii) es existieren u; € F mit [w;dy < oo und f = uy — ug ,

iii) es existiert ein u € F* mit [udp < co und |f| <wu ,

iv) esgilt [|f|du < oco.

Ist f p-integrierbar, so gilt fir jede Zerlegung f = u; — uz mit den Eigenschaften aus ii)

/fdu = /uld,u—/qu,u.

Beweis: i) = ii): wihle etwauy := f1, ug := f~ ;ii) = iii): Dreiecksungleichung fiir u := w3 +us ;

iii) = iv): Monotonieeigenschaft (2.6) des Integrals auf F* ; iv) = i): wegen |f| = fT + f~ ist iv)

10



genau die Bedingung in Definition 2.9.

Der Zusatz ergibt sich so: Schreibt man f = u; — us mit v; € F* und ful dp < 00, so ist

Jr=F1ps0y = (w1 —u2)lgpsoy < urlypsoy < ups

genauso sieht man f~ < us. Zusammen mit den beiden Darstellungen f = f* — f~ und f = u; — us

erhdlt man u; — f* = uy — f~ € F. Wegen Linearitiat (2.6) des Integrals auf 7' kann man daher

(/f*dwr/(m—f*)du) - </f_d,u—|—/(uz—f_)du>

sowohl in Form [ wujdu — [ugdu als auch in Form [ f*du— [ f~dp schreiben. O

die Grosse

2.11 Hilfssatz: Ereignisse A € A mit u(A) = 0 nennt man p-Nullmengen in A oder auch A-
Nullmengen unter . Es gilt:

a) Ist f € F p-integrierbar, so ist {f = 400} eine y-Nullmenge in A.

b) Ist A € A eine p-Nullmenge und f eine beliebige MNF auf (Q,.A), so gilt [, fdu = 0.

¢) Gilt [|f]dp =0 fiir eine MNF f, so ist {f # 0} eine p-Nullmenge in A.

Beweis: Die Aussage a) folgt mit der Monotonieeigenschaft (2.6) auf F*t aus

00 > /fdu > S%p/(nl{feroo})d,U' = sup nu({f = +oo}) .

Soay

b) zeigt man analog: aus p(A) = 0 folgt fiir eine beliebige MNF f

/ ladi = sup / (F| Am)Ladn < sup o(4) = 0.

Die Aussage c) folgt aus

U0 = Uz o o [l = [Gotpade = Sudifiz o). O

m>1

2.11° Definition: Zwei MNF f1, fo auf (9, A) heissen p-dquivalent falls p({f1 # f2}) = 0.

Ein Beispiel: fiir die Gleichverteilung p := R((0,1)) auf dem offenen Intervall (0,1) in (IR, B(IR)) ist
(—00,0] U [1,400) eine p-Nullmenge in B(IR), und die drei MNF

fi = lon, f2=1, f3:= 101 + 0ol

11



sind p-dquivalent. Ein Mass p auf (£2,.4) kann A-messbare Funktionen nie genauer unterscheiden als

bis auf p-Aquivalenz:

2.11” Hilfssatz: Betrachte zwei MNF fi, fo auf (,.4), entweder beide p-integrierbar oder beide

nichtnegativ. Dann gilt

pw{f1 # fo}) =0 <= /Afld,u,: /Afgdu fir alle Ae A.

Beweis: Die Implikation =’ folgt aus 2.11 b): in Darstellungen

fi=hlp=py + [ilgpzmy s fo= hAlgn=py + 2125}

fithrt der jeweils zweite Term zu einem Integral iiber eine p-Nullmenge wie in 2.11 b). Fir "<’
betrachte man A,, € A definiert als {f; > fo+ %} oder {f2 > f1+ %} aus fAm frdu = fAm fadu
folgt dann p(A,,) = 0, fir jedes m > 1. O

Also kann die Abbildung f — [ fdu sinnvoll nur auf den Aquivalenzklassen p-integrierbarer
MNF auf (2, A) betrachtet werden. Insbesondere ist jede u-integrierbare MNF f p-dquivalent zur
IR-wertigen MNF f":= fl;_tcyoo). Damit ergibt sich aus 2.3 - 2.11 eine einfache Aussage:

2.12 Satz: Schreibe L' () = LY(, A, p) fiir die Klasse aller (Aquivalenzklassen von) p-integrierbaren
messbaren numerischen Funktionen auf (€2, .4). Dann gilt:

L*(p) ist ein linearer Raum iiber IR, und die Abbildung

I:Ll(u)af—>/fdu€ﬂ%
ist in dem folgenden Sinn eine positive Linearform auf L*(u):

I(1a) = u(A) VAcA
(2.12)) I(airfi +azfa) = arl(f1) +a2l(f2) , a1,a2€ R
[ < fo = I(f1) <I(f) -

Beweis: 1) Homogenitiit: zerlege f € L'(p) in Positiv- und Negativteil, dann fiir o € IR

aft, «
it =4 T N e — )

lalfF, a<0

12



2) Additivitit: fiir f1, fo € L'(u) schreibe
fitfo=w —uy mit wy = f+ [, ui= 7+ fy
Dann sind u; € F* und es gilt [w; dp < co: also gilt nach 2.10 und Linearitét (2.6) auf F+

I(fi+ f2) = I(ur) — I(u2) = I(f1) + 1(f2) .

3) Monotonie: Fiir f1 < fa gilt £, < fof, —f1 < —f5, also I(f1) < I(f2). O

2.13 Bemerkung: Ist insbesondere ;1 = M\ das in 1.21 definierte Lebesgue-Mass auf (IR?, B(IRY)),
so heisst das in 2.9 und 2.12 definierte Integral Lebesgue-Integral auf (IR, B(IRY)).

Eine messbare Funktion (IR? B(IR?)) — (IR,B(IR)), welche in Einschrankung auf ein Kompaktum
Riemann-integrierbar ist, ist in Einschriankung auf dieses Kompaktum auch Lebesgue-integrierbar,
und die Integrale stimmen {iiberein. Der Riemannsche Integrationsweg fiihrt jedoch nur auf eher
restriktiv definierten Funktionenklassen (wie z.B. der Klasse aller stetigen Funktionen R? — IR mit
kompaktem Tréger) zum Ziel. In Dimension d = 1 (der allgemeine Fall erfordert nur notationelle
Anderungen) erldutern wir das genauer.

a) Betrachte die Dirichlet-Sprungfunktion f : IR — IRT auf (IR, B(IR), \)

f() = +1 falls x € @,

0 sonst.

Es gilt f € FT, also ist I(f) nach 2.5 wohldefiniert; als abzdhlbare Menge ist {f # 0} eine M-
Nullmenge in B(IR), also ist f M-diquivalent zur konstanten Funktion g = 0. Also gilt f € L*(N\) mit
J fdN\=0. Klar ist f:[0,1] — IR" nicht Riemann-integrierbar.

b) Betrachte eine Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — IR". Dann existiert eine Folge von

Partitionen von [a, b]

Tn s ai=1g < ... <ty =0,
esh = ax (&% —t7 — 0 firn —
mesh(7,) 1§I;1§l?§n)( T—tl) ir n — 0o

Tp CTpe1 VN

so dass mit

ml = inf  f(z), M= sup f(z)
TE[th_1,t7] TE[tn_ 7

die Limites von Riemann-Obersummen und -Untersummen iibereinstimmen:

£(n) £(n)
Jim STty — ) = Jim SO M - 6.
j=1 J=1
:ZSE,ﬁWn,) =:S(f,mn)
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Betrachte

£(n)

foi= il + Y mi L €7 n 21,
j=2
£(n)

F, = M{ll[tg,t?] + ZMJTLI]t;Lpt?] €&’ ;n =1
j=2

Dies sind Folgen von B(IR)-Elementarfunktionen, (fy), ist aufsteigend, (F},), absteigend, und es gilt

fn < f < F, fiir jedes n > 1. Insbesondere ist (F,, — f,)n eine absteigende Folge in F*, und fiir

g = lim (F, —f,) € F*

n—oo

gilt nach Fatou 2.8 und wegen Riemann-Integrierbarkeit von f:

/gd» < lin%inf/(Fn—fn)d»\ = lim (S(f,7) = s(f,m)) = 0.

Also ist {g > 0} eine M\-Nullmenge in B(IR): da nach der eingangs gemachten Voraussetzung f Lia
(IR, B(IR)) — (IR, B(IR)) messbar ist, sind f1f,; und sup,, f, MN-dquivalent in F*, also ist nach 2.7

und 2.117 das Lebesgue-Integral von f1(,; gegeben durch

/ Fliagdh = / (sup fu)d = sup / Fad = sups(f,m)

und stimmt also mit dem Riemann-Integral {iberein.
¢) Lasst man nun die Voraussetzung der B(IR)-B(IR)-Messbarkeit von f fallen, so zeigt das Argument

aus b) immer noch: aus Riemann-Integrierbarkeit von f auf [a, b] folgt
sup fn < flgy < infF, = supfn + g
n n n

wobei die Funktionen auf der linken und der rechten Seite der Ungleichung B(IR)-B(IR)-messbar sind,
g >0, und M\({g > 0}) = 0. Dies zeigt, dass eine auf [a, b] Riemann-integrierbare Funktion f bis auf
eine Teilmenge einer M-Nullmenge aus B(IR) —siehe auch (+) unten— mit einer messbaren Funktion
iibereinstimmt. Diese Teilmenge wird jedoch im allgemeinen nicht mehr in der Borel-o-Algebra B(IR)
enthalten sein.

d) Komplettiert man nun die o-Algebra B(IR) bezliglich des Lebesgue-Masses M:

N = {A CIRR: esgibtein A€ B(IR) mit \(A)=0und AD A"}
BR) = o(B(R),N) = {AAN:AecB(R), N € '}
MAAN) = NA), AeB(R), NeN

(N ist also das System aller Teilmengen von p-Nullmengen in B(IR?)) so wird fiir jede auf [a, b]

Riemann-integrierbare Funktion f die Einschrankung
fl[a,b} :R— R

14



zu einer B(IR) -B(IR)-messbaren Funktion, fiir die das Integral nach Lebesgue mit dem Rie-

mannschen Integral iibereinstimmt: beachte
(+) fiir alle b > 0 gilt :  { flgp —supfn >0} C {g>0}
n

wobei {g > 0} die oben genannte N\-Nullmenge aus B(IR) ist. O

B. Die Raume LP(u), u-fast sichere Konvergenz, Konvergenz in LP(u)
Wir beginnen mit einigen wichtigen Ungleichungen.

2.13’ Jensensche Ungleichung: Sei I ein beliebiges Intervall in IR, sei v : I — IR eine konvexe

Funktion. Fiir jede Zufallsvariable X auf (€, .4, P) mit den Eigenschaften
PXel) =1, XecL(P)
ist dann E(u(X)) wohldefiniert, und es gilt

u(E(X)) < Ew(X)) € (—o0,] .

Beweis: 1) Eine Funktion u : I — IR ist konvex wenn es an jeder Stelle £ € I (mindestens) eine

Gerade g durch den Punkt (&, u(£)) gibt, mit geeigneter Steigung A € IR, so dass gilt
(+) firallex € I:  wu(z) > u() + XNz —¢) = g(z) .
g heisst dann Stiitzgerade zu u im Punkt (&, u(§)).

2) In der einfachsten Fassung der Jensen-Ungleichung, in der man zusitzlich v o X € L'(P) voraus-
zusetzen bereit ist (vgl. z.B. Georgii 2002 S. 111), ist der Beweis mit (4) schon fertig: man setzt
¢ := E(X) in (+) und erhélt aus Linearitdt und Monotonie des Integrals die gewiinschte Aussage.

Wir brauchen eine Ungleichung ohne die genannte Zusatzvoraussetzung.

3) Zeige zuerst: hat X € L'(P) die Eigenschaft P(X € I) = 1, so gilt auch E(X) € I

Betrachte zunéchst die untere Intervallgrenze von I und setze o := inf] = inf{z : x € I}. Falls
a = —o0, gilt £(X) > a wegen X € L'(P), und es ist nichts zu zeigen. Sei also o € IR. Im Falle o € T
hat man X > a P-fast sicher und damit F(X) > «. Im Falle o ¢ I hat man X > o P-fast sicher; zu

zeigen ist F(X) > a. Mit aufsteigender Stetigkeit existiert ein € > 0 so dass P(X > a+e) > 0, daher

B(X) = /XdP = / XdP = / XdP + / XdP .
Q {X>a} {Xe(a,a+e)} {X>a+e}
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Damit folgt
E(X) > aP(X € (0,a+¢)) + (at+e) P(X > at+e) > «.
Beziiglich der unteren Intervallgrenze « ist daher die Behauptung in allen Fallen gezeigt. Beziiglich

der oberen Intervallgrenze 8 = sup I argumentiert man analog.

4) Betrachte nun u, £, g und A wie in Schritt 1), und X wie in Schritt 3). Fir £ := E(X) € [ ist die
Zufallsvariable g(X) = u(&) + AM(X — &) in LY(P). Nach (+) ist (u—g) o X eine nichtnegative messbare

numerische Funktion, deren P-Integral
E((u—g)oX) € (0,00]
nach 2.5 wohldefiniert ist. Wegen g(X) € L'(P) dann auch das Integral
Eu(X)) = /(u—g)onP + /gonP € (—o0,00]

wohldefiniert, und die behauptete Ungleichung folgt aus (+) und der Linearitit von g. O

2.14 Holder-Ungleichung: Sei p ein Mass auf (2,.4). Fir p > 1 und % + % =1 gilt

1/p 1/q
/!f-gdu < </|f|pdu> (/lquu> < o0

fiir beliebige messbare numerische Funktionen f, g auf (€, .A).

Beweis: Schreibe f =: f1, g =: fo2, p =: p1, ¢ =: po. Dabei gilt p; > 1 und p% =1- Es

1
p1’
gentigt, die Behauptung nachzuweisen fiir [ |f;[? du < oo (sonst wére die Behauptung trivial), fiir
fi € FT (sonst ersetze f; durch |f;|), und fiir [ |f;|P* dp > 0 (sonst wére eines der f; p-dquivalent zur
konstanten Funktion 0). Aus

1 1 1 1

x>0 = (1+2)n < 14—z = —+—(1+2)
P b2 1

folgt fir y1 > yo >0

1 1 1
1 L 11 1 1
Y'Yyt = ya( o )” < yz{+<y1>} < —y+—u
Y2 D2 P1 \Y2 D2 D1

und damit — wegen Symmetrie der rechten Seite — fiir beliebige y1,y2 > O:

1 1

- 1 1
+ ytys? < —y1+ —y2 .
(+) 1'Ys P P

Setzt man nun insbesondere
fpi

yA = %7 Z:172
" ISl dp
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(beachte die Annahme 0 < [ |f;|Pi du < co oben) in die Ungleichung (+) ein, so ergibt sich

fi fo 1 L L 5
Ifillps ILfollpe = p1 J1filPrdp — p2 [ folP2dp

Integriert man beide Seiten beziiglich des Masses p, ergibt sich auf der rechten Seite p% + p% =1, und

die Behauptung ist bewiesen. O

2.15 Satz: Sei 1 < p < oo. Schreibe LP(u) = LP(Q, A, ) fiir den Raum aller (u-Aquivalenzklassen
von) messbaren numerischen Funktionen f auf (2, 4) mit [ |f|Pdu < oo
a) Dann ist LP(p) ein linearer Raum, und | f[, := ([ |f|P dp) Y7 ist eine Norm auf LP(p).

b) Fiir 1 < s < r < oo und beliebige messbare numerische Funktionen f gilt eine Abschétzung

(/wcm)i < <u<0>>ii-(/|frrdu>i < .

Ist p ein endliches Mass, impliziert dies ||f||s < est | f]|, fir f € L"(u), und damit

L"(p) € L(p) fir 1<s<r.

Beweis: 1) Fiir p = 1 ist L'(u) nach 2.12 ein linearer Raum. Um zu sehen, dass || - ||; eine Norm

auf L!(u) ist, braucht man neben der Dreiecksungleichung nur 2.11 c):
Ifllh = / |fldu = 0 = fist u-Aquivalent zur konstanten Funktion O .
2) Sei nun p > 1. Fir fi, fo € LP(u) gilt

[fi+ fol” < @UAIVIRDP < 2°(AF + 1) -

und damit f1 + fo € LP(u) . Also ist LP(u) ein linearer Raum. Definiert man zu p > 1 ein ¢ > 1 durch

]% + % =1 (insbesondere dann (p—1)g = p) und schreibt mit Hélder

/|f1 L pPde < /rflufl +f2|”‘1du+/!f2\|f1 + fal dp

([ 1t +f1ea) ((f 1+ )

1—1
1 1 P
(freeaws + (f1erao ) ([i+pra) "
so folgt die Dreiecksungleichung

</\f1+fzrpdu)’l’ < ([1aPdu) + ([ 1RPdu)? .

17
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Damit ist || - ||, eine Norm auf LP(pu).

3) Fiir 1 <5 <7 < oo liefert Holder mit p = £ > 1 fiir eine beliebige MNF f

Jisran = /1"f'sdfﬁf </1d“)j_ri (Jarer an)
= (fran) " ([ira) <

und damit die behauptete Abschétzung. Falls p ein endliches Mass ist, folgt L™ (u) C L®(u). O

Die folgende Definition ist nach 2.15 a) nun zwingend:

2.15’ Definition: Seien f,,, n > 1, f (Aquivalenzklassen von) MNF in LP(y). Konvergenz in LP(p)
fn — f in LP(p) fir n — oo

ist Konvergenz im Sinne der LP(u)-Norm

V= fllp = </|fn—f|”du>p =Y

Wenn aber messbare numerische Funktionen als Elemente des LP(u) nur noch bis auf p-Aquivalenz im
Sinne von 2.11° bestimmt sind, muss man einen Begriff von Konvergenz ’bei festem w’ entsprechend

vorsichtiger formulieren.

2.16 Definition: Sei y ein Mass auf (2, A).

a) Eine A-Menge von vollem pu-Mass ist das Komplement einer A-Nullmenge unter p (vgl. 2.11).

b) Sei E eine Eigenschaft, so dass elementweise von jedem w € ) gesagt werden kann, ob w die
Eigenschaft E besitzt oder nicht besitzt. Man sagt, die Figenschaft E gilt p-fast sicher (u-f.s.),
falls es eine A-Menge von vollem p-Mass gibt, so dass alle Elemente dieser Menge die Eigenschaft E

besitzen.

Bemerkung: In 2.16 b) wird im allgemeinen Qg := {w € Q: w erfillt E} nicht zur o-Algebra A
gehoren, d.h. kein 'Ereignis’ sein. Man verlangt lediglich, dass €2 als Teilmenge von €2 Obermenge

einer A-Menge von vollem p-Mass sei.
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2.16’° Definition: Sei (fy,)n>1 eine Folge messbarer numerischer Funktionen auf (€2, A). Gibt es eine

Menge A € A von vollem u-Mass so dass gilt
(%) lim fn(w) existiert in IR fiir jedes w € A

n—oo

so sagt man, die Folge (fn,)n konvergiert u-fast sicher (’u-f.s’).
Nun kommen wir (nach 2.7 und 2.8) zum dritten der drei wichtigsten Konvergenzsétze.

2.17 Satz von der dominierten Konvergenz (Lebesgue): Sei p ein Mass auf (2, .A), sei (f,)n eine
Folge messbarer numerischer Funktionen auf (€,.4), sei 1 < p < co. Gilt
i) die Folge (fn)n konvergiert u-fast sicher,

ii) es existiert ein g € FT mit

g€ LP(n) , |fn] <g p-fast sicher fiir jedes n > 1,
so gibt es eine messbare numerische Funktion f auf (€, .4) so dass

felP(un) , fo—f in LP(u) und p-fast sicher.
Beweis: 1) Abzéhlbare Vereinigungen von u-Nullmengen in A liefert wieder eine p-Nullmenge in A.
Daher gibt es ein A € A mit u(A°) = 0 so dass

VweAd : |follw)<glw),n>1, nh_)rrolo fn(w) existiert in IR .

Nach 2.2 sind dann f,, := f,14 MNF mit
(+) VweQ: |fullw) <gw),n>1, Jim fn(w) existiert in IR |

und f := lim, fn ist eine MNF'. Dies zeigt insbesondere die p-fast sichere Konvergenz f, — f.

2) Wir zeigen die Konvergenz in LP(u). Aus (+) folgt | f| < g auf 2, und die Voraussetzung g € LP(u)
liefert f € LP(u). Genauso impliziert (+) auch f, € LP(u), fiir alle n > 1.

Definiere nun MNF  h,, := ]}‘; —fIP,n>1,und h := (2-g)P. Diese sind nichtnegativ, es gilt
hn < (2-9)P = h auf ganz Q, nach Voraussetzung g € LP(u) sind die h,, n > 1, h p-integrierbar,
und (+) liefert hy, — 0 fiir n — oo auf ganz Q. Also zeigt Fatou 2.8

n

= /hd,u, — limsup/hndu < /hdu.
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Das aber bedeutet '=’, damit

lim [ hydp = 0

n—oo

und also
Vo= fll, = </hndu>1/p 0.

Gezeigt ist: fn — f in LP(p) fiir n — oco. Aber ﬁz und f, sind p-aquivalent, fiir jedes n > 1. Also

ist die Behauptung bewiesen. O

2.18 Satz: Sei p ein Mass auf (2,.4), sei 1 < p < oo.
a) Der Raum LP(pu) ist vollstédndig.

b) Konvergiert (f,), gegen f in LP(u), so gibt es eine Teilfolge (ny ) so dass gilt:

fr, oo [ wp-fast sicher.

Beweis: 1) Wir zeigen zuerst, dass man aus jeder Cauchyfolge in LP(u) eine Teilfolge auswéhlen

kann, welche p-fast sicher und in LP(u) konvergiert. Sei (fy,), Cauchy in LP(u), dann gilt
Ve > 0 existiert ng = ng(e) so dass || fn, — fmllp < e fiir alle n,m > ng(e) .
Wihle eine Teilfolge (fy, )k>1 mit
o = Frnallp < 27F, keN

(es geniigt, ng > no(27F) zu fordern und dabei (ny); aufsteigend zu withlen). Definiere

e oo
ge = Z|fnk+1_fnk’> t>1, g:= Z|f"k+1_fnk|
k=1 k=1

als Elemente des LP(u): wegen Dreiecksungleichung

l l
—0
lgelly < > Nfns = Funllpy < D270, £>1
k=1 k=1

sind diese als Vertreter von Aquivalenzklassen von Funktionen, welche u-fast sicher auf 2 die oben

angegebene Summendarstellung gestatten, in LP(u) wohldefiniert, und Fatou 2.8 zeigt g € LP(u):
g = liminf g, , /gpd,u = /(liminfgf) dp < liminf/gfd,u < 0.
{—00 ¢ ¢
Insbesondere gilt fiir jede Festlegung von g € LP(11) dann auch

n({g=+oo}) = 0.
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In Einschrénkung auf das Ereignis {g < oo} aber konvergiert die Folge (fy, )r sogar in IR. Damit ist
bewiesen, dass man aus jeder Cauchyfolge in LP(u) eine Teilfolge auswéhlen kann, welche p-fast sicher
konvergiert. Fiir die so konstruierten ( fy,, )i liefert der Satz von der dominierten Konvergenz 2.16 (mit

|fny| + g € LP(p) als integrierbarer Majorante) eine MNF f mit
k—oo

(+) ferP(pn) , fo, — [ p-fast sicher und in LP(p).

2) Hat man eine Cauchyfolge (fy,), in LP(u), eine Teilfolge (ng), und ein f so dass (+) gilt, so zeigt

eine weitere Anwendung der Cauchyeigenschaft auch
fo — f in LP(p) fir n — oo .

3) Mit Schritt 1) ist Aussage b) des Satzes bewiesen, da jede konvergente Folge insbesondere Cauchy
ist. Schritte 1)42) zeigen, dass Cauchyfolgen in LP(u) konvergieren; damit ist LP(u) vollstandig. [

Zum Abschluss des Teilkapitels vermerken wir eine sofort aus 2.15 b) folgende Tatsache:

2.19 Satz: Sei p ein endliches Mass auf (2, .A), sei 1 < r < co. Konvergiert (fy,), gegen f in L"(u),

so auch in L*(p) fir jedes 1 < s <r.

C. Spezialfall endlicher Masse: drei Konvergenzbegriffe

2.20 Definition: Sei p ein endliches Mass auf (Q2,.4), seien f,, n > 1, f messbare numerische

Funktionen auf (€,.4). Man sagt, die Folge (f,,)n konvergiert gegen f p-stochastisch, falls gilt

fir jedes € >0 li_}m p{lfn—fl>¢€}) = 0.

2.21 Beispiele: Betrachte auf (Q, A) = (IR,B(IR)) das Wahrscheinlichkeitsmass p = R[0,1], die
Gleichverteilung auf [0, 1]. Definiere drei Folgen (f¢)e, (g¢)e, (he)e in FT:

foik = K210, k=0,1,...,2" -1, n>1,
727’L
gonyk = 1[L@], k::O,l,...,Qn—l, nZl,
PICREDI
h2n+k = 277,1 k k+1 ]C:O,].,...,2n*1, nZl

Bezeichne f die konstante Funktion f = 0. Fiir jedes feste 1 < p < oo gilt dann fiir ¢ — oo:

i) die Folge (f;)s konvergiert p-fast sicher, aber nicht in LP(ju);
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ii) die Folge (g¢)¢ konvergiert in LP(yu), aber nicht p-fast sicher;

iii) alle drei Folgen (f¢)¢, (g¢)e, (he)e konvergieren p-stochastisch gegen f;

iv) die Folge (hy)¢ konvergiert weder p-fast sicher noch in LP(u).

Dies folgt aus Betrachtung von z.B. ||fo — fllp, p({fe # f}), und u({elirgo fo existiert}). O

2.22 Satz: Sei p ein endliches Mass auf (£2,.4), seien f,, n > 1, f messbare numerische Funktionen

auf (2, A). Dann gilt

fn— f pfast sicher — f, — f u-stochastisch.

Beweis: Es gentigt, den Fall f = 0 zu betrachten (sonst ersetze f,, durch f! := f,, — f). Zeige zuerst:

m—>oo

(%) fn =30 p-fast sicher <= sup |fn| —5

n>m

0 p-stochastisch .

Zum Nachweis von (*) betrachtet man Ereignisse

: AczfjﬁA’:n

k=1m=1

1 [e.e]
Aﬁ:={8£p|fn|ZE} , A={weQ: hmfn = ﬂ

||C8

in A. Fir diese gilt

f n—>oo
n

0 p-fast sicher <= pu(A°) =0 <= pu( ﬂ AFY = 0 fiir jedes feste k .

m=1
Nach Definition ist fiir festes & die Folge (AF,),, absteigend in m, also ist die letzte Aussage wegen

absteigender Stetigkeit des endlichen Masses p (vgl. 1.17) dquivalent zu

lim pu(AF) = 0 fiir jedes feste k

m—0o0
das aber ist genau die Aussage

m—>oo

sup | fnl 0 p-stochastisch.
n>m

Damit ist (*) bewiesen. Mit (*) und der offensichtlichen Inklusion
{{fm|>e} C {sup|fu|l>c}, >0
n>m

folgt die Behauptung. O

Der folgende Satz prézisiert die zwischen p-stochastischer und u-fast sicherer Konvergenz bestehende

"Liicke’ durch ein Auswahlkriterium, und liefert zugleich die Eindeutigkeit — bis auf p-Aquivalenz —
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des p-stochastischen Limes einer Folge (fy,)n.

2.23 Satz: Sei p ein endliches Mass, seien f,,, n > 1, f messbare numerische Funktionen auf (€, .4).
Die folgenden Aussagen i) und ii) sind gleichwertig:
i) es gilt f,, = f p-stochastisch fir n — oo;

ii) zu jeder Teilfolge (ny)r>1 der natiirlichen Zahlen existiert eine weitere Teilfolge (ng,)e>1

so dass fnke o f w-fast sicher.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung im Fall f = 0 zu zeigen (sonst ersetze f,, durch f; := f, — f).

1) Gilt f, — 0 p-stochastisch fiir n — oo, so gibt es zu jedem € > 0 ein ng = np(e) so dass gilt

() 60 =no(e) + p({lfe—fel>e}) < e.

Der Beweis von (x) folgt sofort aus

{Ife=fol >} € {fl > SYU{lfel > )

und der vorausgesetzten stochastischen Konvergenz der Folge (f,,), gegen 0.
2) Wir zeigen i) == ii): Die Folge (fy)» konvergiere p-stochastisch gegen 0. Sei (fp, )r>1 eine beliebige

Teilfolge von (fy,),. Mit (x) kann man aus (ny); eine weitere Teilfolge (ny,), mit der Eigenschaft

fic € =1,2,... 0 p({|fuy,,, — for,| >27}) < 27°

auswéhlen (mit den Bezeichnungen aus () reicht es, eine strikt monoton wachsende Folge (ng, ), mit

der Eigenschaft njg, > ng(27%), £ € IN, bereitzustellen). Schreibe
oo
Avi=A{lfur,,, = fu,| > 27} A= limsup A = () | Ar-
=00 m=1¢>m
Wegen absteigender Stetigkeit von pu ist A als absteigender Limes der Mengenfolge
U Ay, m—oo, mit u(A)<27"
1>m

eine p-Nullmenge in A. Damit ist A° eine A-Menge von vollem p-Mass, und

[e.9]

A° = liminf Af = [ ) 4§

{—00
m=14>m
= {we:esgilt |f”ke+1 = frp, |(W) < 27¢ fiir schliesslich alle ¢}

C {we: lim f,, (w)existiert}.
{—00 £
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Also konvergiert die Folge ( fnké) ¢ p-fast sicher. Sei f* eine Festlegung des pu-fast sicheren Limes. Zu

zeigen bleibt, dass f* p-aquivalent zur konstanten Funktion 0 ist. Dies sieht man aus

(+) 1F =01>e} € {If" = fu| > 51U {Ifm, =01 > 5}

fiir beliebiges € > 0, wobei das p-Mass der zweiten Menge auf der rechten Seite von (+) wegen

fn 0 p-stochastisch nach Voraussetzung
und das p-Mass der ersten Menge auf der rechten Seite von (+) wegen

f”ke Cop f*  p-fast sicher (und damit nach 2.22 auch p-stochastisch)

flir £ — oo gegen 0 strebt. Dabei war € > 0 beliebig, also ist f* p-dquivalent zur Funktion f = 0.

Damit ist eine Teilfolge (ng,), gefunden mit
fnke e p-fast sicher .
3) Wir zeigen ii) = i). Fiir € > 0 beliebig betrachte die Zahlenfolge

Qp = :u({’fn|>5})7 n — oo.

Zu zeigen ist ay, — 0. Angenommen, es sei limsup a,, =: @ > 0. Dann kann man eine Teilfolge (ng)x
n

auswahlen mit o, % a. Zu dieser wihlen wir nach Voraussetzung ii) eine weitere Teilfolge (e, e

so dass fnke e Y p-fast sicher. Nach 2.22 gilt dann aber auch fnk[ g gy p-stochastisch, also

elim Oy, = 0 im Widerspruch zur gemachten Annahme. Also war diese absurd, es gilt @ = 0, und
—00

damit f, iy f p-stochastisch. O

Der folgende Satz ist nun eine einfache Konsequenz aus 2.18 b) und 2.23:

2.24 Satz: Sei p ein endliches Mass auf (©2,.4), 1 < p < oo, seien f,, n > 1, f messbare numerische
Funktionen auf (©2,.4). Gilt dann

foynz1, felP(u), fo—feLlP(n)

so gilt auch f, — f p-stochastisch.
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Fiir endliche Masse p ergibt sich aus 2.22 und 2.24 folgende Hierarchie von Konvergenzbegriffen:

p-fs Konvergenz I?( w-Konvergenz

N/

p-stochastische Konvergenz

Wir werden im Rest dieses Kapitels Zusatzbedingungen diskutieren, unter welchen man in diesem

Diagramm von p-fast sicherer Konvergenz auf LP(u)-Konvergenz schliessen darf.

2.25 Definition: Sei y ein endliches Mass auf (2, A), sei H eine Teilfamilie von L' ().

‘H heisst gleichgradig p-integrierbar falls

lim Sup/ |fldp = 0.
o0 feM J{|f|zc}

2.25° Hilfssatz: Sei u ein endliches Mass auf (2, .A), sei H eine Teilfamilie von L!(x). Genau dann

ist H gleichgradig p-integrierbar, wenn die folgenden Bedingungen i) und ii) erfiillt sind:

i) esgilt sup [|fldu < oo}
fex
ii) zu jedem £ > 0 gibt es ein 0 > 0 so dass gilt:

Ace A, un(Ad) <o = /f|d,u<5 fiir alle f € H .
A

Beweis: Fiir ¢ > 0 schreibe f¢:= |f|1{>.}, dann gilt fiir beliebige f € H, A€ A

(+) Aumtgamm+/fw.

1) Sei ‘H gleichgradig p-integrierbar, sei € > 0 beliebig. Dann gibt es nach Definition 2.25 ein ¢ =
c(e) >0sodass [ fedu<e/2 firalle f € H. Da p(2) < oo, folgt i) aus (+) mit A = Q. Setzt man
d =9(e) = == in (+), so folgt auch ii).

[

2) Seien umgekehrt die Bedingungen i) und ii) erfiillt. Setze M := sup [ |f|dp und wihle zu beliebigem
feH

e > 0 zuerst ein § > 0 gemiiss ii), danach ein ¢ > $M: damit hat man § = §(¢), ¢ = c¢(¢) so dass

1 1
p({lf12 ) < 2 [1nlde < Tv <5 firatle fen

die Voraussetzung ii) liefert dann

/ |fldp < e firalle feH.
{Ifl=zc}
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Da ¢ > 0 beliebig war, ist dies die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie . O

FEin wichtiges hinreichendes Kriterium fiir gleichgradige Integrierbarkeit ist ’gleichméssige Beschrankt-

heit hoherer Momente’ in folgendem Sinn.

2.26 Hilfsatz: Sei % C L'(u). Gibt es eine nichtfallende Funktion G : IRt — IR mit

G(t
limﬁz—l—oo und Sup/Go|f]du<oo,
t fer

t—o00

so ist die Familie H gleichgradig p-integrierbar.

Beweis:  Schreibe M := sup [ G o |f|du. Als nichtfallende Funktion ist G messbar. Sei e > 0
feH

beliebig. Da G nach Voraussetzung schneller als linear wéchst, gibt es ein ¢ = ¢(g) < oo mit

G(t) > éMt auf [c,00) .

Mit dieser Wahl von ¢ erhalt man

1
sup/ fldp < sup e~ Golfldu < e
fen Jyisize) fen M Jqp1ze
und damit die Behauptung. O

2.27 Beispiel: Sei p ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (€2,.4), sei 1 < p < oo, sei (fy,)n eine Folge
messbarer numerischer Funktionen auf (€2, A4). Die Bedingung
es gibt ein 7 > p so dass sup/ |fnl dp < oo
n>1
ist hinreichend fiir gleichgradige Integrierbarkeit von

Hi={lfulP in =1} € Ln).

Dies folgt sofort aus 2.26 mit G(t) = t"/?, ¢ >0 . O

Nun die Antwort auf die Frage, unter welchen Zusatzbedingungen man im Diagramm der drei

Konvergenzarten vor 2.25 von pu-fast sicherer Konvergenz auf Konvergenz in LP(u) schliessen darf:

2.28 Satz: Sei p ein endliches Mass auf (2, .4), sei 1 < p < oo.

Betrachte eine Folge (f,), C LP(u) und eine messbare numerische Funktion f so dass
fn — f p-fast sicher fir n — oo .

Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
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i) H:={|fnP : n > 1} ist gleichgradig integrierbar

i) es gilt f € LP(u), und f, =3 f in LP(p).

Beweis : 0) 'Dominierte’ Teilmengen H von L!(u), d.h. solche mit
es existiert ein g € L'(u) so dass |h| < g fiir alle h € H

sind stets gleichgradig integrierbar: zuerst zeigt dominierte Konvergenz 2.17 fiir die Funktionenschar
gl{ch}v ceIN

lim gdy = 0;
7o J{lgl>c}

wegen |h| < g fiir alle h € H folgt daraus

lim sup / |h|dp = 0.
€70 heH J{|h|>c}

1) Endliche Teilmengen # von L!(u) sind gleichgradig integrierbar: dies folgt aus Schritt 0) mit
H={hi,...,he} und g := |hq| + ... + |h|.
2) Wir zeigen ii) = i): Es gelte Konvergenz von (f,), gegen f in LP(u). Fir A € A schreibe

[fnlallp < I0f = fa)lally + 11/ 1ally < 1F = fallp + 1714l -

Sei € > 0 beliebig. Wegen Voraussetzung ii) und wegen Schritt 1) gibt es zur einelementigen Familie

{IfIP} € LY () gemiiss 2.25’ ein § > 0 so dass

| ™

1
A, wA)<s = |flall, = (/A If!pdu> "<
Wegen Voraussetzung ii) gibt es auch ein ng = ng(e) mit
If = fallp < % fir alle n > ng .
Zusammen ergeben die drei Abschitzungen
(+) Ac A, p(A)<d: |falallp <e firallen > np(e).

Die endliche Familie {|fi|P, ..., |fn,—1/P} ist nach Schritt 1) gleichgradig integrierbar: also gibt es ein

8" > 0 so dass
(++) Ae A, p(A)<d: ||fjlallp<e firj=1,..,n(e) —1.

Zusammen liefern (4) und (++) mit 0(g) := d A ¢’ nach 2.25’ die gleichgradige Integrierbarkeit der
Familie H = {|fp|P :n>1}.
3) Zeige i) = ii): Sei nun {|f,|? : n > 1} gleichgradig integrierbar. Nach 2.25" gilt

M = Sup/|fn\pdu < o0
n>1
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und mit Fatou 2.9 impliziert die vorausgesetzte u-fast sichere Konvergenz f,, — f

/]f\pd,u < lin.linf/|fn\pd,u < M < .

Also gilt f € LP(u). Sei € > 0 beliebig. Unter Voraussetzung i) gibt es ein ¢ = ¢(g) mit

/ fPdu < & sup/ FalPdu < €.
{If]>c} n>1 J{|fn|>c}

Daraus erhélt man mit einer "Trunkation’ he(x) := 21 4¢)(7)

1f = fallp < Wfalgp<a — flys<alle + 1 falgfsells + 11z llp
< ||hcofn_hcof||p+2'€‘

Hier ist h. beschrankt und messbar: da p ein endliches Mass ist und da (fy,), pu-fast sicher gegen f

konvergiert, zeigt dominierte Konvergenz 2.17

n—oo

Hhcofn_hcofH’p — 0.

Die beiden letzten Formelzeilen zeigen || f, — f||, — 0; damit ist die gewiinschte Konvergenz f, — f

in LP(4) bewiesen. O

Die Bedingungen des Satzes von der dominierten Konvergenz 2.17 waren — wie im Schritt 0) des
Beweises von 2.28 gezeigt wurde — ein Spezialfall von gleichgradiger Integrierbarkeit. Folgende

einfache Umformulierung von 2.28 ist haufig niitzlich:

2.28’ Satz: Sei u ein endliches Mass auf (€2,.4), seien f,, n > 1, f messbare numerische Funktionen
auf (€2,.4) mit

fn —> f p-fast sicher fir n — oo .

Fiir 1 < p < oo sind folgende Aussagen gleichwertig:

i) die Familie H := {|f,[P : n > 1} ist gleichgradig integrierbar;

i) es gilt (fu)n C LP(u), f € LP(p), und fr — f in LP(p).

Beweis: Dies sieht man sofort mit den Argumenten des Beweises von 2.28. O
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