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In diesem Kapitel diskutieren wir *Glattheit’ allgemeiner statistischer Modelle in einem L2?-Sinn.
Dies wird eine Verallgemeinerung der in 1.2 definierten Begriffe Score und Information erlauben.
Zugleich wird man sehen, daf} in iid Modellen unter schwachen Voraussetzungen eine Entwick-
lung der log-Likelihoodratios in Termen von Score und Information lokal in kleinen Umgebungen

eines beliebigen Punktes ¥ moglich wird.
A. L"-differenzierbare statistische Modelle

4.1 Vorbemerkung: Betrachte zuerst ein dominiertes Experiment
(QAP:={Py:9€0}), OcCRioffen, P<<v

mit Dichten

dP,
X9 22—19, J€0O.
dv

Sei r > 1 fest. Trivialerweise gilt Xll/r € L"(Q, A, v) fiir alle ¢ € ©.
1) Im iiblichen (Fréchét-) Sinn im normierten Raum L" (2, A, v) heiit die Abbildung

() 035 ¢ —x/" €LQAY
differenzierbar an der Stelle ¢ =¥ mit Ableitung Vy wenn (+) und (++) gelten:
(+) Vy hat Komponenten 171971, e ,17197(1 eL"(QAv),

1
€ =]
2) Wir zeigen: In statistischen Modellen folgt aus (4) und (++) notwendig

(++) Hxl/r B X119/T — (€ - 19)T1~/19HU(V) — 0 fiir [€—9| —0.

3

(%) 171971' = 0 wv-fast sicher auf {xy =0}, 1<i<d.

Zum Nachweis dieser Behauptung betrachtet man Folgen (&,), in © von Gestalt &, = ¥ +d,e;,
wobei e; den i-ten Einheitsvektor in IR bezeichnet, und (6n)n eine beliebige strikt positive
Nullfolge. Dann zeigt (++) fiir n — oo

1 1/r e
Hl{m:O} [a X9+6pe; — VW}

— 0.
Lr(v)

1 _
e v Hl{“:O} [5 e+ VM]

Aus der L"(v)-Konvergenz erhélt man nach Auswahl geeigneter Teilfolgen eine v-fast sichere

Konvergenz entlang dieser Teilfolgen: also gibt es (ng)x mit

1 ~ 1 ~
auf {xy =0} 5 Xﬂ{:énkez' — Vi, 5 Xﬂ/_rgnkei — —Vyi, k—o0.
k k
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Die links stehenden Dichten sind stets nichtnegativ, also sind auf dem Ereignis {xy = 0} sowohl
YN/W als auch —‘N/w nichtnegativ, also muf3 die Ableitung 1719 die Eigenschaft () besitzen.

3) Definiere nun ein Vy mit Komponenten Vy 1, ...,V 4 durch
—1/r 57 .
Vi == 1> TXg "~ Voi, 1<i<d.

Dann gilt Vy; € L"(Q2, A, Py) fir 1 <i < d, und wegen () kann man nach Abénderung von Vo

auf einer v-Nullmenge in A auch
‘7 . 1 1/r .
% = Xy Voi, 1<i<d

schreiben. Man ist also von 171971' € L"(Q, A,v) zu neuen Zufallsvariablen Vy,; € L"(Q, A, Py)
iibergegangen, mit denen Fréchét-Differenzierbarkeit der Abbildung (¢) aus Schritt 1) die fol-

gende Gestalt annimmt.

4.1’ Definition: Sei © € R? offen. Sei P = {P; : { € O} eine dominierte Familie von
WahrscheinlichkeitsmaBen auf (€2,.4) mit v-Dichten ¢, £ € ©. Sei » > 1. Dann heifit P L"-

differenzierbar in 9 mit Ableitung Vy falls gilt:

i) Vs hat Komponenten Vy1,...Vyq € L"(Q, A, Py) ,

i) 1 /

ii —_— %
1€ =9 Jo

4.1” Bemerkungen: a) Hat man fiir ein » > 1 die L"-Differenzierbarkeit eines statistischen

T T ]- T :
¢ =y —;X}J E-NTVy| dv — 0 , |69 —0.

Modells an der Stelle ¥ im Sinn von 4.1°, und ist zusétzlich fiir jedes feste w € 2 die Abbildung
(o) ©3> ¢ — xelw) € [0,00)

stetig und partiell differenzierbar, so erhélt man wie in der klassischen Definition 1.2

0
Voi(w) = Lliy,>01(w) <819-

logx> (Yw), 1<i<d
v—fast sicher (und damit Py—fast sicher), fiir jedes 9 € ©.
Dies sieht man, indem man in 4.1” Folgen §,, = ¥ + d,e; betrachtet (e; der i-te Einheitsvektor

in IR%, und 6, | 0) und Teilfolgen (ny)x auswihlt, entlang der sogar v-fast sichere Konvergenz

1/r 1/r r
X6, e; — X0 I

S R

Voil — 0, k—o0
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gilt. Unter (o) hat man dann V(x/")(9,-) = %Xllg/r Vo v-fast sicher, wobei auf dem Er-
eignis {xy = 0} notwendig V(x'/")(9,-) = Vj nach (x) aus 4.1 verschwindet, und damit
T 1i,—0y V(log(x/"))(9,-) = Vy. Der letzte Ausdruck aber ist unabhéngig von r > 1.

b) Als Beispiel einer fiir jedes » > 1 an jeder Stelle ¢ L"-differenzierbaren Verteilungsfamilie,
welche nicht punktweise im Sinne von a) glatt ist, betrachte man das von der symmetrisierten
Exponentialverteilung F'(dz) = %e"x'daj erzeugte Lokationsmodell {Fy(-) := F(- —9) : ¥ € IR}.
Die Ableitung an der Stelle ¥ ist Vy = —3 sgn(- — o).

c¢) Das Integral in 4.17 ii) — und damit auch die Gestalt der Ableitung Vy in 4.1’ i) — ist unabhéingig
von der Wahl des dominierenden Mafles v. In der Tat, betrachtet man zwei dominierende Mafle
P << v <« v, und Dichten xy beziiglich v, Xy beziiglich v, so gilt yy = Xﬂ%, und der Faktor
g—; kiirzt sich aus der 4.17 ii) entsprechenden Darstellung mit x¢, Xy, 7 sofort heraus.

Indem man nun noch die in 4.1” gemachte Voraussetzung der Dominiertheit vermeidet, kommt

man zu der allgemeinen Definition von L"-Differenzierbarkeit in einem statistischen Modell.

4.2 Definition: Sei © € R? offen. Sei P = {P; : ¢ € O} eine (nicht notwendig dominierte)
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (£2,.4). Fiir £, £ € © bezeichne LE'/¢ eine Festlegung
der Likelihoodratio von Py beziiglich Py wie in 3.1 a) definiert. Sei r > 1.

Dann heifit P L"-differenzierbar in ¥ mit Ableitung Vy falls gilt:

i) Vy hat Komponenten Vy,...Vyq € L"(Q,A, Py) ,
1

ii)a) T

. 1
R /Q

Pg(Lg/’g:oo) L0, lE—9—0,

dPy — 0 , [€—=9]—0.

4.2’ Bemerkungen: a) Man iiberzeugt sich, dal es geniigt, die Bedingungen ii)a) und ii)b)
entlang von Folgen (&,), C © nachzupriifen, welche gegen 9 konvergieren.

b) Sei (&,,)r, eine gegen ¥ strebende Folge. Dann ist die Teilfamilie { P, ,n > 1, Py} abzéhlbar und
damit dominiert (etwa durch v := Py +3_ ;27" F,), und man wahlt Dichten x¢,,n > 1, xy

von P, ,n > 1, Py beziiglich v. Innerhalb dieser Teilfamilie schreibt man

/ Qv = / 4 /
Q {x9=0} {x9>0}

T T ]' T
e =X = o G =)V
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1/r 1 r
= / dFPe, +/ <&> —1-=(& —9)"Vy| x9dv
{x9=0} {x9>0} X9 r
= P, (187 = ) +/ (Lf’l/ﬁ)w—l—l(f —9)V,| apy
3 ) ~ (&

da nach 3.1 gilt

[En/? — Xén
X9

Liyg>0p + 00 1yy.=0} (P, + Py)-fast sicher.

Also sind in Restriktion auf die Teilfamilie {Pe,,n > 1, Py} die Eigenschaften 4.2 ii)a)+b)
dquivalent zur Eigenschaft 4.1 ii). Dies gilt fiir beliebige Folgen &,, — 9. Also sind die Definitio-

nen 4.1’ und 4.2 konsistent.

4.3 Beispiel: Sei (12, .A) beliebig, schreibe M!(£2, A) fiir die Menge aller Wahrscheinlichkeitsma-
Be auf (2, .A4). Sei r > 1 fest. In Analogie zu Beispiel 1.3 betrachten wir im nichtparametrischen
Modell € = (2, A, P) einparametrige Pfade durch einen beliebig festgelegten Punkt P € P, in
Richtungen

g€ L"(P) mit /gdP =0.
Q

a) Sei zuerst g beschrénkt auf ), setze M := sup |g|. Dann ist die durch

() spo= (2a{om<g}) . don = arngar

definierte einparametrige Familie L"-differenzierbar an jeder Stelle |h| < % mit Ableitung

Vi, = g beschrinkt und damit in L™ (2, A, Py);

1+ hg

dies erhélt man mit Zwischenwertsatz und dominierter Konvergenz aus

. —I-h’g)l/’” -1 —I-hg)l/’”
i, W —h

1

Statistisch am wichtigsten ist die Ableitung Vp = g an der Stelle h = 0.

b) Genau wie im zweiten Teil des Beispiels 1.3 kann man durch Trunkationsargumente die
Beschranktheitsvoraussetzung an die Funktion g vermeiden, und erhélt so fiir jede Richtung
g € L"(P) mit Ep(g) = 0 einen einparametrigen Pfad S} durch P in Richtung g, welcher an
der Stelle h = 0 L"-differenzierbar ist mit Ableitung Vy = g. O
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Der folgende Satz ist — gegeben die Diskussion in 4.1 und 4.2’ — eher klassisch. Einen Beweis

findet man in Witting (1985, p. 175-176).

4.4 Satz: Ist fiir ein » > 1 die Familie P = {F¢ : £ € ©} L’-differenzierbar in & = ¥ mit
Ableitung Vy, so ist P auch fiir jedes 1 < s < r L*-differenzierbar in £ = ¢, mit derselben
Ableitung Vy.

Notwendig sind die in 4.1’ oder 4.2 auftauchenden Ableitungen zentriert:

4.5 Satz: Ist P = {P; : £ € ©} Ll-differenzierbar in £ = ¥ mit Ableitung Vi, so gilt Ey(Vyy) = 0.

Beweis: Betrachte einen Einheitsvektor e; in IR, eine Nullfolge 6,, | 0, und wéhle ein domi-

nierendes MaB v fir {Pyis,e,,n > 1, Py} sowie zugehorige Dichten. Aus

W - xoVo; — 0 inLlY(v) fiirn — oo
n
erhéilt man [ xyVy,;dv =0 und also Ep, (Vy,:) = 0. -

Unter L%-Differenzierbarkeit an der Stelle ¥ ist die Ableitung Vy — zentriert nach 4.4+4.5 —
per Voraussetzung in L?(Py). Unter der klassischen Zusatzvoraussetzung (o) aus 4.1 ist damit
die L?-Ableitung Vy im Sinne der Definition 1.2 der Score in ¢, und E,g(V,gVﬁT) die Fisher-

Information in ¢. Die folgende Verallgemeinerung von 1.2 verzichtet auf (o).

4.6 Definition: Sei P = {P; : £ € ©} L2-differenzierbar in ¢ = ¢ mit Ableitung Vy. Dann

nennt man Vy den Score in ¢ und
Jy = Ey (149 VJ)
die Fisher-Information in ¥.
Beschreibt man die Geometrie eines L?-differenzierbaren statistischen Experimentes durch den
Hellinger-Abstand (der bereits in Teilkapitel 1C benutzt wurde), so kommt der Fisher-Information

ein herausregende Bedeutung zu: sie wird ausdriicken (vgl. Satz 4.8 unten), wie gut Parameter-

werte & von 1 unterschieden werden koénnen, falls sie sich aus einer festen Richtung v kommend
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dem Referenzpunkt ¥ ndhern.

4.6’ Definition: Sind @ und Q' zwei Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2,.4), so heifit
1 2 1 2
1Q.Q) = [5(VW-R) av = [ 5 (Vi@ - Q)

(fiir ein beliebiges @, Q" dominierendes MaBl v auf (£2,.4), und beliebige Festlegungen x, x' der
Dichten %, %2/’) quadrierter Hellinger-Abstand zwischen Q und Q.

Bei dem letzten Ausdruck auf der rechten Seite handelt es sich um eine symbolische Schreibwei-
se, die die Unabhingigkeit der GroSe H?(Q, Q') von der Wahl des @, Q' diminierenden Mafes
ausdriickt. Der Hellinger Abstand ist eine Metrik auf dem Raum M!(2, A) aller Wahrschein-
lichkeitsmafle auf (€2,.4), sieche auch Strasser (1985, Ch. 1.2) und Tsybakov (2004, Ch. 2.4) fiir
Abstandsbegriffe fiir Wahrscheinlichkeitsmafle. Man beachte, dafl durch Wahl des Faktors % in
Definition 4.6’ der Hellinger-Abstand durch 1 nach oben beschréinkt ist.

4.7 Hilfssatz: In jedem statistischen Modell P = {P; : { € O} gilt ohne weitere Voraussetzun-

gen

VIFE € 13(P) ,und  Eg (VISE -1) = —H*(Po,Fe) .

Beweis: 1) Stets gilt VLE'/¢ > 0. Als Dichtequotient stimmt L&'/¢ nach 3.1 fiir jedes P
und P dominierende Mafl v auf (€, A) und fiir beliebige Festlegungen xg¢/, x¢ von v-Dichten
(Pe + Per)—fast sicher iiberein mit f{—i’ Liye>01 +00 11y =0y Also ist die Aussage VLE/E e L2 (F)
trivial. Insbesondere sind alle Erwartungswerte in der untenstehenden Zeile (4) wohldefiniert.

2) Die elementare Gleichung /a — 1 = 3(a — 1) — 2(y/a — 1)? fiir a > 0 zeigt nun

(+) E (\/ﬁ_ 1) S (Lﬁ’/g - 1) - %Eg ((\/ﬁ— 1)2> .

1
2
Wie im Beweis von 3.10 liefert aber

E (1 - Lf//f) — P (Lf’/f - oo)

das Gewicht des Pe-singuléren Anteils von Per, und dessen Tréger stimmt (Pe + Pe)-fast sicher
iiberein mit {x¢ = 0}. Also steht auf der rechten Seite von (+)

1 1 2 1 2
SPee=0 g [ (v = g [ (A - v
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womit die Aussage bewiesen ist. O

4.8 Satz: Sei P = {P; : { € ©} L?-differenzierbar in £ = ¥ mit Ableitung Vy. Fiir jede Folge

(&m)m in © mit den Eigenschaften
Om = &m—Y — 0 | Uy = —— — u€ Sy

(mit Schreibweise Sy_; fiir die Einheitssphire in IR?Y) gilt fiir m — oo:

2
i) Ey <<\/L§m/l9 - 1) > U R
ii) H? (P, ,Py) ~ 62, ~u'Jyu.

Beweis: Seien v, xg,,, X9 wie in 4.2" b) gewéhlt. Fiir m — oo approximiert man wegen L?-

Differenzierbarkeit in 9 zunichst

v/ =/ 1
H durch 5 VX0 ul Vy in L2(v) .

Dabei gilt Vy € L?(Py). Da die Folge (&), den Punkt 9 aus der Richtung u anstrebt, kann
weiter in L?(v)

1 1
3 X9 u;Vg durch 5,/)(19 uTVg

ersetzt werden. Hieraus folgt insbesondere fiir m — oo

2
VX&m — VX0 1 2 1
<ﬁ> dv — Z Eﬁ <<’LLTV19) > = Z UTJ19 u

nach Definition der Fisher-Information in 4.6. Damit ist die Behauptung ii) des Satzes bewiesen.

2
— H?*(P;,,Py :/
5%1 (5 ) 0

Weiter gilt nach Voraussetzung in 4.2 ii)a)
P, (Lém/’g = oo) = 0(02))
und daher fiir m — oo auch
2
2H? (P, Py) = / (VXem = VX0) v + Py, (167 = o0)
{x9>0}
2
Ey <(\/L£m/ﬂ — 1) ) + 0(6%) .

Daraus folgt wegen ii) auch die Behauptung i) des Satzes. O
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Man beachte, dafl wegen Kompaktheit der Sphéire S; 1 zu jeder gegen ¢ konvergenten Folge
(&r)n C © Teilfolgen (&), und Richtungen u € Sy_; existieren, so dafl die Voraussetzungen

des Satzes nach Ubergang zu Teilfolgen erfiillt sind.

4.9 Bemerkungen: a) Der Kern der Aussage von Satz 4.8 ist: lokal an jeder Stelle ¢, an der
das Modell L2-differenzierbar ist, wird die Geometrie des statistischen Experimentes (im Sinne

des Hellinger-Abstandes) durch die Fisher-Information festgelegt.

b) Als Kovarianzmatrix ist die Fisher-Information Jy stets symmetrisch und nichtnegativ definit.
Besitzt Jy einen Eigenwert 0, so kann der Hellinger-Abstand Folgen von Parameterwerten (&),
die den Punkt ¢ aus Eigenrichtungen u zum Eigenwert 0 anstreben, nicht mit Rate |, — 9,
m — 00, von ¢ unterscheiden. An dieser Stelle wird klar, welche Bedeutung der Invertierbarkeit

der Fisher-Information zukommt.

c) Ist die Fisher-Information an der Stelle 9 strikt positiv definit, so stimmt die Geometrie des
statistischen Experiments (im Sinne des Hellinger-Abstandes) lokal in ¥ bis auf Multiplikation

mit geeigneten Konstanten mit dem gewthnlichen euklidischen Abstand auf © C IR? iiberein.

B. Le Cam’s Zweites Lemma fiir iid Beobachtungen

Le Cam (1969, 1990) hat gezeigt: L2-Differenzierbarkeit eines statistischen Modells an einer
Stelle ¥ impliziert, daf§ bei unabhéngiger Versuchswiederholung lokal in kleinen Umgebungen
von ¥ log-Likelihoodratios asymptotisch eine einfache Struktur aufweisen (wir werden in Kapitel
V sehen, dafl diese die Struktur eines ’schénen’ Normalverteilungsexperiments ist). Ergebnisse
dieses Typs nennt man oft ein ’zweites Le Cam’sches Lemma’. Auch in allgemeinerem statisti-
schen Kontext als den hier betrachteten iid Modellen kann man ’zweite Le Cam’sches Lemmata’
beweisen (ergodische Markovprozesse unter zeitkontinuierlicher oder zeitdiskreter Beobachtung,

Punktprozefimodelle, ...).

4.10 Voraussetzungen fiir Le Cam’s Zweites Lemma: a) Im Einzelexperiment
E=Q, A, P={P::£€0}), O0CR’ offen

bezeichnet L&'/¢ die Likelihoodratio von Per beziiglich Pe.
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b) Wird ein Punkt des Parameterraumes © mit 9 bezeichnet, so wird fiir ¢ vorausgesetzt:
P={P::£€0O}ist L?-differenzierbar in & = ¢ mit Ableitung V.

Die Fisher-Information an der Stelle ¢ im Einzelversuch ist Jy = Ey (Vﬁ VﬂT).

¢) Im Produktexperiment

E, = (Qn = ';219’ A, = 4(}%1./4, {Pg‘ = 6% Pg:{E@}) ;

=1

werden Likelihoodratio und log-Likelihoodratio von Pg beziiglich an mit Lg/ ¢ und Ag/ ¢ be-
zeichnet. Punkte in ,, werden als w = (w1, ..., wy,) geschrieben.
4.11 Le Cam’s Zweites Lemma: Mit Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 4.10 gilt

- 1

AN =y S (0) = S by do b+ o (1), = 00
fiir jede beschrinkte Folge (hy,), in IR? | wobei
1 n
S () (W1, ey i) = NG ; Vo(w;), w=(wi,.wn) € Dy

der mit ﬁ skalierte Score im Produktexperiment an der Stelle ¥ ist, und folglich gilt

L(Sn(0) | Py) — N(0,Jy)

(schwache Konvergenz in IR?, fiir n — 00), nach Definition der Fisher-Information in 4.6.

Der Beweis (in 4.15 unten) wird durch eine Serie von Hilfssétzen vorbereitet, stets unter den

Voraussetzungen 4.10.

4.12 Hilfssatz: Fiir jede beschrinkte Folge (hy,), in IR? und &, := 9 + h,//n gilt in &,
S (VEEF) 1) = 3 =S hVals) Sl ha + ea(o)
= J 2\/ﬁ e n J 8 n

wobei on, = o(pr)(1) fiir n — oo.

Beweis: 1) Vorbemerkung: nach 4.7 und 4.8 ist dies eine Zerlegung der Summe auf der lin-
ken Seite in ihren Erwartungswert (zweiter Term auf der rechten Seite) plus eine Summe aus

zentrierten L?-Variablen, auf die man den zentralen Grenzwertsatz anwenden will.
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2) L2-Differenzierbarkeit im Experiment £ an der Stelle 9 liefert fiir Restterme

1/1 \"
ro(n,h) = LD 1~ <_ h) v,

NG

1
|hl/v/n

direkt aus 4.2 ii)b) die im folgenden an mehreren Stellen benutzte Aussage

(o) sup Ey (ry(n, h)2) — 0 fiir n — oo, fiir beliebiges C' < oo .
|h|<C

3) Wir betrachten mit den eben definierten Resttermen die Differenz aus linker Seite und erstem
Term auf der rechten Seite in der Aussage des Hilfssatzes:

n

@) = X | Protmm)] @)

Jj=1

z 1/1 \'
(%) > [ LOSh/VI =1 — o (ﬁ h> Vo

Jj=1

fir h € IR?. Fiir beliebige Wahl einer Konstanten C' < oo zeigt dann (o)

sup n Vary <mm(n,h)> < C sup Ey (m(n,h)2) — 0
bl <C vn h<c

fiir n — oo. Also ist fiir jede beschrénkte Folge (hy,),, unter (Py'), die Folge von Zufallsvariablen

auf der linken Seite von (%)

En: L(ﬂ-ﬁ-hn/\/ﬁ)/ﬂ_l_l Lhn Tvﬁ
2 \Vn

J=1

(wj), n— o0

asymptotisch dquivalent zur Folge ihrer Erwartungswerte; wegen 4.7 und 4.444.5 weifl man

1/ 1 T
Ey |VLOH V0 1= = (=) Vi

N

und erhélt so eine Darstellung der Folge auf der linken Seite von (x) als

= 12 Py, Po)

(%) —n B2 (P, Po) + opp (1), n— o0
Mit 4.8 ii) schreibt man (%) &dquivalent um in die Form

LT
(% * %) . hy, Jg hyn + o(pg)(l), n — o0

(zum Nachweis der Aquivalenz wihlt man aus Teilfolgen von (h,//n), weitere Teilfolgen aus,
die den Voraussetzungen von Satz 4.8 geniigen, d.h. die sich dem Punkt 1 mit Rate ﬁ aus einer

festen Richtung u € S;y—1 anndhern). Mit () und (* * *) ist der Hilfssatz bewiesen. O
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4.13 Hilfssatz: Fiir jede beschriinkte Folge (hy,), in IR? und &, := 9 + h,/+/n gilt in &,

zn:(\/Lsnw(wj)—lf - thﬁh + 0n(w)

j=1

wobei on, = o(pr)(1) fiir n — oo.

Beweis: Dies ist im Kern ein starkes Gesetz der grofien Zahlen, siehe 4.8 1).

1) Mit auf ©,, definierten Resttermen

Qn7§n7§n7~' = O(Pg)(l) fiirn — oo

gilt nach Definition der Fisher-Information
liva ) = Ey(VoVy) + 5 = Jo + 0
n g Vy (w]) = 9 9 Vy + Qn(w) = 9 + Qn(w)
=1

und damit wegen Beschranktheit der Folge (hy,), auch

n

1 2
(+) 3 <% hIW(%)) = hydyhn + Ga(w), =00

j=1
(Beachte, dafl man aus jeder Teilfolge von (hy,), eine konvergente Teilfolge auswéhlen kann.)
2) Schreibt man im Einzelexperiment £ mit den Notationen aus dem Beweis von 4.12

(++) VL& (wy) =1 =

Som M Vale) + %m(n,hn)(%)

und berticksichtigt man (¢) aus dem Beweis von 4.12

sup Ey (r,g(n, h)2) — 0 firn— oo,
|p|<C

so fithrt Quadrieren jeder Seite von (++) und Summation iiber 1 < j < n mit Cauchy-Schwartz,

(+) und (¢) zu

n 2 n 1 - 2
> (\/Lﬁn/ﬂ(wj) - 1) > (m Bl Vﬁ(wj)> + oon(w), n—oo.
7j=1 7=1
Zusammen mit Schritt 1) ist der Hilfssatz bewiesen. O

4.14 Hilfssatz: Fiir jede beschrinkte Folge (hy,), in IR? und &, := 9 + h,//n gilt in &,

A (W) = 22( Lén/? (w;) _1) - i(\/Lsn/ﬂ(wj)—Qz + on(w)

J=1



L~ -dlrerenzierbare viodelle
wobei o, = o(pn)(1) fiir n — ooc.
Beweis: 1) Mit einer elementaren logarithmischen Entwicklung
L o 2

log(1 + 2) =z- 5% +o(2%), z—0

sollte man fiir n — oo bis auf vernachléssigbare Restterme haben
n
AP () & Zlog Lé"/ﬁ(wj)
j=1

- 22 (14 (VL9 1) (@)

%

23 (VIR 1) (@) - 3 (VI - 1) (o)
j=1

j=1
wobei die Asymptotik des ersten und des zweiten Terms auf der rechten Seite nach 4.12 und 4.13
bereits bekannt ist. Man muf} aber die beiden Approximationen in der obigen Kette rechtfertigen.

2) Wir prézisieren das erste '~’ in Schritt 1) zu

A/ () = Zlog Lgn/ﬁ(wj) fir Py-fast alle w = (w1,...,wpn) € Q, :
j=1

wiéhle zu P, ,n > 1, Py ein dominierendes Mafl v und Dichten x¢,,n > 1, xy. Im Produktex-

periment ist A, := {w € Q,, : xy(w;) > 0 fiir alle 1 < j < n} € A, eine Menge von vollem Maf}

/Y

unter Py. In &, stimmt L5 als Dichtequotient aber (Pg; + Pj)fast sicher iiberein mit

n
Xen (wj)
w — 1y (w + 00 1g¢c(w) .
@ IS (@)
Weiter stimmen A%”/ﬁ(w) = log(Lﬁ”/ﬂ(w)) und Y0, log L&/?(w;) auf A, als [—o00, +00)-
wertige Zufallsvariable {iberein. Damit ist die erste Approximation in 1) gesichert.

3) Wir betrachten die zweite Approximation in 1) und setzen

1
Q(Z) = IOg(l + Z) —z+ 522 y ZE (_1700) :

Mit Kurzschreibweise
Znj(w) = (\/Lﬁn/ﬂ _ 1) (W), w=(W,.,wn) €y
—1) (w1)

)

Zn(w1) = ( Lén/9 wi; €0



napiter 1v

werden wir zeigen, dafl in der Folge der Produktexperimente (&), gilt:

n

(+) Z o(Z,;) = O(pg)(l) , N —00.

j=1
Zum Beweis von (+4) unterscheidet man zwischen ’kleinen’ und ’grofien’ Werten der Z,, ;. Wegen

0(z) = o(2?) fiir z — 0 gibt es zu beliebig kleinem & > 0 ein § = §(¢) > 0 so daf
lo(2)] < €2® auf{|z| <d}.

Mit Hilfssatz 4.13 sieht man, dafl Beitrdge zu (+) der Bauart

n

Y 0(Zui) Yz, 1<)

j=1

im Vergleich zu

izﬁo’ " ( L& /9 (w;) —1) = hnjﬁh + on(w)
— =

durch geeignete Wahl von € und ¢ im Limes fiir n — oo unter jede noch so kleine Schranke

gedriickt werden konnen. Es bleiben also nur Beitréige zu (4) der Art

n n

Z 0(Zn,j)iz, ;>6) Z 0(Zn,j)iz, ;<8

j=1 J=1
zu betrachten, fiir beliebig kleine Werte von § > 0. Wir betrachten zuerst den Fall positiver

betragsméfBig 'groBer’ Werte der Z,, ;. Assoziiert man zu jedem § > 0 ein v = y(6) > 0 durch
v = inf{o(z) : 2>} > 0,

so gilt nach Definition
n
Z 0(Znj) Yz, 56y > v <=  Zp; > 6 fiir mindestens ein j =1,...,n
j=1

Wir betrachten die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses unter Py
Py ( Zy,j > 6 fir mindestens ein j =1,....,n ) < n Py(Z,>0)
1) )
Py Zn>94, hy Vg < = P ha Vi
o[ i< 2) + (Gt )
)
n [Pﬁ <‘\/L€n/19 - 5(gn — )TV > 5) Py ( nvﬁ‘ > wa)] .

Nun hat man wegen Beschrénktheit der Folge (h,), ganz elementar

IN

IN

d
(h)Vg)? < Z|hm||VmV19,g||h Jl < Z|hm| (Vi + Vi) gl < K2 Vi,



L/ -dlirerenzierbare lvioaelle
mit einer geeigneten positiven Konstante &, und erhilt wegen Vi € L?(Py) fiir n — oo

Zvﬂz

Nun bleibt noch zu zeigen, daf fiir beschréinkte Folgen (h,,), auch
5 1 T 0
n Py ( |V L&/0 —1— §(£n —9) Vy| > B

fiir n — oo verschwindet. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von 4.12 schreibt sich der

TLP,g(

‘>5\/ﬁ) < (K/6)? (

{(Zivg]>n (6/K>2}> — 0.

Term zwischen Betragsstrichen als

fiir geeignete Wahl von C, wobei Markov-Ungleichung und (¢) aus dem Beweis von 4.12 liefern
§ 20\ )
nPy| |ro(n,hn)] > Vn=——s ] < (=) sup Ey(rs(n,h)?) — 0
2C 0 ) |n<c
fiir n — oo. Damit ist fiir Paare (v, ) wie oben mit beliebig kleinen Eintrégen gezeigt worden

n

P’lg ZQ(ZHJ) 1{Zn,j>5} > Y — O } n — oo.
7=1

Ganz analog behandelt man negative betragsméflig ‘grofie’ Werte der Z,, ; und erhalt

n

Py ZQ(Zn,j) Lz, ,<—5y > — 0, n—oo.
j=1

Nun ist (+) bewiesen und damit die zweite Approximation in Schritt 1) gerechfertigt. O

4.15 Beweis des Zweiten Le Cam’schen Lemmas 4.11: Kombiniert man die Aussagen

der Hilfsséitze 4.14, 4.12 und 4.13, ergibt sich sofort die Aussage von Satz 4.11. O



