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A. Score, Information, zwei Informationsschranken

In diesem Kapitel behandeln wir den Begriff der ’Information’ in einem statistischen Modell in
seiner klassischen Fassung. 'Information’ erlaubt, Schranken fiir die Giite von Schétzern zu for-
mulieren. Insbesondere — dies wird in diesem Kapitel aber nur heuristisch andiskutiert — besteht
ein enger Zusammenhang zwischen Limesvarianzen fiir Maximum-Likelihood Schétzer und der

Information’ im statistischen Modell.

1.1 Definition: a) Ein statistisches Modell (oder Ezperiment) ist ein Tripel
(2, A, P)

wobei P eine festgelegte Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf einem meflbaren Raum
(Q, A) bezeichnet. Ein statistisches Modell heifit parametrisch, falls die Familie P bijektiv durch

einen endlichdimensionalen Parameter beschrieben werden kann:
P ={P:9€0}, ©CR?,
und dominiert, wenn es ein o-endliches Mafl v auf (€2, .4) gibt so dafl
P << p fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P € P.

b) Eine mefibare Abbildung von (£2,.4) in einen meBbaren Raum (G, G) nennt man eine Statistik
auf (2, A, P). Eine Statistik 7' mit Werten in (IR¥, B(IR¥)) heifit q-fach integrierbar (fiir ¢ > 1
fest) falls

T € LI(P) fir jedes P € P.

c) Sei (2, A,{Py : 9 € ©}) ein parametrisches Experiment, © C IRY. Ein Schitzer fir den
unbekannten Parameter ist eine Statistik T mit Werten in (IR?, B(IR?)). T heifit erwartungstreu

falls
TecL'(P) und Ey(T) = ¢ fiir jedes ¥ € O.

d) Sei (92, A, P) ein beliebiges Experiment, sei v : P — IR* eine Abbildung. Ein Schitzer fiir
ist eine Statistik 7' mit Werten in (IR*, B(IRF)); T heiBt erwartungtreu fiir v falls

TcL'(P) und Ep(T) = ~(P) fiir jedes P€ P .
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1.2 Definition: (Score und Information, klassische Definition) Betrachte ein Experiment
E = (Q,A{Py:9€0}), ©OcC R offen

mit dominierendem Maf p und mit Dichten

d Py

W((,u) = f(hw) = fylw), V€O, weN.

Fiir jedes feste w € Q sei f(-,w) stetig und partiell differenzierbar auf ©. Die partiellen Ablei-

tungen, punktweiser Limes mef3barer Funktionen w fir h — 0, sind dann mef3bar.

a) Schreibe V fiir den Vektor der partiellen Ableitungen nach ¥ und definiere

%logf
My = (Vlog f)(¥,w) = 15,503(w) (Nw), V€O, we.

79~ log f

Dies ist eine wohldefinierte Zufallsvariable auf (£2,.4) mit Werten in (IR?, B(IR?)).

Setze weiter voraus

(%) fiir jedes ¥ € © gilt My € L?(Py) und Ey(My) = 0.

Sind alle diese Bedingungen erfiillt, so heifit My Score in 1¥; die Kovarianzmatrix unter Py
Iy = Covg(My) = Ey (M,gM,gT )

heifit Fisher-Information in ¢; £ nennt man ein Ezperiment mit Score und Fisher-Information.

b) Allgemeiner erlaubt man Abénderungen der in a) definierten My auf Py-Nullmengen, und
nennt jede Familie mebarer Abbildungen {Mg ;9 € O} von (2, A) nach (IR, B(IR?)) mit der
Eigenschaft

fiir jedes ¥ in © gilt ng = My Py—fast sicher

eine Festlegung des Score im Modell {Py : ¢ € ©}.

1.2’ Bemerkungen: a) Score und Information hingen wesentlich ab von der fiir ein statisti-
sches Modell P gewéhlten Parametrisierung P = {Py : ¢ € O}.

b) Score und Information sind unabhéngig von der Wahl des dominierenden Mafes:
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sind g1 und po verschiedene Wahlen eines die Familie {Py : ¢ € ©} dominierenden Mafles, so
dominiert auch p; + po diese Familie, und

dPﬂ d,u1 N dPﬁ dPﬁ dug

dpy d(ps +p2)  d(u +pe)  dps d(pn +opo)

Dabei héngt der zweite Faktor auf der rechten und auf der linken Seite nicht von ¥ ab, tritt also

im Score (Vlog f)(9,-) nicht mehr in Erscheinung.

1.3 Beispiel: (d = 1) Fixiere ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl F' auf (IR, B(IR)), wihle
eine Funktion h : (IR, B(IR)) — (IR, B(IR)) mit den Eigenschaften

(o) /hdF:O, 0</h2dF<oo.
a) Sei zuerst h beschrankt und sup,cpr |h(x)] < M < oo. Dann erfiillt die durch
(%) (R, B(R), {Fy : || < M'}) mit Fy(dw) = (1+ 9h(w)) F(dw)

definierte einparametrige Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien alle in 1.2 gemachten Voraus-
setzungen. Die Familie ist dominiert durch p := F', mit strikt positiven Dichten

dFy

fWw) = d—F(w) = 14+dh(w), 9€O,welR

insbesondere sind alle Wahrscheinlichkeitsmafle Fy, < M~ dquivalent). An jeder Stelle
insb d ind alle Wahrscheinlichkei Be Fy, |V M1 ival An jeder Stell

¥ € O sind Score My und Information Iy gegeben durch

My(w) = <1+h19h> @), Iy = /<1+hz9h>2dE9 - /1f2§hdF'

Man nennt die Familie (%) einen einparametrigen Pfad durch den Punkt P in Richtung h,

aufgefafit als Submodell im nichtparametrischen Modell F aller auf (IR, B(IR)) existierenden
Wahrscheinlichkeitsmafle. Insbesondere gilt an der Stelle 14 = 0

My = h, Iy = /h2dF.

b) Allgemein kann man zu jeder Richtung h : (IR, B(IR)) — (IR,B(IR)) mit den Eigenschaften
(¢) einen einparametrigen Pfad durch den Punkt P in Richtung h festlegen:

Ist h unbeschrénkt, so verallgemeinert man die Konstruktion aus a) folgendermaflen. Man wéhlt
eine Trunkationsfunktion ¢ € C}(IR) (Klasse der auf IR stetig differenzierbaren Funktionen mit

kompaktem Tréger) mit den Eigenschaften

1 1
Y(z) =2 falls|z| < 3> max || < 3
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und definiert eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaf3en durch

(xx) (R, B(R),{Fy: |9 <1}) mit Fy(dw):= <1 + [Y(Ih(w)) — /1/1(19h)dF]> F(dw) .

(Falls insbesondere wie in a) h eine beschrénkte Funktion ist, stimmen auf einer hinreichend
kleinen Umgebung von ¢ = 0 die Pfade () und (*) tiberein.) Wir zeigen, dafl das Modell (xx)

alle Voraussetzungen aus 1.2 erfiillt. Wegen max [¢)'| < co zeigt dominierte Konvergenz

%/1/}(19}1) dF = /hz//(z?h) dF

folglich sind mit strikt positiven Dichten f(d¥,w) =1+ [w(ﬂh — [ ¥(9h)dF] die Scores
/d ( Yo (Oh(w fmp (9h) dF
wotw) = (G e s) ) = TG = TG Oh)dF]

Zufallsvariable in L?(Fy) mit E(My) = 0 fiir alle |[J| < 1, wegen

/ T )z?ap((ﬁﬁhh ffhfgz}%f Fy(dw) = / [h(w)¢’(ﬁh(w))— / he/ (Vh) dF] F(dw) =

Dabei erhélt man an der Stelle ¢ = 0 wieder wie im Modell aus a)
My = h, Iy = /hzdF,

also ist auch (xx) als Teilfamilie von F ein einparametriger Pfad durch P in Richtung h. O

1.4 Beispiel: (Lokationsmodell) Sei F' ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (IR, B(IR)) mit Dichte

f beziiglich des Lebesguemafles M. Es gelte

f ist differenzierbar auf IR mit Ableitung f’

f ist strikt positiv auf (a,b), und = 0 sonst

fiir ein offenes Intervall (a,b) in IR (mit —oo < a, b < +00). Weiter sei

J ()<

Fiir das von F' erzeugte Lokationsmodell
(R, B(R), {Fy:9 € R}) mit dFy := f(-—9)dN\

gelten dann alle in 1.2 gemachten Voraussetzungen. Das Modell ist dominiert durch . Fiirv € ©
ist die Verteilung Fy konzentriert auf das Intervall (a + ¢,b + ), und Score und Information
sind gegeben durch

f/

Mof) = Larasa@) (%) w-0). ve0 wem
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sowie
b fl 2
Iy = By (Mj) :/ <7> dF, 9€0 :

insbesondere hiangt im Lokationsmodell die Information nicht vom Parameter ab. |

1.5 Hilfssatz: (Produktmodelle) Betrachte ein Experiment
E = (U A {Py:9€0}), ©Oc R offen

mit Score {My : ¥ € ©} und Fisher-Information {Iy : ¥ € ©} wie in 1.2. Dann gilt:
a) Alle Produktmodelle

En = <)n(Q, G%IA, {P,y = G%IP«&ZQ9€@}> ;o o n>1
i=1 = i=

erfiillen ebenfalls die in 1.2 gemachten Voraussetzungen:

in &, sind Score {M,, y : ¥ € O} und Information {I,, » : ¥ € ©} gegeben durch
Mpg(wi,.. . wn) = > My(w;) fiir P p-fast alle (w,...,wn) € X Q, €O
i=1

Inﬂg:n'fﬂ, v eOBO.

b) Man kann auch ausgehen vom unendlichen Produktexperiment
Ex = <§_(O1 Q, EQ?IA, {Qy = S_élpﬁ 1€ @}>

mit Koordinatenprojektionen X; : (wy,ws,...) — w;, i € IN; n-fache Versuchswiederholung ist

dann das Experiment

g, = < X Q, Foi=0(X1,. ... Xn), {Pay = QulFn 0 € @})
=1

wobei Qy|F;, die Restriktion von Qg auf die Sub-o-Algebra F,, = o(Xy,...,X,) von %3
i=1

bezeichnet. Fiir jedes feste n < oo schreiben sich Score und Information auf &, als

My g(wi,wn,..) = S Myl(w;) fiir Pyy-fast alle  (wi,wz,...) € 40)219, 9e0
=1

1=

Inﬂg:n'fﬂ, YeO.

Beweis: 1) Sei p ein dominierendes Maf fiir das Experiment &, seien fy = % Festlegungen

der Dichten, die den Voraussetzungen aus 1.2 geniigen. Das Produktexperiment &, wird dann
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. . n . .
dominiert durch u, := ® u, mit Dichten
i=1

AP, “r dPy
frp(wi, ... wn) = m(u}l,-.wwn) = EW(%) = Hfz?(wi)-

Betrachte das Rechteck

Apy = {(wi1,...,wn)  foo(wi,...,wp) >0} = XA{w;: fy(wi) >0}

)

in é A. Mit den Konventionen aus 1.2 a) erhilt man auf dem Produktraum ()Yé Q, (% A)

=1 7

My g((@i,--swn)) = 1a,, (w1, wn)) Y My(wi) -
=1

Wegen P, y (A p) =1 stimmen auf ( X €, ® A) die meibaren Abbildungen
=1 =1

(Wi, wn) = Mypg((@i,-wn) s (@10 wn) — Y My(w;)
=1

P, y-fast sicher iiberein, und werden wie in 1.2 b) unter P, y identifiziert.

2) Unter P,y sind die Ergebnisse wy,...,w, der Einzelversuche unabhéngig, daher sind
(wl,...,wn)HMg(wl), 1§l§d

ii.d. auf ( )ré Q, G% A). Also gilt fiir die Komponenten M, y; = 14, ..} (% log fmg) von M, 9
i=1 i=1 ’ i

und fiir die entsprechend bezeichneten Komponenten von My

Ep, o (My; Myyj) = / (Z Mﬂn’(ﬁdl)) (Z Mﬂ,j(bt’k)) Py y(dwy, . .., dwy)
=1 k=1
= n-/Mw(wl)M197j(w1)Pn,,9(dw1,...,dwn) = n-(Lg)m» s i,j = 1,...,d

wegen Unabhingigkeit der Einzelbeobachtungen, und wegen (*) in 1.2. Damit ist a) bewiesen.
3) Aussage b) erhilt man analog, da auf dem unendlichen Produktraum < o)<() Q, % .A> die
i=1 =1
Dichte von Qg beziiglich des unendlichen Produktmafles 85 u# in Einschrankung auf eine Sub-
i=1

o-Algebra F,, fir endliches n durch (wi,ws,...) — [[i fo(w;) gegeben ist. O

Die Fisher-Information spielt eine wichtige Rolle in verschiedenen Schranken fiir die Giite von

Schétzern. Die bekannteste Schranke ist die folgende.
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1.6 Satz: (Cramér-Rao-Schranke, um 1940) Sei £ = (Q, A, {Py : ¥ € ©}), © € IR? offen, ein
Experiment mit Score {My : ¥ € O} und Fisher-Information {Iy : ¥ € ©} wie in 1.2. Die zu

schitzende Kenngrofe v : © — IR sei partiell differenzierbar, und
Y (@A) — (RY, B(RY))

sei ein quadratintegrierbarer erwartungstreuer Schétzer fiir .

a) An jeder Stelle ¥ € O, an der die Bedingungen

(+) die Informationsmatrix Iy ist invertierbar
0 0
20071 - Bo N
(++) (ﬂ)zE,g(YMJ)
0 0

erfiillt sind, gilt fiir den Schétzfehler von Y die Schranke
Covg(Y) > Vy It V)l

wobei Vy die in der Vertauschungsbedingung (++) betrachtete Jacobi-Matrix von « bezeichnet.
b) Schopft ein Schiitzer Y die Schranke aus a) an einer Stelle ¢ € © aus, d.h. gilt

Covg(Y) = VyIs'vy
fiir ein ¥ € O, so besitzt der Schétzfehler von Y unter 9 die Darstellung
Y—~v0) = Wy Iﬁ_1 My Py—fast sicher .

c) Spezialfall v = id unter (+) und (++): ein quadratintegrierbarer erwartungstreuer Schétzer

Y fiir den unbekannten Parameter, welcher (4+) erfiillt, erlaubt unter ¥ eine Darstellung
Y -9 = I;'My + orthogonale Terme in L%(P)
der Schétzfehler, und damit gilt die Schranke

Covyg(Y) > I;'.

Beweis: Fixiere einen Punkt ¢ € © mit (+) und (++). Nach Definition des Score in 1.2 gilt
My € L*(Py) und Ey(My) = 0, und Iy ist als Kovarianzmatrix symmetrisch und nichtnegativ

definit. Betrachte Y € L?(Py) mit Ey(Y) = (9.
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1) Definiere Vy durch die rechte Seite von (++), i.e. Vy := Ey (Y MﬂT), und betrachte die

IRF-wertige Zufallsvariable
W o= (Y- Eyp(Y)) = VyI;' My .
Dann gilt W € L?(Py), Ey(W) = 0, und man berechnet die Kovarianzmatrix von W unter Py:

Covg(W) = Ey(W WT)
= Covg(Y) — Ey ((Y—fy(ﬁ))MgT 119_1 VJ))

— By (Vo Iy My (Y =1(0)T ) + By (Vo Iy My MJ 17 V)

Wegen Ey(My) = 0 reduziert sich der zweite Summand auf der rechten Seite dieser Gleichung
zu —Vy Iy ! VﬂT, der dritte liefert dasselbe, der vierte ergibt +Vy Iy ! VﬂT nach Definition der

Information. Daher gilt
0 < Covy(W) = Covyg(Y) — VyI; V'

im Sinne der Halbordnung auf symmetrischen und nichtnegativ definiten Matrizen, und damit
die Behauptung a). Ein Gleichheitszeichen in der letzten Ungleichung erzwingt W = Ey(W) =0
Py-fast sicher, woraus fiir Y unter Py die in b) genannte Darstellung folgt.

2) Das in 1) gegebene Argument zeigt ebenfalls
W L VyI;'My in L*(Py)
und impliziert damit nach Definition von W eine Darstellung des Schétzfehlers unter ¥ als
Y —~y() = VyI;' My + orthogonale Terme in L2(Py) .

Beachte, daf bis jetzt nur (+), nicht aber (++) benutzt wurde.

2) Im Spezialfall £ = d und v = id kommt nun erstmalig die Voraussetzung (++) wirklich ins
Spiel: unter (++) ist Vy die Identitédtsmatrix I, und damit folgt c) aus 1) und 2).

3) Im allgemeinen Fall wie in Beweisschritt 1) erlaubt die Voraussetzung (++) eine anschauli-
che Interpretation der erzielten Schranke Vy Iy ! VﬂT, in Termen der Fisher-Information und der

Jacobi-Matrix der zu schitzenden Kenngrofe. O

1.7 Bemerkung: In natiirlich parametrisierten d-parametrigen Exponentialfamilien mit of-

fenem Parameterraum ist die Vertauschungsbedingung (++) erfiillt, siche Barra (1981, Kap.
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X und Lemma 1 in Kap. XI.1) oder Witting (1985, S. 153), und der Score in ¥ ist durch die
beziiglich 9 zentrierte kanonische Statistik der Exponentialfamilie gegeben. Siehe auch Barndorff-
Nielsen (1988, Kap. 2.4). Ein heuristisches Argument fiir (++) lautet so: im Experiment £ sollte
die Funktion

9 — () = Ey(Y) = / u(dw) F(9,w) Y (w)

unter dem Integralzeichen differenziert werden diirfen, mit partiellen Ableitungen der Gestalt

5B = [ nldo) 55 0.) ¥iw
= [ B g @) Vi) = B (00 M7),5)

Auf die Vertauschungsbedingung (++) werden wir noch in 1.10 und 1.12 ausfiihrlich eingehen.

1.7 Bemerkung: a) Die Kovarianzmatrix Covyg(Y) = Ey (Y —~v(9))(Y —~(9))")) be-
schreibt die Streuung von Y um v(99) in IR, unter wahrem 4, und liefert damit ein Ma8 fiir
den Schiitzfehler eines erwartungstreuen und quadratintegrierbaren Schétzers fiir v an der Stelle
9. Die Inverse der Fisher-Information Iy ! beschreibt nach 1.6 ¢) eine minimale Streuung bzw.
eine optimale Konzentration der Verteilung eines erwartungstreuen und quadratintegrierbaren
Schatzers fiir den unbekannten Parameter an der Stelle 9. Dabei handelt es sich allerdings um ei-
ne Schranke, die nur in wenigen klassischen Modellen eine erreichbare Schranke ist, siche Georgii
(2002, S. 198), oder Witting (1985, S. 312-317).

b) Nur in wenigen klassischen Schiitzproblemen ist die Eigenschaft eines Schitzers relevant, er-
wartungstreu fiir den unbekannten Parameter zu sein. In vielen statistischen Problemen hat man
keinen Schétzer mit dieser Eigenschaft zur Hand. Dariiberhinaus zeigt ein berithmtes Beispiel

von Stein (Ibragimov und Has’minskii 1981, S. 26), daf} sogar in Normalverteilungsmodellen
O mk X k J k
(X R*, ® BR"), {® NW,I},):9€0}), 0:=R", k>3
j ‘ i=1

nicht-erwartungtreue Schiitzer existieren, welche weniger breit um den wahren Parameterwert
9 streuen als der in diesem Modell beste erwartungstreue quadratintegrierbare Schéitzer (der

empirische Mittelwert).

In der folgenden Ungleichung dagegen diirfen beliebige Schitzer betrachtet werden. Wir geben sie
in Dimension d = 1 (multivariate Verallgemeinerungen existieren, siehe Gill und Levit (1995))

und fiir strikt positive Dichten. Man liest die unten erzielte Schranke als ein integriertes Risiko,
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oder man geht aus von einem 'Bayes-Ansatz’, indem man den wahren der Beobachtung zugrun-
deliegenden Parameter als eine Grofie auffafit, die von einem Wahrscheinlichkeitsmafi auf dem

Parameterraum ausgewtiirfelt wird.

1.8 Satz: (van Trees Ungleichung, um 1968, Beweis nach Gill und Levit (1995)) Betrachte
ein Experiment € := (2, 4,{Py : ¥ € ©}) mit Score {My : ¥ € O} und Fisher-Information
{Iy : ¥ € O} wie in 1.2, mit strikt positiven Dichten fy = % beziiglich des dominierenden Mafes
1. Sei © ein offenes Intervall in IR; die zu schétzende Kenngrofle v : © — IR sei differenzierbar.

Lege eine Lebesgue-dominierte a priori Verteilung m auf ein Teilintervall (a,b) von © so dafl

i) g—g =: g ist differenzierbar auf IR, strikt positiv auf (a,b), und = 0 auBerhalb

g\
ii) / <—> dr =: J < o0
(a,b) \ 9

gelten (J ist die Fisher-Information in dem von 7 auf (IR, B(IR)) erzeugten Lokationsmodell,
vgl. 1.4). Ist einer der Punkte a oder b zugleich Randpunkt von O, so sei v: © — IR an dieser
Stelle stetig fortsetzbar durch einen Grenzwert in IR.

Dann gilt fiir jeden im Experiment & moglichen Schétzer T fiir v die Abschiatzung

2
o (Siapy ' @) wlat))
[, BT =) =tan) > T

Beweis: 1) Wir zeigen zuerst, dafl die in 1.2 gemachten Annahmen die Produktmefibarkeit
(%) Ox0Q 3 (Ww) — f(Yw) € (0,00) ist B(O)® .A- meBbar
der Dichten implizieren: nach 1.2 gilt
Vioeo: f(0,): (A — (R,B(IR)) ist mebar
VweQ: f(,w):0©— IR ist stetig

wobei © offen in IR. Folglich hat man Messbarkeit in (J,w) aller Abbildungen

J
k(Y w) = § : 1]#,%]06(19) f(Q—kaW), kE>1
JEZ ,j27%€O

und damit Mefbarkeit in (¢,w) des punktweisen Limes f = limy_, o @k -
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2) Unter Produktmefibarkeit der Dichten geméafl Schritt 1) wird
0.4) — PoA) = [ L@ @wnld) . dc0, €A

zu einer Ubergangswahrscheinlichkeit von (©,B(6)) nach (£, A).
3) Sei T': (2, A) — (IR, B(IR)) als Schitzer fiir v quadratintegrierbar mit

/(b) Ey (T = 1(9))%) n(df) < oo

(sonst wire nichts zu zeigen). Auch reicht es fiir den Beweis, nur die Einschrinkung des Para-
meterraums © auf seine Teilmenge (a,b) zu betrachten. Wir identifizieren also © mit (a,b) —

damit ist auch g strikt positiv auf © — und arbeiten auf dem Produktraum
(ﬁ, ./_4) = (OxQ,B(0)®.A)
versehen mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf3
P(dV,dw) = w(d9) Py(dw) := (A@u)(dd, dw) g(9)f(J,w), Y€O,we.
4) Bezeichne ' die Ableitung nach dem Parameter. Fiir festes w €  gilt

) L@ (.20 = F.)90) =~ Flalgla) = 0

mit g(a) = 0 = g(b) nach Voraussetzung. Auch vy(a),y(b) € IR sind nach Voraussetzung wohlde-

finiert, und partielle Integration zeigt wegen (+)

(++) / 49~4(0) (F(0,w)g(0)) = — /@ 49~ (0) (£(0,)g(9))

bei festem w € Q. Aus (4) und (++) erhélt man die Gleichung
/ (W@p)(dd, dw) (f(9,w)g(0))" (T(w) = 7(9))
= 0+ [ waw) [ a95/0) 10,0 9(9)

_ / w(d9)+/ (9) .
(C]

Die linke Seite dieser Gleichungskette kann man aber umschreiben in
/@ Q(%N?iw)(d”é‘,dw) (f(0,w)9(9))" (T(w) —7(3))
X

" S

i'w,m) (T(w) — (9))

= P(d, dw) <3(§)+ 7

OxN
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hier wurde die Positivitdt der Dichten benutzt. Im letzten Integranden sind die durch run-
de Klammern bezeichneten Faktoren in L?(P): der zweite Faktor ist Schitzfehler eines nach
Voraussetzung quadratintegrierbaren Schétzers; der erste Faktor ist vom Typ Score. Im ersten

Faktor sind die logarithmischen Ableitungen orthogonal in L2( ):

(+++) /@XQ (dz?d)g()];(ﬁW)Z/ /Qpﬂ 19”):0-

Zusammen erhilt man wegen (4+++) nun mit Cauchy—Schwartz:

(] w(dﬂ)v’w))Q — ([ Plands) (Lo)+ L) <T<w>—vw>>)2

< [ Paray (Loy+ Lo w>)2 | Plana) (0w) - 0)?

_ <J+ @n(dﬁ)m) - /@ﬂ(dﬁ)Ev (T = ~(9))?)

und damit die Behauptung. O

B. Schitzfolgen und Asymptotik der Informationsschranken

1.9 Definition: Betrachte eine Folge von Experimenten
En = (U, Ap, {Pry:0€0}), n>1

wobei alle &, durch dieselbe Menge © C IR? parametrisiert sind. Sei vy : © — IR* eine Abbildung.
Eine Schitzfolge fiir v ist eine Folge (Y;,), meBbarer Abbildungen

Y, : (Qn, A,) — (RF,B(R¥)), n>1.
a) Eine Schitzfolge (Yy,), heifit konsistent fir ~ falls gilt
fir jedes ¥ € ©, jedes e > 0:  lim P,y (|Y, —7(0¥)| >¢) = 0

((Pp,9)n-stochastische Konvergenz der Folge (Y},),, gegen (¥), fiir jedes ¥ € O).
b) Eine Schéitzfolge (Y},), heiit (p,)n,-konsistent fiir v falls gilt

fiir jedes ¥ € © ist die Familie £ (,(9)(Yn, —(9)) | Pow) , n>1, straff in IRF .

Hierbei bezeichnet (¢ ), eine (im allgemeinen parameterabhéngige) Schar von normierenden
Folgen, entweder in (0,00) mit der Eigenschaft ¢, (?¥) T oo fiir n — oo, fiir jedes ¥ € ©, oder

allgemeiner im Raum der invertierbaren kxk-Matrizen mit |det ¢, (¢)| T oo fiir n — oc.
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c¢) Eine (¢, ),-konsistente Schitzfolge (Y,), fiir v heifit asymptotisch normal falls gilt
fir jedes 9 € ©: L (0p(9) Yy, — () | Pow) — N(0,X(9) , n— o0

(schwache Konvergenz in IR¥), mit geeigneten Normalverteilungen N (0,3 (d)), 9 € ©.

Fiir den Rest des Teilkapitels konzentrieren wir uns auf unabhéngige Versuchswiederholung. Sei
E = (Q A {Py:9€0}), ©OcR?offen

ein Experiment mit Score {My : ¥ € ©} und Fisher-Information {Iy : ¥ € ©} wie in 1.2; fiir

n > 1 betrachten wir Produktmodelle
(©)  En = (U, Ap, {Poy 9 €O}) = <.>’"&19, ,%1 A, Py = é Py e @}>

mit Score M,y in ¥ € © und Information I,, y = nly wie in 1.5 a). Zunéchst sei die beliebte

Aussage 'die Cramér-Rao-Schranke ist asymptotisch scharf’ kommentiert.

1.10 Bemerkung: (Asymptotische Cramér-Rao-Schranke) Betrachte (&,), wie in (¢). Sei Iy
invertierbar fiir alle ¥ € ©. Sei (7},),, eine Folge von erwartungstreuen und quadratintegrierbaren

Schitzern fiir den unbekannten Parameter, /n-konsistent und asymptotisch normal

(o) fir jedes ¥ € © 1 L (V/n(Ty, — V) | Poy) — N (0,%(9))

(schwache Konvergenz in IR?, fiir n — oc). Die Cramér-Rao-Schranke in &, besagt
By (VT = VAT, = 9)]T) = nCovy(Ty) = nlh = I;".

Dies wird man dahingehend interpretieren, dafi die 'bestmogliche’ Limesvarianz in (o) eben
genau durch ¥(9) = I;' gegeben ist, ¥ € ©. Da man die Grenzverteilung X(9) = I, !, 9 € O,
tatséchlich in vielen Modellen durch geeignete Wahl einer Schétzfolge (7},), erreichen kann, wird
man die Cramér-Rao-Schranke als 'asymptotisch scharf’ bezeichnen.

Im Grunde ist dieses Argument ein einziger wohlversteckter Zirkelschluf}: wir erldutern dies im
einfachsten Fall d = 1. Fixiere ¢ € ©. Cramér-Rao braucht als Voraussetzung die Vertauschungs-

bedingung (++) aus 1.6, hier fiir v = id, und natiirlich () aus 1.2, also

Ey(M,9)=0, Ey(TnMpy)=1, n>1,
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und damit insbesondere
(*) Eﬁ([Tn—ﬁ] Mnﬂg) =1 N 1.

Damit stellt die Vertauschungsbedingung (++) aus 1.6 einen duflerst engen Zusammenhang
unter jedem U zwischen der Folge der Scores (My, ), und denjenigen Schdtzfolgen (1)) her,
auf die Cramér-Rao tiberhaupt angewandt werden darf:

zerlegt man den Schitzfehler von Tj,, indem man den Raum L?(£,, A,, P, ) in den von M, »
erzeugten eindimensionalen Unterraum U, y und dessen orthogonales Komplement Unfﬂ aufspal-

tet, erhélt man eine Darstellung
[T, -] = a-Myy + R(n,¥), a€lR, R(n9)eU,,.

Die Vertauschungsbedingung (++) von Cramér-Rao — hier in Form (x), wobei gleichzeitig
Ey(M 2’19) = I, gilt — erzwingt in dieser Darstellung o = I 119. Damit kann man mit Cramér-

n

Rao nur Schitzfolgen (T3,), betrachten, die unter ¥ € © geméis
(00) T, —19 = I;b M, 9 + orthogonale Terme in L2(Q, A, P,y), n>1

darstellbar sind: fiir diese aber ist die Aussage von Cramér-Rao trivial. In die Vertauschungsbe-
dingung (++) aus 1.6 hat man also sehr viel hereingesteckt, vielleicht sogar mehr, als man am

Ende in der Cramér-Rao-Schranke wieder herausholt.

Wir werden in spéiteren Kapiteln sorgfiltig herausarbeiten, wie der — tatséchlich entscheidend
wichtige — enge Zusammenhang zwischen der Folge der Scores (genauer: ’Score/Information’)

und ’optimalen’ Schétzern (in einem zu prézisierenden Sinn) zu formulieren ist.
Im Unterschied zu Cramér-Rao liefert van Trees eine asymptotisch niitzliche Schranke:

1.11 Satz: (Asymptotische van Trees-Schranke) Sei d = 1, © ein offenes Intervall in IR,
betrachte unabhéngige Versuchswiederholung (¢) unter der Zusatzvoraussetzung strikt positiver

Dichten (9, w) — f(¥,w) wie in 1.8; setze weiter voraus

(00) © 519 — Iy € (0,00) ist stetig.
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Dann gilt unter Beriicksichtigung aller moglichen Schitzfolgen (7)), fiir den unbekannten Pa-

rameter an jeder Stelle ¥y € ©

lim liminf inf su E (T, — 9)]? > It
cl0 n—oo T A -mb [9— 190I|)<c 19([\/_( " )] ) B Yo

Beweis: Bis auf notationelle Anderungen geniigt es, den Fall © = IR und 99 = 0 zu be-
trachten. Wihle ein Wahrscheinlichkeitsmafl 7 auf (IR, B(/R)) mit differenzierbarer Lebesgue-
Dichte, welche auf (—1,41) strikt positiv und aufierhalb = 0 ist. Mit g := g—g& setze voraus
J:=[ (%)2d7r < 0o. Dann hat 7 alle in 1.8 i)-ii) geforderten Eigenschaften.

Dasselbe gilt dann fiir alle durch Skalieren entstehenden Wahrscheinlichkeitsmafle: fiir ¢ > 0 ist
Te(d9) == 1 g(%)dﬁ konzentriert auf (—c,+c), und die Fisher-Information J. := % J in dem
von 7. erzeugten Lokationsmodell ist endlich.

Fiir einen quadratintegrablen Schétzer T, fiir v = id im Modell &, liefert van Trees 1.8

swp By (WalTu—0)P) > /“mm By (/T — )P

[9—do|<c —c
S 1
B f+c In197Tc + Je
— 1 .
[Ty @9) +

1483t man dariiberhinaus nicht-quadratintegrierbare A,-mefibare Schitzer zur Konkurrenz zu,
wird die linke Seite der eben gegebenen Abschéitzung nur in trivialer Weise vergrofiert. Also hat

man
1

[Ty me(dd) + 2= T

inf sup By ([v/n( n—z?)]2) >

T, An mb [9—do|<c

fiir festes ¢ > 0, folglich fiir n — oo

1
lim inf inf sup By (Vn(T, —9))?) > ————.
n—oo T, Ap-mb  |[9—gg|<c ( " ) f_+cc Iy 7 (dV)
LaBt man nun ¢ gegen 0 streben, erhiilt man wegen (¢¢) die Behauptung. O

Satz 1.11 liefert eine Abschéitzung vom "Minimax’-Typ: bei Verwendung bestmdoglicher Schétzer
(wobei auf der Stufe n der Asymptotik alle im Modell &, zur Verfiigung stehenden Schitzer
T,, zur Konkurrenz zugelassen sind) minimiert man ein mazimales Risiko auf kleinen Kugeln
um einen fest herausgegriffenen Punkt ¢y des Parameterraums ©. Die asymptotische van Trees-

Schranke zeigt bei unabhéngiger Versuchwiederholung, dafl man in diesem Sinn beim Schétzen
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des unbekannten Parameters in der Nihe eines beliebigen Parameterwertes 9 die Risikoschran-

ke I;! asymptotisch nicht unterbieten kann.
Yo

Wir illustrieren nun die Niitzlichkeit der asymptotischen van Trees Schranke durch das folgende
Beispiel. Im nichtparametrischen Modell F aller Verteilungsfunktionen auf IR betrachten wir fiir

einen festgelegten Punkt « € IR die zu schitzende Kenngrofe
v: F>3 F — ~(F):=F() € [0,]1]

Wir wollen nachweisen, dafl die empirische Verteilungsfunktion via T, := ﬁn(m) einen asym-
ptotischen Minimax-Schétzer liefert, wobei ’... max’ auf das maximale quadratische Risiko auf

Umgebungen von F' der Form

Vs(F) = {ﬁ € F: sup|F(y) — F(y)| < 5}
yelR
mit ’kleinem’ Radius § > 0 Bezug nimmt. Seien X;, ¢ > 1, i.i.d ZV auf (£2,.4) mit unbekannter
Verteilung F' € F, und A, = o(Xq,...,X,) die von den ersten n Beobachtungen erzeugte
Sub-o-Algebra auf (Q,.4), n > 1. Eine Aussage der Art 'bei unbekanntem F € F liefert die
empirische Verteilungsfunktion einen asymptotisch optimalen Schétzer fiir F’ wurde zuerst von

Beran (1977) bewiesen. In der hier gegebenen Form (Schitzung von F'(z) an einer festen Stelle x

unter unbekanntem F' € F, mit van Trees 1.11) stammen Satz und Beweis von Kutoyants (1997).

1.11° Satz: (Kutoyants) Fiir F' € F und x € IR beliebig gilt mit V5(F) C F wie oben

i lim liminf inf su E nTn—fz 2 > F(x)(1-F(z)),
) j it gt s B ([T - F@F) 2 P - F)

i) lim lim o T (n [Fo(z) — ﬁ(@}?) —  Fl)(1 - F(z)) .

Beweis: Fixiere F' € F und = € IR. Zuerst ist ii) einfach einzusehen: aus

Falw) = F@) = =3 (1o (¥) ~ F(2))
=1

und Unabhéngigkeit der Y; ~ F folgt sofort

B ((Fuw) - F(2)?) =
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wobei nach Definition von Vy(F) fiir kleines ¢
sup  F(z)(1 - F(x))
FeVs(F)
nahe bei F(z)(1 — F(z)) liegt. Im Rest des Beweises zeigen wir ii).
1) Wir definieren geeignete einparametrige Pfade S® durch F in Richtungen h. Betrachte

T

h beschrinkt auf IR , / hdF = 0, / hdF # 0

— 00

und wéhle einen Skalierungsfaktor fiir h so daf} gilt

/ hdF = 1.

Sei H die durch diese vier Eigenschaften bestimmte Teilklasse von L2(F). Fiir h € H setze

h = ﬁ‘h', wobei ¢ > 0 der Radius der Umgebung Vi(F') von F ist, und definiere

St = {Fl: 19 <"}, dFE} := (14+9h)dF .

Dies ist ein einparametriger Pfad durch F (es gilt F}! = F fiir alle h € H) in V5(F) (wegen
|9| < 6"). Nach 1.3 ist die Information in S” gegeben durch

h2
h .__ h
b '_/1+19hdF’ I <"

2) Fixiere h € H. Wegen der fiir h gewihlten Skalierung gilt im Pfad S"

Fl(z) = /x (1+0h)dF = F(z)+9, [0 <™.

Also arbeitet jeder A,-meBbare Schiitzer T}, fiir v : F 3 F — F (x) € [0,1] in Einschrinkung

auf S als Schiitzer fiir

(+) v: 8" s El — F(z)+9.

In Einschrinkung auf S® kann man assoziiert zu v eine neue Kenngrifle
7)== y(F})— F(a) = 9, Fies"

betrachten, also

' :=id auf {9:|0] <"},

und jeden A,-mefibaren Schitzer T), fiir v in Restriktion auf Sh via

T, = T, — F(x)
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zu einem Schitzer fiir den unbekannten Parameter ¢ im Modell S* umbauen. Die asymptotische

van Trees Schranke 1.11 fiir das Schitzen des Parameters im einparametrigen Pfad S" lautet

_ -1
lim liminf _  inf sup Ey ((Vn(T, -9)?*) > (I(]}) .
el m=ee T Ay-mb [d]<e

Nun transformiert man das Paar T, ﬁh:id in die urspriingliche Form 7,,, v zuriick und erhélt

in S" die asymptotische Minimax-Schranke

(++) lim liminf inf sup EFg <[\/H(Tn - V(Fz;l))]Q) = (I(]Jl> -

cl0 n—oo T A -mb F§3\19\<C

3) Betrachten wir nun die Schar aller Funktionen h € H und die ihnen zugeordneten einpara-

metrigen Pfade S* durch F, gilt wegen (++) und wegen S C Vj(F)

lim liminf inf su FE= n(T,, — )2
40 m—oo T A,-mb ﬁGV(;I()F) F ([\/_( ’Y( ))] )

—1
> lim liminf  inf sup B ([\/E(Tn—fy(F[}))F) > (1{;)
cl0 n=oo A mb Fhijgl<c

fir jedes h € H. Damit ist gezeigt

~ ~1
lim liminf _ inf sup  Ep ([Va(T, — F(x)?) > supq (I :hEH} :
i lmiaf |t s By V(T = F@)F) > o{ (1)

4) Wir zeigen nun

(+++) sup{(Ig)_lzhEH} = F(z)(1 — F(x)

und schlieBen damit den Beweis der Schranke i) ab. Unter Ausnutzung der fiir h gewihlten

Normierungen gilt in S” mit Cauchy-Schwartz

x “+o0
U= [ i@ -0 = [ ) a®) - F) Fldy

—0o0 —00
1

N\ Y
< ([rar) ([t - FoR Fan)
B 2 !
= (1) (P@(Q-F@)? .
Gleichheit in Cauchy-Schwartz gilt genau falls

(o) h(y) = ¢ [l(—o02)(y) — F(z)] fiireince IR,

was aufgrund der in der Definition der Klasse H vorgenommenen Normierungen genau im Fall

1
Fz)(1 = F(x))

(c0) ¢ =
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erreicht wird. Folglich enthilt H genau ein Element A, gegeben durch (o) und (oo), mit

Fx)1—-F(z)) = (Ig) - sup { <I5L>_l the H} .

Das ist (+++), und 1.117 ist vollstéindig bewiesen.
Man nennt h eine ungiinstigste Richtung und S einen ungiinstigsten einparametrigen Pfad durch

F: SP minimiert unter allen Pfaden S". h € H, die Fisher-Information in 0. O

C. Heuristik zu Maximum-Likelihood-Schétzfolgen

Der grofie englische Statistiker R.A. Fisher, zwischen 1915 und 1950 Vater vieler wichtiger sta-
tistischer Verfahren, war davon iiberzeugt, dafl in fast allen relevanten statistischen Problemen
ein Mazimum-Likelihood-Verfahren (ML) zu Schétzern fithren sollte, die bei unabhéngiger Ver-
suchswiederholung /n-konsistent und asymptotisch normal sind, wobei

e als Kovarianzmatrix der Grenzverteilung die Inverse der Fisher-Information auftritt,

e keine Schitzfolgen mit besser konzentrierter Grenzverteilung existieren.

Er begiindete das mit heuristischen Argumenten, die in diesem Teilabschnitt geschildert werden
sollen. Kern des Arguments ist eine Darstellung der reskalierten ML-Schétzfehler in Termen von
Score und Information, siehe (h8) in 1.14 unten. Die in seiner Heuristik fiir ML-Schétzfolgen 'zu
sehende’ Darstellung reskalierter Schétzfehler wird sich spéter (siehe Kapitel VII, mit mathe-
matisch jedoch ganz anders ausgerichteten Argumenten) als Schliissel zur lokalasymptotischen

Charakterisierung optimaler Schatzfolgen erweisen.

1.12 Heuristik I: (Vertauschungsbedingungen) Wir betrachten ein Experiment
E = (Q A {Py:9€0}), ©Oc R offen

mit Score {My : ¥ € ©} und Fisher-Information {Iy : ¥ € ©} wie in 1.2. Dabei seien die Dichten

fo = % strikt positiv, und die Parametrisierung 9 — f(4,-) sei hinreichend glatt auf ©.

Dann sollten im Experiment £ die folgenden Vertauschungsbedingungen (hl) und (h2) gelten,
I
wobei wir ein nur heuristikgestiitztes erwiinschtes Gleichheitszeichen durch die Schreibweise &

hervorheben. Fiir geeignete Y : (2, A) — (IR, B(IR)) sollte gelten

0 _ 0 0 9 _ 9
B = wifoﬂdu— /Ywifﬁdu - /Y <a§ilogfﬁ> fo du
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und damit
0
(h1) V(EY) Y Ey(v - My).

Akzeptiert man (h1), so sollte weiter gelten

o J (n / 0 0
2 % gy © [y 2 1 .
a0, 009; " 0, <<819¢ ng§> fﬂ) an

o 0 0 0
_ /Y <<8—M§i logﬁs) fa (8—mlogfﬁ> (Wylogﬁo -m) i
= By <Y <%8?9 log fo + (My)i(My); >> :
j i

Im Spezialfall Y = 1 ist die linke Seite dieser Gleichungskette gleich 0, und dies fithrt nach

Definition von Score und Fisher-Information auf

(12) 1y = By (Myn)) € - B ((VV g £)(9,)

wobei man (VV ' log f)(1J,-) als Py-integrierbar versteht. Indem man die erste Zeile der Glei-
chungskette oben alternativ in der Form

o 9 (n 0 0
— —EyY = Y — :

schreibt, sieht man, dafl die mittels (h2) ausgedriickte Vertauschungseigenschaft dquivalent als
T (n

(h2) E, (V9T Hw.)) 2 o

formuliert werden kann. O

1.13 Heuristik IT: (ML-Schitzer) Ein Maximum-Likelihood Schétzer fiir den unbekannten

Parameter in einem statistischen Modell £, das die in 1.12 geforderten Eigenschaften besitzt,

benutzt bei Vorliegen der Beobachtung w € €2 eine Maximalstelle der "Likelihood-Funktion’
© 359 — f(J,w) €(0,00)
als Schétzwert fiir den unbekannten Parameter.
1.14 Heuristik III: (Asymptotik von ML-Schétzern) Betrachte zu £ aus 1.12 und 1.13 Pro-
duktmodelle

En = (U, Ap, {Pry:9 €O} = <>? Q, @ A {Py:= éﬁ:ﬁe@})
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mit Score M,, »y in ¥ € © und Information I,, y = n Iy wie wie in 1.5 a). Bezeichne 5n den (1)
Maximum-Likelihood-Schétzer im Produktmodell £,, von dessen Konsistenz fiir n — oo wir aus-
gehen (!!). Wieder wird Heuristik mit (!!) hervorgehoben. Dann sollten die zweiten Ableitungen

der Log-Likelihoodfunktion in der Néhe der Maximalstelle Entwicklungen
~ ~\ T ~
¢ — (VTogfa) (© ~ (VTlogfa) @)+ (§=9a) (VYT log f) (D)

zulassen, genauer: man wiinscht in der Folge der Produktexperimente &, unter wahrem

(h3) (VTlog fn) () Y [(VTlog fn) (F) + (0—§H)T(vvﬁog fn) (5@] [1+0p,,(1)] .

Dabei steht op, ,(1) fiir Terme, die (P, y)n-stochastisch fiir n — oo verschwinden; wir schreiben
kurz [1+op, ,(1)] fiir eine Diagonalmatrix mit Eintréigen 1+ o0p, ,(1) auf der Diagonalen. Wei-
ter wiinscht man, dafl zweite Ableitungen der log-Likelihoodratios in den Produktmodellen &,
nur wenig auf kleine Verédnderungen des Parameterwerts reagieren (im klassischen Normalvertei-
lungsmodell mit unbekanntem Mittelwert und gegebener Kovarianzmatrix sind log-Likelihood-

ratios quadratisch im Parameter und folglich die zweiten Ableitungen parameterfrei):

(hd) (VYT log f2) (3n) @ (VVTlog £2) (9) [1+0p,,(1)] -

Da ¥, eine Maximalstelle der Likelihoodfunktion ist, muB in der Entwicklung (h3) gelten
(VT10g fu) () = 0,

so daf (h3)+(h4) zusammen in die Aussage

(h5) (VT ioe ) (0) & (o ﬁn)T (V9 log ) (9) [t + o, ,(1)]

miinden. Nun gilt aber im Produktmodell wegen

1
n

1 n
(VYT l0g f) (0, (@1,esn)) = =3~ (VY log f) (9, wi)
i
fiir n — oo bei Giiltigkeit von (h2) das starke Gesetz der grolen Zahlen, also unter wahrem 1

(0) (VVTlog fn) @,) = Ey (VVTlog £, .)) + op,,(1) = —Iy + op,,(1).

1
n
Hier schreiben wir op, ,(1) fir einen Vektor, dessen Eintrdge P, y-stochastisch fiir n — oo

verschwinden. Zugleich mit (¢) aber hat man wegen der Struktur des Score in Produktmodellen

(V108 fu) (9, (@1, erwn)) = M p(wr,cwn) = D M ()
i=1
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nach Zentralem Grenzwertsatz schwache Konvergenz fiir n — oo
1

(00) L <7Mn719 | Pnﬁ) — N(0,Iy) (schwach in IR?) .
n

Wegen (¢) und (o¢) wird aus (h5)

1
NG

die Aussage

(VT 10g £2) (@) @ \/ﬁ(ﬁ—ﬁn)T %(VVT log fu) (9) [1+0p,,(1)]

Soatly @ (VA@-9) 1o [+ on,)]

Wegen (¢0) sind die Terme auf der linken Seite dieser Gleichung straff in IR? fiir n — oo unter ¥.
Bei Invertierbarkeit der Fisher-Information ist dann auch der reskalierte ML-Schétzfehler selbst

straff in IR? fiir n — oo. Damit nimmt die letzte Zeile die Gestalt

1 (n ~ T
ﬁMnT,ﬂ = (\/ﬁ(ﬂn—ﬁ)) Iy + op,,(1)

und nach Multiplikation mit der Inversen der Fisher-Information des Einzelversuchs die Gestalt

(h6) (Vi - 9) ¢ 1—1-%Mw + op,,(1)

an. Hat man aber fiir eine Schétzfolge eine stochastische Entwicklung (h6) der reskalierten

Schitzfehler an der Stelle ¥, so liefern (¢) und (¢¢) asymptotische Normalitéit
(h7) L (\/ﬁ(ﬁn — ) | ng) — N(0,I;') (schwach in IR?)

fir n — oo. In (h7) erscheint die Inverse der Fisher-Information im Einzelexperiment £ als
Kovarianzmatrix der Grenzverteilung. Beachte, daf8 die stochastische Entwicklung (h6) der ML—

Schétzfehler dquivalent in Form

~ )

(h8) Op — 0 = I M,y + op,,(—=)

1
Vn
geschrieben werden kann. O

Wir begleiten die heuristischen Uberlegungen in 1.12-1.14 durch zwei Beispiele.

1.15 Beispiel: Betrachte n-fache Versuchswiederholung

RF, A, = %ﬁ(ﬂ%’f), (Pog = éN(&,A) 9€0})), ©:=R
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im Normalverteilungsmodell mit bekannter kxk-Kovarianzmatrix A, symmetrisch und strikt
positiv definit. Die Dimension der Einzelbeobachtung ist £ > 1. Zu schétzen ist der unbekannte
Mittelwert ¥ € IR*.

a) Die Likelihoodfunktion bei Vorliegen der Einzelbeobachtungen wy, ..., w, aus IR
©39 —  [fod(Wi,.wpn)) = . nexp —lf:(w-—ﬁ)TA—l(w-—ﬁ)
(27)% (det A)z 2=

hat als eindeutige Maximalstelle den empirischen Mittelwert

~ 1 &
ﬂn(wlw"vwn) = Ezwz
=1

fiir jedes (w1, ...,wp) € Q. Mit Schreibweise (X1, ..., X},,) := id |q, hat der Maximum-Likelihood-

Schétzer fiir den unbekannten Parameter im Modell &,, die Form 1% = % Yo X

b) Die Folge (¢,,), ist v/n-konsistent, dabei gilt sogar

—~ 1 &
£ (Vi@ —0) | Pag) = £ 23 (X —9) | Paw ) = N(0p, A
0 (Vidn =) Pao) <ﬁ;< )| ,ﬁ> N0, )
fiir jedes feste n. Score und Information in &, sind gegeben durch
My =AY (Xi=0), Iny =nA™".
i=1

Insbesondere ist die Fisher-Information in diesem Experiment unabhéngig vom Parameter, und
die Kovarianzmatrix des reskalierten ML-Schétzfehlers in (o) stimmt fiir jedes n iiberein mit
der Inversen der Fisher-Information im Einzelversuch. Auch sieht man sofort die (h8) in 1.14

entsprechende Darstellung der reskalierten ML-Schétzfehler

~

(00) Op =0 = I 5 Mg

sogar ohne die in (h8) vorgesehenen op, ﬁ(ﬁ)fRestterme. O

Im Normalverteilungsbeispiel 1.15 ist die log-Likelihood-Funktion
1 n
9 — - 3 Z(Xz(w) —9)"AH (Xi(w) —¥) + nicht von 9 abhéingende Terme
i=1

bei gegebener Beobachtung w € €2, ein nach unten sich 6ffnendes quadratisches Polynom in
¥ € O, zentriert um den Maximum-Likelihood-Schétzer 1/9\n(w) fiir den unbekannten Parameter

(damit wegen (oo) zentriert in der N#ihe des wahren ¥). Lokal in der Nihe der Maximalstelle
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der Likelihoodfunktion trifft man in vielen statistischen Modellen auf dhnlich klare Bilder.

Dies muf} jedoch keineswegs immer so sein, und LeCam (1990) sammelte mit Lust an der Pro-

vokation ML-Fehlschldge. Harmlos auf den ersten Blick wirkt das folgende Beispiel.

1.16 Beispiel: (Neyman und Scott ~ 1950) Wir betrachten ein Lokations- und Skalenmodell
mit Normalverteilungen, in dem ein Maximum-Likelihood-Schétzer nicht einmal konsistent ist.

Definiere auf (2, A) := (IR**, B(IR**)) ein Experiment {Py : ¥ € O} durch
© = (0,00) x R, 9 =:(0"&,&,....&) ., Py :=N(¢(¥),0°Is)

wobei ¢(19) den Vektor (&1,£1,&2,&0, ..., &k, &) € IR?F bezeichnet. Fiir die kanonische Variable
auf (0, A) schreiben wir (X1, Y1, X,Ys, ..., Xi, Yi) :=id |q.
1) Fur i = 1,.., k sind die Zufallsvariablen % iid. ~ N(0,0?) verteilt. Also ist
k 2
1 X;i—Y;
T = —
(57

ein verniinftiger Schétzer fiir y(v) = 0. Wegen £(Z?%) =T'(3, 3) fiir Z ~ N(0,1) hat man

k 204
L50z) Ba(D) =0, Vary(T)==-

L(T | Py) =T .

|

nach den {iblichen Skalierungs- und Faltungseigenschaften von Gammaverteilungen.

2) Betrachte nun die Likelihoodfunktion

f— (\/2;7>%iljle)<p <—%{(XZ‘—£Z‘)2+(Y;‘_£¢)2}> :

Einen Maximum-Likelihood-Schiitzer 9 fiir 9 mit Komponenten EE, El, . ag bestimmt man so:

flir festes ¢ = 1, ..., k besitzt die Abbildung
& — (Xi— &)+ (Yi— &)
ein eindeutiges Minimum an der Stelle

~ XtV
& = S

In der Log-Likelihoodfunktion bleibt also zu maximieren

k 2
1 X, Y
2 2 2 : 7 7

i=1
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was wieder zu einer eindeutigen Maximalstelle fiihrt:

k 2
2’:— d d :—T
o kzi:1< 2 > 2

Benutzt man also die erste Komponente c/r3 des ML-Schiitzers 9 zum Schiitzen von o2, so ist die
Verteilung von c/r3 auf Umgebungen von %02 konzentriert, wegen
1 k k o2 ot
(GTIR) =T 2) . BT = Var(T) =
und dies um so schirfer, je grofler k ist. Diese Schéitzung geht also systematisch fehl. O

Die Heuristik aus 1.12-1.14 kann also auf keinen Fall fiir sich den Status einer universal rich-
tig liegenden Intuition beanspruchen. In einer grofien Zahl statistischer Modelle kann man sich
jedoch mit Erfolg an ihr orientieren, um — unter angemessenen Voraussetzungen, und mit rigo-

rosen Beweisen — das asymptotische Verhalten von ML-Schétzern zu beschreiben.

D. Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schétzfolgen

Eine Likelihood-Funktion ¥ — f(¥,w) muf nicht notwendig fiir alle w € ©Q Maximalstellen
besitzen, und wenn es Maximalstellen gibt, miissen diese nicht eindeutig sein. Dies erklart die
im folgenden gegebene ’vorsichtige’ Definition eines Maximum-Likelihood-Schétzers und einer

Maximum-Likelihood-Schétzfolge.

1.17 Definition: a) Betrachte ein statistisches Modell
E=(LA{Py:0e0)), OCR?

mit Dichten fy = % beziiglich eines dominierenden MaBes . Sei T : (2, 4) — (IR¢, B(IR?))
ein Schéatzer fiir den unbekannten Parameter.

i) Sei A € A ein Ereignis. Nenne T" kurz ML auf A falls gilt
fir jedesw € A: T(w) € ©, f(T(w),w) = sup{f(&,w):& € O}.
ii) T heifit Maximum-Likelihood-Schitzer fiir den unbekannten Parameter, falls gilt:

es gibt ein A € A mit Py(A) =1 fiir alle 9 € O, und T ist ML auf A .
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b) Betrachte wie in 1.9 eine Folge von Experimenten
En = (U, Ap, {Phw:0€0}), n>1,

die durch dasselbe © € IR? parametrisiert sind. Eine Schitzfolge (T},), fiir den unbekannten
Parameter heiffit Maximum-Likelihood-Schétzfolge falls eine Folge ’guter Mengen’ A, € A,

existiert so daf3

fir n > 1 fest : T, ist ML auf A,, ; fiir ¥ € O fest : es gilt lim P, y(A,) =1 .

~

Eine hiufige Bezeichnung fiir Maximum-Likelihood-Schitzfolgen ist (1;,),. In hinreichend einfa-
chen parametrischen Modellen gibt es explizite Darstellungen fiir ML-Schétzer. Im allgemeinen
ist dies nicht der Fall, und ein ML-Schétzer kann als Maximalstelle der Likelihoodfunktion bei

festem w € ) nur numerisch bestimmt werden.

In 'guten’ Produktmodellen kann man auf verschiedene Weise aus Fishers Programm einen ri-
gorosen Beweisgang machen. Einen Satz sehr starker hinreichender Voraussetzungen (vom Typ
gleichgradige Integrierbarkeit der in 1.12-1-14 wichtigen Terme) findet man z.B. in Witting und
Miiller-Funk (1995, Kap. 6.1.3), in Anlehnung an einen von Wald um 1945 gegebenen Beweis.
Schwiichere Voraussetzungen findet man in Pfanzagl (1994); wir verdeutlichen den Typ der hier

benutzten Voraussetzungen am Beispiel der Konsistenz von ML-Schétzfolgen.

1.18 Beispiel: (siehe Pfanzagl 1994, Kapitel 6.5) Betrachte ein Experiment
E = (Q A {Py:9€0}), ©OcIR?offen
mit Score {My : ¥ € ©} und Fisher-Information {Iy : ¥ € ©} wie in 1.2, und Produktmodelle
En = (Qy An, {Prg:9 €0O}) = <>:"<19 & A, (P ::i§1P§:ﬁ69}>

wie in 1.5 a). Dabei seien die Dichten f(J,w), ¥ € ©, w € Q, strikt positiv.
Fiir jedes ¥ € © und jedes € > 0 gebe es endlich viele offene Teilmengen Vi,...,V; von © (mit

I, Vi,...,V; abhiingig von ¢ und ¢) so daf folgende zwei Aussagen gelten:

! !
(+) 0 ¢ Jvi, {eeo:lk-v>e ¢ Y,

i=1 =1
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(%) <§Sé1‘12 log ;((169: ))> € L'(Py) und Ey (?2\1/)2 log ;Eg” ))) < 0 fiirallej=1,...,1.

Dann ist jede ML-Schétzfolge (5n)n fiir den unbekannten Parameter konsistent.

Fixiere zum Beweis eine ML—Schitzfolge (T,), fiir den unbekannten Parameter, sei (A, ), eine
zugehorige Folge 'guter Mengen’. Betrachte ein festes 9 € ©. Sei € > 0 beliebig klein, wihle zu
9 und ¢ offene Mengen Vi, ..., V; gemifl (x) und (**). Da T,, ML auf A,, ist, gilt nach Definition
fiir festes n > 1

l

N { Sup fal€) < max  fulé,) } NAn © {Tn-vl<e}

j=1 L €Y £€0:|{—v|<e

und also

\%

{IT, =9 >e} C {Sél‘lf)fn ) > f‘lgn%ﬁafn }UAC

l
Y
l
U { sup fn(€,:) > fa(¥,-) } U Ay
7j=1

eV

Dabei gilt lim,, .o P, 9(AS) = 0 nach Definition der 'guten Mengen’. In &, schétzt man

Pn,z? ( sup fn(§7 ) > fn(197 ) >

cev;

fiir jedes feste j = 1,...,1 nach oben ab durch

C1l¢ J(&, wi)
o <{(w1""’w")' n (?3% o8 f(ﬂ,wz')> =0 }) ’

was wegen Voraussetzung (xx) nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen fiir n — oo ver-

schwindet. Also ist die Behauptung lim P,y (|1, — 9| > ¢) =0 bewiesen. 0

Im Beweis zu 1.18 steht hinter der Suche nach Bedingungen fiir gleichgradige Integrierbarkeit
der in Fishers Programm wichtigen log-Likelihood Ratios der Begriff der Kullback-Divergenz

K(Pﬁ,Pg) = / log <f > dPﬁ
fo
zwischen Py und Py ~ Py (siehe z.B. Tsybakov 2004, Ch. 2.4, Aquivalenz der Wahrscheinlich-

keitsmafe ist dabei nicht notwendig); mit Jensen gilt fiir die konvexe Funktion — log(-)

0 = bt = et (557) < o (b ) < e
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Die Kullback-Divergenz ist keine Metrik auf { Py : ¥ € ©}. Um die ’Geometrie’ eines dominierten
Experiments {Py : ¥ € O} (im Unterschied zur Euklidischen Geometrie von ©) mit einer

geeigneten Metrik zu beschreiben, benutzt man den Hellinger-Abstand H (-, -), definiert durch

HPpy) = 5 (£ -157) € 0]

(Tsybakov 2004, Ch. 2.4, Strasser 1985, Ch. 1.2), zusammen mit der Affinitéit

A(P.. Py) = /f1/2f1/2 — 1 HYP.Py).

Mit der Metrik H(-,-) auf {Py : ¥ € ©O}) formuliert man einen deutlich allgemeineren Weg
zur Konsistenz und /n-Konsistenz von ML-Schétzfolgen. Die Sitze 1.20 und 1.25 unten folgen

Ibragimov und Has’minskii (1981). Wir listen zunéchst die benttigen Voraussetzungen auf.

1.19 Voraussetzungen und Bezeichnungen: & = (Q, A, {Py: ¥ € O}) sei ein dominiertes
Experiment mit Dichten fy = % und Likelihood Ratios L&/? = oo - Ligy=oy + J{—g Lify>0p » fiir
£,9 € 0. 0 C IR? sei offen, und fiir alle w € Q sei © 3 & — f(&,w) € [0,00) stetig.

Wir schreiben K fiir die Klasse aller Kompakta K in IR? mit K C ©. Mit den Notationen

hE v, K) = inf H*Po,P), KeK,é€eK,v>0,

L&, 7, K) oelh o (Per, Pe) 3 ot

ae. k%) = [ sup (PR dn, Kex. gemr),
¢geKe

F60) = [ sw |- 1" du, ceo, 550
&'eBs ()

setzen wir die Giiltigkeit der folgenden Bedingungen i) und ii) voraus:

i) Hellinger-Stetigkeitsbedingung: fiir jedes £ € © gilt
li 6) = 0;
i 0(&,9) 0;

ii) Identifizierungsbedingung: fiir jedes £ € © und eine (damit: jede) kompakte Ausschépfung
(Km)m von O gilt
lim a(§, K;,) < 1.

m—00

1.20 Satz: Unter den Voraussetzungen aus 1.19 ist jede ML-Schétzfolge konsistent. Dabei ver-
schwinden fiir jedes ¥ € © und jedes v > 0 die Wahrscheinlichkeiten P, » <|1§n — Y| > 'y) fiir
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n — 00 sogar exponentiell schnell.
Der Beweis von 1.20 wird — nach einer Serie von Hilfssédtzen — in 2.24 gegeben werden.

1.21 Hilfssatz: Die Hellinger-Stetigkeitsbedingung aus 1.19 impliziert
h(&, v, K) > 0

fiir beliebige Wahl von K € K, £ € K und v > 0 (Identifizierbarkeit auf Kompakta).

Beweis: Die Hellinger-Stetigkeitsbedingung
li 0) =0
i 0(&o,9)
an jeder Stelle &y € © impliziert zunéchst
H(PSI,P&)) — 0 fiir é'/ i 50 .

Die umgekehrte Dreiecksungleichung |d(z, z) — d(y, z)| < d(x,y) angewandt mit d(-,-) = H(-,-)
und z = Py, y = Py, 2 = P erlaubt, daraus auf Stetigkeit der Abbildung

(o) © > ¢ — H*Ps,P:) € [0,1]

bei beliebigem festem £ € © zu schlieBen. Wegen Py # P fiir ¢’ # £ hat (o) keine andere
Nullstelle als ¢’ = £. Damit ist fiir festes K € K, £ € K, v > 0 die Abbildung (o) stetig und
strikt positiv auf dem Kompaktum K \ B,(€). Also gilt  min  H?*(Py,Pe) > 0 fiir jedes

§'eK\By(£)
~v > 0, und damit die Behauptung. O

~

Wir fixieren nun eine ML-Schétzfolge (¢,,),, mit 'guten Mengen’ (Ay,),. Wir fixieren auch v € ©
als wahren Parameter. Der Nachweis der Konsistenz von (ﬁn)n unter 9 geht von einem &hnlichen
Ansatz wie in 1.18 aus, und wieder soll fiir gewisse Teilmengen V' C © mit dist(V,4) > 0

[
Pn,19 <SUP fn,{ > fn,ﬁ) = I'n9 (SUP V Lg/ > 1)
Eev

£ev

nach oben abgeschéitzt werden. Dazu mochte man aber nun die Markov-Ungleichung

< Eng (sup VLY ’9>

£ev
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benutzen. Die folgenden Hilfséitze formulieren Bedingungen fiir exponentiell schnelles Abklingen

rechter Seiten in derartigen Ungleichungen.

1.22 Hilfssatz: Fixiere K € I, ¢ € K, v > 0, und betrachte Punkte § € K \ B, (&).
a) Wiéhlt man zu &y ein 6 = §(§p) > 0 klein genug fiir

Q(&))CS) < ﬁ(ﬁ7'y7K),

so gilt fiir alle n > 1 die exponentielle Abschétzung

En,z?( sup \/Li/ﬂ) < e BO7K)~(0)]

§ € Bs(§0)NK

1=

b) Fiir alle n > 1 gilt die Abschétzung
E,» sup \/ Lg/ﬂ < Ce™ 3 h@7K)
§€ K\By (1)

mit einer geeigneten (von v, ~, K, nicht aber von n > 1 abhéngenden) Konstante C' < cc.

Beweis: 1) Schreibe kurz V := Bs(§) N K. Zunéchst kann man fir (wi,...,wy,) € {fny > 0}

noor1/2 ,

&/ f (57‘*%)

sup \/ Ly Wiy...,Wyp) = SUp ”7
<§ev ) (wr ) cev i FY2(0,w)

durch

Hf_1/2(19,w¢) [fm(&o,wi) + 581611\3 ‘fl/z(i,wz') — Y2 (&0, wi)
i—1

|

abschétzen, was nach Integration fQ )(dwl, coydwn) TT f(0,w;) ... zu

o Vi) - {/ |}
eV

fiihrt. Nach Definition der Affinitdt und nach 1.19 hat man aber
[ 5P RPdn = 1 (PP < 110 K)

X3

1/2 ‘ 1/2 1/2

sowie mit Cauchy-Schwartz wegen V' = Bs(&y) N K
/fé/2 sup ‘fglﬂ — 2 d
Eev

Zusammen ergibt sich also mit 1 4+ z < e” fiir x € IR

Enﬁ( sup \/L%/’9> < {1=h(¥,7,K)+ o0(&,0)}" < e mhO7K)=e.9)]

< 1@(5075) = Q(&))é)

§€ B;(80)NK
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wobei h(9,7, K) — 0(£o,0) > 0 nach Voraussetzung. Das zeigt a).
2) Wihle zu jedem Punkt &y in K \ B,(?) einen Radius 7(§y) > 0 mit der Eigenschaft

1
Q(EO) 77(50)) < 5 Q(Q97 Vs K) )
Die Gesamtheit aller offenen Kugeln { B, ¢)(&0) : & € K \ B,(?)} bildet eine offene Uberdeckung
von K \ B,(9). Da K \ B, (9) kompakt in IR?, kann man eine endliche Teiliiberdeckung

Bn(fo,i)(&)’i) D= 17 cee 7€ = 6(19777[()

auswéhlen. Wendet man Schritt 1) auf alle V; := B, ¢, ,)(€0,:) N K an, so ergibt sich
‘ 1
Eny sup LY ) < > Eny | sup VIS | < pemzh@aK)
£ € K\By(¥) i=1 eV

Das ist b), wobei die Konstante C' durch die Zahl ¢ = (9,7, K) der zur Uberdeckung von
K \ B(?¥) benstigten Kugeln gegeben ist. O

1.23 Hilfssatz: Fiir K € K und 9 € int(K) sei die Bedingung
a(v,K°) < 1

erfiillt. Dann gilt fiir alle n > 1 die exponentielle Ungleichung

Enﬁ( sup \/Lﬁ/”> < [a(,K%)"
£€ONKe

Beweis: Schreibe kurz V' := K°N O, und wie im Beweis von 1.22 fiir (w1, ...,wy) € {fns > 0}
LIVEIP:
£)9 B wz 1/2 1/2
sup \/ Ly Wiy...,Wp) = Sup < (0, w; SUP J7eGwi)| -
(2o Vi) op TTE2E28 < T 0000 s e

Daraus wird wie dort
Ens <sup \/ Lﬁ/ﬁ) < [/ sup f1/2f1/2 ] < [a(v,K)]"
Eev e

fiir beliebiges n > 1. O

1.24 Beweis von Satz 1.20: Fiir Teilmengen U C © mit dist(U, ) > 0 liefert die Definition
einer ML-Schétzfolge

A, ﬂ {gg([]) fne < fmg} C {@L ¢ U}
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und daraus

{1/9\n € U} - {sup fne > fn,,g} U AL

&eu

Fiir die guten Mengen’ A,, gilt nach Definition einer ML-Schétzfolge
lim Pog(A5) = 0;
n—oo

Folglich bleibt von P, y <5n eU ) nur noch mit Markov-Ungleichung
Py (sup [ 225 5 1) < Puy [sup VI§7 > 1) < By [ sup V2§
geU \ fno ¢ev ¢eU
zu betrachten. Setze nun U := © \ B, (¥) fiir ein beliebig kleines v > 0. Wahle eine kompakte

Ausschopfung (K, )m, fiir ©

Ky kompakt in RY | Ky, C int(Kpa1) , © = | K .

m

Fiir hinreichend grofles m gilt dann 9 € int(K,,) und a(9, K,) < 1. Fiir solche m zerlegt man
U = (KEn\By() |J (©NK;,)

und hat entsprechend nach 1.22 b) und 1.23

Py <|$’\n =9[> 'Y) < Eny ( sup \/ﬁ) + Enp < sup m)

£ € Kin\By(9)

@9, Kg)|" + C e " ak@:Kn)

IN

fiir alle n > 1. Auf der rechten Seite dieser Ungleichung fallen aber beide Terme exponentiell

schnell fiir n — oco. Damit ist Satz 1.20 bewiesen. O

Um +/n-Konsistenz von ML-Schitzfolgen zu zeigen, wendet man wieder dasselbe Beweisschema

1/2 ym den

wie in 1.22 an, aber jetzt ’lokal’ in Einschrinkung auf kleine Kugeln mit Radius n~
'wahren’ Parameter ¢ (vgl. Ibragimov und Has'minskii 1981, S. 42 ff, S. 51 ff). Auf solchen
Kugeln nutzt man zusétzlich zu 1.19 eine weitere Voraussetzung, die nahe an eine Differenzier-
barkeitsbedingung fiir £ — fél /2 in einem L?(p)-Sinn herankommt. Dariiber wird in Kapitel IV

unten mehr gesagt werden.
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1.25 Satz: Es gelte 1.19. Relativ zu jedem ¢ € © setzen wir weiter voraus: zum Fuflpunkt o

existiere ein Radius v = () > 0 (mit B,(¥) C ©) und eine Konstante c¢(¢,y) > 0 so daf} die

folgenden Aussagen i) und ii) gelten:

2 72— 1P
i N (9,7) = / sup —————duy < o0
: (v:2) cle-vj<y €0

ii) H*(Pyyn, Py) > c(9,7) |h* fiir alle [h] <~ .

Dann ist jede ML—Schétzfolge fiir den unbekannten Parameter /n—konsistent.

Beweis: Fixiere ¢ € ©. Wihle v = () > 0 so, daf} die in 1.25 gemachte Zusatzvoraussetzung
erfiillt ist. Nach 1.20 bleibt zum Nachweis der y/n-Konsistenz von (ﬁn)n

zu jedem ¢ > 0 existiert N < oo so dafl limsup P,y ( |\/ﬁ(1/9\n —9)| > N) < €

n—oo

nur noch zu zeigen: zu jedem e > 0 existiert ein N < co so daf

(+) lim sup Pn,,g(z?n € B, () \BH_I/QN(ﬁ)) < e,

n—oo

1) Wir betrachten in © Kugelschalen mit MaBstab n~'/2 um das Zentrum
Rop = {g €O:¢=0+n Vhmit k—1 < |h| < k}
fiir k > 1. Zum Uberdecken von B, (¥9) \ {#} braucht man die Schalen
R, 1<k<L,®,7), L.~ =0n"?.

2) Fiir jeden in R, ; ausgewdhlten Punkt &, ¢ gilt analog zu Beweisschritt 1) von 1.22

(k—1)°

[RE8 = 1= B PP £ 1) B

geméf Voraussetzung ii) aus 1.25.

3) Im IR? braucht man eine zu ]g—j proportionale Zahl von Kugeln mit (kleinem) Radius § > 0 zum
Uberdecken von {h € R? : |h| < k}. Daraus folgt, daB O (%) §-Kugeln zur Uberdeckung
von {h € R?: k—1 < |h| < k} in IR? ausreichen.

1/2

4) Betrachtet man in der durch n~"/* skalierten Kugelschale R,, ; mit Zentrum 9 Punkte der

Form & = ¥ +n~Y2h, und &8t man den ’lokalen Parameter’ h € IR? eine Kugel mit Radius
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9 > 0 und Zentrum hgy durchlaufen, so zeigt Voraussetzung i) aus 1.25

1/2 1/2 ~2
[ osw AP RPE A < 82X 00
‘EeRn,k ) £OERTL,]C
e=9+4+n—1/2p
50219+n71/2h0
heBg(hg)

3=

5) Man wihlt nun fiir jedes n und jede der Kugelschalen R, ;, 1 < k < L,(9,7), eine Uber-
deckung
Vi, 1 <i<L(n,k,9,0)

von R, j, durch Kugeln mit Zentrum &, 1 ;0 € 1, und Radius n~1/25. Schreibt man die Punkte
§ € Ry in Gestalt § =9 + n~1/2h, entspricht Vi ki wie in Schritt 4) einer 6-Kugel im lokalen
Parameter A um ein geeignetes Zentrum h,, i ; 0. Nach Schritt 3) gilt daher fiir die Anzahl der

zur Uberdeckung von R, bendtigten n~1/26-Kugeln

mit einer geeigneten Konstante M, welche von der Dimension d des Parameterraumes, aber
nicht von n und nicht von § > 0 abhéngt.
6) Nun konnen wir diese Abschétzungen &hnlich wie in 1.24 und wie im Beweis von 1.22

zusammensetzen. Analog zu 1.24 startet man, indem man

(+) P,y sup Lg/ﬂ > 1
EEB~(Y)
le—0|>n—1/2N

mit einer beliebigen natiirlichen Zahl N erst abschitzt zu

En sup \/ Lg/ﬁ ,

EEB~ ()
le—9|>n—1/2N

und dann weiter mit den Uberdeckungen aus 1) und 5) zu
Ln(9,7) Ln(9,7) £(n,k,9,0)
5 E ( up L,f/ﬂ> S S D ( up \/L,f/ﬂ> |
ERn’k fevn,k,i

Den einzelnen Term auf der rechten Seite

En sup Lg/ﬂ
éevn,k,i

schétzt man vollig analog zum Beweis von 1.22 wieder in der Form

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
[/ k,i,Od'u T /fﬁ ges‘}lpk_|f§ B fn,k,i,o|d'u]
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nach oben ab, was nach 2), nach Cauchy-Schwartz kombiniert mit 4), sowie mit 1 + z < e zu

—1)2 _ n
|: 1— 0(1971-}/) % + 9 )\(197,-}/) % :| < e~ c1(k—1)2+c26y/n
n

fithrt, mit geeigneten Konstanten ¢y, ce. Mit der unter 5) gegebenen Schranke fiir ¢(n, k, 9, d)

setzen wir alles zusammen und erhalten als obere Schranke fiir (+)

(++) Z Z B

7) Bis jetzt war § > 0 noch nicht festgelegt worden. Wir wihlen nun 6 = §,, > 0 in Abhéngigkeit

Ln(9,7) £(n,k,9,6) 0 pd-1
( sup /Ly 19) < MY e~ k=D e bV,
éevn,k,i

von n so daf} gilt
(+++) 52 = @2V iy allen>1 :

dies ist moglich, denn die Funktion 1— definiert auf 0 < = < 1, besitzt die Eigenschaft
. Mit Wahl (+++)

x
log x

von 0 = 6, > 0 bleibt auf der rechten Seite von (4+) nur

— 0 fur x | 0, und die Aussage (+++) ist dquivalent zu p \/ﬁ log #m

M Z k-1 e—cl(k—1)2
k=N

zu betrachten. Hier summiert man aber iiber die Glieder einer konvergenten Reihe, folglich kann
der letzte Ausdruck durch grofe Wahl von N = N(e) < oo unter jede zu Beginn des Beweises
gewéhlte Schwelle ¢ > 0 gedriickt werden. Damit ist die Aussage (x) und damit die Behauptung

des Satzes 1.25 bewiesen. O



