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In diesem Kapitel geht es um Likelihood Ratios und ihre Konvergenz. Wir stellen den Begriff
der Benachbartheit (contiguity) vor, der auf LeCam zurueckgeht (siche LeCam 1969, Davies
1985, LeCam und Yang 1990) und in lokalasymptotischen Betrachtungen eine Schliisselrolle
spielt (siehe unten Kapitel VII). In Teilkapitel A formulieren wir die wichtigsten Aussagen iiber
Benachbartheit. Diese wurden nach Héjek und Sidak (1967) unter dem Namen 'Le Cam’s Er-
stes Lemma’ bzw. 'Le Cam’s Drittes Lemma’ bekannt. Danach bringen wir in Teilkapitel B alle

Beweise, zusammen mit einer Reihe von Varianten zu den Aussagen aus Teilkapitel A.

A. Le Cam’s Erstes und Drittes Lemma

3.1 Bezeichnungen und Voraussetzungen fiir dieses Kapitel: Fiir jedes n > 1 betrachten

wir auf einem mefbaren Raum (2, .A4,) zwei Wahrscheinlichkeitsmafie P,, und Q.

a) 1) Ein Dichtequotient (Likelihoodratio) Ly, von P, beziiglich Q,, ist eine A,-meBbare Abbildung
Q,, — [0, 00] mit der Eigenschaft, daf das Paar ( L,,, {L,, = +o0}) eine Lebesgue-Zerlegung von
P, beziiglich @,, liefert:

Qn{Ly,=4})=0, P,(A) = P, (AN{L, =+o0}) + /LndQn, AeA,.
A

Ein Dichtequotient L,, von P, beziiglich @, ist (P, + @) -fast sicher eindeutig bestimmt. Siehe
Witting (1985, Satz 1.110) und Strasser (1985, Kap. I).
Die log-Likelihoodratio von P, beziiglich @y, ist A, := log L, , mit Werten in IR := [—o0, +]

(Konvention: log(400) = 400 und log(0) = —o0).

ii) Sei v, auf (Q,,A,) ein P, und @,, dominierendes o-endliches Ma8, schreibe p,, bzw. ¢, fiir

die v,-Dichten von P, bzw. (),,. Dann liefert
p
Ly = =150y + 001,
dn
eine Festlegung des Dichtequotienten von P, beziiglich @Q,,.

iii) Ist L, eine Festlegung des Dichtequotienten L, von P, beziiglich @,, so liefert L%l (mit

Konvention % = oo und é = 0) eine Festlegung des Dichtequotienten von @, beziiglich P,.

b) Betrachte fiir jedes n > 1 auf dem Raum (€, .A,,Q,) eine ﬂ_%d—wertige Zufallsvariable X,

R := [—00, +00]. Assoziiere fiir jedes n > 1 zu X, die R%wertige ZV X, := Xnlyx,|<oc} -
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i) Die Familie (X,), heiBt IRY-straff unter (Q,), falls gilt:
(%) lim Qn(Xn#X,) =0 , L ()?n | Qn) , n>1, ist straff in R?.

n—oo

ii) Gilt die erste Bedingung in (%) und l:t sich fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB F' auf (IR?, B(IR?))

die zweite Bedingung in (x) zu
() L ()?n | Qn) — F  (schwache Konvergenz in IR?, fiir n — 00)

. ——=d .
verschiirfen, so spricht man von IR%-schwacher Konvergenz der IR -wertigen ZV (X,), unter

(@Qn)n gegen F und benutzt die Schreibweise
L(X,|Qn) — F (schwache Konvergenz in IR?, fiir n — o).
iii) Wir nennen die Familie (X, ), gleichgradig integrierbar unter (Qy)y falls
X, = X’n Qn-fast sicher, n>1, lim sup / R \X’n\ d@Q, = 0.
{IXn|>K}

KToo n>1

3.2 Definition: Die Folge (P,),, heifit benachbart zur Folge (Qy)n (Schreibweise (Pp)n < (Qn)n)

falls fiir beliebige Folgen von Ereignissen (A4, ),, 4, € A,, fir n — oo gilt:
Qn(4,) - 0 = P,(A,) — 0.
(Pn)n und (Qn)r heilen wechselseitig benachbart (Schreibweise (P )n <> (Qn)r ) falls

(Pi)n < (Qn)n und  (Pn)n > (Qn)n

Bemerkung: Benachbartheit (P,), < (@), ist ein asymptotisches Analogon zur klassischen

Dominiertheit P << @ fiir Wahrscheinlichkeitsmafie P, @ auf einem festen Raum (€2, .4).
3.3 Satz: Stets ist (L), unter (@), I[R-straff.

Beweis: Nach 3.1 1a) ist fiir jedes n das Ereignis {L,, = 400} eine @,-Nullmenge. Es bleibt

zu zeigen, dafl durch grofie Wahl von K

sup @, (+o00 > L, > K)
n>1
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beliebig klein gemacht werden kann. Wahlt man speziell v, := P, + @), als dominierendes Maf}

fir P, und @, dann gilt fiir die zugehorigen Dichten p, + ¢, = 1, v,,-fast sicher auf 2,,; es folgt

1-— 1
Qn(+00>L,>K) = Qn<qn>0, qnq”>K> :Q”<0<qn<K—+1>
Un(Q) 2
= < AN L7 - -
/nl{q"Klﬂ} Gndvn < K+1

nach 3.1 a)ii), wobei die rechte Seite der Ungleichungskette nicht mehr von n > 1 anhéingt. O

Nun formulieren und kommentieren wir die Hauptergebnisse dieses Kapitels. Alle Beweise wer-

den in Teilkapitel B gegeben.

3.3’ Satz: Seien auf (Q,,.A,) Zufallsvariable Y,, mit Werten in (IR?, B(IR?)) gegeben, n > 1.
Aus
L(Y,|Qn) ,n>1 iststraff, und (P,)n, < (Qn)n

folgt
LY, |P,) ,n>1 iststraff.

3.4 Satz: a) Die folgenden Aussagen i) und ii) sind gleichwertig:

(ii) (Lp)n unter (Py,), ist IR-straff.
b) Die folgenden Aussagen i) und ii) sind gleichwertig:

(i) (Po)n <> (Qn)n

(i) die Folge (Ay)y, ist IR-straff unter (P,), und unter (Qp)n

Aus einer straffen Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (IR, B(/R)) kann man schwach kon-
vergente Teilfolgen auswéihlen. Also ist es nahezu keine Einschrankung der Allgemeinheit, Straff-
heitsvoraussetzungen nach Ubergang zu geeigneten Teilfolgen durch Voraussetzungen iiber schwa-

che Konvergenz zu ersetzen.



0 benacnbartnert

3.5 Le Cam’s Erstes Lemma: Gilt fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl F' auf (IR, B(IR))
LA, | Qn) — F (schwache Konvergenz in IR, fiir n — 00)

so hat man die Aquivalenz

(P <5 (Qu)n /]Re)‘ Fldy) = 1.

3.5’ Bemerkung: Wir unterlegen die Limesverteilung F' auf (IR, B(IR)) fiir die Folge der log-
Likelihoodratios (A, ), unter (@), durch eine reellwertige ZV A ~ F', definiert auf irgendeinem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, Q) (eine solche Wahl ist stets moglich, etwa durch A := id auf
(2,A,Q) := (IR,B(IR), F) ). Die Aussage [, e* F(d)\) = 1 bedeutet dann, daB man auf (0, A)

ein zweites Wahrscheinlichkeitsmafli P ~ ) definieren kann, indem man setzt
dP = M dQ .
Betrachtet man das bindre Experiment (genau zwei Wahrscheinlichkeitsmafle sind erklért)
(€, A {P,Q})
als Limesexperiment fiir n — oo zur Folge der bindren Experimente
(U, Apy {P,Qn}) , n>1,

so bedeutet wechselseitige Benachbartheit, dafl schwache Limiten von log-Likelihoodratios wieder
eine log-Likelihoodratio sind, und zwar in einem Limesexperiment mit zwei zueinander dquiva-

lenten Wahrscheinlichkeitsmaflen.

3.6 Le Cam’s Drittes Lemma: Setze voraus

Zusitzlich gebe es auf (Q,, A,) Zufallsvariable X,, mit Werten in (IR*, B(IR¥)) so da8
L((An, X)) | Qn) — F  (schwache Konvergenz in IR, fiir n — oo)

fiir ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsma$ F auf (IR*™*, B(IR***)). Dann ist auch

G(d\, dz) = ¢* F(d\,dz), A€ R, zc R"
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ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (IR'**, B(IR'**)), und es gilt

L((An, X)) | P,) — G (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o0) .

3.6’ Bemerkung: a) Auch hier unterlegen wir die Limesverteilung F durch eine kanonische
Zufallsvariable (A, X), definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (92,4, Q). Fiir das durch
dP := eMdQ definierte Limesexperiment (Q,A,{P,Q}) — im Vergleich zum Limesexperiment
aus 3.5’ ist hier zusitzlich die Existenz einer IR*-wertigen ZV X auf (9, A) sichergestellt — hat
man dann

F=L(AX)]Q, G=L(AX)|P).

Denken wir an (X,,), als eine Folge von Statistiken im Modell (2, A, { Py, @n}), welche un-
ter (Qn)n gemeinsam mit den log-Likelihoodratios verteilungskonvergent ist, so entspricht der
Folge (X,), — unter wechselseitiger Benachbartheit von (P,), und (@), — die Statistik X im
Limesmodell (€2, 4,{P,Q}).

b) Im Kontext von Minimum-Distanz-Schéitzern mit Konvergenzgeschwindigkeit /n, die wie in
Kapitel II D auf reellwertigen iid Beobachtungen basieren, denke man sich die Folge (@), gege-
ben durch (Py | F,),, fiir ein festes ¢ € ©, und die Folge (P, ), gegeben duch (P,lg_;’_h/\/ﬁ | fn>n
fiir ein festes h in IR%; dabei bezeichne F, die von den ersten n Beobachtungen erzeugte o-Al-
gebra, n > 1. Wir werden spéiter (siehe unten 4.11 und 7.3) sehen, dafl in diesem Fall wech-
selseitige Benachbartheit (P,), <> (Qn)n unter schwachen Glattheitsvoraussetzungen an die
Parametrisierung gilt. Die Folge (X},),, in 3.6 identifiziere man mit den reskalierten Schétzfehlern
(v/n(0;, —v)),, an der Stelle ¥. Sofern die reskalierten Schétzfehler in geeigneter Weise an die

log-Likelihoodratios

A (Poinsyi | )

A, =
d (Py | Fn)

angekoppelt werden koénnen, erlaubt LeCam’s Drittes Lemma, aus der Kenntnis der Grenzver-

teilung im Fupunkt ¢ € ©
L ((Ana \/ﬁ(ﬁ; - 19)) | Pﬂ) = E((Aan) | Qn) — FV

die Grenzverteilung fiir die reskalierten Schétzfehler auch in der Néihe von ¢ zu kennen:

£ (s VAW =) | Poiaym) = L((An X)) [ P) — G
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Dabei gibt 3.6 fiir die Umrechnung von F nach G eine explizite Vorschrift. Nach Verschiebung

des Arguments in der zweiten Komponente von G um h hat man damit die Grenzverteilung fiir

£ (Ans VR = O+ BV | Poynyy) = £((Rns Xo = 1) | Pr)

fir n — oo bei festem h. Damit verallgemeinert sich die Kenntnis von Grenzverteilungen fiir

Schétzer aus einem festen FuBlpunkt ¥ heraus auf kleine Umgebungen von 4.

Wir illustrieren den in LeCam’s Drittem Lemma explizit gegebenen Ubergang von der Grenz-
verteilung F fiir Paare (A, X)) unter @, zur Grenzverteilung G fiir dieselben Paare unter P,

in der fiir viele Anwendungen wichtigsten Situation:

3.6” Satz: (Mittelwertshift im Normalverteilungsmodell) Sei F in 3.6 cine Normalverteilung

auf (IR**, B(IR***)) mit nichtdegenierter erster Komponente. Dann hat F eine Gestalt

mit g € IR*, v € IRF, ¢ > 0, und mit einer symmetrischen und nichtnegativ definiten kx k-

Kovarianzmatrix 3. Die Grenzverteilung G in 3.6 unter benachbarten Alternativen ist dann

é:N +%O’2 o2 ,YT
pty D>

Im Spezialfall gemeinsamer asymptotischer Normalitét der (A, X;,),, unter (Qy,), wird 3.6 damit

zu einer einfach anwendbaren Aussage: G entsteht aus F durch Hinzufiigen des Kovarianzterms

v = lim Covg, (An, Xn)

n—oo

zur x—Komponente des Mittelwerts, sowie durch Umklappen des Vorzeichens in der A-Komponente.

B. Beweise und Varianten

Benachbartheit von (P,)y, zu (Qn)y ist ein ’asymptotisches’ Analogon zur Dominiertheit P << Q)
fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafie P, @) auf einem festen Raum (2, .4). In der klassischen Situa-

tion hat man eine ’e-9-Charakterisierung’ (siehe Witting 1985, S. 109) der Dominiertheit. Auch
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Benachbartheit kann man so charakterisieren.

3.7 Hilfssatz: Die folgenden Aussagen i) und ii) sind gleichwertig:
i) die Folge (P, ), ist benachbart zu (Qn)n;
ii) es gibt zu jedem € > 0 ein 6 = d(g) > 0 so daB gilt:

(+) fiir beliebige Folgen (Ay)n, Ap € Ay @ limsup @Qn(A,) <0 = limsup P,(A4,) <e.

n—oo n—oo

Beweis: ii)==1i): Sei ¢ > 0 beliebig, sei dazu § = d(¢) > 0 wie in ii) gegeben. Sei wie in 3.2
A, € A, eine beliebige Folge von Ereignissen mit nh—>Holo Qn(A,) = 0. Trivialerweise gilt dann
limsup,,_, . Qn(An) < d(g). Mit (4) erhdlt man limsup,_ . P,(A4,) < €. Dabei ist € > 0
beliebig, also gilt lim, . Py(Ay) =0.

i)==1ii): Setze voraus (P,), < (Qn)n. Angenommen, es gibt ein £ > 0, so daf fiir noch so kleines

1

d > 0 nicht (4) ausgesagt werden kann. Dann kann man insbesondere fiir jedes § der Form § =

eine Folge von Ereignissen (A%),, angeben mit

., limsup P,(4%) > ¢.

n—oo

limsup Q,(AF) <

n—oo

ol

Zu jedem k wihlt man einen hinreichend grofien Index nj mit

<
2 )
Die Folge von Ereignissen (Aﬁk)k — mit Aﬁk € Ay, k> 1 — ergdnzt man durch Einfligen der

leeren Menge zu einer Folge (Zm) ~ mit A4,, € Am, m > 1 —und erhilt

lim Qm(gm) =0 , limsup Pm(;lm) > %
im Widerspruch zur Voraussetzung (P,), < (Qn)n ; folglich war die Annahme absurd. O

Hiermit koénnen wir Satz 3.3’ beweisen: straffe Folgen IR%wertiger ZV bleiben beim Ubergang

zu einer benachbarten Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien straff.

3.7’ Beweis des Satzes 3.3’: Fiir n > 1 betrachte Zufallsvariable Y;, auf (Q,,.A,,Q,) mit
Werten in (IRY, B(IR?)); es gelte

LY, |Qn),n>1, iststraff .
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Sei (Pp)n < (Qn)n- Wéhle nach 3.7 zu jedem € > 0 ein 6 = §(¢) > 0 so daB (+) in 3.7 ii) gilt.
Die Straffheitsvoraussetzung unter (Q,,), erlaubt, fiir Ereignisse A, := {|Y,| > K} € A,, durch

hinreichend grofie Wahl einer Konstanten K < oo

limsup Qn(|Yn| > K) < 0

n—oo

zu erfiillen; mit (4) aus 3.7 ii) folgt

limsup P,(|Y,| > K) < ¢.

n—oo

Dabei ist € > 0 beliebig: also ist die Behauptung
LY,|P,) ,n>1, iststraff

des Satzes 3.3’ bewiesen. O

3.8 Bemerkung: Betrachte auf (2,4, Q) Ed—wertige Zufallsvariable X,,, n > 1, assoziiere
zu diesen wie in 3.1 die IR%wertigen ZV X, = Xnl{x,|<oc} - Aus den Definitionen in 3.1 b)
erhilt man sofort die folgenden Aussagen.

a) Genau dann ist die Folge (X,,), IR%straff unter (Q,), falls gilt

m limsup @, (+00 > |X,| > K) = 0;

KT
(hierbei darf — wegen () in 3.1 b)i) — 'limsup,,_,.,” nicht durch ’sup,,>,’ ersetzt werden).
b) Sei F' ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (IR?, B(IR?)). Dann ist IR%-schwache Konvergenz der
Ed—wertigen ZV (X,)n unter (@), geméaf 3.1 b)ii) dquivalent zur Giiltigkeit von (x)

(X) fiir jedes f € Cb(Rd) gilt lim f(Xn) 1{\Xn|<oo} dQn = / de .
Qn R

n—oo

Beachte hierbei: mit der speziellen Wahl f = 1 impliziert (x) die in 3.1 b)ii) bendtigte Aussage
lim Q,(|X,| =00) = 0,

da F' ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
c¢) Gleichgradige Integrierbarkeit von (X,,),, unter (@), nach 3.1 b)iii) ist gleichwertig (dies zeigt
man genau wie iiblichen Fall reellwertiger ZV, die auf einem festen Wahrscheinlichkeitsraum
leben) mit Giiltigkeit der folgenden Aussagen i) und ii) zusammen:
i) es gilt

sup Eq, (IXn|) < o0}
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ii) fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 = §(g) > 0 so daB

n>1,A,€A,, Qu(d,) <d = / | X0 dQ, < €.
An

Nach 3.3 ist die Folge der Likelihood Ratios (Ly,), stets IR-straff unter (Q,,),. Wir beweisen nun
den ersten Teil des Satzes 3.4: Benachbartheit (P,), < (Qn)n ist dquivalent zur IR-Straffheit von
(Lp)n auch unter (Py),.

3.9 Beweis von Satz 3.4 a): 1) Wir zeigen die Richtung i)==ii) in 3.4 a). Sei (P,,)n < (Qn)n-
Zu zeigen ist IR-Straftheit der Folge der Likelihood Ratios (L), unter (Py),, also geméf 3.8 a)

lim limsup P, (L, € [K,4+]) = 0.

Kloo n—ooo

Angenommen, dies gelte nicht. Dann gibt es ein € > 0, eine Folge K; T oo und eine Teilfolge

(nj); der natiirlichen Zahlen so dafl

Py, (L, € [Kj,+0]) > ¢ fiir alle j > 1.

j
Da nach 3.3 (L), unter (@), stets IR-straff ist, muf} gelten

lim limsup @y (L, € [K;,+o0]) = 0.

J—00  n—oo
Definiert man sich nun eine Folge A,, € A, durch Ay, := {Ly; € [Kj,+oc]} falls m = nj, und

Ay, = ) sonst, so ist eine Folge von Ereignissen gefunden mit

lim Qn(Ayn) = 0, limsup Py,(A,) >¢,

m—0o0 m—o0

im Widerspruch zur Voraussetzung (P,), < (Qn)n. Also war die Annahme absurd.
2) Wir zeigen ii)==-) in 3.4 a): aus IR-Straftheit von (L), unter (F,), folgt (Py)n < (Qn)n.

Betrachte dazu eine Folge von Ereignissen A, € A, mit lim Q,(A,) =0 und schreibe
n—oo

Po(An) = Py(Ann{+oo>L,>K}) + P, (A,N{L, < K})

< P(L,>K) + / Lo dQy
Ann{Ln<K}
< sup Pp (Lm > K) + K Qn(An) .
m>n

Wegen IR-Straffheit der IR-wertigen Zufallsvariablen (L), unter (P,), nach Voraussetzung kann

die rechte Seite der Ungleichungskette im Limes fiir n — oo durch grole Wahl von K beliebig
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klein gemacht werden. Also gilt lim,,_,. P,(A,) =0. O
Wir bereiten den Beweis von Satz 3.4 b) (siehe unten 3.13) vor.

3.10 Satz: Die folgenden drei Aussagen sind gleichwertig;:

) (Po)n < (Qnln ;
ii) Die Folge (L), unter (@), ist gleichgradig integrierbar, und lim, .. P, (L, = +00) =0 ;
ili) Die Folge (L), unter (@) ist gleichgradig integrierbar, und es gilt lim, .o Eq,(L,) =1.

Beweis: 1) Beachte, dass P,(L,, = +o0) das Gewicht des @,-singuldren Anteils von P, be-
zeichnet, nach 3.1 a)i), wihrend Eg, (L, ) die Gesamtmasse des @,-absolutstetigen Anteils von

P, liefert. Folglich gilt
P,(Ly, =+400) + Eqg,(Ly,) =1 firallen>1

und ii) und iii) sind dquivalent.

2) Fiir jede Konstante 0 < K < oo zerlegt man
P, (K <L, <+x) = P,(L,=+00) + /1{K<Ln<+oo} L, dQ,

= (1-FEg.(Ln) + / s <L eoc) Ln dQ -

Unter der Zusatzbedingung lim, o P,(L, = +00) = 0 ist also die gleichgradige Integrierbar-
keit von (L, ), unter (Q,), — siehe 3.1 b)iii) — dquivalent zur IR-Straffheit von (L), unter (P,),,
und damit wegen 3.4 a) (oder 3.9) dquivalent zur Benachbartheit (P,), < (Qn)n - O

Nach 3.3 ist die Folge der Likelihoodratios (Ly,),, unter (@), stets IR-straff. Also kann man aus
jeder Teilfolge (ng), von IN eine weitere Teilfolge (ng,); auswéhlen, welche schwach in IR entlang
(ng,)1 gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ F* auf (IR, B(IR)) konvergiert. Bis auf den Ubergang zu
solchen Teilfolgen, den die gewéhlte Schreibweise nicht zeigt, ist also eine Voraussetzung wie im
néchsten Satz fast selbstverstindlich. Wir beweisen zuerst eine Fassung von Le Cam’s Erstem

Lemma fiir einseitige Benachbartheit.

3.11 Satz: Sei F' ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (IR, B(IR)) so daf}

L(L,| Q) — F (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o)
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(notwendig ist dabei I’ konzentriert auf [0, 00), moglich ist F'({0}) > 0); dann gilt

(P < (Qn)n < /Ooozﬁ(dz) — 1.

Bemerkung: Unterlegt man F mit einer ZV L auf einem Raum (Q,A4,Q), so definiert L we-
gen [yF(dy) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (Q,.4) via dP := LdQ. Unter einseitiger
Benachbartheit ist also der schwache Limes von Likelihoodratios stets eine Dichte % in einem

bindren Limesmodell (2, A4, {P,Q}.

Beweis: Da Likelihoodratios nichtnegativ sind, da die Folge (L), unter (Q,), nach 3.3 stets
IR-straff ist, muB F ein auf [0, 00) konzentriertes Wahrscheinlichkeitsmaf sein.

1) Fiir K > 0 definiere eine 'trunkierte Identitiat’ gx(-) € Cy(IR) durch
gx(x) = 0OV ANK, z€R.

Wegen monotoner Konvergenz gilt sicher

o0

o
lim g dF :/ rF(dz) < 400
Klco Jo 0

und zugleich

(+) 0= Eou) = [oxdQk = [Lpccr,cin Lad@n — K QE((K.00)
Dabei gilt fiir n — oo in (4) nach Voraussetzung

(++) nh—>nolo 9K dQ}" = /QK dF .

2) Wir zeigen '==". Unter der Voraussetzung (P,), < (@n)n gilt nach 3.10

lim Eg,(Ly,) =1, lim limsupfl{K<Ln<+oo} L,dQ, = 0

n—00 KToo p—oo

und damit erst recht limg oo KQL" (K, 00)) = 0. Also zeigt (+)

lim lim [ ggdQi = 1.

KToo n—00

Aus (++) erhélt man daher [zF(dz)=1.
3) Wir zeigen '<=". Unter der Voraussetzung [ zF'(dr) =1 hat man in (+)

lim lim g dQ;™ = II{I%H /ngF =1, lm Eq,(L,) = 1.
o

KToo n—oo n—oo
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Wiihlt man nun K als Stetigkeitsstelle der Verteilungsfunktion z — F([0, z]) mit der Eigenschaft
~ 0 ~
KF(K, o)) < / rzF(dr) < e,
K
so ergeben sich aus (+) fiir hinreichend grofies K die Abschéitzungen

lim KQﬁ"((K, o)) < €, limsup /1{K<Ln<+oo} L,dQ, < 2¢.

n—oo n—00

Dabei ist € > 0 beliebig, und wegen 3.10 erhélt man (P,), < (Qn)n - O

3.12 Satz: Gleichwertig sind

i) (Pu)n > (Qnln ;
ii) lim limsup Qn(Ly, <c¢) = 0 .

cl0 n—oo

Beweis: Nach 3.1 a)iii) ist die [0, co]-wertige ZV Lin eine Festlegung der Likelihoodratio von @,
beziiglich P,. Die Aussage ii) bedeutet IR-Straffheit der Folge (L%)n unter (Qn)n. Also ist die
Aquivalenz 1)<=ii) eine Anwendung von 3.4 a) (bzw. 3.9), wobei (P,), und (Q,), die Plitze

getauscht haben. O

3.13 Beweis von Teil b) des Satzes 3.4: Zu zeigen ist, dafl wechselseitige Benachbartheit
(Po)n <> (Qn)n &dquivalent ist zur IR-Straffheit der Folge (A, ), sowohl unter (P,), als auch

unter (Qp)n.

1) Hat man wechselseitige Benachbartheit, so liefern 3.3 und 3.12 zusammen

(+) Il<1Tm limsup Q@ <Ln 7 [%,K]) =0.

X n—oo

Fir K > 1 gilt aber

1 1
P, (L”<E> < /1{Ln<%}LndQn < Qn (L”<E>

so daf aus 3.4 a) (bzw. 3.9) kombiniert mit (4) sofort folgt

(++) lim limsup P, <Ln ¢ %’KD — 0.

Kloo np—oo

Wegen L, = e’ zeigen (+) und (++) die IR-Straffheit von (A,,), unter (P,), und unter (Q, ).
2) Aus der IR-Straftheit von (A, ), unter (F,), und unter (@), folgt — wegen 3.4 a) (bzw. 3.9)

ii)==1) fiir grofie Werte von L,, unter (P,),, und wegen 3.12 ii)==-i) fiir kleine Werte von L,,
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unter (@), — sofort die wechselseitige Benachbartheit (Py,), <> (Qp)n- O

Satz 3.4 ist damit vollstindig bewiesen. Aus 3.4 b) und 3.11 folgt nun eine Formulierung von Le

Cam’s Erstem Lemma unter wechselseitiger Benachbartheit.

3.14 Satz: Sei F' ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (IR, B(IR)) so daf gilt
L(L,|Q,) — F (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o).

Dann gilt

(P)n <> (Qu)n <= F(0)=0 und /Ooozﬁ(de) = 1.

Beweis: Fiir Stetigkeitstellen ¢ der Verteilungsfunktion y — F ([0,y]) gilt

lim Qn(L, <c¢) = F([0,q]) .

n—oo

Also ergibt sich die Behauptung aus 3.11 kombiniert mit 3.12. O

Bemerkung: Unterlegt man F' mit einer ZV L auf einem Raum (9, A, Q), so definiert L wegen
F(0) = 0 und [yF(dy) = 1 ein WahrscheinlichkeitsmaB P ~ @ auf (92, A) via dP = LdQ.
Unter wechselseitiger Benachbartheit ist also der schwache Limes von Likelihoodratios stets eine
strikt positive Dichte, d.h. das binire Limesexperiment (2, A4, {P, Q}) besteht aus dquivalenten

Wahrscheinlichkeitsmafien.

LeCam’s Erstes Lemma in der in Satz 3.5 gegebenen Formulierung ergibt sich nun sofort aus
3.14, indem statt Likelihoodratios unter (Q,),, deren Grenzverteilung auf (0, c0) konzentriert

ist, unter leichter Verscharfung der Voraussetzung log-Likelihoodratios betrachtet werden:

3.15 Beweis von Satz 3.5: Die in 3.5 gemachte Voraussetzung (/R-schwache Konvergenz der
(Ap)n unter (@), gegen ein Wahrscheinlichkeitsmafl F' auf (IR, B(IR))) impliziert nach dem

continuous mapping theorem

L(L,| Q) — F mit F({0}) =0 (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o).
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wobei F' als Bild des aus 3.5 gegebenen F unter der Abbildung A — e* definiert wird. Danach

sind die Aussagen von 3.5 und 3.14 #quivalent. O

Wir bereiten den Beweis von Le Cam’s Drittem Lemma in der Formulierung 3.6 vor. Nach 3.3 ist
L (Ly|Qn), n > 1, stets R-straff. Hat man Straffheit von £ (X,|Q,), n > 1, in IR?, so hat man
auch Straffheit der Paare £ ((Ly, X,,) | Qn), n > 1, in IR'T9. Dann ist es moglich, Teilfolgen (n;);

und WahrscheinlichkeitsmaBe F' auszuwihlen, so daB (Ly,, X,,) unter (Qp, )n, schwach in R'*4

gegen F' konvergieren. Dies ist — bis auf Auswahl von Teilfolgen — die Situation der folgenden

Version von Le Cam’s Drittem Lemma unter einseitiger Benachbartheit.

3.16 Satz: Sei (P,), < (Qn)n. Betrachte eine Schar von ZV X, : (Q,, A,) — (IRY, B(IR?)),
n > 1, und ein Wahrscheinlichkeitsmafl F au (R4, B(IR'™ %)) so daf

L((Ln,Xn) | Qn) — F (schwache Konvergenz in IR'*9, fiir n — o).
Definiere auf (IR'*?, B(IR'*%))
G(dl,dz) = 1145 Fdl,dz), 1€ R, z€cR.

Dann ist G ein WahrscheinlichkeitsmaB, und es gilt

L((Ln, Xpn) | Pn) — e (schwache Konvergenz in R4, fiir n — o).

Beweis: 1) G ist ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf (IR B(IR't?)): es geniigt, F(dl) fiir die

erste Marginalie von F (dl,dzx) zu schreiben, und 3.11 anzuwenden:
(Fo)n < (Qn)n = / ClysoyF(dl) = 1.
2) Schreibe wieder fiir die trunkierte Identitit auf IR
gr(x) == OVaAK, zelR.
Sei f € Cy(IR'*9) beliebig, M := sup|f|. Zu € > 0 beliebig wihle K = K (¢) so daf

(+) / I Lo sy F(dl,dr) = / LE(d]) < e
RI+d K

nach 3.11, und

(++) sup /Ln 1{Ln>K} aQ, < €

n>1
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wegen 3.10.

3) Betrachte fiir n — oo Zerlegungen

/ F(Ls Xo) g ey APy = / (Lo X)Ly dQu
- / (L X0) g1 (L) dQ,, + / F(s X0) (L — 95(Ln)) dQ.

Die Funktion (I,7) — f(I,z) gk (l) ist in Cp(IR'*9), also gilt nach Voraussetzung

(o) fim [ (L X0) g (L) dQr = / £, 2) g (1) E(dl, da) .

n—~0o0

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichungskette gilt aber nach (++)

(00) sup /f(Ln,Xn) (Lp —gr(Ly))dQ, < Me.

n>1

Im Grenziibergang n — oo entspricht (¢o) wegen (+) die Aussage

(0060) /f(l,a:) (Il — gx(1)) F(dl,dz) < Me

und den obenstehenden Zerlegungen entspricht

/f(l,m)gK( F(dl, dz) /f (,2) (I — gxc (1) F(dl, dx)
- /f(l,a:)ll{l>0} F(dl, dz) /f (1, z) G(dl, dz) .

Da ¢ > 0 beliebig war, hat man mit (¢)-(¢ ¢ ¢)

i [ (LX) U,y dPs = [ £00.2) Gl o)

n—oo

bewiesen. Geméf (x) in 3.8 b) ist damit die gewiinschte Aussage

L((Ln,X,) | P,) — G (schwache Konvergenz in IRt fiir n — o)
bewiesen. O
Die in 3.6 gegebene Formulierung von Le Cam’s Drittem Lemma unter wechselseitiger Benach-

bartheit benutzt log-Likelihoods und braucht daher — siehe 3.12 oder 3.14 — eine stérkere Vor-

aussetzung als 3.16. Der Beweis geht analog zu dem von 3.16:

3.17 Beweis des Satzes 3.6: 1) Mit 3.5 sieht man sofort, da§ das in 3.6 definierte G ein
Wahrscheinlichkeitsma$ auf (IR'*9, B(IR'*)) ist.
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2) Definiere F als Bild des Wahrscheinlichkeitsmafies F aus 3.6 unter der Abbildung (A, z) —

(e}, ). Betrachte eine trunkierte Identitit
hi(y) = e Bvyne® | yelR.
Wegen 3.5 verschérft sich (4+) aus dem Beweis von 3.16 zu

(+) /Bwu_hK(l)' F(dl,dz) < e—K+/ [ serny F(dl da) < e

JR1+d

fiir hinreichend grofle Wahl von K, und (4+) dort verschérft sich wegen 3.14 zu

(++) sup /|Ln—hk(Ln)| dQ, < e+ sup /Ln L, setky dQn < €.

n>1 n>1

3) Nun betrachtet man mit den Modifikationen aus 2) fiir f € Cy(IR'*?) Zerlegungen

/ F(Ans Xo) Loer, <oy APy = / (A X0) L Qs

— / F (s X) e (€M) dQ + / (A X)) (L — hic(Ln)) d@n

was (bis auf Fehlerterme der Grofile 2Me, gleichmiéssig in n > 1, genau wie in (00) und (¢ ¢ )

im Beweis von 3.16) der Zerlegung

/ F(\ ) hic(e)) F(dX, dz) + / F\z) () = hg(e)) F(dA, dx)
_ / FOua) e F(dhdr) = / FOuz) G, do)

entspricht. Damit ist die Aussage

tin [ (A Xo) Loy 4P = [ £ 2) Gl do)

n—oo

bewiesen. Diese gilt fiir beliebiges f € Cp(IR'*?). Gemi8 (x) in 3.8 b) schlieBt dies den Beweis
des Satzes 3.6 ab. O

Zum Abschluf} betrachten wir Mittelwertshifts in Normalverteilungsmodellen als Spezialfall von

Le Cam’s Drittem Lemma.

3.18 Beweis von Satz 3.6”: Wir betrachten ﬁ, G in Le Cam’s Drittem Lemma 3.6 in
folgendem Spezialfall: F ist eine Normalverteilung, deren erste Marginalie — die Grenzverteilung

der (Ay), unter (@), — nicht deterministisch ist.
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1) Zuerst ist zu zeigen, dafl in diesem Fall F notwendig eine Gestalt

Jz v X
(mit p,y € R*, 0? > 0, und ¥ symmetrisch und nichtnegativ definit) hat. Nach 3.5 weifl man

i A F (d\,dz) =1, also muf} ein moglicher Mittelwert v € IR in der ersten Komponente von F

1 = /GAN(V,O'Q)(d)\) = \/\/21—26_2;2(}‘2_2)‘(1/"_02)"1‘1/2) I\
Viyea

erfiillen. Nach Einschieben von +(v + 02)? im Exponent auf der rechten Seite erzwingt dies

(v +0%)? = 12, und damit — beachte 02 > 0 nach Voraussetzung — v = —%02.

2) Wir beweisen die in 3.6” behauptete Gestalt

B 1142 o2 ~T
G=w~[| " | !
pty ¥ X
des WahrscheinlichkeitsmaBes G(d, dz) := e F(d), dz). Setze an ¢ : IR — IR fiir die Lapla-

cetransformierte von G. Schreibt man das Argument von 5 in der Form z = ({p,() mit (p € R

und ¢ = ((1, ..., ) € IRY, so nach Definition von G

3z = / e () G(d, do)
R1+d

= /e_(COAJrCTx) G(d\, dz) = /e_((CO_I)AJrCTx) F(d), dz)

(in dieser Gleichung wurde die Schreibweise (.,.) fiir das Skalarprodukt in R'*¢ und -T- fiir
das Skalarprodukt in IR? benutzt). Eine Normalverteilung A'(m, A) auf (IR¥, B(IR*)) besitzt die
Laplacetransformierte

1
R > 2z — exp{—me + EmTAm} e R.

Folglich erhilt man aus der in 1) gegebenen Gestalt von F

2 T 1
30 = ew ~-Daot) — s 2T [T )ab e [
v ¢

Fine einfache Umrechnung in einigen zusétzlichen Zeilen bringt dies in die Form

2 T 12
~ T~ 1 o +50
(Z) = exp{ =211 + 3 el 7 z . = 2

v pty

und beweist damit die behauptete Gestalt von G. O



