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A. Stochastische Prozesse mit Pfaden in LP(T,7, u)

Als Vorbereitung auf die Diskussion der Asymptotik von MD-Schétzfolgen charakterisieren wir
schwache Konvergenz in LP-Pfadrdumen; der wichtigste Fall ist dabei p = 2. Die Darstellung
folgt Cremers und Kadelka (1986), siche auch Grinblat (1976). Diesem Teilkapitel liegen stets —

ohne daf} es in den einzelnen Resultaten erwihnt wird — die folgenden Voraussetzungen zugrunde.

2.1 Bezeichnungen und Voraussetzungen fiir Teilkapitel A: a) u ist ein endliches Maf
auf einem mefibaren Raum (7, 7)) mit abzéhlbar erzeugter o-Algebra 7.

b) Fiir 1 < p < oo betrachten wir den Raum LP(y) = LP(T, T, ;) aller (u-Aquivalenzklassen
von) p-fach integrierbaren Funktionen (7,7) — (IR, B(IR)) mit Norm

W = 1l = ( / |f<t>\pu<dt>>” ,

und versehen LP(x) mit seiner Borel-o-Algebra B(LP(1)).
¢) Man weif: da 7 abzihlbar erzeugt ist, gibt es eine abzéhlbare Teilmenge S C LP(u), welche
in LP(T, T, p) dicht liegt (Separabilitit, zum Beweis sieche Witting (1985), S. 138). Folglich wird

die Borel-o-Algebra B(LP(u)) von den offenen Kugeln in LP(u) erzeugt, etwa vom System
B.(g) = {felP(u):If =gl <7}, r>0rational, g€ S.

d) Ein reellwertiger stochastischer Prozess X = (X;)ier, definiert auf einem Raum (9, A, P),

indiziert durch die Parametermenge T, heif3t mef$bar falls
TxQ 3 (tw) — X(t,w) € R

eine mefbare Abbildung von (T'x$2,7®.A) nach (IR, B(IR)) ist. In einem mefibaren stochasti-
schen Proze X = (Xi)ier ist jeder w-Pfad Xo(w), w € 2

Xe(w): Tot — X(t,w) € R
eine mefibare Abbildung von (7',7) nach (IR, B(IR)).

2.1’ Beispiel: Betrachte iid ZV Y7, Y, ... auf (2, A, P) mit Werten in (7,7 ) := (IR™, B(IR™)).

a) Sei n > 1. Definiere zu den ersten n Beobachtungen die empirische Verteilungsfunktion

~ 1 — -
Fo(t,w) = Ezkm,ﬂ(yxw)) = EZl{yﬁt}(w), teR™, weQ
=1 =1
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(mit Schreibweise (—o0,t] := 'nxll(—oo,tj] fir t = (t1,...,tm), und mit (t1,...,tm,) < (t,...,t,)
falls t; < t;- fiir alle 1 < 4 gj m). Dann ist ﬁn = (ﬁn(t))temm ein stochastischer Prozefl auf
(Q,.A). Wir zeigen, daf F, ein meBbarer Proze$ im Sinne von 2.1 d) ist.
Definiere fiir £ > 1 und [ = (1, ...,In) € Z™

=)

2k’ ok ’

ti(k) == <ll+1 ...,lm+1> Ak =
— > Law () Euti(k),w)

2k 7 2k
lez™

cine meBbare Abbildung (IR™x ), B(R™)®A) — (IR,B(IR)). Die Pfade von F, sind in jeder

T3

Fiir jedes feste k ist

Komponente des Arguments ¢ € IR rechtsstetig, stiickweise konstant, nichtfallend; folglich ist

die empirische Verteilungsfunktion ﬁn als punktweiser Limes mefibarer Abbildungen

~

(t,LU) - ﬁn(taw = hm Z 1Al(k F tl(k) )
lEZm

ein mefibarer stochastischer Prozess.
b) Die Verteilungsfunktion F'(t) = P(Y; <t),t € IR™, der Variable Y; unter P ist in jeder Kom-
ponente des Arguments ¢ € IR™ rechtsstetig, stiickweise konstant, nichtfallend. Mit demselben

Argument wie oben ist also auch /n(F, — F)
(t,w) — ﬁ(ﬁn(t,w) —F(t)) , teR™,weQ

ein mefBbarer stochastischer Prozess. O

2.2 Hilfssatz: Geniigt ein mefibarer stochastischer Proze X = (Xy)ier auf (2, A, P) der
Bedingung
/ | X (t,w)[Pu(dt) < oo fiir alle w € 2,
T

so ist der Pfad X,
Xe: Q3 w — X,(w) € LP(p)

eine wohldefinierte Zufallsvariable auf (€2, .A) mit Werten in ( LP(T,7, ), B(LP(T, 7, 1)) ).

Wir nennen X dann kurz einen mefbaren stochastischen Prozefs mit Pfaden in LP(u).

Beweis: Fiir beliebiges g € LP(u) = LP(T, T, ) schreibe

Z w1 =gl = ([ 1X0w) o >|p<>>‘17



napitel 11 9

Wegen MeBbarkeit des Prozesses X = (X;)er ist Z, eine meBbare Abbildung (22, A) — (IR, B(IR)).
Fiir jede Kugel B,(g) wie in 2.1 ¢) gilt also

XoU(Bi(9) = {w: Xow) € By(r)} = {Zy <1} € A.

Da die Borelsche o-Algebra B(LP(u)) nach 2.1 ¢) von den offenen Kugeln erzeugt wird, ist der
Pfad X, eine Zufallsvariable auf (€2,.A) mit Werten in (LP(u), B(LP(u))). O

2.3 Satz: Seien (X}')ier, n > 1, (Xy)ier meBbare stochastische Prozesse mit Pfaden in
LP(T,T, ). Dann sind die folgenden Aussagen i) und ii) dquivalent:
i) es gilt

X! — Xo (schwache Konvergenz in LP(T,7, ), fiir n — o0);

ii) fiir beliebiges [ > 1 und beliebige g1, ..., ¢; in LP(T, T, p) gilt

(X =all, - [1XS = all) — UXe =gnlls- -5 1 Xe = aill)

(schwache Konvergenz in IR!, fiir n — c0).

Beweis: Fiir schwache Konvergenz in metrischen Rdumen siehe z.B. Billingsley (1968). Schreibe
kurz LP = LP(T,T,u). Die Richtung i)==1ii) folgt aus dem Satz iiber stetige Abbildungen,

anzuwenden auf
he IPs f — (If =gl I f —al) € R

Zeige also ii)==1). Seien X" definiert auf irgendwelchen (Q,, A,,P,), n > 1, und X auf
(Q,A, P). Schreibe Q" fiir die Wahrscheinlichkeitsmafie £(X('|P,,) auf (L?, B(LP)), n > 1, und
Q fiir L(X.|P).

Nach dem Portmanteau-Theorem geniigt es zu zeigen, daf fiir alle offenen Mengen G in LP gilt

(+) liminf Q"(G) > Q(G).

n—oo
Wegen Separabilitit des LP nach 2.1 ¢) kann man jede offene Menge als abzéhlbare Vereinigung

geeigneter offener Kugeln schreiben
o
G = U B,,(¢9;) mit geeigneten g; € S, r; > 0 rational.
i=1

Zu beliebigem ¢ > 0 existiert dann ein [ = [(¢) so daf$§
!

Q(G) < Q( BTi(Q’i)) + €.
1

)
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Damit folgt fiir n — oo

l !
liminf Q"(G) > liminf Q" (U B, (gz)> = liminf P, (X:L € U Bri(gi)>
i=1 i=1
= liminf P, (es existiert ein 1 < ¢ <[ mit || X7 — g < 1)

l
= tmint (1 2, (X2 =gl X2 -al) € X[00)) )

was unter ii) — mit schwacher Konvergenz in IR’ und der Aussage des Portmanteau-Theorems

fiir abgeschlossene Mengen in IR! — weiter abzuschétzen ist durch

!
> 1= P (X =l X = al) € X))
= P (es existiert ein 1 < ¢ <l mit || Xe — gi|| <14)
! !
= P (X. e Bm(gi)> = @Q (U Bn(Qi))
=1 i=1
> Q(G) -«

nach Wahl von [. Da € > 0 beliebig war, ist (4) gezeigt und damit die Behauptung bewiesen. O

2.4 Hauptsatz (Cremers und Kadelka 1986): Betrachte mefibare stochastische Prozesse
(X{")ter, definiert auf (25, A, Py), n > 1, und (X3)¢er, definiert auf (2, A, P),
alle mit Pfaden in demselben LP(T,7, ). Fiir
X — Xo (schwache Konvergenz in LP(T,7T, ), fir n — 00)

sind die folgenden Bedingungen i) + ii) hinreichend:
i) es gibt N € T mit u(N) = 0, so daB fiir beliebiges [ > 1 und beliebige t1,...,t; in T\ N gilt

L(X], ... X)) | Py) — L((Xy,...,Xy) | P) (schwach in R, fiir n — o0)

(Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen, u-fast iberall);

i) fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein K = K(¢) < co so da8 (mit X° := X und Py := P)
swp [ Aoy XOP dusP) < e
n>0 JTxQn

(gleichgradige Integrierbarkeit der {| X" (-,-)|P : n > 0} als Familie mefibarer Abbildungen

X" (TxQp, TRA,, p@P,) — (R,B(IR)), n=>0,
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die auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsrdumen leben).
Vor dem Beweis von Satz 2.4 erwihnen wir eine niitzliche Konsequenz:

2.5 Folgerung: Unter den Voraussetzungen i) + ii) des Satzes 2.4 gilt insbesondere
/ g(s) X pu(ds) — / 9(s) Xs u(ds) (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o0)
T T
fiir jedes g € L4(u), wobei g durch % + % = 1 gegeben ist, und

Xy — I Xellr(u (schwache Konvergenz in IR, fiir n — 00).

Beweis: L%(u) ist der Dualraum zu LP(u), insbesondere ist fiir jedes feste g € L%(u) die Abbil-
dung f — [ fgdp eine stetige Abbildung von LP(p) = LP(T, T, ) nach IR. Auch f — I 1l 2o ()

ist stetig auf LP(u). Beide Behauptungen folgen also aus

XJ — Xo (schwache Konvergenz in LP(u), fiir n — o0)

mit dem Satz {iber stetige Abbildungen. O

2.5’ Beweis von Satz 2.4: Fiir den Beweis normieren wir das endliche Mafl p auf u(7T") = 1.
Bezeichne H die Klasse aller meibaren und beschréankten Funktionen ¢ : T' x IR — IR mit der
Eigenschaft, daB fiir jedes feste t € T' die Abbildung ¢(t,-) : © — ¢(t, z) stetig ist.

Fiir jeden meBbaren reellwertigen Prozef (X;)ier auf einem (', A, P') ist (t,w) — (t, X'(t,w))
T AT @B(IR)-meBbar, damit ist (t,w) — ¢(t, X'(t,w)) T®A-B(IR)-meBbar, folglich ist

w — / (s, X' (5,w)) u(ds)
T

eine ordentliche reellwertige Zufallsvariable auf (€', A’).

1) Wir zeigen zuerst: Bedingung i) aus 2.4 impliziert

(+) /TQO(S,X?)/L(CZS) — /Tgo(s,Xs)u(ds) (schwach in IR, fiir n — o)

fiir jedes p € H .
Bezeichne Cp(IR) die Klasse der stetigen und beschrinkten Funktionen IR — IR. Zu zeigen ist

© £ (o[ oxnua)) — (o[ eexu@)) . gecm e
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fiir n — oo . Wihle eine Konstante M < oo so dal sup |¢| < M . Wegen p(T') = 1 spielt in (o)
TxIR

nur die Restriktion von g auf das Intervall [— M, +M] eine Rolle. Nach Weierstrafl wird die stetige

Funktion g gleichmifig auf dem Kompaktum [—M, +M] durch Polynome approximiert. Folglich

l

reicht es, (¢) nur fiir Polynome g bzw. sogar nur fiir die Funktionen g(x) := z' nachzuweisen,

[ € IN beliebig. Wir beweisen nun fiir festes [ € IV

E(( / sO(s,X?)u(dS)>l> — E(( / so(s,xsmws))l) , n—oo.

Mit XY := X schreibt man rechte bzw. linke Seite in der Form

E(( / w(s,X§>u<ds>)l) |-/ E(]i[so(X)) ulds1) .. plds)

- /.../E(w(sl,,,,,sl)(xgl,...,X;;))u(dsl)...u(ds,)
T T

wobei fiir festes (s1,. .., s;) nach Voraussetzung iiber ¢ € H gilt

!
V@1, m) = Py, (@1, 1) = H@(Si,xi) € C(IR!).

i=1
Die in i) vorausgesetzte Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen von X" gegen

die von X, p—fast iiberall, impliziert daher fiir jedes feste (s1,...,s;) mit s1,...,5 € T\ N

E (p(X7,

817"

..,Xg)) — EW(Xs,..., X)), n—oo.
Unabhéngig von (si,...,s;) sind alle diese Terme beschriankt durch M I also strebt

[ e [ B (oK X2) ) s i)
T T

mit dominierter Konvergenz fiir n — co gegen

[ [ B (oK X ldsr) )
T T

Dies ist die Aussage (o) fiir g(z) = . Folglich ist (+) bewiesen.

2) Wir zeigen nun: wegen Voraussetzung ii) kann fiir jedes feste g € LP(T, 7, 1) die Familie
Z"g) = X =g, n=0
gleichmafig in n € INy durch Zufallsvariable des in 1) betrachteten Typs

[ et x2ntas) . e e gecignet, n >0
T
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approximiert werden, genauer formuliert (mit X° = X und Py = P wie oben): fiir jedes g € LP (1)

und jedes 6 > 0 gibt es eine Funktion ¢ = ¢, s € H so daf} gilt

(%) sup P, <‘||X? —glP = /TsO(s,X?)u(dS)

>5> < 9.

Zum Beweis von (x) seien g € LP(T,7, ) und 6 > 0 fest. Mit Voraussetzung ii) aus 2.4 wahlt

man zu d ein 1 < C < oo so daf3

sup / ].{‘Xn‘>c} I X"P d(uP,) < 37297 42 ;
n>0 JTxQ,

eventuell notwendiges Vergrofiern von C stellt zugleich sicher
/T1{9>C} gl dp < 37%27P6%.
Schreibe h(z) = (=C)Va A (+C) und definiere ¢ = ¢4 5 : TxIR — IR durch
o(s,x) == |h(x) —h(g(s)))P, se€T,zeclR.
Klar gilt ¢ € H, und aus |a + b|P < (|a| + |b])? < 2P(]alP 4 |bP) erhélt man
1X2) = glP ~ [ pls, X2 utas)
< /Tl{X"(s,w)|>C}U{g(s)|>C} | [ XS (w) = g(s)IP — (s, X (W) | plds)

< /Tl{X"(s,w)|>C}U{g(s)|>C} (2P[ X (WP +2°|g(s)|P + 2°CP) u(ds) .
Daraus ergibt sich wegen u(7") =1

al )

B 2p/T Ql{\X”\>C}U{\g\>C} (| X™P + |g|P + CP) d(uRP,)
X

HX?(w)—ng—/Tcp(&X?(w)) p(ds)

IN

3 3
Zp/ Lixn>c. 91>y <§\X \p+5\glp> d(n@Fn)
TxO
* 2p/ Lxn>c,g1<cy (31X™P) d(p®Fy)
TxQ

+2p/ Lgisc,1xn<cy (31917) d(u@Fy)
TxQ

9 0
< 52 </ Lxnscy [ X" P d(u®@P,) + /1{|g|>0} lgl” dﬂ)
TxQ T

< &

nach Wahl von C. Eine Anwendung der Markov-Ungleichung schliefit den Beweis dieses Teil-
schritts ab und liefert ().
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3) Zum Nachweis der Behauptung
X — Xo (schwache Konvergenz in LP(T,7, ), fir n — o0)
geniigt es nach 2.3 zu zeigen, daf} fiir beliebiges [ > 1 und beliebige ¢1, ..., g; in LP(T,7,u) gilt

XS =gulls - I1XSE = aill) — (1Xe —aull, - - [1Xe = aill)

(schwache Konvergenz in IR!, fiir n — c0),
bzw. nach Dazwischenschalten einer stetigen Bijektion auf (0,00)! die dquivalente Behauptung

XS =all?s - IXE = al”) — (U Xe —anl”s - [[Xe = all?)

(schwache Konvergenz in IR!, fiir n — oo)

zu beweisen. Nach Cramér-Wold (bzw. nach dem Stetigkeitssatz von P. Lévy) hat man also fiir

beliebiges o € IR! zu zeigen
! I
(++) YY" := ZaiHXf” - gl — ZaZ-HX. —gillP =Y (schwach in IR, n — o0) .
i=1 i=1

Fiir den Beweis von (++) reicht es, nur den Fall a; # 0 fiir 1 <1 <[ zu betrachten, und solche
11

Tupel (aq,...,q;) durch Multiplikation mit einer Konstanten auf % Y oict a = 1 zu normieren.

4) Zum Nachweis von (++) werden wir mit 'begleitenden Folgen’ argumentieren:
Bezeichne Cp,, (IR) die Klasse der gleichmaBig stetigen und beschrénkten Funktionen auf IR. Eine
Folge (Z™),, heifit §-begleitend fiir (Y™),, wenn gilt

sup P, (|Y"=Z"| >6) < 6.
n>0

Sei f € Cp o (IR) fest, setze M := 2sup |f|. Wahlt man zu beliebig kleinem 7 > 0 ein § > 0 mit

sup |f(z) = f(&)] < n,
|x—az'|<0

so gilt fiir jede J-begleitende Folge (Z"),, die Abschétzung
(0) [E(f(Y™) = E(f(Y")| < [E(f(Z") = E(f(Z°)] +2n+2M 6.

Kann man also bei gegebener Folge (Y"), fir jedes § > 0 eine §-begleitende Folge (Zy)n

assoziieren, welche schwach konvergiert, so impliziert (o) die schwache Konvergenz von (Y™),,.
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5) Abschluf des Beweises: sei (Y™),, die Folge aus (++), Y := Y. Zu zeigen ist
lim E(f(Y") = E(f(Y?)) fiiralle f € Cp,(IR) .

n—oo

Sei § > 0 beliebig klein. Mit (aq,...,q;) und g1,...,g; aus (++) betrachte
I
Pogrogid = ) 0y s € H, Z" = / Pagrongnd(s, X2 plds) , ne Ny .
i=1 o T

. . . . . 1
Dann folgt aus (x) in Schritt 2) (benutze Dreiecksungleichung und Normierung > °;_; = = 1)

i=1 oy

0
>7><5

unabhéngig von n € INy. Damit ist aber eine d-begleitende Folge zu (Y"),ecm, gefunden:

9irTa;

l
P, ([y"=2">6) < ZPH<

=1

il X2 — gillP - ay / oo o (s, X")u(ds)
T

() sup P, (\Y [ urmate X2 ()
n>0 T

> 5) < 4,
fiir die man nach (+) in Schritt 1) bereits weif:

/ Pogrrngo (8, Xo) p(ds) — / Pagr,..g,6(8, Xs) u(ds) (schwach in IR, n — o00) .
T T

Dies gilt fiir beliebig kleines ¢ > 0. Aus dem Argument (o) folgt daher (++)

lim E(f(Y™) = E(f(Y)) firalle f € Cpu(IR),

n—~0o0

und der Beweis des Satzes 2.4 ist vollsténdig. O

Anstelle der der gleichgradigen Integrierbarkeitsbedingung ii) aus Satz 2.4 benutzt man héufig

grobere Varianten, die aber sehr einfach zu verifizieren sind.

2.6 Satz: Betrachte mefibare stochastische Prozesse X™, n > 1, X mit Pfaden in LP(T, 7T, u).
Konvergieren die endlich-dimensionalen Randverteilungen p-fast iiberall, so impliziert jede der
folgenden Aussagen iia) oder iib) die Bedingung ii) aus 2.4:

iia) es gilt

X", ), n>1,X(,.) € LP(TxQ, T@An, u@P,),

lim sup / X"Pd(ueP,) < / XPP d(ueP)
TxQp TxQ

n>1
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iib) es gibt eine Funktion f € LY(T, 7, i) so daf

sup E (| X{'P) < f(t) fur pfastalleteT,
n>1

lim B (|X77) = E(X[?) .

n—~o0

Beweis: Normiere wieder pu zu u(7T') = 1.

1) Es gilt iib)==1iia), denn mit dominierter Konvergenz beziiglich p liefert iib) sogar

lim X" d(ueP,) = / X[P d(u@P) .
TxQ

n—oo Jpryeq.

2) Wir zeigen, daf} iia) zusammen mit Bedingung i) aus Satz 2.4 (Konvergenz der endlichdimen-
sionaler Randverteilungen, p-fast iiberall) die Bedingung ii) aus Satz 2.4 impliziert.

Unter iia) gibt es wegen X (.,.) € LP(T'xQ, T®A, u®@P) zu jedem £ > 0 ein C' = C(g) < 0o mit

| oy IXPd@eP) < e
Tx

Zerlege die Funktion fy(z) := |z|P auf IR in eine Summe fy = fi + fo mit stetigen nichtnegativen
Summanden fi, fy. Dabei stimme f; € Cp(IR) auf {|z| < C'} mit der Funktion fj iiberein, und
verschwinde auf {|z| > 2C}. Fiir fa gilt dann fo < fo, f2 stimmt auf {|z| > 2C'} mit fy iiberein,
f2 verschwindet auf {|z| < C}; insbesondere nach Wahl von C' = C(¢)

E< /T fa(Xs)u(d8)> <.

Weiter gehort ¢(s,x) := fi(z) zur Klasse H wie in Schritt 1) des Beweises von 2.4, also
/ [(XD) p(ds) — / fi1(Xs) u(ds)  (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o) .
T T

An dieser Stelle hat man die Bedingung i) aus Satz 2.4 (Konvergenz der endlichdimensionalen
Randverteilungen, p-fast iiberall) benutzt. Setze M := sup |fi| und wéhle ein g € Cp(IR), welches
auf [—M, +M] mit der Identitét iibereinstimmt. Dann

£ (o [ neinan)) — B (o [ nemnan)) . a0,

und wegen g = id in Einschrinkung auf [—M, +M]

B ([ nxnnen) — £ [ Ao 0o,
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Unter Voraussetzung iia) — beachte fi + fo = fo = |- |P — impliziert dies

limsupE</f2X" d8><E</f2 ds><€.

Da fy auf {|z| > 2C'} mit fy iibereinstimmt, hat man insbesondere
/ Lxn)s2cy [ X" [Pd(p2P,) < e fiir hinreichend grofie n.
TxQp

Unter iia) gilt aber X"(.,.) € LP(TxQy,, T RA,, p®P,) fiir jedes n > 0, also kann man stets die

Konstante 2C' zu einem K = K (e) vergrolern, welches die Bedingung ii) aus Satz 2.4

swp [ Aoy PR < ¢
n>0 JTxQ,

erfiillt. O

B. Minimum-Distanz-Schitzfolgen

Minimum-Distanz(MD)-Schétzfolgen sind, wie Millar (1984) gezeigt hat, unter sehr allgemeinen
Voraussetzungen konsistent und asymptotisch normal. In einem ersten Abschnitt beweisen wir
eine Strukturformel fiir die Grenzverteilung reskalierter Schéitzfehler, aus der wir im n#chsten
Teilkapitel die asymptotische Normalitdt von MD-Schétzfolgen herleiten werden. Die hier gege-
bene Darstellung folgt Millar (1984).

2.7 Motivation: Gegeben seien iid ZV Y1, Ys, ..., Y,, deren Verteilung von einem unbekannten
Parameter ¥ € © abhiingt, © C IR? offen. Aus den Daten Y7,Ys,...,Y,, soll der unbekannte
Parameter geschétzt werden.

Die ZV Y1,Y5, ... seien definiert auf einem (£2,.4), mit Werten in ([R™,B(IR™)), mit stetiger
Verteilungsfunktion Fy : IR™ — [0,1] unter Py. Wir betrachten die Familie {Fy : ¥ € ©}
als Teilmenge des Raumes C,(IR™), versehen mit gleichméBiger Konvergenz, und setzen stetige

Parametrisierung voraus:
(+) ©3 ¥ — Fy() €Cp(IR™) ist stetig.

Sei F,(-,w) die empirische Verteilungsfunktion

Zl( oot] Zl{y<t} , te IR™.
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Der Pfad w — Fp(-,w) ist nach 2.1’ und 2.2 eine wohldefinierte Zufallsvariable auf (£2,.4) mit
Werten in (L?(u), B(L?(w))), fiir jede Wahl eines endlichen MaBes p auf (IR™, B(IR™)), mit
(p) fiir L?(IR™, B(IR™), 1). Wegen (+) ist fiir festes w die Abbildung

Kurzschreibweise L2

(++) & = I1Fu(w) = FeO)llz2u

stetig auf ©. Stellt man sich (++) als zufallsabhéngige Fliche iiber © vor, so liegt es nahe, den
unbekannten Parameter ¥ € © durch eine Minimalstelle von (4++) zu schétzen

Ii(w) = arginf | Fy(-w) = Fe()lz2( -
£€o

Jede Minimalstelle von (++) entspricht einer bestmoglichen Anpassung der aus der Beobachtung
gewonnenen Grofie Fy,(-,w) an die Schar der Funktionen Fe(+), &€ € ©, im Hilbertraum L?(u).
Nach dem Satz von Glivenko-Cantelli

() lim sup |ﬁn(t) — Fy(t)] = 0 Py-fast sicher, unter jedem 9 € ©

stabilisieren sich die zufallsabhéingigen Flidchen (4+) fiir n — oo Py-fast sicher; der Limes unter

¢ ist die deterministische Flache
(+++) 03> & — () —Fe(llzq €R.

Im Gegensatz zu Maximum-Likelhood-Schétzern ist es fiir MD-Schétzfolgen (¢,),, moglich, unter
sehr einfachen Voraussetzungen die Konsistenz zu sichern (vergleiche mit den in 1.20 benutzten
Voraussetzungen fiir ML-Schétzfolgen). Wir skizzieren den Kern des Argumentes (iiber Existenz
und geeignete o(Y7, ..., Yy, )-meBbare Festlegungen von Minimalstellen von (4++) wird in 2.10-2.11
nachgedacht werden): aus

in_ [P~ F < inf |F, - F c {95 -0 <
{é:énzlﬂnKa 1w = Fellzz Eleil>e |5 f||L2(u)} {10, —dl<e}

folgt nach Ubergang zu den Komplementen

0E — 9| > C in |E, - F > inf ||E, - F
{195, =9 > ¢} {5;5139%5 [ Fn — Fellzegy 2 e [ Fn £”L2(u)}

c E,-F > inf ||F,-F,
{H n— Follr2y > it | 5 §HL2(M)}

c {2||F,—F > inf ||Fy—F
{21F - Rolisgn 2 _jnt_1Fo— Flliago }
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mit umgekehrter Dreiecksungleichung. Wegen Glivenko-Cantelli (x) reicht nun die folgende ein-
fache Bedingung

(%) fiir jedes ¥ € © und jedes € > 0 : ) |§in£‘ 1Fe = Fyllpey > 0,
E—vi>e

um Konsistenz der Schitzfolge (¢),, zu erzielen. Wegen (x) und (**) hat man unter Py sogar
fast sichere Konvergenz fiir n — oo der Folge (9}), gegen ¥, fiir jedes 9 € ©.
Die Identifizierbarkeitsbedingung () ist nur minimal mehr als als die unvermeidliche Bedin-

gung, das MaB p auf (7,7) miisse geeignet sein, jede Verteilungsfunktion Fy von anderen

Méglichkeiten Fg, & # ¥, zu unterscheiden. O

2.8 Voraussetzungen und Bezeichnungen fiir Teilkapitel B:

Wir betrachten eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaen {Py : ¥ € ©} auf einem Raum
(9, A), mit Parameterraum © C IR? offen. Sei (F,,), eine aufsteigende Folge von Sub-o-Algebren
von A; dabei steht F,, fiir den Informationsstand eines Beobachters im Stadium n einer Versuchs-
serie, etwa wie in 1.5 b) nach n-facher unabhéngiger Wiederholung desselben Einzelversuchs.
Schreibe P, y := Py|F;, fiir die Restriktion des Wahrscheinlichkeitsmafles Py auf F,,. Wir be-

trachten die Folge von Experimenten
En = (Fp AP,y :0€0}), n>1.

I) Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) z und Norm || - || 7 und Borel-o-Algebra B(H).

Sei \/I}n eine Folge von F,-meflbaren H-wertigen Zufallsvariablen
U (UF) — (HBH), n>1.
Sei {¥¢ : € € O} eine Familie von Elementen aus H in stetiger Parametrisierung
©> ¢ — Ve € H ist stetig.

v, spielt die Rolle einer im Experiment &, relevanten empirischen Grofle; Ve ist eine unter
wahrem Wert £ des unbekannten Parameters verfiigbare Vergleichsgrofle fiir \fln, die durch das
statistische Modell festgelegt ist.

IT) Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von © > § — W € H ist fiir festes w auch

03¢ - HCI}”(W)_\IJ&HH e [0, 00)
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stetig, also sind fiir G offen und F' kompakt, G, F' C O, stets

inf [ %, — v . min]| - v
§eG H EEF H

wohldefinierte reellwertige F,,-mefbare Zufallsvariable.

IIT) Wir stellen fiir die Objekte aus I) eine Liste von Voraussetzungen zusammen.
Man sagt, an der Stelle ¥ gilt

a) das starke Gesetz der grofien Zahlen SLLN(1) falls

Py-fast sicher: ||, — Wyl|lg — 0 fiir n — oo;
b) die Identifizierungsbedingung I(1)) falls fiir beliebig kleines § > 0

inf H\I’g—\I’ﬁHH > 0;
£€0, |-9[>6

c) die Straffheitsbedingung T (0) falls es eine Folge ¢, = ¢, (9) 1 0o gibt so daf die Familie
L (SOnH‘T’n — Wylla | Pﬁ) , n>1

(Wahrscheinlichkeitsmafie in (IR, B(IR))) straff in IR ist;
d) die Differenzierbarkeitsbedingung D(1) falls die Abbildung © 3 { — ¥¢ € H an der Stelle

¢ =¥ differenzierbar (Fréchét) ist: es existiere

D10y
DUy = R Dj\I’19€H, 1<5<d
Dy¥y
so daf} gilt
= | ’ "
Ve — Wy — (60 D%H — 0 fiir -9 —0.
e Il €-1) . | |

Wir schlieflen in die Differenzierbarkeitsbedingung eine Nichtsingularititsbedingung fir die Ab-

leitung DWy mit ein:

die Komponenten D;Wy, 1<j<d, seien linear unabhéngig in H.

Die in 2.8.I) gemachten Voraussetzungen werden in allen Resultaten dieses Teilkapitels benutzt,
ohne dafl dies eigens erwéhnt wird; diejenigen aus der Liste 2.8.1I1) werden jeweils explizit be-

nannt werden.
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2.9 Definition: Man nennt eine Folge von Schitzern 9% : (Q,F,) — (IRY,B(IRY)) fiir den
unbekannten Parameter ¢ € O eine Minimum-Distanz(MD )-Schitzfolge, wenn es eine Folge von

Ereignissen A,, € F,, mit der Eigenschaft

fiir jedes ¥ € O : Pg(liminf An> .

n—oo

gibt, so daf fiir jedes feste n > 1 gilt

ot = 1 [Bor- ], v

Fiir Minimum-Distanz-Schétzfolgen ist die symbolische Schreibweise
vy = arginf H(I\/n - \IJ5H , N — 00
£eo H

iiblich, womit stillschweigend alle Voraussetzungen aus 2.9 als erfiillt angesehen werden.
2.10 Satz: Betrachte eine kompakte Ausschépfung von ©

K, kompakt in R?, K, C int(K,y1), K,T©
und zu (K, ), die Folge von Ereignissen

~

B, v, = ut -]} e 7

§€EKnR

A, = i
" { min Inf

Dann kann man konstruktiv eine Folge (7},), angeben, so da8 fiir jedes n > 1 gilt
T, (Q, Fp) — (IRY, B(IR?)) ist meBibar,

VweA, : T(w)eK,, H(I\/n(w) - \IJT”(“’)HH = 5125 H\/I}n(w) - \IJ5HH .

Beweis: 1) Fixiere eine kompakte Ausschépfung (K,,),, von O. Definiere fiir jedes n eine zufillige
abgeschlossene Teilmenge M,, des Kompaktums K,:

My (w) = {geKn;H@n(w)—%HH: gé”@n(w)—%”}[} L weQ.

Dies ist die Menge aller globalen Minimalstellen von & — H\Tln(w) — \IISHH, welche in K, zu
finden sind. Fiir w € A, ist M,,(w) ein nichtleeres Kompaktum, also kann man aus Folgen in

M, (w) stets konvergente Teilfolgen und Limiten in M, (w) auswihlen.
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2) Fiir festes n und w € A,, wihlen wir einen Punkt a(w) € M, (w) wie folgt. Setze

aq(w) = inf {{ : es gibt Punkte ( = ({1, (2, .., (q) € Mp(w)} .

Durch Auswahl konvergenter Teilfolgen im Kompaktum M, (w) sieht man, da§ M, (w) Punkte
der Bauart (a1(w), (2, ..., (g) enthilt. Danach betrachte man

ag(w) = inf{(s : es gibt Punkte ( = (a1 (w), (2, ...,(q) € Mp(w)} .

Durch Auswahl konvergenter Teilfolgen sieht man, dafl das Kompaktum M, (w) Punkte der Bau-
art (a1 (w), ag(w), (3, ..., (q) enthilt. Dies fortsetzend findet man a(w) = (a1 (w), ag(w), ..., ag(w))

in M, (w) mit der Eigenschaft
aj(w) = min{¢; : es gibt Punkte ( = (o (w), ..., j—1(w), (5, ..., Ca) € Mp(w)}, 1<j<d.
3) Schreibe nun genauer a™ (w) := a(w) und definiere mit ¥y € © beliebig

To(w) = Yo lac(w) +a™(w)la, (W), we.

Fir w e A4, ist T,(w) € K,, eine Minimalstelle von & — H\Tln(u}) = \IISHH auf ©.

Wir werden in Schritt 5) unten zeigen, daf T,, eine F,,-mefibare Zufallsvariable ist.

4) Zuerst betrachten wir sukzessiv fiir j = 1,2, ...,d die Komponenten ag»n) von (™ als Abbil-
dungen A, — IR und weisen deren Mef3barkeit beziiglich der Spur von F,, auf A,, nach:

(0) ol (Ag {AyNF:F € F,}) — (R,B(R))) ist mebar, j =1,2,....d .

Schreibe kurz M = gin(f;') v, — Ue|lz und fasse {ag»n) <b}={weA,: ag-n) (w) < b} stets als
€

Teilmenge von A, auf. Fiir ¢ = 1 gilt fiir jedes b € IR

n T 1
@ - N U {lE-vde<usil e
m dnky,
{reas

nach Konstruktion von agn), und mit Auswahl konvergenter Teilfolgen im Kompaktum K,, (be-

achte dabei, daf§ auf der rechten Seite eine Teilmenge von A,, steht). Das ist (o) fiir ¢ = 1. Sei nun
(n)

schon (o) fiir i = 1,2,...,j—1 bewiesen. Nach Konstruktion von a; (und wieder mit Auswahl

konvergenter Teilfolgen im Kompaktum K,) kann dann {ozg-n) < b} dargestellt werden als

n 1 . ~ )
N U H'“E)‘5'<%’Z:1’2"“"’_1}“{”“1“”“1’5”H<M+EH'

m [e¢e@inknp
¢ <b+m
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Dies aber ist wegen (o) fiir i = 1,2,...,j—1 ein Ereignis in F,,, und eine Teilmenge von 4,, € F,,.
So erhilt man fiir alle j = 1,...,d die Aussage (o).
5) AbschluB des Beweises: wegen A, € F;, liefert (o) fiir § € IR? beliebig

An 0T, <} = {oW <8} € 7,
sicher gilt aber auch
A, N {T, < B} € Fn

denn das letzte Ereignis ist stimmt entweder mit A¢ {iberein, oder ist leer. Damit ist die F,-

Mef3barkeit von T,, bewiesen. O

Das eben in Beweisschritt 4) von Satz 2.10 gegebene Argument 16st im hier betrachteten Fall
ein 'measurable selection’ Problem, das in der asymptotischen Statistik immer dann auftaucht,
wenn Schéitzer durch Minimalstellen, Maximalstellen oder Nullstellen geeigneter Abbildungen
¢ — H(w, &) definiert werden sollen. Ein allgemein und zugleich konstruktiv formuliertes 'mea-

surable selection’ Theorem findet man in Hammer (2005, Theorem A2 in Anhang A).

2.11 Satz: Unter den Voraussetzungen SLLIN(¢) und I(9) fiir alle ¥ € ©
a) liefert (73,), wie in 2.10 konstruiert eine MD-Schétzfolge fiir den unbekannten Parameter,
b) sind beliebige MD-Schétzfolgen (9}), geméf 2.9 stark konsistent:

Vieo: 9

. — U Py-fast sicher fiir n — oo.

Beweis: Sei 9 € O fest.

a) Es ist zu zeigen, dafl die in 2.10 zur Konstruktion von (73,),, benutzte Folge

A, = {min \/I\/n - \Ing = inf H(I\/n — \Ifgu } € Fn
33 H ¢€€0 H
unter den Voraussetzungen SLLN(?)) und I(+)) die Eigenschaft
(+) Py (hm inf An) — 1

besitzt. Nach Wahl von (K, ), als kompakter Ausschopfung der offenen Menge © gibt es ein ng
und ein g9 > 0 so dafl B, (¥) C K, fiir alle n > ng. Sei 0 < € < g¢ beliebig. Nach Definition
von A,, und von T;, in 2.10 mufl dann fiir n > ng gelten

{ min
&:lE—0|<e

W < inf
H  &le—d|>e

‘T’”_‘I’fHH} C (AN (T — 0| <&)) .
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Nach Ubergang zu Komplementen heit das

(-0 uay o { w6 -vd, > e 5.}
&:|E—9|<e H  &|g—9>e H
C {H@”_%H > il |0, v }
H ~ gle—d|>e H
c {2 -w| = it w-w
{ Vol 2 g Ve Wolla

fiir n > ng, wobei die umgekehrte Dreiecksungleichung benutzt wurde. Schreibe kurz
Cp = Q-H\Tf—\pH> inf || — 0 .
RCH R B L A A

Wegen SLLN(?) und I(¢}) sieht man sofort

Py <lim sup C’n> = Py ({w : w € C), fiir unendlich viele n}) = 0.

n—00
Wegen AS C C, fiir n > ng (das steht insbesondere in der letzten Kette von Inklusionen) hat
man also Py <lim sup Ag) =0 und damit (4+). Aussage a) ist bewiesen.

b) Sei nun (19;’;):_1);;endeine Festlegung einer MD-Schétzfolge fiir den unbekannten Parameter
wie in 2.9, seien B,, € F,, Ereignisse, so daf} fiir w € B,, die Abbildung © > ¢ — H\Tfn(w) — \II§HH

eine Minimalstelle in 9} (w) besitzt, n > 1, und so daB gilt

(++) Py (hminf Bn) — 1.

n—oo

Nach Definition von ¥}, und B,, in 2.9 muf} gelten

{ min
&:|E—9|<e

woraus man mit denselben Ereignissen C,, wie in a) zuerst die Inklusion

\/I}n — \Ing < inf
H  &lg—9Y|>e

e N T Ve EE

{|9;, =9 >e}nB, < C,
und damit die Aussage
{|9;, =9 >} < C,UB., n>1

erhélt. Aber SLLN(¥) und I(¢¥) garantieren Py <lim sup Cn> =0, woraus wegen (++)

n—oo

n—~o0

Py <limsup{|19;'; -9 > E}> =0

folgt. Fiir Py-fast alle w € Q ist also die Folge der Schétzwerte v} (w) fiir schlieBlich alle n im
Abschlufl der Kugel B (1)) zu finden. Nach Wahl von ¢ > 0 ist das die in b) behauptete Py-fast
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sichere Konvergenz der Folge (), gegen 9. O
Zur Vorbereitung auf den néchsten Satz iiberlegt man sich

2.12 Hilfssatz: Unter I(9) und D(9) gilt fiir jede Folge ¢, T oo reeller Zahlen

tm lmint inf | n (Cosnsp, — o)l = oo

Beweis: Wegen I(?) gilt fiir jedes € > 0 zunéchst

(+) h:lhi/leloi\ze len (Woinsen = Co)lly; = '5;\5@525 IWe = ¥olly  — oo

fiir n — o0o. Wegen der in D(1)) eingeschlossenen Nichtsingularititsvoraussetzung an die Ablei-

tung DV, folgt aus der Stetigkeit von u — |[u’ DWy|x
(++) A = ‘mlml |u" DUyl > 0.
ul=
Weiter gilt nach Differenzierbarkeitsbedingung D ()
(+++) ! (
sup ——
gle—vl<e €=

fir hinreichend kleines ¢ > 0. Fiir festes ¢ < oo bleibt von

‘\115 Wy (6 ﬂ)TD%HH < %

1 1on e, = 00l

wegen (+) nur der folgende Anteil (mit hinreichend kleinem & > 0) zu betrachten:

(Y0, = o)l

inf n (W - v = inf h
|hl>c, |h/gn|<e on (Bosnon = 2o) | Ih\>c,\h/s0n\<€‘ | \h/en|
Uy — U
e v,
gle—il<e  |§ =7
—9) DU Ve — Uy — (£—09)T DV
R A 12 P S e A T
gile—d|<e € — I E:le—0)<e 1€ —J|
A A
> . A—— e . —
>e (a-%) =c 2,
nach (++) und (+++). Das aber strebt fiir ¢ — oo gegen +00. O

2.13 Hilfssatz: Unter I(9), D(¢¥), T(?) gilt mit ¢, = ¢, () T oo wie in 2.8 d): die Familie

L(on(0y, =) | Py), n=1
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(Wahrscheinlichkeitsmafe in (IRY, B(IRY))) ist straff in IR%.

Beweis: Zu zeigen ist: fiir jedes € > 0 gibt es eine Konstante K = K(g) so dafl

(+) limsup Py (|pn (0 —9)| > K) < €.

n—oo

1) Man hat fiir beliebiges K mit den iiblichen Argumenten (wie im Beweis von 2.11)

@"_\IléHH}

\Tl"_qj&HH

D,(K) := { min > inf
&|E—Y|<K/pn &|E—I>K/pn
c {Q-H\Tfn—\p,gHH > inf ||\115—\1/19||H}

o 5‘5_19|>K/30n
c {2 : ‘

2) Nach Hilfssatz 2.12 kann im Limes fiir n — oo die deterministische Grofle

@n (\Tfn - \1’19) > inf |lon (Posnp, — ‘I’ﬂ)HH} :

HH |h|>K

At [on (Posnsen = To)

am Ende von Schritt 1) durch geeignete Wahl von K beliebig grof§ gemacht werden, wegen I()
und D(?). Zugleich ist wegen Voraussetzung T(J) die Familie

£(]

straff in IR, so daf es in der Kette von Inklusionen aus Schritt 1) fiir jedes € > 0 eine Konstante

Ky = Ko(e) gibt mit

(B )], 1) vz

(++) limsup Py (Dn(Ko)) < €.

n—oo

3) Wihlt man nun eine Folge (B,,), von Ereignissen wie in 2.9, so daf} auf B,, der Schitzer ¢}

ein globales Minimum der Abbildung & —

‘\T/n — \PSHH liefert, so erhélt man
(+++) {len(@y =) > Ko} € By U Dn(Ko) .

Gleichzeitig erfiillt (B,,), nach 2.9 aber Py (lim inf Bn) =1, und damit erst recht

n—~o0

lim Py (B,) = 1

n—~o0

(beachte liminf B, =J (| Bm;dabeiist [\ B, aufsteigend in n). Wegen (++) und (+++)
n—00 n m>n m>n

ist die Behauptung (4) bewiesen. O
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2.14 Hauptsatz (Millar 1984) : Es gelte SLLN(¥), I(¢), D(¢), T(¢)), mit einer Folge von
Normierungskonstanten ¢, = ¢, () T oo wie in 2.8.1IL.c). Sei (¥#}), eine beliebige Festlegung

einer MD-Schiéitzfolge gemafl 2.9. Dann gilt: die reskalierten Schétzfehler konnen als
ey = 0) = Ty (@@ = Wy)) + op,(1) fiir 0 — o0

dargestellt werden, mit einer linearen Abbildung

(D1%y, f)
My(f) = A" A
(DaWy, f)
von H nach IR? mit
Ay = ((Di%y,DjVy)) < icq -

Beweis: 0) Beachte: nach Voraussetzung D(¥) sind die Komponenten DUy, .., DgWy der
Ableitung DWy linear unabhéngig in H.

1) Fiir f € H und h € IR? gilt TIy(f) = h genau dann, wenn die Projektion von f auf den
linearen Unterraum

Vy = span(D; Uy : 1 < i < d)

durch Y7 | h; D;¥Uy gegeben ist:
Sei f € H; dann gibt es ein eindeutig bestimmtes h € IR? so dafl

(f—hTD%) - (f—zd:hmi%> 1V
=1

Dabei ist die Aussage

d d
0 = (f =) hiDiVy,D;Wy) = (f,Dj¥g) — > hi(Ag)ij, 1<j<d

i=1 1=1
gleichwertig mit ((D1 Wy, f),...,(DqVy, f)) = h' Ay, und folglich wegen Invertierbarkeit von

Ay gleichwertig mit
<D1 \Ijl% f>

(Ddgl't% f>
2) Nach Schritt 1) besitzt die Abbildung

(+) R's h— Hgon (@n—%) - hTD%H = dpy(h) € [0,00)
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eine eindeutige Minimalstelle En gegeben durch
By = ITy (gon(\/l}n - \1119)) :

fiir diese gilt
(¢n(\f/n —Wy) — ) D\Ifﬂ) LV

und damit nach Pythagoras
~ 2 ~
@ o(h) = [[(h=T)T DOy |+ 25 ()

Wegen A := Im‘in |lu” DWy| > 0 nach D(¥%) bedeutet das
u|=1

(+) Vhe R ¥n o d2y(h) > dy(hn) + (h—ﬁn

3) Il ist eine lineare Abbildung von H nach IR?, und wegen En =TIy (@n(@n — \1119)) zeigt
die Straffheitsvoraussetzung T(¥):
die Familie E(ﬁn | Py), n > 1, ist straff in IR%.

4) Sei nun (¥}), eine MD-Schétzfolge und (A4,,), eine Folge von Ereignissen A, € F, wie in

Definition 2.9. Dann gilt (insbesondere) lim Py(A,) =1, und fiir jedes n > 1:
auf A, ist 9}, eine Minimalstelle der Abbildung © 3 ¢ — H\Tln — \115H € [0,00) .
Schreibe h} := ¢, (¥} — ). Ersetzt man in der letzten Aussage £ durch ¢ 4+ h/¢,,, so folgt

(k) auf A, ist h; Minimalstelle von ©y, > h — H gon(lfln — \Il§+h/@n)

‘ =: Opp(h)
wobei (da © offen in IR?)
OQpn = {heR":9+h/p, €0} T R, n—oc.
5) Nach Hilfssatz 2.13 ist bereits bewiesen:
die Familie £(h% | Py), n > 1, ist straff in IR%.
6) Die Funktion d,, 4(-) in (*x) zerlegt man in

bro(h) = | (=) = eu(Tornsp, — ¥) |

= || en(@n—ws) = KTDWy — g0 (Tgsnsp, — o = (h/0n) DTy |
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so daB nach Voraussetzung D(¥) und wegen () fiir jedes Kompaktum K in IR gilt

(++) sup |0n,9(h) —dpo(h)| — 0 fiirn— oo.
hek

Zugleich hat man aber nach (4) fiir dieses K

Py (10 ~Bal > ) < Py (hu ¢ K) + Py (i, ¢ K) + Py (45)
+ Pg<{ﬁneK}ﬂ{h;eK}mAnﬂ{|h;§—ﬁn|>5})

< Py (b ¢ K) + Py (b} ¢ K) + Py (45)
+ Py ({hn € K} {05 € K} 0 Ay 0 {2 (k) = d2 () + £2A%)})
7) Sei nun ¢ > 0 beliebig klein. Wihle ein Kompaktum K = K(¢) in IR? so daB
sup Pﬁ(ﬁnﬁéK) <, s Py(h¢K) < =,
n>1 2 n>1 2

dann zeigt Schritt 6) wegen lim Py(A,) =1 :

n—~o0

limsup Py (|h;; — h| > E)

n—~o0

< &+ limsup Py ({Bn e KAn{hi e K}NA, N {di’ﬁ(h;';) > d2 5(hn) +52A2}) :

n—oo

Wegen (++) verschwindet die Differenz \5121719 = di,ﬂ‘ fiir n — oo gleichméBig auf K, daher

limsup Py (|h;’; —/i{n\ > E)

n—oo

n—~o0

~ N 2
< ¢ + limsup Py <An N{h, € K} N {5,2“19(@1) > 5%719(hn) + %A2}> .

Fiir hinreichend groles n gilt ©y , D K, und auf A,, ist nach Schritt 4) A}, eine Minimalstelle der
Abbildung ©y, > h — 572%19(h) . Folglich erscheint auf der rechten Seite der letzten Ungleichung

fiir grofes n die Wahrscheinlichkeit einer leeren Menge, und man erhélt

limsup Py <|h;'; —/f;n| > 8) < e.

n—oo

Da € > 0 beliebig war, sind die Folgen (A ), und (ﬁn)n unter Py asymptotisch dquivalent, und

aus
En = Ily (Spn((l}n - \1119))
folgt die Behauptung

~

By = Ty (on(@n = 09)) + op,(1), n— oo,



mvinimum-pistanz->cnatziolgen

Der Beweis von 2.14 ist damit abgeschlossen. O

2.15 Bemerkung: Will man sich in Satz 2.11 anstelle der starken Konsistenz der MD-Schétz-
folge (V) mit der iiblichen (schwachen) Konsistenz (wie in 1.9) begniigen, so reicht es, in der
Definition 2.9 einer MD-Schétzfolge anstelle von P,g(linrg io%f Ap) =1 nur lim, . Py(A,) =1 zu
fordern, und Voraussetzung SLLN(?) in 2.8.11 a) zu einem schwachen Gesetz der grofien Zahlen
WLLN(¥) herabzustufen, d.h. in 2.8.11.a) nur Py-stochastische Konvergenz von H\Tfn — \1119HH
gegen 0 zu fordern. Die Ergebnisse aus 2.12-2.13 bleiben mit dieser Modifikation ohne jede
Anderung in den Beweisen giiltig. Die Aussage des Hauptsatzes 2.14 bleibt (mit schwacher statt
starker Konsistenz der MD Schétzfolge) dieselbe.

C. Gauflprozesse und asymptotische Normalitit fiir Minimum-

Distanz-Schitzfolgen

2.16 Voraussetzungen und Bezeichnungen fiir Teilkapitel C: Sei k > 1, sei T ein k-
dimensionales Intervall versehen mit seiner Borel-o-Algebra 7 = B(T), der Spur von B(IRF)
auf T. Sei p ein endliches Maf} auf (T, 7), absolutstetig beziiglich des auf T' eingeschrinkten
Lebesgue-Mafles M. Fiir den Hilbertraum

H = L*T,T,p)
fiihren wir die Ergebnisse aus den Teilkapiteln A und B zusammen: wie dort ist
(Q, A {Py:9€0}), ©OcR? offen
ein statistisches Experiment, (F,), eine aufsteigende Familie von Sub-o-Algebren von A, und
{We: € €O} C LAT,T,p)

eine stetig parametrisierte Schar von Funktionen W¢ : T' > ¢t — We(t) € IR. Neu setzen wir

voraus, daf} die Familie (\Tfn)n in 2.8 aus einer Familie reellwertiger Prozesse
X" (TxQ,T®F,) — (IR,B(IR)) meBbar, mit Pfaden in L*(T,7,pu) , n>1,
als Pfad von X" entstehe:

firaleweQ : U,(w) = XP(w) = X"(w), n>1.
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Damit ist U, nach 2.2 eine wohldefinierte (H,B(H))-wertige Zufallsvariable auf (€, F,), fiir

jedes n > 1, und alle in 2.1 und in 2.8 T) gemachten Voraussetzungen sind erfiillt.

Wir beschreiben zuerst eine Klasse von Limesobjekten fiir schwach in L?(T, T, i) konvergierende

~

Teilfolgen der ¢, (¥,, — Uy) unter Py aus 2.14.

2.17 Definition: Ein reellwertiger mefbarer Prozel (X;)icr heifit (zentrierter) Gaufprozefs
mit Kovarianzkern K (-,-) falls es eine Teilmenge N € 7 mit N(N) = 0 gibt so daf§

L(Xey,.... Xy) = N (0, (K(tity)ij=1,.1)

fiir beliebige Punkte ¢1,...,6; € T\ N, [ > 1.
Zuerst nennen wir ein einfaches (aber wichtiges) Beispiel.

2.18 Beispiele: a) Sei T' = [0,00) und sei (By)i>0 eine Standard-Brownsche Bewegung mit
By = 0. Wegen der Stetigkeit aller Pfade ist B, definiert auf irgendeinem Raum (Q', A’, P'), ein
mefbarer stochastischer Prozef. Da Zuwiichse von B unabhéngig und iiber Zeitintervalle [t1, t2]

nach N (0,ts — t1) verteilt sind, gilt E(B;) = 0 fiir alle ¢, und
E(By,By,) = E(B})+ E(By, (B, — By,)) = t1 falls t < t

und damit E(By, By,) = t1Atg fir alle t1,¢2 in [0, 00). Also ist B im Sinn von 2.17 ein Gaufiproze8
mit Kovarianzkern

K(ti,t2) =t1 Aty , t1,t2>0.

b) Sei T = [0,1] und sei B = (BY)g<i<1 eine Brownsche Briicke, d.h.
B) =B, —t-B, 0<t<]1.

Nach den iiblichen Transformationseigenschaften von Normalverteilungen erhélt man mit

5 By, 1 0 ... 0 —t
U - 0 1 ... 0 —ty

By
By 0 0 ... 1 —¢
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die endlichdimensionalen Randverteilungen: B ist ein GauBproze mit Kovarianzkern
K(tl,tg):tl/\tQ — t1t2, tl,tQE[O,l].

Da jeder Pfad der Brownschen Briicke nach Konstruktion auf [0, 1] beschrinkt ist, ist B° fiir
jedes endliche Maf y auf [0, 1] nach 2.2 ein Proze mit Pfaden in L?([0,1], B([0,1]), u).
c) Sei F eine beliebige Verteilungsfunktion auf IR. Die durch F zeittransformierte Brownsche
Briicke BT

B = By, ., teR

ist wegen der Rechtsstetigkeit aller Pfade ein meBbarer stochastischer Prozef. Nach b) ist B%¥

ein Gauiprozefl mit Kovarianzkern
K(tl,tg) = F(tl)/\F(tg) — F(tl)F(tQ) , ti,to € IR.

Mit demselben Argument wie in b) ist fiir jede Verteilungsfunktion F' und fiir jedes endliche

MaB p auf (IR, B(IR)) B%* ein Proze8 mit Pfaden in L?(IR, B(IR), 11).

Die Existenz von Gauflprozessen wurde — zusammen mit expliziten ’orthogonalen’ Darstellun-

gen — von Loeve um 1945 bewiesen, siehe Loeve (1978, Vol.2, Sec. 36-37; 1963, S. 478).

2.19 Satz: Die Abbildung K(-,-) : T'xT — IR sei symmetrisch, nichtnegativ definit (d.h.

Z OéiK(ti,tj)Oéj Z 0
i7j:17"'7é

fiir beliebige £ > 1, t1,...,ty € T, a1,...,0ap € IR), beschrinkt und stetig.

Dann gibt es einen reellwertigen Gaufiproze (X;)ier mit Kovarianzkern K (-,-) gemaf 2.17.

Beweis: 1) Da K(.,.) symmetrisch und nichtnegativ definit, gibt es fiir beliebige ¢ > 1 und

t1,...,t¢ in T eine zentrierte Normalverteilung P, . ;, mit Kovarianzmatrix (K (t;,t;)); j=1....¢,

L

mit charakteristischer Funktion
1 T
R 5 A — e 2 22 % o= (K(tit))ijet,.0 -

Damit ist eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien

l 0
Ws-Maf} auf <X]R,®B(]R)>, t,...,tg €T, £>1
. 2

=1 7

Ptly"'vt

£
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festgelegt. Zu dieser gibt es mit dem Konsistenzsatz von Kolmogorov genau ein Wahrscheinlich-

keitsmaif3

P auf <XJR, ®B(JR)>,

teT teT

so daf unter P der kanonische Proze X = (X;)ier auf dem Produktraum

(Q,A4) = <X R, ® B(]R)>

teT teT
die richtigen endlichdimensionalen Randverteilungen besitzt: fiir £ > 1 und ¢1,...,¢t, in T gilt
(+) L((Xeys- s X)) | P) = N((0)iz,.0, (K(tist))ij=1,...¢) -

2) Wegen Stetigkeit von K(.,.) strebt fiir konvergente Folgen ¢,, — ¢

Ep ((Xp, — X1)?) = K(tn,tn) — 2K (tn,t) + K(t,1)
gegen 0. Insbesondere hat man stochastische Konvergenz, also fiir konvergente Folgen t,, — ¢
(++) Xi, = Xe+op(l), n—oo.

3) Zu X definiert man eine Schar 7 ®.A-mefibarer Approximationen (X™),,.
i) Wir pflastern IR* wie in 2.1’ mit halboffenen Wiirfeln A;(m) der Kantenlinge 2™

E [l 141
Am) = X [—Jmﬂ—m> =l € Z
j=112 2

und definieren fiir das k-dimensionale Intervall ' A(m, T') als Menge aller Indices | € Z* mit

Ai(m) N T # (0 und max il <m.

=1l,...

Dann wéhlen wir fiir jedes [ € A(m,T) einen Punkt ¢;(m) in A;(m) NT (fiir alle Indices | mit

Aj(m) C T kann man also wie in 2.1’

Li+1 I +1
ti(m) = ( S T om >

festlegen). Fiir jedes t € T gibt es fiir schlielich alle m genau ein | mit ¢ € A;(m). Definiere
X"(tw) = > Lyt X((m),w), teT,weq.
leA(m,T)
Dann ist X™ ein 7®.A-mefbarer Prozess. Wegen Endlichkeit von A(m,T") und wegen (+) in

Schritt 1) sind die endlichdimensionalen Randverteilungen von X™ Normalverteilungen. Also

ist fiir jedes m > 1 X™ ein Gauflprozef im Sinne von 2.17. Nach Konstruktion von X™ und mit
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stochastischen Entwicklungen (++) konvergieren die endlichdimensionalen Randverteilungen

der X™ gegen die von X:
(x)  L(X.... X" | P) — L((X4,,...,Xy,) | P) (schwach in IR, fiir m — o)

fiir beliebige £ > 1 und t1,...,tp, € T.

ii) Fixiere ein Wahrscheinlichkeitsmafl g auf (7,7) mit strikt positiver Lebesgue-Dichte. Wir
zeigen: (X™),, ist eine Cauchyfolge in L?(T'xQ, T®A, i@ P).

Wegen Beschrinktheit von K(.,.) gilt fiir jedes m > 1 zunéchst

/ (X™(t,w))? (FP)(dt, dw) / B ((X)?) fldt) = / lsup K (£, )] fi(dt) < oo.
Tx T teT

Wegen Endlichkeit von A(m/,T') verschwinden fiir m — oo und m’ > m die Integrale

| —xmpager) = [ B(0g - xp7) .

wegen dominierter Konvergenz, denn der Integrand auf der rechten Seite ist

g L, (m'yna (m) (1) (K (ty(m/), ty(m")) = 2K (tp(m'), t;(m)) + K (t;(m), t;(m)))
VeA(m!,T)
leA(m,T)

mit stetigem und beschrianktem (¢1,t2) — K(t1,t2).
iii) Zur Cauchyfolge (X™), in L2(T'xQ, T®A, i®P) gibt es eine Teilfolge (my)), und ein X in
LA TxQ, TR®A, i@ P) so daf gilt

X" — X u®P—fast sicher auf (T'xQ,7T®A), k— co.

Als fast sicherer Limes 7®.A-meBbarer Prozesse ist X ein 7®.A-meBbarer ProzeB, und es gibt
eine p®@P-Nullmenge M € T®RA so daf

(%) [1—1p]X™ — [1—1y]X punktweise auf Tx fiir k — oo .
4) Mit Schreibweise M, fiir t-Schnitte durch M
M, = {weQ:(t,w)eM} €¢ A, teT

folgt aus 0 = (@P)(M) = [, P( (dt) die Existenz einer p-Nullmenge N € 7 so dafl
P(M;) =0 firalletin T \N . Vorausgesetzt wurde i ~ M, also ist die Ausnahmemenge N € 7

auch eine M-Nullmenge. Gezeigt ist

(s * %) es gibt N € 7 mit W(N) =0soda P(M;) = 0 fiiralletin T\ N .
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5) Abschluss des Beweises: fiir beliebige ¢ > 1 und ¢1,...,t, in T'\ N konvergieren nach ()
(<) (11 = Taa JXE @), [1 = Tag JXT ()

fir kK — oo gegen
<[1 - 1Mt1]55t1 (W), .., [1 - 1Mtl]5€tz(w))) :

Nach (*) und (xxx) streben aber endlichdimensionale Randverteilungen zu (¢) gegen die ent-
sprechenden endlichdimensionalen Randverteilungen des Prozesses X aus Schritt 1). Also hat —
mit Ausnahme einer \—Nullmenge von Punkten ¢ € T' — der meBbare Prozess [1 — 1] X diesel-
ben endlichdimensionalen Randverteilungen wie X aus Schritt 1). Mit [1 — 13,] X ist also zum

Kovarianzkern K(.,.) ein Gauiprozef mit den in 2.17 geforderten Eigenschaften konstruiert. O

2.20 Satz: Sei (X)ier ein GauBiprozefl mit stetigem und beschréinktem Kovarianzkern K(-,-),
definiert auf irgendeinem (', A’ P"). Dann ist X (gegebenenfalls nach Abinderung der Pfade
auf einer P’-Nullmenge N’ € A’) ein Proze8 mit Pfaden in L*(T, 7T, i), und es gilt

/ o) Xy p(dt) ~ N(0,7%) | 72 = / / g(tr) K (b, t2) g(t2) pu(dty)(dty)
T TJT

fiir jedes g € L*>(T, T, ).

Beweis: 1) Die Mefibarkeit des Prozesses X impliziert
N' = {w e / X2(t,w) p(dt) = +oo} e A
T

Betrachte X' definiert durch X'(t,w) := lgnn/(w)X (t,w). Wegen Beschrianktheit von K(.,.)
mufl wie in Beweisschritt 3)ii) von 2.19 N’ eine P’-Nullmenge sein. Mit X ist auch X’ ein
mefbarer stochastischer Prozef, sowie ein GauBprozess, dessen Pfade simtlich in L?(T, T, u)
liegen. Die P’-ununterscheidbaren Prozesse X und X’ werden im folgenden stets identifiziert.
2) Sei nun g € L*(T, 7, ). Wir betrachten wieder die Prozesse X™ aus dem Beweis von 2.19.
Nach Voraussetzung iiber K(.,.) ist fiir diese die Bedingung iib) aus Satz 2.6 erfiillt:

sup E(|X/"?) < supK(t,t) < oo, teT,

m teT

lim E(|X{"?) = E(X*), teT,
m—00

dabei ergibt sich die zweite Aussage aus Beweisschritt 2) von 2.19. Zugleich konvergieren nach

(*) in Beweisschritt 3) von 2.19 die endlichdimensionalen Randverteilungen der X™ fiir m — oo
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gegen die von X. Nach 2.6 sind damit alle Voraussetzungen des Satzes 2.4 erfiillt, und 2.5 liefert
/ g(t) X{" p(dt) — / g(t) X; p(dt)  (schwache Konvergenz in IR, fiir m — 00) .
T T

3) Mit den Notationen aus Beweisschritt 3) von 2.19 ist leicht zu sehen, daf fiir jedes feste m

/T GO X p(dt) = 2 Xy / ) Lay(n (£) pdt)

leA(m,T)

normalverteilt ist, wobei die Varianz dieser Normalverteilung

2= Y / ) Lt gy () pldt) K (t1(m), b (m)) / 9(5) La, gy () pu(ds)

LI'eA(m,T)

wegen Stetigkeit und Beschrénktheit von (¢1,t2) — K (t1,t2) fiir m — oo gegen die Varianz

_ / / g(t1) K (t1,t2) g(t2) p(dtr)p(dts)
TJT

der in der Behauptung des Satzes angegebenen Normalverteilung konvergiert. O

2.21 Bemerkung: Fiir kompaktes 7' C IR* konstruiert man GaufBprozesse — unter allen in

2.19 gemachten Voraussetzungen an K(.,.) — explizit als Summen

o0
1/2
(+) STAP g i), teT, we
mit iid normalverteilten (u.U. komplexwertigen) ZV &, &, ..., Eigenwerten A\, Ao, ..., und or-
thonormalen Eigenfunktionen 1,19, ... des Operators

K. f— /TK<s,t>f<t)dt L FELXT, TN,

wobei die Summen (x) in L2(TxQ,7®A, \®P) konvergieren (auch hier ist die in den end-
lichdimensionalen Randverteilungen in 2.17 erscheinende Ausnahme-Nullmenge N € 7 nicht
zu vermeiden). Man findet diese Konstruktion in Loeve (1978, Vol. 2, S. 144), Gikhman und
Skorohod (1974, Ch. IV.3, Thm. 5), siehe auch Zabreyko (1975).

Nun kénnen wir eine Voraussetzung formulieren, die fix H = L?(T,7,p) die asymptotische

Normalitéit der MD-Schétzfolgen fiir den unbekannten Parameter in Satz 2.14 sicherstellt.

2.22 Voraussetzung AN(9): Sei (X"),, wie in 2.16 (beachte U, = X7, n > 1), sei (¢p)n wie

in T(¥) und wie in Satz 2.14. Wir setzen voraus, daf} es einen Kern

K(-,-): TXT — IR symmetrisch, nichtnegativ definit, stetig, beschrinkt,
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eine W-Nullmenge N € 7 und eine Funktion f € L'(T,T,p) gibt so daf8 die durch Reskalierung

entstehende Folge mef3barer Prozesse
W™ = o, (X" =Wy), n>1, unter Py

(beachte W™ = W™(9), ¢n, = @n(¥), n > 1) die folgenden Eigenschaften i)-iii) besitzt:

i) sup By (W?) < f(t), teT\N;
i) lim By (WM?) = K(t,t), teT\N;

iii) fiir beliebige | > 1, aq,...,oq € R, t1,...,t; € T\ N gilt

1 l
L (Z Qo WZZ | Pﬂ) — N 0, Z Q; K(ti7tj)aj
=1

ij=1

(schwache Konvergenz in IR, fiir n — o).
Der folgende Satz ist das zentrale Ergebnis iiber MD—Schétzfolgen.

2.23 Hauptsatz: An jeder Stelle ¥ € © sei der Satz von Voraussetzungen
SLLN(#), I(9), D(9), T(d), AN(9), mit o, = pu(9) 1 00

erfiillt. Dann ist jede Festlegung (97 ), einer MD-Schétzfolge fiir den unbekannten Parameter

¥ € O (stark konsistent und) asymptotisch normal: an jeder Stelle ¥ € © gilt
L(on(9 =) | Py) — N (04, Ay'EgAZ")
(schwache Konvergenz in IRY, fiir n — oc), mit dxd-Matrizen mit Eintréigen

(Ao)ij = (DiVy, DjVy), 1<i,j<d,

Eo)iy = /T /T Diy(ty) K (t1, t2) Dy Uy(t) pu(dtr ) u(dt)

Beweis: Sei ¥ € O fest. Sei K(-,-) wie in AN(9). Sei W = W (9) ein GauBprozefl mit Kovari-
anzkern K (-,-) und Pfaden in L?(T, 7, ), definiert auf irgendeinem (&, A’, P').
Schreibe kurz W0 := W, Py := P’, und P, := Py fiir n > 1.
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1) Analog zu Beweisschritt 1) von 2.20 stellt Voraussetzung AN(¥) i) sicher, daf} alle Prozesse
Wn, n > 0, Pfade in L?(T, T, i) besitzen (gegebenenfalls jeweils nach Abdnderung der Pfa-
de auf einer Py-Nullmenge). AN(?) iii) liefert dann nach Cramér-Wold die Konvergenz der

endlichdimensionalen Randverteilungen von W™ gegen die von W, u-fast iiberall:
(*) LW, ... WD) | Py) — L((Wy,...,Wy,) | P')

(schwache Konvergenz in IR', n — oo), fiir beliebige I > 1 und ty,...,¢; in T\ N.
Zusammen mit (%) implizieren die Voraussetzungen AN(?J) i)+ii) nach Satz 2.6:

fiir jedes € > 0 gibt es ein K = K () < oo so dafl

(**) sup / ].{‘Wn‘>K} ‘Wn|2 d(ﬂ@Pn) < €.
n>0 JT'xQ

Mit Hauptsatz 2.4 erhiilt man aus (*) und (%) nun

W2» — W, (schwache Konvergenz in L?*(T, T, p), fiir n — 00)
woraus fiir jedes g € L2(T, T, 1) nach 2.5 folgt (mit (.,.) Skalarprodukt in L?(T, 7, u))
() (g, W) — (g,Ws) (schwache Konvergenz in IR, fiir n — o) .

Fiir jedes g € L*(T, 7T, ) gilt nach 2.20

(00) £lawa17) = (0, [ [ oK Gs.090 uaspiar) )

2) Betrachte nun die Komponenten D Wy, ..., DyWy der Ableitung DWWy in Voraussetzung D(¥).
Setzt man g := h' DUy mit beliebigem h € IR?, so folgt mit Cramér-Wold aus (¢) und (¢0)

(D1¥y, WJ) (D1Wy, W)
L | Py — L | P! = N(0,Ey)
<Dd\11197W0n> <Dd\Ij197W'>

(schwache Konvergenz in IR?, fiir n — 00); die Kovarianzmatrix der Grenzverteilung hat Eintrige
(E9)i; = E((DiVy,Ws), (D; Uy, Ws))
- </ / Dy (s) W, W, D;W(t) <ds)u(dt)>
_ //D% K (s,1) DyWo(t) plds)p(dt) , ij=1,....d.
3) Wegen Hauptsatz 2.14 aus Teilkapitel B besitzen

Lo, =0)[Py) , L(Iy(WS)[Fy) , n—oo
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dieselbe Limesverteilung. Die lineare Abbildung IIy : L?(T, T, 1) — IR ist gegeben durch

(D1%¥y, f)
fo— Ay

(Da%¥y, f)
Wegen Schritt 2) ist damit die Konvergenz der reskalierten MD-Schéitzfehler unter Py gegen

N (0, A ZgA )

nachgewiesen. Dies schliefit den Beweis des Satzes 2.23 ab. O

D. Beispiel: Lokations- und Skalenmodelle fiir iid Beobachtungen

In Fortfithrung des zu Beginn von Teilkapitel B andiskutierten Beispiels (siehe 2.7) schétzen wir
in Lokations- und Skalenmodellen fiir reellwertige iid Beobachtungen den unbekannten Parame-
ter durch Anpassen der empirischen Verteilungsfunktion an die Schar der im Modell moglichen
Verteilungsfunktionen {F; : £ € ©}, und geben die Grenzverteilungen fiir Minimum-Distanz-

Schatzfolgen explizit an.

2.24 Satz: Seien Y7,Ys,... iid ZV, IR-wertig, mit Verteilungsfunktion F' : IR — [0, 1]. Sei B,
die empirische Verteilungsfunktion zu den ersten n Beobachtungen, und p ein endliches Maf3 auf

IR. Dann gilt
vn (ﬁn - F) — BYF  (schwache Konvergenz in L2(IR, B(IR), j1), fiir n — 00)

wobei BY¥" wie in 2.18 c) die durch ¢ — F(t) zeittransformierte Brownsche Briicke bezeichnet.

Beweis: Seien Yi,Y5,... definiert auf (Q, A, P), und B%¥ auf (€', A’, P’). Zuerst sind

~

(tw) — X"(t,w) = ﬂ(Fn(t,w)—F(t)) . (tw) — BF(t,w) = BYF(1),w)

meBbare stochastische Prozesse, nach 2.1’ und 2.18 c). Wir zeigen, daf (X"), und B%f" die
Bedingungen des Satzes 2.4 erfiillen. Zum Nachweis der Konvergenz der endlichdimensionalen

Randverteilungen fixiere t1,...,¢ in IR. Fir den GauBproze B gilt

E((B?;F,...,Bg’F) | P') = NO,S), S, = F(t) ANF(t;) — F(t:)F(t;) .



mvinimum-pistanz->cnatziolgen

Fiir X" =/n (F\n - F) ist zu zeigen

L((x7

t1o

XD | P) — N(0,%) (schwache Konvergenz in IR!, fiir n — o) ,
bzw. nach Cramér-Wold fiir beliebiges a € IR:

!

L (Z a; Xy, | P) — N(0, a'Sa) (schwache Konvergenz in IR, fiir n — c0) .
i=1
Schreibe nun
! L& l l
ZC%'XZ: = —n Z Rj s Rj = <Z 042'1(_007,51.]) (}/J) — ZaiF(ti)
i=1 j=1 i=1 =1

mit iid ZV Ri, Ra, ..., zentriert und mit endlicher Varianz. Fiir diese gilt der zentrale Grenz-
wertsatz, also reduziert sich der Nachweis der Konvergenz der endlichdimensionalen Randver-

teilungen darauf, die Varianz der Einzelbeobachtung zu betrachten:

l l
Var(Ri) = > > aioy E([1oos(Y1) = F(t:)] Lcocp,) (Y1) = F(ts)])

i=114'=1
l l
= Y > aiag (F(ti Aty) — F(t:)F(ty))
i=114'=1
! l
= Y > aiay (Fti) NF(ty) - F(t:)F(ty) = o'Sa.
i=11i'=1

Damit ist Bedingung i) in Satz 2.4 erfiillt. Als einfachen Spezialfall erhélt man
(+) E(XM?) = FO)( - F(t) = f(t) firallete R, alle n >0, mit X°:= B0 .

Klar gilt f € L'(IR, B(IR), ), und wegen Hilfssatz 2.6 ist mit (+) die Bedingung ii) aus Satz
2.4 verifiziert. Mit 2.4 folgt schwache Konvergenz der Pfade X7 — Bo™ in L2(R, B(IR), ). O

2.25 Beispiel: Sei F' ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (IR, B(IR)) mit stetiger und beschrinkter
Dichte f beziiglich des Lebesgue-Mafles M auf (IR, B(IR)). Sei durch {f > 0} = (a,b) ein Intervall

I := (a,b) als Triger von F' gegeben, —oo < a < b < 400. Betrachte das Lokationsmodell
(JRv‘B(R)v{Fﬂ:ﬁEQ})7 @:Rv Fﬂ::F('_ﬂ)7f19::f('_19)'

Wihle ein endliches Mafl p ~ N. Sei E, die empirische Verteilungsfunktion zu den ersten n

Beobachtungen. Dann ist jede MD-Schétzfolge im Sinne von 2.9

, n>1

v = arginf‘
L2(R,B(IR),)

n
£eo

ﬁn—Fg‘
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an jeder Stelle ¢ € © stark konsistent und asymptotisch normal. Genauer: an jeder Stelle ¥ € ©

hat man eine Entwicklung
(o7 1)

1folz2rr 0

L2(T,T 1)

(+) Vi, =) =

+ op,(1) fiirn — oo

der reskalierten Schétzfehler, und es gilt

wobei
SRR fo(s) (Fa(s At) = Fy(s)Fy(t)) fo(t) pu(ds)u(dt)
S p) = 5 . '
(JrF3(t) pidt))

Zum Beweis der gemachten Behauptungen fixieren wir ¢ € ©. Wir betrachten U, (w) = Fy (-, w),
Ve = Fy in L*(IR, B(IR), it), und ¢,, = \/n. Aufgrund der Monotonieeigenschaften des (einpara-

metrigen) Lokationsmodells (fiir £ € © und h > 0 gilt
Fepp < Fe auf R, Fepp < I auf (a+&,04¢),

wobei der Trager (a + &,b+ &) von F fiir jeden Wert £ € IR strikt positives u-Mafl besitzt) ist
die Identifizierungsbedingung I(¢) erfiillt. Das starke Gesetz der grofien Zahlen SLLN(?)) folgt
aus dem Satz von Glivenko-Cantelli. Die Differenzierungsbedingung D () gilt mit

DUy = —fy, wobei 0 < / ) p(dt) < oo,
R

nach Voraussetzung iiber f(-). Die Entwicklung (+) der reskalierten Schétzfehler folgt nun sofort
aus 2.14. Nach 2.24 hat man schwache Konvergenz in L?(IR, B(IR), i) der Pfade

(++) ©n (‘T’n - \I@) = Vn (ﬁn() - Fﬁ) — We, n—oo
mit W := B%"% unter Py; der Kovarianzkern des Limesprozesses in (++) ist
o 0,Fy pOFy\ _
Ky(s,t) == E (st o B ) = Fy(sAt)— Fy(s)Fy(t), sitelR.

Aus (4) und (++) ergibt sich die Grenzverteilung fiir reskalierte Schétzfehler.
Der Beweis von 2.24 zeigt, dafl in der Konvergenz (++) alle in AN(¢) gemachten Voraussetzun-
gen erfiillt sind; auch ist durch (++) die Straffheitsbedingung T'(¢) miterfiillt, vgl. Folgerung

2.5. Damit sind alle Voraussetzungen des Hauptsatzes 2.23 erfiillt. O
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2.26 Beispiel: Zu F und f, die den in 2.25 gemachten Voraussetzungen geniigen, betrachte

das Lokations- und Skalenmodell
(R,B(R),{Fy: 9 €O} , 9=(0,\), Fy=Flo(-~N), fo=0f(ol-—N)
mit Parameterraum
O offen in IR?, beschrénkt, mit AbschluB © C (0,00)xIR.

Insbesondere hat Fy dann den Tréger Iy := (2 + )\,g + A), und in Einschrinkung auf eine
beliebig kleine offene Kugel in Iy kann man Fy von allen Fg, £ € ©\{¢}, unterscheiden. Sei T

ein Kompaktum in IR mit der Eigenschaft
int(T) N Iy # O firjedes? €O,

sei p ein endliches MaBl auf (7, 7), dquivalent zu dem auf T eingeschriinkten Lebesgue-Mafi M.
Dann sind geméif} 2.9 gebildete MD-Schitzfolgen fiir den unbekannten Parameter ¢ = (o, \)

n>1

) =

F.- F|

VA arginf‘

n
£€o L2(T\T )

an jeder Stelle ¥ € O stark konsistent und asymptotisch normal. Genauer: an jeder Stelle ¥ € ©

hat man mit
D F, A
DFy — ) ey =t
Dy Fy

) fo, DaFy = —fy

eine Entwicklung der reskalierten Schétzfehler
(+) Vi@, =) = Ty (Va(F, - F)) + op,(1), n— o0
mit der in 2.14 gegebenen linearen Abbildung Iy : L?(T, 7, u) — IR?; mit Kurzschreibweise

my(dty,dtz) = fo(t1) (Fy(ty Ata) — Fy(t1)Fy(ta)) fo(tz) p(dtr)u(dts)

und mit Matrizen

Jr B2 B2 g (dty, dby) = [ [ 252 g (dty, dts)
— Jp Jp B2 mg(dty, dta) S J7 Mg (dty, dts)

S (52 £30) ldt) — [ 152 £3(8) pldt)
— A ) [ f2) pdt)
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erhilt man als Grenzverteilung der reskalierten Schétzfehler
L (V@ =) | Py) — N (0, Aj'EyAyh)
(schwache Konvergenz in IR?, fiir n — 00).

Zum Beweis dieser Aussagen fixieren wir 9 € ©.

Wir betrachten unter Py die empirische Verteilungsfunktion ¥, (w) = F,(-,w) zu den ersten n
Beobachtungen, ¥ = Fy in L2(T, 7, ), £ € © C IR?, und ¢, = /n.

Zunéchst verifiziert man die Identifizierbarkeitsbedingung I(9): fiir £ # O gilt F¢ # Fy insbeson-
dere auf einer kleinen Kugel von positivem p-Mafl in int(7T") N Iy. Also verschwindet die stetige

Funktion § — ||F: — F,gHLQ(TTM) nur an der Stelle ¢ = ). Da © kompakt ist, hat man

inf Fe — Fy > min Fe— Fy > 0.
£€0, e—0|> 1% learir €66 |¢—0|>e 1 RS

Wir verifizieren die Differenzierbarkeitsbedingung D(1}), mit DFy wie oben angegeben. Wegen

Kompaktheit von T und Beschrianktheit von f gilt fiir hinreichend kleines € > 0 sogar

(+) sup |D;jFe| € L*(T,7T,n), i=12.
£€B:(9)

Die Komponenten D;Fy, D3Fy von DFy sind linear unabhingig in L?(T, T, u), da das zu N\
dquivalente Mafl u die Funktionen _T)\ fo und — fy unterscheiden kann (genauer: ... bereits auf

einer beliebig kleinen Kugel in int(7") N Iy unterscheiden kann). Nun schreibt man

0] 1
Fe(t) — Fy(t) = /0 dr uT DFy . (t) = €= /0 dr w" DFy. je_gju(t)

fiir € € B.(V), € # 9, und u;:%,also

1
(0)  Fe(t) = Fy(t) = (=) DFy(t) = [¢ — 19\/0 dru' (DFypje_pju(t) — DFy(t)) -
Mit Jensen—Ungleichung hat man

und schétzt dies weiter ab durch

2 2

1 1
/O dru' (DFyjcgp — DFy) = /O dr HUT(DFﬁ-i-HE—ﬂ\u - DFﬂ)‘

LA(T,T 1) L2(T,T )

2
++ 2 sup D;F: — D;Fy 2 .
) ¢€B.(9) (; 1Dif i
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Wegen (+) oben und wegen Stetigkeit von
© > ¢ — DiFy € IAT,T,n), i=12

verschwinden mit dominierter Konvergenz die Ausdriicke (+4) fiir ¢ — 0. Mit (¢) und dem
Verschwinden von (4+4) fiir ¢ — 0 ist die Differenzierbarkeitsbedingung D (%) nachgewiesen.

Fiir die Bedingungen SLLN(¥), T(¢) und AN(9) bleiben die Argumente unveréndert dieselben
wie im Beweis von 2.25. Insbesondere hat man nach 2.24 unter Py schwache Konvergenz in

L*(IR,B(IR), 1) der Pfade
() ©n (‘T’n - \I@) = /n (ﬁn() — Fﬁ) — We, n—o0
mit W := (B? ’Fﬂ>t€T; der Kovarianzkern des Limesprozesses in () ist
Ky(s,t) == E (BS’Fﬂ B?’Fﬁ) — Fy(sAt)— Fy(s)Fy(t), s,teT.

Wieder folgt aus (x) und (xx) die Aussage iiber die Grenzverteilung reskalierter Schétzfehler.
Auch hier zeigt der Beweis von 2.24, dafl wie im vorhergehenden Beispiel alle Voraussetzungen

des Hauptsatzes 2.23 erfiillt sind.

Will man die empirische Verteilungsfunktion zu IR*-wertigen iid Beobachtungen an eine Familie
{F¢ : £ € ©} von Verteilungsfunktionen auf IR¥ anpassen, braucht man anstelle von 2.24 den

folgenden Satz.

2.27 Satz: Sei k > 1, sei (T,7) ein k-dimensionales Intervall versehen mit seiner Borel-
o-Algebra, sei y << M ein endliches Ma auf (T, 7). Fiir IR* wertige iid ZV Y1,Ys,... mit
stetiger Verteilungsfunktion bezeichne F\n die empirische Verteilungsfunktion zu den ersten n

Beobachtungen. Dann gibt es einen GauBproze W = (W})ier mit Kovarianzfunktion
K(,-) : TXT >(s,t) — F(sAt)—F(s)F(t) € [0,1]
(mit komponentenweise definiertem Minimum in s At da s,t € IR*), und es gilt

vn (ﬁn — F) — W, (schwache Konvergenz in L?(T, T, u), fiir n — oo) .

Beweis: Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von F' gibt es nach Satz 2.19 einen Gaufiprozef3

W = (Wi)ier mit der angegebenen Kovarianzfunktion K(-,-); beachte, dafl hier geméf§ 2.17



napitel 11

und 2.19 die endlichdimensionalen Randverteilungen von W nur bis auf eine Ausnahmemenge
N € T mit X\(N) = 0 bestimmt sind. Man wiederholt nun den Beweis von 2.24 mit TV anstelle
von B%F um Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteilungen M-fast sicher — damit

auch pu-fast sicher, nach Voraussetzung {iber p — sowie
~ 2
E <[ﬁ (Fn - F)L) — K(,t) = F(t)(1 — F(t)) firalle ¢t in T

zu erhalten, und wendet 2.6 und 2.4 an. O

2.28 Ausblicke: In den beiden iid Beispielen 2.254-2.26 hat man gesehen, dafl unter minima-
len Voraussetzungen MD-Schétzfolgen die Eigenschaften der starken Konsistenz und der asym-
ptotischen Normalitét besitzen. Es gibt viele Variationsmoglichkeiten fiir das im Teilkapitel B
geschilderte Grundschema.

a) Eine Reihe ’klassischer’ Anwendungsbeispiele gibt Millar (1984). In statistischen Modellen
fiir IR*-wertige iid Beobachtungen Yi,Y5,..., in denen die charakteristische Funktion der Ein-
zelbeobachtung eine einfache explizite Gestalt hat, kann man z.B. versuchen, empirische cha-
rakterische Funktionen (I\l

1
—Z (cos(t"Yj) +isin(t'Y;)), te RF

3

in einem L2-Raum komplexwertiger Funktionen auf JR* an die Schar der im Modell méglichen

charakteristischen Funktionen {V, : { € ©}
Ue(t) = B (¢ te R

anzupassen. Ein Beispiel, in dem Stabilitdts- und Skalenparameter von symmetrisch stabil ver-
teilten Zufallsvariablen zu schéitzen sind, findet man — zusammen mit einer Diskussion &lterer
Referenzen — in Hépfner und Riischendorf (1999). Analog kann man auch Laplace-Transformierte
oder Quantilfunktionen anpassen.

b) Die Einzelbeobachtungen in iid Modellen miissen auch nicht IR*-wertig sein. Ohne jede Ande-
rung kann man Zufallsvariable betrachten, die Werte in polnischen Réumen (z.B. kanonischen
Pfadrdumen fiir stochastische Prozesse eines festgelegten Typs) annehmen: so kénnen Einzelbe-
obachtungen — wie in Kutoyants (1998) — unabhéngige Realisierungen desselben Punktprozesses
mit geeignet parametrisierter deterministischer Intensitét sein.

c¢) Uber die Welt der iid Versuchswiederholung hinaus kann man mit dem hier geschilderten

Vorgehen ohne jede Anderung IRF-wertige stationdre und ergodische Markovprozesse behandeln:
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nach Beobachtung einer Trajektorie des Markovprozesses X = (X¢)¢>0 unter unbekanntem ¢ € ©

iiber das Zeitintervall [0,n] kann man versuchen, das Okkupationszeitmafl v,

~ 1

To(v) = /0 loow(Xo)ds, veET

auf einem geeigneten Kompaktum 7" in IR* an die Familie der im Modell méglichen invarianten
MaBle {¥¢ : £ € ©}
Ue(v) = Pe{Xi €(—o0,v]} , veT

anzupassen. Fiir stationdre und ergodische Diffusionsprozesse findet man viele interessante auf
diesem Ansatz beruhende MD-Schiitzfolgen in dem Buch Kutoyants (2003).

d) Verallgemeinerungen des Vorgehens in Teilkapitel B sind méglich, welche erlauben, Stationa-
ritétsvoraussetzungen in ergodischen Markovprozessen fallenzulassen. In diesem Fall vergleicht
man — manchmal auch zu geeigneten zufilligen Zeiten 7, anstelle der deterministischen Zeiten
n, flir n — 0o — den Zustand eines aus der Beobachtung extrahierten wachsenden Prozesses mit
dem Zustand des Kompensators (im Sinne der Martingaltheorie) dieses wachsenden Prozesses
unter den moglichen Werten des Parameters £ € ©. Fiir Markov-Sprungprozesse findet man ein

Beispiel fiir dieses Vorgehen in Hépfner und Kutoyants (1997).



