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A. LAN und Schirfe von Rangtests

8.1 Ein Zweistichprobenproblem: A) Betrachtet wird das folgende Zweistichprobenproblem:
man hat unabhéngige ZV

(+) Xl,...,Xm,Xm+1,...,Xn, n=2m,

so dafl mit unbekanntem F' € F., der Klasse aller stetigen Verteilungsfunktionen auf IR, und mit

unbekannten Verschiebungsparametern u; € IR, i = 1,2, die Aussage
Xi~F(-=m),1<i<m, X; ~ F(—p),m+1<i<n
gilt. In dquivalenter Formulierung: man hat
(X1 oo, Xoms Xt ts o s X)) 2 (Vi 4 1o, Yo o i1, Yot 12y Yo 4 2)

mit Y3,....,Y, iid ~ F € F., und mit pq,pus € IR. Aufgrund der Beobachtung (+) soll eine
Entscheidung zwischen den Hypothesen

Ho:pm<pe vse Koopg>p

getroffen werden. Da F' € F, unbekannt ist, benutzt man Rangstatistiken. Der Rang der Beob-

achtung X; in der Gesamtstichprobe (+) ist

Ri = lIxexy = O Lioox)(Xe), 1<i<n.
=1 (=1

Dies ist die Zahl aller Beobachtungen in (+), die X; nicht iibersteigen. Ist nun der Verschiebungs-
parameter p1 im ersten Block von (+) grofier als der Verschiebungsparameter po im zweiten, so
sollten die Beobachtungen Xy, ..., X,, des ersten Blocks tendenziell hhere Rénge in der Gesamt-
stichprobe (4) einnehmen als die Beobachtungen X,,.1,..., X, des zweiten Blocks. Mit einer

Rangstatistik S der Form
S = Za(Ri) , a:{1,2,...,n} — IR nichtfallend
=1

mifit man diese Verschiebung der Rénge, und kann einen Test fiir H gegen K als Rangtest
¢ = (Leoo) + 71{) oS, ceR,ye[0,1]

ansetzen. Bekannte Beispiele sind der Wilcozon-Test

S:= Y R, mit a()=id,
=1
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der Median-Test

S = 21{}“?} = z;a(Ri) mit  a(k) =11 ), 1<k<n

und der van der Waerden-Test

m R;
S = Z(I)*I <n——|—1) ,  ®(-) die Verteilungsfunktion von A0, 1).
=1

B) Wir prézisieren die Problemstellung aus A). Das in A) betrachtete statistische Modell kann

dquivalent geschrieben werden als

<Q/’A/’p::{pﬂ“ = [¢§1F('_”)]®[¢:§+1F('+M)] : MGIR,FGE})

womit einer der Verschiebungsparameter aus A) eingespart ist. Hierbei ist

Q= {(z1,...,2,) ER": esgilt z; #x; fiiralle i #j } € B(R")

der um 'Mehrfachbeobachtungen’ (die wegen F' € F, nur mit Wahrscheinlichkeit 0 vorkommen)
bereinigte IR"™, mit Spur-o-Algebra A’. Wir schreiben (Xq,..., X, Xona1, ..., X,) fiir die kano-
nische Variable auf (', A"). Die Hypothesen aus A) haben als Teilmengen von P die Gestalt

H={Pp,:FeEF, ,u<0} vs. K= {Pp,:FeF., u>0}
und der Rand der Hypothesen ist
Ho = {PF,(]  F E]:C} .
Fiir jedes feste F' € F, entsteht ’eindimensional’ ein parametrisches Submodell
PF = {Pp,:peR}.
C) Die folgende einfache Aussage ist die Grundlage aller elementaren Betrachtungen {iber Rang-

statistiken: fiir jedes P € H, besteht die Gesamtstichprobe (X1,..., X, X1, ..., Xp) in (+)

aus iid Beobachtungen, folglich gilt
VFeF.: L ( (Ry,...,R,) | PF,O) = Gleichverteilung auf S,

wobei S, die Gruppe aller Permutationen von n Gegenstinden bezeichnet. Unter P € H ist also

das Tupel der Rénge (Ry, ..., R,) eine zufillig gewéhlte Permutation © € S,,. O
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8.2 Hilfssatz: Zu jedem nichtfallenden a(-) : {1,2,...,n} — IR und zu jedem vorgegebenen
a € (0,1) gibt es ¢, € IR und v, € [0,1] so daf der Rangtest

m

p = (1(Ca700) + Yo ]‘{Ca}) OS mit S = Za(Rl)
=1

unverfélscht ist fiir 7 gegen K mit Niveau «: es gilt
Ep(¢) = a fiir jedes P € Hy

Ep(¢) < o firjedes Pe H, Ep(p) > o firjedes P e K.

Beweis: 1) Beachte zunédchst: .S kann nur endlich viele Werte annehmen. Unter Pp, gilt
(X1 X Xt ts -2 X)) 2 (Vi gty Yo+ s Yot — s Yoy — 1)
fir ' € F., u € IR, also sind wegen Monotonie von a(-) alle Abbildungen
p— Ppu(S>z) , p — Pru(S>a)

nichtfallend, fiir beliebiges festes x. Damit sind Giitefunktionen von Tests ¢ wie in 8.1 A) bei

festgehaltetem F' € F,
p — Epp (9) = (1=7)Pru(S>¢) + v Ppu(S =c)

nichtfallend.

2) Wegen 8.1 C) héngt auf dem Rand Ho der Hypothesen der Wert Ep,  (¢) nicht von der
zugrundeliegenden Verteilungsfunktion F' € F,. ab. Also ist nach Schritt 1) jeder Test ¢ wie in
8.1 A) unverfilscht fiir H gegen K.

3) Seien y; > yy > ... > y; die moglichen (verschiedenen) Werte der Statistik S in absteigender
Reihenfolge. Durch einfaches ’Auszéhlen’ auf S, bestimmt man daher — unabhéngig von F' € F,

wegen 2) — die Wahrscheinlichkeiten Pro(S > y;) sukzessivin j =1,2,...,k, und setzt

o — PF’()(S > Ca)
PF,O(S = Ca)

Cq = Mmax {yj : Ppo(S > ;) > a} y Vo=

(mit Konvention $ := 0 fiir 7,). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Was kann man iiber die Schérfe von Rangtests aussagen ? Angesichts der komplexen Struktur der

Alternative K gibt es keinerlei Hoffnung, die Schirfe Ep(p) eines Rangtests ¢ nach 8.2 explizit



6 Rangstatistiken und lokal asymptotische Normalitét

an beliebigen Stellen P € K berechnen zu konnen.

8.3 Bemerkung: Neyman-Pearson-Argumente (der aus klassischen parametrischen Modellen
vertrauten Art) kénnen auf der Suche nach guten Tests fiir H gegen K nicht weiterhelfen.

i) Betrachte einen Punkt P = Pp, € K mit ¢ > 0 und mit F € F,. Als Test der einfachen
Hypothese {Pro} gegen die einfache Alternative {Pp ,} zum Niveau o unterliegt der Rangtest

¢ aus 8.2 notwendig dem Neyman-Pearson Test
/0
1 auf {L’;,
ot = 0 auf {L’}/ 0 Ea}
Yo auf {L’}/ 0 — Ea}

\%
St
—

N

zu demselben Niveau «, welcher mit dem Dichtequotienten L?/ % von Pr,, zu Ppg auf (', A")
arbeitet; hierbei ist gesetzt (mit Konvention % =0 fiir 7,)
o — PF,(] (LZ,/}Q > Ea)

Pro (Lg{ 0 Ea)

~ 0 ~
Ca = sup{y: Ppy (LZ,/F 2 y) >al o=

*

Dieser Neyman-Pearson Test ¢* ist auf die konkrete Wahl von F' und p zugeschnitten. Nicht

einmal im ’einfachsten’ Fall F' << N\ mit stetiger und strikt positiver Dichte f = %, in dem

[TZ floi —p) H?:m—l—l [z + )
H:‘l:1 f(z;)

gilt, liefert der Test ¢* einen guten Test fiir einparametrige Alternativen

LZ,/FO‘(:UD s 71‘71)

HY .= {Pp,:u<0} gegen K" :={Pp,:u>0}

in einer hinreichend allgemeinen Klasse von Dichten f (bzw. von Verteilungsfunktionen F'). Wir
begriinden dies in ii).

ii) Fixiere in i) F € F, so daB das einparametrige Modell PF (vgl. 8.2) eine suffiziente Statistik
T und "monotone Dichtequotienten’ besitzt (siche Witting (1985, Kap. 2.2.1 und 2.2.3) und
Pfanzagl (1994, Ch. 4.5); dies ist das allgemeinste klassische Argument zur Konstruktion guter
Tests in einparametrigen Familien). Dann nimmt der in i) oben (mit beliebig fixiertem p > 0)

betrachtete Test ¢* die Form

1 auf {TF > /c\a}
p* = 0 auf {TF <72,}
Yo auf {TF = Ea}
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an, und ist im Modell P¥ ein UMP Test mit Niveau « fiir
HE = {Pp, :p <0} gegen K :={Pg,:p>0}.

Betrachte nun ein weiteres G € F,; die einparametrige Familie P besitze ebenfalls eine suffiziente
Statistik T — verschieden von T, genauer: das Ereignis {TF > ¢,} stimme nicht N\-fast sicher
mit einem der Ereignisse {T¢ > ¢}, ¢ € IR, iiberein — und monotone Dichtequotienten.

Dann wird der mit T'F gebildete Test ¢* =: ¢f** — UMP im Modell P — als Test fiir
HE = {Pg, :pn <0} gegen K¢ :={Pg,:pn>0}

in P¢ im allgemeinen weder das Niveau « besitzen noch unverfilscht sein. Analog wird der mit
T zum Niveau a in P gebildete Test “* fiir HE gegen K¢ — UMP im Modell P¢ — in PF

als Test fiir H gegen K unbrauchbar sein. O

8.4 Definition: Bezeichne F* die Teilklasse aller Verteilungsfunktionen F' € F,, so daf} gilt

dF .

i) es gibt eine strikt positive und stetig differenzierbare Lebesgue-Dichte f = 95;

ii) es gibt eine endliche Fisher-Information

N\ 2
Ir = /]R<—f7) dFF < o

im Lokationsmodell {f(- — p)dMW : p € R}, vgl. 1.4.

Das erste Hauptwerkzeug zur Analyse der Schirfe von Rangtests ist LAN. Wir formulieren ein

'zweites Le Cam Lemma’ fiir das Zweistichprobenproblem:

8.5 Hauptsatz: Schreibe (Q,, A,,P,) statt (', A’,P), abhiingig von n € IN. Schreibe P}
statt P, und Pgu statt Pr,. Fiir jedes F' € F* ist die Folge von Experimenten (’Pf)n lokal

asymptotisch normal an der Stelle 0: es gilt

d P} 1
hn/o _ Fahn/n — F 2
et T (idpgo ) = AT = T+ oy, ()

d - FE(Hw- S (F)w)

fiir beliebige beschrinkte Folgen (hy,), in IR, fiir n — oo, mit

ﬁ(A5|Pg,O) —  N(0,Ip).
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Beweis: 1) Wir zeigen: Fiir F' € F* ist das Lokationsmodell {f(- — u)dW : p € IR} an jeder
Stelle u € IR L?-differenzierbar mit Score

- (5)eer

und Fisher-Information Ir (unabhiingig vom Parameter) wie in 8.4 ii) definiert:
Fiir F € F* ist nach 1.4 V,, der Score in p und E,(V?) = Ir die Fisher-Information in s, im
elementaren Sinn aus 1.2. Schreibe V' := Vj; wegen V,, = V(- — p) und f, = f(- — pt) bleibt nach

4.1’ zum Nachweis der Behauptung 1) zu zeigen

2
de = o(n?) firn—0.

[ |vie=a - via - jvi@nve

Betrachte Kompakta K = [-C, +C]. Auf K¢ hat man mit einer elementaren Abschétzung

swp [ (Vi@ - Vi@) de < 2 [ fw)dv

Inl<1 [-C+1,C—1]¢

was durch grofie Wahl von C beliebig klein gemacht werden kann, genauso wie

w [ (V@) as = 5 [ (5 .

Auf K gilt aber wegen dominierter Konvergenz fiir n — 0

= [ V&= - VG - 3RV )

2) Wegen Schritt 1) kann man Le Cam’s Zweites Lemma 4.11 fiir iid Experimente separat auf die

2
dr — 0.

beiden Blocke (X7, ..., X,,) und (X411, .., X,) im Zweistichprobenmodell P,, anwenden, und

erhilt fiir n — oo sofort die Behauptung des Satzes 8.4. O

Als n#chstes sollen die Rangstatistiken in eine Form gebracht werden, die eine Anwendung von

Le Cam’s Drittem Lemma (3.6 und 3.6”) gestattet.

8.6 Voraussetzung: Wir indizieren auch a(-) und S in 8.1 A) durch n:

m

ap:{1,2,...,n} — IR nichtfallend, S, = Zan(Ri) , mit 2m =mn .
=1

Die Schar a,,(-) stabilisiere sich fiir n — oo in folgendem Sinn: es gibt ¢ € L? ((0,1), W) mit

1
/O(an(1+[:vn])—1/)(:c))2dx — 0, n—oo,
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dabei sei 9 nichtfallend und nichtkonstant auf (0, 1), mit Zentrierung

/01¢(v)dv:0.

8.6 Bemerkungen: a) Die Stabilisierungsbedingung aus 8.6 ist insbesondere erfiillt, falls gilt:

1 : (0,1) = IR nichtfallend, rechtsstetig (oder: linksstetig), beschrankt,

. J )
an(j) :=¢<n+1>, 1<j<n , n>1;

dies sieht man mit dominierter Konvergenz.

b) Die in 8.6 vorgenommene Zentrierung von ¢ (-) stellt keine Einschréinkung der Allgemeinheit
dar. Addiert man bei der Konstruktion eines Rangtests zum Niveau « in 8.2 zu der Funktion a,(-)
eine Konstante ¢, so reicht es, die in 8.2 fiir dieses n festgelegten kritischen Werte ¢,, o, um dieselbe
Konstante ¢ zu verschieben. Analoges gilt fiir Multiplikation von a,(-) mit einer Konstanten.

c¢) Entsprechend der Vorschrift aus a) waren bereits die Funktionen a,,(-) fir den van der Waerden-

Test in 8.1 A) angesetzt worden. In diesem Fall hat man
Ppv) = & 1), 0<v<l
wobei wegen @ 1(U) ~ N(0,1) fiir auf (0,1) gleichverteiltes U gilt

/:WMU - /(]1“‘1’(‘1“) =0, /Ulzbz(v)dv = /Olu2‘1>(dU) = 1.

Fiir den Median-Test hat man

1
1)(1))—5, 0<v<l

wobei die Verschiebung um % nach b) irrelevant ist. Dasselbe gilt fiir den Wilcoxon-Test, mit

1
P(v) = v g O<v<l1,

denn es ist nach b) unerheblich, ob man in 8.1 A) fiir festes n die Wilcoxon-Rangstatistik S in

Form )", R; oder in Form ) ", ﬁ:l angesetzt hatte.

8.7 Bezeichnungen: Definiere Koeffizienten

1 .
== 1<i<m, =

Cn,i = \/ﬁ

,mtl<i<n,

1
Nz
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dann haben fiir F € F* mit Dichte f die A aus 8.5 die Form

Ag = icn,i <_f_l) (Xl) :
= /

Definiert man

. n 1 n . n
Su = Y cnian(Ri) = = (25, =T) , W= Y aa(i) = Y au(Ri),
=1 \/ﬁ 7=1 =1
so gilt in dieser Darstellung
(+) Epn (Sn) = 0 fiir jedes F € F. .

Zum Beweis der Aussage (+) beachte man, dafl nach 8.1 C)

= % Z [ Cn,ian((no”r)i)]
i=1

7T€Sn

Epn, (Z Cn,i an(Ri)) = % > lzcm an(;)
i=1 '

meS, Li=1

gilt, fiir jedes feste n € S,,. Wihle speziell n := (m+1,m+2,...,n,1,2,...,m), dann folgt wegen

des Vorzeichenwechsels in den Koeffizienten ¢, ;

n n
Z Cnyi(an on)(m) = — Z CnyiGp(m;)  fiir jedes m € S,
=1 =1
und damit die Behauptung. Wir nennen S,, eine zentrierte und skalierte Rangstatistik. O

Wir formulieren nun einen Satz, der neben 8.5 das zweite Hauptwerkzeug zur Analyse der Schirfe

von Rangtests sein wird. Der (lange) Beweis des Satzes wird in Teilkapitel B gegeben werden.

8.8 Hauptsatz: Seien a,(-), n > 1, und ¢(-) wie in 8.6. Dann gilt fiir F' € F,

n
EPIFL,O (S’”_Tf)2 — 0, Tf = ch,id)(FoXi)
=1

fiir n — co. Man nennt T Vergleichsstatistik fir S, unter Pr . O

8.9 Bemerkung: Sei F' € F,. Dann sind U; := FoX;, 1 <14 < n, iid und auf (0, 1) gleichverteilt;
damit hat die Folge (Tf )n unter (Pﬁ 0) die Eigenschaften
/n

1
Epy, (TF) =0 Varpy (TF) = /0 V2 (z)dx

1
E(Tf|Pﬁ0) — N(O,/ Q/JQ(m)d:I:) , M —00.
0
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Wegen 8.8 — und (+) in 8.7 — hat man damit auch
5 5 1
EP;;O (Sn) =0 s VCLTP;;O (Sn) — / 1!)2(.’1?)(11,‘ , N— 00
’ ’ 0
1
E(S'n|PﬁU) — N(O,/ Q/JQ(x)d:U) , M —00
0

fiir die zentrierte und skalierte Rangstatistik. O

8.10 Hilfssatz: Seien a,(-), n > 1, und 9 (-) wie in 8.6. Dann gilt fir F' € F*

: n Q F _
nh_)ngo ‘;ugpc PF,h/\/;l(‘Sn_Tn‘>5) =0

mit ¢ > 0, C < oo beliebig.

Beweis: Fixiere F' € F*. Nach Satz 8.5 ist die Folge der Experimente (735 )n an der Stelle 0

lokal asymptotisch normal. 7.3 zeigt wechselseitige Benachbartheit

(Pg,hn/\/ﬁ)n < (Ppo),

fiir beliebige beschrénkte Folgen (h,,), in IR. Nach 8.8 weiff man

woraus mit Benachbartheit die Aussage

Sn = Tf—i—O(Pn )(1), n — 00

F,hn/v7),

folgt. Diese gilt fiir jede beschriankte Folge (h,),. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

8.11 Satz: Seien a,(-), n > 1, und 9 (-) wie in 8.6. Dann gilt fir ' € F* mit Dichte f

(8 Pp ) — N (0 (o (F5)er ) i) o nor e

fiir beliebige konvergente Folgen h,, — h, wobei (g1,¢92) = fol g1(x)g2(x)dx das Skalarprodukt
1/2
und gl = [ Il 92($)dx] die Norm in L2((0,1), \) bezeichnet.

Beweis: Fixiere F' € F* mit Dichte f und schreibe
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Wegen F' € F* und wegen Definition von Score (vgl. 1.2) und Information im Lokationsmodell

aus 8.4 gilt
1 1
U e I2((0,1), M) , / W) dv = 0, / V(o) do = Ip .
0 0

Aus der Darstellung der log-Likelihoodratios nach 8.5

1
g’ = h AT = SR+ oy (1), n oo

3

und dem Vergleich der Gréfien

n n

A =Y i¥(FoXy) , T =Y cnith(FoX))

=1 =1
folgt fiir konvergente Folgen h,, — h wie in 8.9 schwache Konvergenz fiir n — oo:
—3h*Ip R2 I h (W, )
0 h (@) [[¥]?

Nach Le Cam’s Drittem Lemma tritt beim Wechsel zu benachbarten Wahrscheinlichkeitsmafien

() L(Af TR PR) — N

ein Mittelwertshift auf: 7.3 und 3.6’ angewandt auf (+) zeigen

+3h%Ip h:Ip  h{¥,)
h(Ug) )\ Ry ()

Hilfssatz 8.10 erlaubt nun, die Vergleichsstatistik 7)) in (++) durch die zentrierte und skalierte

o n
(++) E(An’}407Tf |PF,hn/\/ﬁ) — N

Rangstatistik S, zu ersetzen. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

8.12 Satz: Seien a,(-), n > 1, und 9 (-) wie in 8.6. Betrachte fiir wachsendes n Rangtests
n = (Lienaoc) + Tna Lena}) ©Sn mit S, = Zm:an(Rz‘)
i=1
zum Niveau o € (0,1) (mit ¢, o, Yn,o Wie in 8.2 festgelegt, und mit 2m = n ) als Tests fiir
Hioe = {Pg,h/\/ﬁ FeF.,h< 0} gegen Kioe = {ngh/ﬁ FeF.,h> 0} )
Fixiere F € F*, mit Dichte f. Uber einparametrige Pfade durch Pro
PL = {Pgh/ﬁ:hEJR} , n>1

konvergieren die Giitefunktionen der ¢,, n > 1, gleichméflig auf kompakten h-Mengen:

e — h- <¢’ (—fT) oF—1>

41l

sup |E/ (pn) — |1 — @[ u
h|<C (PE o) "
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fiir n — oo, mit Verteilungsfunktion ®(-) und oberem a-Quantil u;_, von N (0,1).

Beweis: 1) Nach 8.2 ist fiir jedes n > 1 der Test ¢, ein unverfilschter Test fiir Hj,. gegen
Kioc mit geeigneten, durch 'Auszdhlen’ auf H, festgelegten ¢, o und 7, . Beim Ubergang zur

zentrierten und standardisierten Rangstatistik schreibt sich ¢,, in Form

(*) Pn = (l(én’a,oo) + ﬁ/nva l{én’a}) © Sn

wobel wie in 8.7

< 1 1

Sn = —(QSn - an) ) én,a = % (QCn,a - an) ) ryn,a = Tn,a -

Unverfilschtheit und Niveau « von ¢, als Test fiir Hjo. gegen Ko werden davon nicht tangiert.

2) Sei F' € F.. Nach 8.9 gilt fiir n — oo
L(Snl Po) — NIl -
Dies erzwingt iiber einen Vergleich mit (x)
bna = [¥llur-a + o(1), und damit Pp (Sp=¢na) = o(1), n—oc.

Insbesondere werden die ¥, o € [0, 1] fiir wachsendes n irrelevant, und man hat

(%) o = Lllusa,00) @S F 0y (1) m =00

3) Erst jetzt werden Eigenschaften der Klasse F* ausgenutzt: fiir F' € F* mit Dichte f ist

U = Uy = <—f71) oF !

in L2 ((0,1), W), und in der Folge lokaler Modelle {Pg Wi h e JR} gilt nach 8.11 fiir n — oo

(Sl PRoysm) — N (h-(6, ), 0l)

fiir beliebige konvergente Folgen h,, — h. Aus (xx) und Benachbartheit 7.3 ergibt sich

i Bl V(o) = lm By (S0> [vlnd)

n—00 F ., hn/vn n—00 F,hn/Vn

= N (h-(,9), [l9]*) (¢l ur-a, )
= N0, %) (Il ur—a = h- (3, %) , 00))

- 0 (e )
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und damit die Aussage

lim F
nevoe (PR m

(¢, ¥)
41l ) '

Dabei ist h,, — h eine beliebige konvergente Folge. Ein Teilfolgenargument liefert nun Konver-

Jlew) = 1= <I><u1_a — h-

genz gleichméfig in kompakten h-Mengen, wie in der Aussage des Satzes behauptet. O

8.13 Bemerkung: Sei F' € F* mit Dichte f, sei ¢» € L?((0,1), \) mit fo v)dv = 0 eine
nichtfallende (und nichtkonstante) Funktion.

a) Wir betrachten die in Satz 8.12 erzielte Limes-Giitefunktion

(+) R> h — 1-9 ula—h-<¢7( [2|‘0F1> € (0,1).

Cauchy-Schwarz liefert fiir (4) auf der Alternative h > 0 eine obere Schranke

(++) 1—c1><u1a— H( ) ) — 1—c1>(u1a—h11/2),

in der (vgl. Beweis von 8.11) die Fisher-Information I des Lokationsmodells {f(- — ) : u € IR}

auftaucht.
b) Dabei stimmen (+) und (++) fiir h € (0,00) genau dann iiberein, wenn ¢ (bis auf Multipli-
kation mit einer positiven Konstanten) mit (—fTI) o F~! zusammenfillt.

c) Insbesondere ist die obere Schranke (++) nur fiir die Teilklasse aller F' € F* mit Eigenschaft
!

(+++) die Funktion <—f7) o F~ ! ist nichtfallend

eine erreichbare Schranke. Beachte, daff die Bedingung (+++4) restriktiv ist.
Wir illustrieren (+++) durch einige Beispiele.

8.13’ Beispiele: a) Fiir die Standardnormalverteilung N (0, 1) ist (+++) aus 8.13 erfiillt:
Fiir F:= ® € F* sieht man wegen der Gestalt der Dichte f

(%) —f7 = 1idr , also <—f7> oF~ 1 = @71,

Die Fisher-Information ist Ip = [} [®'(v)]2dv = [pa?®(dz) = 1.
b) Fiir ¢-Verteilungen ist (+++) aus 8.13 nicht erfiillt, obwohl die Dichten mit wachsender Zahl

von Freiheitsgraden auf festen Kompakta in IR einer Standardnormaldichte sehr &hnlich werden:
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die Dichte der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden ist

B (%) < 22 )2
r — flx) = oD (Y l—I—n_l , z€R
so daf
I ~d B nw
—7@) = —%logf(ﬁ) = it

nicht global auf IR nichtfallend ist. Im Spezialfall n = 2 ergibt sich die Cauchy-Verteilung.

c) Wir geben eine grofie Klasse von Verteilungen F' € F* an, welche (+++) aus 8.13 erfiillt:

Betrachte Wahrscheinlichkeitsmafle ' mit Lebesgue-Dichte f der Form
flz) = ce o9y pec R
wobei g : IR — IR stetig, nichtfallend, mit
g(z) = sgu(x) 2", = ¢ K

f/

15

fiir ein beliebig grofl zu wéhlendes Kompaktum K und ein 1 > 0. Dann ist 7=y nichtfallend,

und {f(-—p) : p € IR} ein Lokationsmodell, welches allen Voraussetzungen aus 8.4 geniigt. Im

Fall n = 0 erhilt man Verteilungen vom Typ der Doppelexponentialverteilung.

|

Mit Bemerkung 8.13 sind die folgenden beiden Schliisselaussagen iiber das Verhalten von Rang-

tests fiir das Testen von H gegen K im Zweistichprobenproblem bereits bewiesen.

8.14 Fazit 1: Seien a,(-), n > 1, und ¢(-) wie in 8.6.
Gibt es einen Punkt ' € F* mit Dichte f so dafl gilt

/
P = c-<—f7)oF_1, c > 0 geeignet ,

so kann die Folge der mit a,(-), n > 1, zu festem Niveau a € (0,1) gebildeten Rangtests ¢,,,

n > 1, auf den einparametrigen Pfaden

Ph. = {Pp 4ym i h€ R}

als Tests fiir

HE = {P}h/ﬁ:hg(]} gegen KL .= {P£7h/\/ﬁ:h>0}
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fiir n — oo durch keine andere Folge von Rangtests ¢,, n > 1, nach 8.6 (mit a,(-), n > 1, und

zz() wie dort, wobei 1) # 1), zu demselben Niveau «) in ihrer Schirfe auf K[ _ iibertroffen werden.

8.15 Fazit 2: Seien fiir £k = 1,..., N Verteilungen Fj € F* hervorgehoben, mit Dichten fy, so

daf alle —% monoton wachsend sind. Dann kénnen die gem&8 8.6 mit

g = <_:;_I/C>0Fkl , 1<k<N
k

gebildeten Rangtests @y », n > 1, zu demselben Niveau a, 1 < k < N, als Test fiir
Hipe = {Pg h/\/ﬁ:FE}“*,hSO} gegen Kj . = {Pg h/ﬁ:FE}'*,h>0}

nicht auf der Alternative ¥

loc 8lobal verglichen werden.

Als Beispiel folgt aus 8.13 und 8.14

8.16 Beispiel: An der Stelle F':= & € F* (Standardnormalverteilung) betrachte P2 .
a) Der van der Waerden Test (mit ¢) = ® ! in 8.6) ist der beste Rangtest in einem lokal asympto-

tischen Sinn fiir Hfgc gegen ICﬁ’)C zum Niveau «. Die Limes-Giitefunktion ist (wegen ”@‘1” =1)
h — 1= ®(uq — h-||[®7|) = 1 - ®(uj_q — h).

b) Der Wilcoxon-Test als Test fiir H  gegen K zum Niveau o hat die Limes-Giitefunktion

loc

(o — DL (v)d

a T h- fU
\V fol(v - %)de

(numerische Berechnung). Er steht dem besten Rangtest auf Pfg . nur unwesentlich nach.

h — 1 — & u_ ~ 1 — ®(u;_o — h-0977)

¢) Rechnet man analog fiir den Median-Test (¢(v) =1 (%’1)(1)) — 1) auf P2, so erhilt man

loc?

1
h — 1 — @(ula - h-2/1 CDl(v)dv) ~ 1 — ®(uj_q — h-0.798)

2

was sich von den Ergebnissen aus a) und b) deutlich unterscheidet. O
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B. Beweis von Hauptsatz 8.8

Die Darstellung in diesem Teilkapitel folgt im wesentlichen Janssen (1998, S. 74-79); die folgen-
den Aussagen zur gemeinsamen Verteilung von Ordnungsstatistiken findet man z.B. in Witting
und Miiller-Funk (1995, Kap. 7.2.2).

8.17 Bemerkung zu Ordnungsstatistiken: Bezeichne

UnTl < UnTQ < ... < UnTn

die aufsteigende Umordnung von iid Zufallsvariablen Uy, ..., U, mit Verteilung R(0,1) (mit Be-
zeichnung R (a,b) fur die Gleichverteilung auf einem Intervall (a,b)).

a) L (Uml, A UnTn) ist konzentriert auf den Simplex
YXn) = {z€eR":x=(21,...,2,) Mt 0 <z <o < ...2, <1},
und die Lebesgue-Dichte auf R" ist
r — nllyy(z), z€R".

2) Durch Ausintegrieren erhélt man die Dichte von £(Up4;)

n!
j—DHn—j)!

und die Dichte von £(Up4i, Uptj) mit i < j:

vt (1—-v)"7, veR

v — 1(0,1)(’0) (

(vl,’l)g) — 12(2)(’1)1,1)2) (Z — 1)! (j — :L'_ 1)! (n — j)‘ Ui_l (1)2 — Ul)j*ifl (1 . Ug)nij )

3) Wegen dieser Gestalt der Dichten ist die Berechnung von Momenten einfach: man erhalt

BUn) = s BU) = s
also
und fiir ¢ < j
iln—j+1) i(j+1)

E(Unti(1 = Uynyj)) = E (UntiUntj) =

(n+2)(n+1)"° (n+2)(n+1)"
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also
iln—j5+1)

Cov (Unti,Unyj) = n+2)(n+12"

8.18 Hilfssatz: Betrachte Funktionen a,(-), n > 1, ¢ wie in 8.6. Dann gilt
1 n
LS adt) — IE. ns o
J=1

Ist zusédtzlich eine weitere Schar nichtfallender Funktionen al,(-) : {1,...,n} — IR gegeben,

n > 1, so sind folgende Aussagen i) und ii) gleichwertig:

! 2
(i) / (a1 + [an]) — (@)  dz — 0, n— oo,
0
(i 3 e~ G — 0, oo
j=1

Beweis: Fiir Stufenfunktionen berechnet sich die Norm in L? ((0,1), \) elementar:

n

Jan (14 Ln)I? = 23 a2()

=1

und die Dreiecksungleichung in L? ((0,1), W) liefert

lan(L+[n]) —ap(L+ [0l < llan(L+[n]) = 0O+ lap (1 + [-n]) = ()]

lan(L+[n)) = < llan(@+[n]) =l + llan (1 + [ n]) = an(L+ [n])]l -

Damit folgen die Aussagen. O

8.19 Hilfssatz: Sei ¢ € L?((0,1), W) nichtfallend und zentriert. Definiere

(+) a(j) = nﬁiw(v)dv, 1<j<n, nx1
oder mit den Notationen aus 8.17

(++) () == B@Uny)) , 1<j<n, n>1.
In beiden Féllen gilt

1
/0 (ap(1+ [zn]) = (@))* dz — 0, n—oc0.
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Beweis: 1) Wir fithren den Beweis zuerst fiir die durch (+) definierten Funktionen a),(-), n > 1.
«) Sei zuerst ¢ nichtfallend und beschrénkt.
Definiere 1(0) := 9(0+), ¢(1) := ¢(1—) und schreibe mit (+)

! f 2 1 % I (s 2
| @) =@yt de = =37 [ @) - v ds

53 ln / 2 (v) dv — [a;<j)12] = 3 Amg).

i=1
Mit unabhéngigen ZV V,, ; ~ R(%, %), 1 < j < n, interpretiere den Term A(n,j) — d.h den
Term in eckigen Klammern — als Varianz der Zufallsvariable 1 (V;, ;); wegen des beschrénkten

Trégers der Verteilung von V;, ; und wegen Monotonie von 1 hat man eine triviale Abschétzung

. . )
An) = Var(o(vi,) < o) =o)L 1<i<n,
Zusammen ergibt sich
1 n . .
[t v e < 230l -l
j=1
< Y0 -v0)- (vd) - u)
7=1
= %(1/)(1)—1/}(0))2 — 0 fiirn— .

3) Sei 1 € L?((0,1), N\) nichtfallend und zentriert. Definiere 11, (v) := (—k) A (v) VE, v € (0,1).
Dann gilt 10, — 2 in L2((0,1), W), und fiir jedes feste k hat 1) die Eigenschaften aus «); setze

i
o) = [ o) o, 1<, n>
’ i—1
fiir jedes feste k. Dann gilt
lan X+ Tn]) =l < llap(L+ [n]) = ap o, (L+ [ o))l + llak (1 + [ n]) — ¢l + e — &

wobei der zweite Term auf der rechten Seite nach «) fiir n — oo verschwindet, fiir jedes feste k,
und der dritte Term durch grofle Wahl von £ beliebig klein gemacht werden kann. Bleibt also nur

der erste Term auf der rechten Seite zu betrachten. Fiir diesen gilt nach 8.17

Jafy (14 F) — (L4 EnD P = 3] G) = )

7=1

n/j1 U (v) dv—n/j1 P(v) dv

2 n

INA

|
N

3
3 [~

<

=

|

=

=

QL

<
N~
(3]

l’ﬂ
_H;
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was mit Jensen beziiglich der Gleichverteilungen R(%, %) , 1 <j <n, weiter zu

1 - % 2 _ 2
< EZ::(”/ =] <v>dv) = gl

abgeschitzt werden kann. Durch grofie Wahl von k wird dies beliebig klein. Zusammen ist gezeigt

lim Jla,(1+[n]) =9 = 0;

n—oo

damit ist der Hilfssatz fiir die nach (4) definierten Funktionen al,(-), n > 1, bewiesen.

2) Betrachte nun die die nach (++) definierten Funktionen a,(-), n > 1:

an(j) == E(@(Uny) , 1<j<n

mit Ordnungsstistiken U,4; wie in 8.17.
«) Sei zuerst 1) stetig und beschrénkt auf (0,1). Aus

B(Un) = —2 Var(Upj) < —

T Y D)

wie dort folgt fiir festes v € (0,1) die Verteilungskonvergenz
L(Unt(iifon))) —> € , n—>o0

und damit punktweise in v die Konvergenz

E (¢(UnT(l+[vn}))) E— ¢(v) y N 0,

und weiter mit dominierter Konvergenz

1
/0W)(U)—E(¢(Un¢(1+[vn})))\2dv — 0, n—ooo.

In (+4) war aber angesetzt worden

ay(1+[n]) = E@Unta+[n]))

also ist der Beweis im Fall (++) fiir beschrianktes und stetiges 1) abgeschlossen.
3) Betrachte nun ein allgemeines ¢ € L?((0,1), \) wie in 8.6. Da die stetigen und beschriinkten
Funktionen in L2?((0,1), W) dicht liegen, wihlt man eine Folge ¢ stetiger und beschriinkter

Funktionen mit |1 — ¢|| — 0, und definiert zu jedem )}, eine Folge von Funktionen

a;c,n(j) = F (d)k(UnTj)) ;, 1<j<n, n=>1
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gemif (++). Dann hat man analog Schritt 1) /) eine Dreiecksungleichung
lan(@+Tn]) =l < llap(L+ [n]) = ag o (L+ [ ]l + llak (1 + [n]) — ¢l + v — &

und eine Abschitzung

oy (14 [) =l (14 EnDI? = =57 Jal ()~ ()]
j=1

< _Z W)k_qm nT])))2

< —ZE o = P (Umy)) = %ZE(lwk—w?(Uj))
j=1

= (|¢k—¢|( ) = lvk—9l*.

Durch grofie Wahl von k wird dies beliebig klein, und zusammen hat man

lim Jla,(1+[n]) =9 = 0.

n—oo
Damit ist die Behauptung des Hilfssatzes auch fiir Funktionen a},(-), n > 1, bewiesen, welche

nach (++) definiert sind. O

8.20 Hilfssatz: Betrachte fiir jedes n > 1 auf dem Grundraum (€2},,.4),) aus 8.1 B) die Sub-o-

Algebra G,,, welche vom Vektor der Rénge in der Gesamtstichprobe erzeugt wird:
gn = U(R17"'7Rn) C U(Xla"'aXn) = A’II’L

Sei 9 € L?((0,1), W) nichtfallend und zentriert, sei F € F,. Fiir

n

= Z Cn,i Qp(F © Xl)

i=1

gilt dann
Epp, (T 1Gn) = Y cni an(Ri)
i=1

wobei die Funktionen a/,(-) — nichtfallend und zentriert fiir jedes n > 1 — gegeben sind durch

a,(j) == E(W(Uy)), 1<j<n.

Beweis: Wegen F € F, gilt: U; := F o X;, 1 <i<n,sind iid ~ R(0,1). Damit gilt
n

EP;}’O (TnF | gn) = ch,i EP;;,O (Q/J(FOXZ) | gn)

=1
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= Y i B4 | Gn)
=1

n n

= ch,iE(/IZ}(UnTRi)) = ch,i an(R:)

=1 =1
denn fiir jede Permutation 7= € §,, gilt
LUt,....Un) | (R1,...,Ry) =7) = L((Untrys-->Untm,) ) -
Zusammen mit der offenkundigen Monotonie von a,(-) und mit

n n n 1
S dl) = S E(GUn) = S E@O) = nB@E) = n [ v = 0
j=1 j=1 i=1

ist der Hilfssatz bewiesen. O

8.21 Hilfssatz: Fiir die Funktionen a,(-) aus 8.20 gilt

EP;?L,O (Z Cn’i afn(Rz)) = 0;

=1

2
n 1 n
Erg, (ch afn(Rz‘)) = Y@@ — P, no o

n—1
=1

J=1

Beweis: 1) Aus Epn (T kg ) =0, vgl. den ersten Teil der Bemerkung 8.9, folgt dieselbe Zentrie-

rung fiir die bedingte Erwartung von 7)I" gegeben G,,.

2) Die behauptete Konvergenz gegen ||1)]|? fiir n — oo folgt nach Definition der al,(-) in 8.20

a,(j) = E(@Uuy)), 1<j<n

sofort aus den Hilfssédtzen 8.19 und 8.18. Also bleibt nur die Berechnung der zweiten Momente
auszufiihren. Beachte, daf in 8.20 fiir jedes n die Zentrierung 37, a;,(j) = 0 gilt.

3) Zur Berechnung der zweiten Momente unter PJ. fiir festes n schreiben wir kurz

b(j) = an(j), 1<j<n,

und E fiir den Erwartungswert unter P} . Die Zentrierung von b(-) liefert

2

n 2 n
E(Zb(m)) = B> 0] =0,
i=1 j=1
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und weiter gilt

n 2 n
E(Zb(RQ) = Y EMR)) +2 Y E(bR)R)))
i=1 i=1

1<i<y<n
= nE(b*(R1)) + n(n—1)E (b(R1)b(Rs))

aus folgendem Grund: (R, ..., R,) sind die Rénge von iid Variablen (X7, ..., X,); fir diese gilt
L(X1,...,X,) = L(Xny,...,Xy,) fiir jedes T € S, also folgt £ ((R;, R;j)) = L ((R1, Ro)) fiir

jedes Paar i # j. Zusammen erhilt man

EMRINER)) = ——— B (P(R) .

n—1

Damit berechnen wir

n 2 n
E (Z Cn,zb(RZ)) = Z E (c%,ibQ( 1 + 2 Z cn i Cn jb(R]))
=1 =1

1<i<y<n

= l?(b2 R1 + 2 Z ancn,j (Rl)b(RZ))
1<i<y<n

2

n—1 § Cn,iCn,j

1<i<j<n

= E(V¥(R)) |1 —

Da R; mit gleicher Wahrscheinlichkeit % jeden der Werte 1,...,n annimmt, gilt

E (VX (Ry)) = —Zb2

und nach Definition der ¢, ; hat man

n 2 n
2 Z Cn,iCn,j = (Zcm> — Zcf” = 0-1 = —-1.
i=1 i=1

1<i<y<n

Zusammen liefert das

n 2 n
E (Z Cn,ib(Rz‘)) = - i . D )
-1 i1

und der Hilfssatz ist bewiesen. O
Nun konnen wir Satz 8.8 beweisen und damit das Teilkapitel abschlieflen.

8.22 Beweis von Hauptsatz 8.8: 1) Wir starten von der Aussage des Hilfssatzes 8.20:

n

EPRO (Tf | gn) = ch,i afln(Ri) ; agm(]) = E(l/)(UnTj)) , 1<j<n.
=1
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Die Variable Tf" liegt in L? (Q,’m Al Pﬁ(]). Thre bedingte Erwartung gegeben G,, — die von den
Réngen (Ry,...,R,) in der Gesamtstichprobe (Xy,...,X,) erzeugte Sub-o-Algebra — ist eine
Projektion im L? (Qg,Ag,Pﬁ 0) auf den Teilraum L? (Qg, Gn, P} 0) der G,-mefbaren Funktio-

nen. Insbesondere hat man wegen 8.20
n
TF = > eniap(R) L L*(9,,Gn, Pho)
i=1
und damit — alle betrachteten Variablen sind zentriert — die Aussage
n 2 n
Epy (Tf)2 = Epp, (Tf — ) cn afln(Ri)) + Epp, (Z Cni a%(Ri))
i=1 =1

Nun hat man aber das Moment auf der linken Seite in 8.9 zu ||1||> berechnet; in 8.21 wurde

2

gezeigt, dass der zweite Term auf der rechten Seite fiir n — oo gegen ||¢||? strebt. Also ist gezeigt

n

2
(—|—) EP;?LO (Tf — ch,i a’n(RZ)) — 0 , N —00.

=1

2) In Satz 8.8 werden Rangstatistiken
n
Sn = Z Cn,i Qn (Rz)
i1
betrachtet, fiir eine gegebene Folge von Funktionen a,(-), n > 1, welche der Bedingung 8.6 geniigt:

1
©) /0|an(1+[-n])—¢(')|2 — 0, n—=oo.

Nach Konstruktion in 8.7 kénnen wir stets annehmen, daf§ die Funktionen a,(-), n > 1, zentriert
sind; nach (+) in 8.7 gilt Epy (S,) = 0; die Limesfunktion 4 in (o) ist dieselbe wie in 1) oben.

Fiir die in Schritt 1) benutzten Funktionen a},(-), n > 1, gilt nach 8.19 ebenfalls

1
(00) /0|a;<1+[-n1>—¢<->|2 0 o

folglich zeigt Hilfssatz 8.18
1 n
(0) ;z:lan(j)—a%(j)l2 — 0 , n—oo.
=1

Fiir die Differenz der Rangstatistiken

n n

Sn — ch,i an(R;) = ch,i (an — ay)(R;)
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berechnet man genau wie in 8.21 die zweiten Momente, und erhilt wegen (o)

2
3y " 1 < . .
(++) Epy, (Sn =) cni a;(Rz-)) = n_lZlccn(y)—%(,y)l2 — 0
i=1 j=1

fiir n — oco. Kombiniert man (+) und (++), ist die Aussage von Satz 8.8
Ep]go(gn — Tf)2 — 0, n—ox

bewiesen.

25



