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Beweise fiir die Satze 3.38 und 3.39
aus der Vorlesung am Mittwoch 19.12.18:
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Sei N = (N;)t>0 ein Poissonprozess mit Parameter A > 0 wie in Definition 3.33 der Vorlesung,

konstruiert aus unabhéngigen exponentiellen Wartezeiten
(1i)ienv  1id. ~ Exp(A) .
Die Folge der Sprungzeiten von N ist
(Tj)jen > Tji=mi+...4+71,5>1.
In jedem Wiirfel (0,%)" bezeichne
Vi={(z1,...,20) € (0,)": 0 <21 < ... < zp < t}

das Segment der aufsteigend angeordneten n-Tupel.

3.38 Satz : Fiirt > 0und k£ > 1 gilt im Poissonprozess mit Parameter A > 0
P(TleAl,... ,TkEAk|Nt:k)
kL[ ‘ u
= tk/o dsl.../0 dsg 1y (s1,...,Sk) Z1_[11141.(51-)

fiir beliebige Intervalle A; = (a;, bi], a; < b;, 1 < i < k. Gegeben {N; = k} ist also das k-Tupel der

Sprungzeiten (17, ...,Ty) verteilt wie die aufsteigende Anordnung von

Up ... Up iid. ~ R(0,1) .

Beweis : Sei k > 1. Ausgehend von {N; = k} = {T}, <t < T41} berechnen wir zuerst

(+) P(TheAr, ..., Ty€ A, Ne=k)



mit Intervallen A; = (a;, bi], a; < b;, 1 < i < k. Mit sukzessiver Auswahl von T} gegeben Ty, durch

Auswiirfeln einer neuen Wartezeit ist der Ausdruck in (+) gegeben durch

t t t
/ dsy Ae 1 dsy Ne Ms27s1) dsp e Mse—sk-1)
0 S1 T Sk—1

wahle T wahle T5 geg. T wahle T}, geg Tr_1

T e R U HlA i)
wahle Tk+1 geg. Ty,

Sk

Die Integration [ dsj... liefert bei gegebenem Wert von sy,

/0 ds xe ™ 1{tfsk<§'} = e Mimsk)

Damit teleskopieren die Exponentialfaktoren in der obigen Kette von Integrationen zu

k
e—/\sl He_)\(s'j_s'j_l) e—A(t—Sk) — e—>\t

und Sammeln der A\-Potenzen zeigt, dass (4) in der Form

k

t t t
(+) = AR e / dsy / dso ... / dsg 1y (s1,...,8k) H 1Ai(5i)
0 0 0 i=1
k
COLI VR / / /
= (& . - d81 d$2... dSk 1v($1,...,8k) 1Ai(3i
k! tk Jo 0 0 g )

geschrieben werden kann. Der erste Faktor auf der rechten Seite ist

im zweiten Faktor auf der rechten Seite erscheint die Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche durch
Normierung des auf das Segment V' C (0,¢)" eingeschrankten Lebesguemasses A" auf Gesamtmasse

1 entsteht (vgl. Hilfssatz 3.37): dies ist die Verteilung der aufsteigenden Anordnung der i.i.d. ZV

Uy ... Uy iid. ~ R(0,t) .
Bezeichnen wir diese mit (), so ist gezeigt
k
P(TheA,..., Ty €Ay, Ny=k) = P(N,=k) Q<'X Ai)

und die Behauptung des Hilfssatzes ist bewiesen. O

3.39 Satz : Fiir beliebiges £ > 1 und beliebige Zeitpunkte 0 = ty < t; < ...ty < oo sind im

Poissonprozess mit Parameter A > 0 die Zuwéchse

(Nti_Nti 1) <i<



unabhéngige Zufallsvariable, und es gilt
Nti - Nti71 ~ P()\(tz - tifl)) 5 1 S /) S f .
Beweisidee : Die Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung impliziert: zu jedem Zeitpunkt

t; und jedem k € INy mit NV;; = k startet die gerade aktuelle Wartezeit 7,41 zur Zeit ¢; neu in die

Zukunft t; + s, s > 0, wegen Hilfssatz 3.36
P >tits| 1 >t) =e™ | 5>0.

Folglich startet zur Zeit t; ein neuer Poissonprozess (Ny4+s — Ny, )y in die Zukunft. Als Folge
aus der Konstruktion des Poissonprozesses aus unabhéngigen exponentiellen Wartezeiten und der
Gedachtnislosigkeit der Exponentialverteilung muss der neue Prozess jegliche Vergangenheit bis zur

Zeit t; vergessen haben.

Beweis von 3.39 : Arbeite mit (¢) vom Ende des Beweises von 3.35: es gilt

~ e " ~ k
Pri+...+7 <t <Ti+...4Tpt1) = ()]‘Ct? e M k>1

(0) _
P(7i>t) = e k=0
fiir jede Familie von ZV (7j);>1 ii.d. ~ Exp(A). Definiere eine Funktion F': Z x IR — [0, 1] durch

linke Seite von (¢) falls k>0 und ¢ >0
0 falls Kk < 0 oder t <0.

F(k,t) =

I') Betrachte zuerst den Fall £ = 2 und zeige: fiir 0 =ty < t; < t2 < oo und beliebige k, m € INy gilt

(1) P(Ntlzk,Nt2:k—|—m) = P(Ntl_Nt():k) P(NtZ—Ntlzm) .

1) Fall k=0, m =0 : die linke Seite von (1) ist in diesem Fall P(Ny, = 0) = e 2, dies stimmt

)\(tg —t1)

iiberein mit e~ At1—t0) . = auf der rechten Seite.

2) Fall £ =0, m > 0 : Mit Notation (¢) schreibt sich die linke Seite von (1) als

dsy e M1 1{51>t1} F(m —1,t0 — 81)
wahle T1

0

> —As ()‘(tQ_Sl))m_l — —s
- /0 ds1 e Loy e T

3



und Zusammenfassen der Exponentialfaktoren und der A-Potenzen liefert

AT 2 AT to —t1)™ Atg — )™
At dsy (ts — s1)™! = M (P2 =)™ Al =)™,

m—-1)!° " (m—1)! m m!

Aty —t1)™
we”‘(tr“) ceM = P(Ny,—Nyy=0) P(Ny, — N, =m)
m!

was zU zeigen war.

3) Fall £ >0, m > 0 : Mit 3.34 a), mit (¢) und mit Notation f, x fiir die Dichte von I'(a, \) wie in 1.25

schreibt sich die linke Seite von (1) als

/0 ds1 fea(s1) Lisi<u) /0 dsy Ae™™2 Ly, oo ey F(m =1t —(s1+52)) .

wahle Ty, wahle 741
Dies ist
0 Ak 1 e 00 e Ao — (81 + 89 (m—1) B eits
A dSl F(k) Slf 16 As1 1{81St1} /0 d$2 e As2 1{t1<81+52<t2} ( ( ((m — 1) '))) e A(t2—(s1+s2))
was man analog wie oben in die Form
Aftm e [ k-1 f2ms (m—1)
e e ; ds1s] " g <y t dsy (ta — (s1+ s2)))
: : 1—S81
k+m e to—t
= AT e A2 / dsy sh=1 1{ <t} /2 1 ds 31
(k—1D!(m—1)! 0 1 s=h
Akt moooxts [ k-1 - m 4k
RGeS Oy AT v K R
— ()\tl)k e*)\tl X ()\(tQ B tl))m efA(tzftl)
k! m!

bringt. Dies ist die rechte Seite von (1).

4) Fall £ > 0, m = 0 : Hier schreibt sich die linke Seite von (1) als

* )\k k—1_—X * —A
/0 dsq sy e 1{51§t1}/0 dsa Ae™ ™2 1y, o680}

I'(k)
~~ wahle 7
wiihle T bl
k )
_ )\ / d$1 Sk—lef)\sl 1 <t . e*A(tQ*Sl)
r(k) Jo : for=n)
N /tl k-1 (At)* ) A
= e 2 dsy s7 = e ML e Alla—h)
I'(k) 0 ! I'(k)

= P(Ny—Nyy=k) P(N,, — N, =0) .

IT) Die Falle ¢ > 2 betrachtet man nun mit analogen Techniken, indem man lingere Kette von
Integralen mit den oben gegebenen Argumenten abarbeitet: dies soll hier nicht mehr im Detail

ausgefiihrt werden. O



