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A. Terminale o-Algebra und 0-1-Gesetze

5.1 Definition: Sei (©,.A) ein meBbarer Raum, sei (A, ), irgendeine Folge von Sub-o-Algebren

von A. Dann definiert

7;15:0(UAm)7 n>1

m>n

eine absteigende Folge von Sub-o-Algebren von .4, und man nennt (beachte 1.3.b)

T = ﬂ’n
n=1

die terminale o-Algebra zur Folge (A,),.

5.2 Kolmogorov’s 0-1-Gesetz: Sind die o-Algebren (A, ),c v unabhingig unter P, so gilt fiir
die terminale o-Algebra T
P(A)€{0,1} firalleAeT.
Beweis: 1) Definiere zu (A, ), eine aufsteigende Folge (F,), von o-Algebren
Fn = 0(A,...,A,) , n>1
und betrachte die absteigende Folge (7,11), aus 5.1. Ein N-stabiler Erzeuger von F,, ist
Ch = {AN...NA, : 4,€A,1<i<n}
und ein N-stabiler Erzeuger von 7,11 ist
Enp1 = {ANn...NA, L>1 {i,...;ipC{n+1,n+2,...}, A, €A, , 1<r</(}.
Aus der vorausgesetzten Unabhéngigkeit der o-Algebren (A,,),cn folgt
VnelN : C,und &,11 sind unabhingig unter P |
woraus nach 4.17 folgt
VnelN : F,und 7,41 sind unabhéngig unter P .

2) Wir zeigen: unter P ist die terminale o-Algebra 7 unabhingig von sich selbst:
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Da (F,), eine aufsteigende Folge von o-Algebren ist, gilt fiir Mengen F; € F,,. stets F; € Fp vny,
t = 1,2, und damit F} N Fy € F,,vn,; folglich ist

Coo = [jfn
n=1

ein N-stabiles Mengensystem. Nach dem Ergebnis von Schritt 1) ist Co, unabhéngig von

T = (\Tos1,

denn fiir je zwei Mengen F; € Cy und Fy € T gibt es ein m so dafl Fy} € F,,, und Fs € Tppqq.
Wieder mit 4.17 sind dann auch die o-Algebren ¢(Cy ) und 7 unabhingig unter P. Aber

T C 0<9Am> = a(Lann) = 0(Cx)

damit ist 7 unabhéngig von sich selbst.
3) Fixiere nun ein F' € T und betrachte Hp :={A € A : P(ANF)= P(A)P(F)}. Nach 2) ist
T in Hp enthalten: also gilt P(F) = P?(F) fiir jedes feste F' € T. Folglich kann P(F) fiir F € T

nur die Werte 0 oder 1 annehmen. O

5.3 Beispiel: Betrachte auf (€2, A, P) eine Folge von Ereignissen (A,), C A.

a) Sei (F,), eine Folge von Sub-o-Algebren von A mit der Eigenschaft
A, € F, fiurallen>1.
Bilde zu (F,), die fallende Folge (7,), und die terminale o-Algebra 7 nach 5.1. Das Ereignis

limsup A,, = ﬂ U A, ’fir unendlich viele n tritt A4,, ein’

n—oo
m r>m

gehort zu 7: da | A, eine in m absteigende Mengenfolge ist, kann es geschrieben werden als

N U4 € Tn

m>Nr>m

r>m

fiir beliebiges N € IN. Ausgehend von (AS), statt (A,), gehort limsup, AS = (), U, AS

zu derselben terminalen o-Algebra 7, und als Komplement dieser Menge auch

liminf A4,, = U ﬂ A, ’schliellich alle A,, treten ein’ .

m n>m
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b) Setze nun voraus, daf§ die Ereignisse (A, ), unabhingig sind unter P. Eine 'minimale’ Wahl

einer Folge von Sub-o-Algebren zu der vorgegebenen Folge (A,,), von Ereignissen ist
A, = o(4,) = {0,Q,A,,AS}, n>1.

Bilde zu (A,,), die fallende Folge (7,), und die terminale o-Algebra 7 nach 5.1 (diese ist i.a.
kleiner als die in a) gebildete !). Wegen 4.17 sind die o-Algebren (A,,), unabhéngig unter P, also

gilt nach Kolmogorov’s 0-1-Gesetz
P(F) € {0,1} firalle FeT .
Insbesondere sind unter Unabhéngigkeit der (A,), Ereignisse wie

limsup A,,, liminf A,
n—o0o n—oo

entweder Mengen von vollem P-Mafl oder P-Nullmengen.
c¢) Ein explizites Beispiel: betrachte eine unendliche Folge fairer Miinzwiirfe, bezeichne A,, das
Ereignis ’der n-te Wurf liefert Kopf’, so suggeriert die Alltagserfahrung

P (Iim sup An> = P ("Kopf fillt unendlich oft’) = 1,

n—oo

P (lim inf An> = P (’schliefllich alle Wiirfe zeigen Koptf’) = 0.

n—oo

Einen Beweis werden wir in 5.5. sehen.

5.4 Beispiel: Sei (X,,), eine Folge IR-wertiger Zufallsvariablen auf (2, A, P), sei (A,,),, eine Folge
von Sub-o-Algebren von A, sei X,, A,-mefbar fiir allen > 1 (etwa A, := o(X1,...,X,),n > 1),

sei 7 die zu (A,), gebildete terminale o-Algebra. Dann sind die IR-wertigen Zufallsvariablen

hm 11’1f Xn s hm sup Xn s ( hm Xn) ]-{lim inf X,,=lim sup Xn}
n—oo n—oo n—oo n—oo n— oo

(siehe 2.2) meBbar beziiglich 7: nach 1.42 b) reicht es, fiir beliebiges ¢ € IR zu schreiben

1
{liminf X, > ¢} = |J{X,>c+ - fiir schlieBlich alle n}
keIN

1
U {X,, >c+ z fiir unendlich viele n}

{limsup X,, > ¢}
" k€N

und 5.3 a) zu benutzen. O
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5.5 Borel-Cantelli-Lemma: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, betrachte eine Folge

von Ereignissen (A,), C A. Dann gilt

a) Y P(4,)<oo = P(limsupA4,)=0;

n=1

b) (A,), unabhingig und )  P(A,) =400 = P(limsupA4,)=1.

n=1

Fiir unabhéngige Ereignisse (A4,,), und A :=limsup A,, ergibt sich mit 5.2 die Dichotomie
n

iP(An):oo — P(A) =1, iP(An)<oo — P(A)=0.
n=1 n=1

Beweis: 1) Aussage a) ist sehr einfach: da limsup A, C |J A, fiir beliebiges m, gilt

n n>m

P(limsup A4,) < P(J 4n) < > P(4,) ™= 0.

n>m

2) Fiir eine beliebige Zahlenfolge (av,), € [0,1] gilt

oo 0o N
nzlanz—{—oo = H(l—an) ::]\}i_r)noonl_[l(l—an):(];

n=1
Sei o, € [0, 1) fiir alle n > 1 (sonst ist nichts zu zeigen). Dann gilt log(1 — a,) < —,, und damit

N N N
2 log(1—an) -2 an
| I (1 — an) = gn=1 < e n=l1

n=1
und die Behauptung folgt fiir N — oo.

3) Seien nun (A,), unabhingige Ereignisse unter P. Dann gilt

N N N
P(() 45) = J] s = JT Q- PAn)
und die Voraussetzung Y, P(A,) = +oc impliziert mit 2) und absteigender Stetigkeit von P
0= H (1-P(A,)) = P( ﬂ A?)  fiir jedes feste m .
n=m n>m

Vereinigt man diese P-Nullmengen iiber m > 1, so ergibt sich

0o=rlJ (N4 = P(limniang) - 1—P<limsupAn)

m n>m

und damit b). Die Aussagen a) und b) ergeben — zusammen mit 5.3 b) — den Zusatz. O
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5.6 Beispiel: Eine Variante von 5.3 kann populidrwissenschaftlich so formuliert werden: jedes
Affchen, das zufillig (und lange genug) auf die Tasten eines Schreibcomputers einschlagen darf,
wird irgendwann textgetreu die Urfassung von Shakespeares 'Julius Caesar’ reproduziert haben.
In der Tat, seien (X;);>; iid ZV, gleichverteilt auf der Menge der Buchstaben {1, ...,25}, sei fiir

ganzzahlige Vielfache NV der Linge L eines vorgegebenen Textes

das Ereignis Ay definiert als {Xy4; = a; fur 1 < i < L}, so hat man unabhingige Ereignisse
(AN)N=0,L2L,... von strikt positiver Wahrscheinlichkeit. Der Zusatz zum Borel-Cantelli-Lemma
beweist also, dafl im langen Lauf der gewiinschte Text sogar unendlich oft entstehen wird (was

die unbegrenzten Moglichkeiten der Evolution illustriert ...).

B. Konvergenz von Random Walks

5.7 Konvention: Unter Random Walk verstehen wir einen ’stochastischen Prozef}’

=1

mit wunabhdngigen Zufallsvariablen X;, ¢ > 1 (definiert auf einem (2,4, P), mit Werten in
(R,B(IR)) ); wir nennen den Random Walk zentriert falls E(X;) = 0 fiir alle 4, und mit end-

lichen Varianzen falls X; € L?(P) fiir alle i; dann

o} = Var(X;) < oo ,i>1.

)

Im Unterschied zur iiblichen Definition werden hier die X;, 4 > 1 nicht als i.i.d. vorausgesetzt.

5.8 Kolmogorov-Ungleichung: Fiir einen zentrierten Random Walk mit endlichen Varianzen

gilt fiir beliebiges ¢ > 0:

k n
1 2
P(ﬁl&fn'ZlXi'Zc) -

1=

Beweis: Fasse X, als Gewinn eines Spielers in einem n-ten fairen (wegen EX,, = 0 fiir alle n)

Gliicksspiel auf. Der stochastische Prozef3

n
n — S, = ZX“ n>1, Sy=0
i=1
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beschreibt die Entwicklung des Vermdogens des Spielers als Funktion der "Zeit’ n € INy. Zerlege
das Ereignis

F o= {lrgggnlskl > c}

nach dem ersten Zeitpunkt, zu dem das Vermogen des Spielers den Streifen (—c, +¢) verlafit:

n

F=|JF, F={S>c¢|S<c firl<i<k-1}, 1<k<n.
k=1

e }§ weF,

0 '\k ""\
‘ VAV

Betrachte die o-Algebren

Fri=0(X1,...,Xp), Fr=0Xp,...,X,), 1<k<n.

Aus der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen (X,,),, folgt fiir jedes feste k die Unabhéngigkeit der

o-Algebren Fj, und F 1. Insbesondere sind fiir k¥ < n dann auch die ZV

(175) » X+ 4+ Xn)
——

N /
e

Fr, —mefBbar Fry1—meBbar

unabhingig. Damit gilt
E((leSk)(Xk+1 +...+ Xn)) = E(leSk) -E(Xk_H +...+ Xn) =0.
Aus der Zerlegung S, = Sk + (Xg41 + ... + X,,) ergibt sich weiter

B(1p,S3) = E(1p,S7) + 2 B((1r,S) (Xig1 + ...+ X)) + B(Lp, (Xp1 + ... + X)?);

/ N J/

=0 >0

und damit nach Definition von Fj,

(+) E(15S2) > E(1,S3) > - P(Fy), firn>k.
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Summiert man die Ungleichungen (4) iiber k = 1,...,n, erhélt man
n
Zo = E(S2) > BE(1p52) ZE 15,52) > -3 P(Fy) = - P(F)
und damit die Behauptung. O

Die Kolmogorov-Ungleichung 5.8 ist das erste Beispiel einer 'Maximalungleichung’, d.h. einer Un-
gleichung fiir das Maximum eines stochastischen Prozesses, und erlaubt den Beweis eines ersten

Konvergenzsatzes.

5.9 Satz: Fiir einen zentrierten Random Walk mit endlichen Varianzen gilt:

Z o; <00 = Z X, konvergiert P-fast sicher.

n=1

k
Beweis: Schreibe S; := > X;, Sy = 0; zu zeigen ist: klim Sy existiert P-fast sicher in IR.
i=1 — 00

Betrachte
My, == Sup|Sm+k_Sm|7 m2>1;
k>0

M,,, mifit eine maximale Fluktuation nach m’ im Prozel (Si)x. Sei € > 0 beliebig. Kolmogorov-

Ungleichung 5.8 und aufsteigende Stetigkeit 1.17 zeigen

P(Mng) = ]&gan<ISEPN|Sm+k Sm|25) < E_kalaerk — 0

da nach Voraussetzung Y 02 < oo. Also existiert fiir jedes £ € IN ein m(¢) € IN so daf

Borel-Cantelli 5.3 a) zeigt

P( M) > 2~ fiir unendlich viele ¢) = 0
und damit
(%) Mooy < 2% fiir schlieBlich alle £, P-fast sicher.

Wegen (*) und |Sm(g) - Sm(g+1)| < Mm(g) ist

> (Sm(ey = Smie-1))

oo
l
(=1
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P-fast sicher wohldefiniert und endlich, stimmt also bis auf P-Aquivalenz iiberein mit einer IR-
wertigen Limesvariable S. Der Teilprozefl (S,,(¢))cev konvergiert wegen (%) P-fast sicher gegen

S fiir £ — oc. Dann konvergiert aber auch der ganze Prozefl (Si)r>o P-fast sicher gegen S wegen
|S — Sk| < |S— Sm(g)| + Mm(g) falls k > m(() .

Nach Definition von (Si)x ist damit gezeigt, daB die Reihe > 7, X, (w) fir P-fast alle w € 0

konvergiert. O

5.10 Beispiel (Zeichenproblem): Sei (c,), eine Folge reeller Zahlen mit }_ ¢? < oo, seien 7;,

i > 1, iid Zufallsvariablen mit P(n; = —1) = P(n; = +1) = 3, interpretiert als eine Folge zufillig

gewihlter Vorzeichen, und setze X; := n;¢;. Nach Voraussetzung gilt dann Y VarX; = > ¢? < oo,
i=1 i
und 5.9 zeigt

o
chi konvergiert P-fast sicher.

=1
oo
Ein konkretes Beispiel: die harmonische Reihe % divergiert, aber die ’harmonische Reihe
n=1
o
mit zufillig gewdhlten Vorzeichen’” Y n, - % konvergiert P-fast sicher. O
n=1

C. Starkes Gesetz der groflen Zahlen

Mit dem Namen starkes Gesetz der grofien Zahlen (SLLN) bezeichnet man Sétze des Typs

'unter gewissen Voraussetzungen an die betrachteten Zufallsvariablen (X;); gilt
% o X; konvergiert P-fast sicher fiir n — 00’

Solche Sitze hat man in vielen wichtigen Klassen stochastischer Prozesse; ihr Prototyp ist das
auf Kolmogorov zuriickgehende starke Gesetz 5.14 fiir unabhéingige und identisch verteilte reell-

wertige Zufallsvariable.

o0
5.11 Kronecker-Lemma: Sei (c,), C IR beliebig und 0 < a,, 1 co. Konvergiert ) ==, so gilt
i=1 "

1’I'l
—E ¢ — 0, n—oo.
an =
1=
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n
Beweis: Schreibe By := 0, B,, := ) %, n > 1. Nach Voraussetzung existiert ein B € IR mit
i=1 "

B,, — B fiir n — oo. Mit ag := 0 kann man wegen ¢; = a;(B; — B;_1) schreiben

n n n n—1
1 1 1 ;41 — Q4
— E c; = — E aiBi - — E aiBi_l = Bn — E _— BZ .
an * Ay ~ an * . Qnp

=1 =1 =1 1=0

Die letzte Summe ist dabei ein innerhalb die Folge (B,,), gebildetes ’gleitendes Mittel’, welches
gegen B konvergiert. Genauer: zu € > 0 beliebig wihle iy = iy(¢) so dafi B; € U.(B) fur i > iy,

setze B := sup |B,,|, dann gilt wegen Monotonie der (a;);
1

m>
0l e —a 0l il — a a;
Z i+1 zBi S Z 41 zE _ ﬂﬁ .0
. an . an a’ﬂ
=0 =0
fiir n — oo, und
(1--2)B-¢) <Y B < (1--2)(B+e).
Ay Qp, an

i=ig
Da € > 0 beliebig klein gewahlt werden darf, ist gezeigt

A1 — a;
> ———B — B, n-o0;
a

=0 n

daraus folgt die Behauptung. O

5.12 Satz: Betrachte eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen X,,, n > 1, in L?(Q, A, P),
schreibe 1, := E(X,,) und o2 := Var(X,,). Gilt dann

)
. .. . g
lim p, =: p existiert in IR, und g —g < o0
n 1 n
n—

so folgt
1 n
— E X, ™% P-fast sicher.
n
k=1

=N

ewels: detze Y, (= , £ > 1. Die Folge (Y} )r definiert wegen ) =0un ar(Yy) =
B is: S Y X’“;“’“k 1. Die Folge (Y% ) defini gen E(Y] 0 und Var(Y; Z

)

einen Random Walk, der alle Voraussetzungen von Satz 5.9 erfiillt; daher

oo o0
Y= > X’“;“’“ konvergiert P-fast sicher.

Wegen Kronecker 5.11 folgt daraus

1 & n—rq0
Z E (Xp — ) =S 0 P-fast sicher .
n

k=1
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Zusammen mit Konvergenz der Folge (uy )y ist das die Behauptung. |
Aus 5.12 erhdlt man insbesondere:

5.13 Folgerung: Fiir jede Folge (X,), von iid ZV, X| € L?(Q, A, P), gilt das ’starke Gesetz

der grofien Zahlen’

1 n
— E X, — E(X;) P-fast sicher fiir n — oc.
n

k=1

5.13° Bemerkung: In der 'Einfithrung in die Stochastik’ hatte man unter denselben Voraus-

setzungen wie in 5.13 das schwache Gesetz der grofien Zahlen (WLLN)
1 n
— E Xy — pu  P-stochastisch fiir n — oo
n
k=1

mit einem extrem einfachen Beweis gezeigt (Chebychev-Ungleichung plus Varianzformel 4.21).

Diese alte Aussage ist nun wesentlich verscharft.

Man sieht schnell, daf} nicht fiir beliebige iid Folgen ein starkes Gesetz der grofien Zahlen gelten
kann: sind etwa X7, X, ... iild und Cauchy-verteilt, so hat wegen der fiir Cauchy-Verteilungen
geltenden Skalierungseigenschaft % Y r—1 X dieselbe Verteilung wie X selbst, fiir jedes k (siehe
Feller 1T, 1971, S. 173 und S. 51). Kolmogorov hat eine hinreichende und notwendige Bedingung

fiir Giiltigkeit des starken Gesetzes fiir iid Folgen angegeben.

5.14 Hauptsatz (Kolmogorov): Betrachte eine Folge (X,,),>1 von iid ZV, definiert auf einem
(Q, A, P), mit Werten in (IR, B(IR)). Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:

n
i) % Zl X, konvergiert P-fast sicher gegen eine IR-wertige Limesvariable, n — oo,
]:

i) X; € LY(P).

Dabei gilt unter ii):

1 n

=3 "X; ™5  B(Xy) P-fast sicher.
n

=1
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Beweis: 0) Vorbemerkung: fiir jede ZV X mit Werten in (IR, B(IR)) gilt

[ee]

m=1 m=1

Umsummieren liefert
oo oo
Y mP(m-1<|X[<m) = Y P(X|>n) < oo
m=1 n=0

und folglich gilt

XeIL'(P) < E(X|)<oo < Y P(X|>m)<o0.

m

k
1) Zeige i)==>ii): Schreibe Sy, := Y~ X;. Unter i) konvergiert 25, P-fast sicher, also
i=1

1 1 -1 1 n—0o .
-X, = =S, — n (— n_1> % 0 P-fast sicher
n n n \n—l1
und insbesondere fiir A, := {|X,| > n}
. 1 . L
P(limsup 4,,) = P(|=X,| > 1 fir unendlich vielen) = 0.
n—oo n

Mit den ZV (X,,), sind die Ereignisse (A, ), unabhingig, also mit Borel-Cantelli 5.5

Wegen L(X,|P) = L(X1|P) gilt P(A,) = P(]X1| > n), also ist gezeigt
> P(IXy>n) < oo
n=1

und damit X; € LY(P).
2) Zeige ii)==i): Aus X; € L'(P) und L(X,|P) = L(X|P) folgt

S P(Xal > 1) = PN > n) < oo,
n=1 n=1
also gilt fiir trunkierte Variable
X = Xonlfixnl<ny, n2>1
wegen {X], # X,,} = A,, und Borel-Cantelli wie oben

(%) X, # X, fiir hochstens endlich viele n, P-fast sicher.

S m— )Pm—1 < |X| <m) < B(X]) € 3 mP(m—1<|X| <m) < oo

13
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Die trunkierten Variablen (X! )1>1 aber bilden eine Folge unabhingiger ZV mit
E((

>, Var(X! > = E((Xi)*1qx,1<i
3 Z(2 +) < Z -y (( )iQ{X|})

=1 =1
oo 1 i ,
<Y —{ Pl < [ <}
oo oo 1
- k{kZF}P(k—1<|X1|gk) < M(B(X]+1) <
k=1 i=k
<M

wegen der Voraussetzung X; € L'(P). Mit dominierter Konvergenz gilt aus demselben Grund
i

pi=BX]) = E(yx<aXi) = E(lx,<pyX1) =  E(X)) =

Damit erfiillt die Folge (X/);>; die beiden Voraussetzungen des Satzes 5.12, und dieser zeigt

1
() — ZXZ' — u  P-fast sicher .
n =1
(*) und (**) zusammen liefern i) und den Zusatz. O

Das starke Gesetz der grossen Zahlen bildet die Grundlage der mathematischen Statistik: be-
obachtet man iid Zufallsvariable, deren Verteilung man nicht kennt, so wird bei wachsendem
Stichprobenumfang n die zugrundeliegende Verteilung immer deutlicher aus den Beobachtungen

sichtbar werden, jedoch nie (auch nicht fiir noch so grofies n < oo) ganz.

5.15 Satz von Glivenko-Cantelli: Betrachte eine Folge (X},),>1 von iid ZV auf (2, A, P), mit
Werten in (IR, B(IR)), mit Verteilungsfunktion F'. Sei F\n(, -) die empirische Verteilungsfunktion

1 n
= S (@) sER weQ

zu den Beobachtungen X, ..., X,,: fiir festes z € IR ist w — F\n(x,w) eine Zufallsvariable auf
(Q,A), fiir festes w € Q besitzt z — ﬁn(:z:,w) die Eigenschaft (1.20) und ist somit eine Vertei-

lungsfunktion auf IR. Dann gilt

(%) sup | F,(z) — F(z) | — 0 P-fast sicher fiir n — oo.
zelR

Beweis: 0) Vorbemerkung: da sowohl F'(-) als auch F (r,w), w € 9, rechtsstetige Funktionen

sind, kann sup,¢cp - - - in () ersetzt werden durch sup,¢q - - - ; als Supremum iiber abzéhlbar viele
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ZV ist daher sup,cp | F,(z) — F(z) | eine wohldefinierte ,A-mefibare ZV.
1) Zu € > 0 beliebig wihle Punkte tq,...,t,, £ = {(¢), in IR:

—00 =1t <t <... <ty <tpp1 =00

tiv1 :=1inf{t > t; : F(t) — F(t;) > e} firt; mit F(¢t;) <1

mit den Konventionen F(—o0) = 0, F(+00) = 1, inf §) = +o0. Notwendig gilt £ = £(c) < L.
2) Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen 5.14 gilt fiir jedes feste 1 <1 < £

~ 1 &
Fts) = — Y o)X — Bl (X1) = F(t;)
j=1
P-fast sicher fiir n — oo, also
M, = max |]/7\n(tl) — F(t;))] — 0 P-fast sicher fiir n — oc.
717

3) Schreibe U; | := (t;_1,t;), 1 <i < £+ 1, und betrachte

M, = F,(t)—F(t)|.
n 1= gmax | sup [Fu(t) = F(O)]

Fiirt € U;_; gilt ﬁn(t) <F, (t;) und F(t) < F(t; ) < F(ti—1)+e. Dies liefert eine Abschatzung

{Fo(t) = Fu(ti )} + |Fu(ti1) = F(ti1)| + {F(t) = F(t; 1)}

< A{EW() = Falti 1)} + |Folti1) = F(ti1)| + ¢

|Fult) = F(2)

IN

wobel wieder nach 5.14 fiir n — oo

Fy(t;) = Fu(tiz) = %Z (X)) 5 B (X)) = F(t;) = F(ti) <<
j=1

Damit gilt fiir jedes einzelne i, 1 <i < £+ 1
sup |F,(t) — F(t)] > 3¢ fiir hchstens endliche viele n, P-fast sicher,
teU;—1
und damit auch

limsup M, » < 3¢ P-fast sicher.

n—oo

Da ¢ > 0 beliebig gewdhlt war, folgt die Behauptung wegen

sSup |F\n(t) - F(t)| < Mn,l + Mn,Z . u
telR
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5.15° Bemerkung: Die Aussage von 5.15 gilt analog in IR?, d > 1 beliebig: anstelle der In-
tervalle in IR betrachtet man in Dimension d > 1 ein Kompaktum K in R? mit P(K¢) < ¢
zusammen mit einem d-dimensionalen Gitter, fiir das die in dieses Gitter eingeschriebenen halb-
offenen Rechtecke hochstens P-Masse ¢ tragen. Wegen 1.14° und 1.17° bleibt der Beweis bis auf

notationelle Anderungen derselbe.

D. Kolmogorov’s Dreireihensatz

In diesem Teilkapitel geht es wieder — unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Kon-
vention 5.7 — um Konvergenz von Random Walks. Allgemeiner als in Teilkapitel B betrachten
wir jetzt Random Walks n — )" | Y; fiir beliebige Folgen (Y;); von unabhéngigen ZV, fiir die
endliche Varianzen nur kiinstlich — durch geeignetes Trunkieren der (Y;); — eingefithrt werden.
Auch dieser Satz von Kolmogorov ist zum Prototyp einer ganzen Familie von Konvergenzsétzen
in allgemeineren Situationen (etwa Konvergenz von Martingalen anstelle von Random Walks)

geworden.

5.16 Dreireihensatz (Kolmogorov): Betrachte eine Folge (Y;); unabhéngiger reellwertiger

ZV. Mit trunkierten Variablen Y; . := Y;1yjy;|<q fiir festes 0 < ¢ < oo sind folgende Aussagen

gleichwertig:
i) Y; konvergiert P-fast sicher;
=1
o0 o0 o
ii) die drei Reihen ) P(|Y;| >¢), > Var(Yi.), > E(Yi.) konvergieren simultan.
i=1 i=1 i=1

Kann Bedingung ii) dabei fiir ein 0 < ¢ < oo erfiillt werden, so gilt sie fiir alle 0 < ¢ < oo.

Der Beweis von Satz 5.16 wird in zwei Teilen gegeben (5.17 und 5.23) und erfordert eine Reihe

von Zwischenresultaten.

5.17 Beweis fiir 5.16, Teil 1: Zeige, dafl die drei Bedingungen in 5.16 ii) hinreichend sind fiir
Konvergenz des Random Walk n — > " | ¥; :

Konvergenz unter ii) der Reihe Y P(]Y;| > ¢) bedeutet nach Borel-Cantelli 5.5
=1

Y; # Y, . fiir hochstens endliche viele ¢, P-fast sicher
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wie im Beweis von 5.14. Also bleibt Konvergenz des Random Walk n — " | Y; . zu zeigen. Y;
ist beschrénkt fiir alle 4, also ist n — > ", (Y;’c - E(YZC)) ein zentrierter Random Walk mit
endlichen Varianzen. Unter ii) konvergiert die Reihe »_>°, Var(Y; ), also liefert 5.9 Konvergenz

von n— Y., (Y;’c — E(YZC)) . Unter ii) konvergiert die Reihe der Mittelwerte > E(Y;.) sepa-
=1
rat, also konvergiert der Random Walk n — " | Y; .. O

Das néchste Lemma ergénzt die Kolmogorov-Ungleichung 5.8 — unter einer Zusatzbedingung —

um eine Abschitzung nach unten.

5.18 Hilfssatz: Fiir einen zentrierten Random Walk n — > | X; mit beschrankten Springen
es gibt ein K < oo so daf§ |X;| < K fiir alle 1 > 1

(insbesondere dann ¢? = Var(X;) < oo) gilt fiir beliebiges ¢ > 0:

k n
(c+ K)? 1 9
l1-——— < P 1?;?%%'5 Xi|>c| < = E_lai.

n
> 02.2 i=1
i=1

Beweis: Nur die untere Abschétzung ist zu zeigen, die obere ist unverdndert aus 5.8 ibernom-
k
men. Die Bezeichnungen sind dieselben wie im Beweis von 5.8: schreibe Sy = Y X, Sg =0,
=1
F = {kHiaX ISkl > ¢}, Fr = {|Sk| >c |Si|<cfirl<i<k—-1},1<k<mn,
=1,...,n

und Fy, = o(Xy,..., X). Zu Fy € F, — das Ereignis, dafl der Random Walk den Streifen (—¢, ¢)

zum erstenmal zur Zeit k verldfit — betrachte auch
Gr = {|Sil<cfirl<i<k} €eFr,1<k<n, Gy := Q.
Die Gj, sind absteigend in k, und es gilt
Gi1 = FLUG,, 1<k<n, FUG, = Q.
Die erste dieser Aussagen impliziert
(+) Sk—1lg,_, + Xilg,_, = Silg,_, = Sklag, + Silp, .

Wir quadrieren jede der Seiten von (+) und bilden Erwartungswerte. X} ist unabhingig von

Fi—1, und E(X}) = 0: die linke Seite von (+) liefert dann

E([Skala, , + Xila, , 1*)



18 0-1-Gesetze, SLLN, Dreireihensatz

Fr_1—mefBlbar

———
= B(S; 11la,_,) +E(X1g, ) +2E(Xy Sk-1la,_,)

)
= E(S; 11g, )+ EB(X})P(Gk_1) + 2 E(Xk)E(Sk-11c, ;)
E )
)

v

(
(S¢
(S2 1 1g, ,) + Var(Xg)P(Gj_1) +0
> E(S{_lg,_,) +0iP(G,)

da (G)r absteigend. Nach Voraussetzung hat &k — Zle X; beschrankte Spriinge; nach Defi-
nition von Fj und Wahl von K gilt also |Si| < ¢+ K auf dem Ereignis Fj. Folglich liefert die
rechte Seite von (4)

FE ( [Sklgk + Slek ]2)
=0

= E(Sila,) +E(S{1p)+ E(S; 16,15,)
< E(S{lg,) + (c+ K)*P(Fy) .

Also erhalten wir aus (+) die Abschétzung
(++) E(Sf_1la,) + 08 P(Gn) < E(SE1g,) + (c+ K)*P(Fy)

mit Sy = 0 und Gy = Q. Summiert man die Abschitzungen (++) fiir k = 1,...,n, so ergibt sich
wegen F = F1U...UF}, und FUG,, = Q
n
(1=PF) Y o} < E(Si1lg,)+ (c+ K)*P(F) .
k=1
Auf dem Ereignis G,, gilt aber |S,| < ¢ < ¢+ K, also

E(S216,) < (c+ K)?P(Gy) = (c+ K)*(1 — P(F))

und folglich ist gezeigt
F) > op < (c+K)
k=1

was die untere Abschitzung in der Aussage von 5.18 liefert. O
Unter derselben Zusatzbedingung wie in 5.18 kann man Satz 5.9 schirfer fassen:

5.19 Satz: Fiir einen zentrierten Random Walk mit beschrénkten Spriingen gilt

Z o; <00 < Z X, konvergiert P-fast sicher.

n=1
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Beweis: Nach 5.9 ist nur noch die Implikation <=’ zu zeigen. Sei S eine IR-wertige Limesvariable
so daf}
k
Sk = Y. Xy — S P-fast sicher fiir £ — oo .

n=1
Aus dieser Konvergenz folgt mit den im Beweis von 5.9 benutzten Notationen

M, = sup|Spsr — Sm| — 0 P-fast sicher fir m — oo
k>0

und also auch P-stochastisch. Fiir jedes € > 0 gibt es daher ein mg = mq(¢) so daf} fiir m > myg
k
! P S, S| > = lim P X > > 1-— 1l
3> P\ S =Sl 2 e | = Jim P o 1D Kol 22 ] 2 1= i S
nach 5.18: wegen % < 1 erzwingt dies die Konvergenz der Reihe ) az. O
k

5.20 Beispiel: (Zeichenproblem, Fortsetzung von 5.10) Sei (c¢,), eine beschrinkte Folge reeller
Zahlen, seien (n;); iid ZV mit P(n; = —1) = P(n; = +1) = 1. Satz 5.19 zeigt
chi konvergiert P-fast sicher <= Z < o0

und verschérft damit die Aussage von 5.10.

Der folgende Hilfssatz bereitet ein Argument vor (Erweiterung eines Wahrscheinlichkeitsraumes),
das héufig benétigt wird, um verschiedene unabhéngige Objekte (stochastische Prozesse, Zufalls-

variable etc. ...) auf demselben Grundraum betrachten zu koénnen.

5.21 Hilfssatz: Betrachte zwei Wahrscheinlichkeitsrdume (Q;,.4;, P;), i = 1,2, und Familien
( fij)j>1 mefibarer Abbildungen (€;,.4;) — (E,£); dabei sei (E, £) ein beliebiger mefibarer Raum.
Man liftet f;; auf den Produktraum (£ xQs, A1®As, Py®P,) durch die Festsetzung

ﬁin1XQ2 - B, fij(whWQ) = fijlwi), 7>1,i=12.

Dann gilt:
a) fiir jedes i = 1,2, j > 1 ist die Abbildung }.;j A1 ®As-E-mefibar, mit
L(fij|ProPy) = L(f;1P)
b) fiir festes ¢ € {1,2} besitzt die Folge (]%) unter Py®@P, dieselben Eigenschaften wie die

Jj=>1
Ausgangsfolge (fij)j>1 unter P;;
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¢) die o-Algebren o ﬁ-,j >1) und o f~2-,j > 1) auf dem Produktraum (x5, 4;0.A45
J j

sind unabhéngig unter P;®Ps.

Beweis: Fiir F' € £ beliebig:

{wnws) : Fy () € Fy = {1 fuln) €1 =10
0y x {CL)Q : fgj(wg) S F} firts =2

also (ﬁj)*l(F) €eA ® Ay Vi, 7, und
(PL® Py)({fij € F}) = Pi({fi; € F}).
Genauso kann jede Sub-g-Algebra F; von A; via
7 {Fl:=F xOy:FeF} firi=1
. {ﬁQZZglleQ:erfz} firi =2
als Sub-o-Algebra von A;®Ay aufgefafit werden, mit
Dies zeigt a) und b). Fiir ¢) geniigt es zu sehen, dal mit denselben Bezeichnungen wie oben

(P, @ P)(FiNF) = (PLoP,) ([F x Q] N[Q x F))

2 2
= (Ao PR)(Fy x Fy) = [[P(F) = [[(Pr® P)(F)
i=1 i=1
gilt, fiir beliebige = j—v}, und dies auf F; := o0 ( fij:3> 1) anzuwenden. O

5.22 Beispiel: Seien (Xj)j>1 iid ZV, definiert auf (Qq, .4y, P;); wir wollen den Random Walk

(Sn)n Sn::ZXj,nZI, So=0
=1

zu unabhéngigen zufilligen Zeiten auswerten. Dies macht man so.

Sei Q :={Q) : A € A} eine Faltungsfamilie auf INg, A = IN oder A = (0, 00):
fiir beliebige A\, Ay € A gilt Q)\l * Q)\Q = Q)\1+)\2 .

Fixiere ein Q € Q. Auf einem zweiten Wahrscheinlichkeitsraum (s, As, Py) bereite vor eine

Familie (7;) ., von INo-wertigen iid ZV mit Verteilung @, bilde

n
Ty =0, Tn::ZTj,nZL
=1
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Stets gibt es dann nach 5.21 einen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P), auf dem

(X j)j>1 und (7¢)¢>1 definiert und unabhingig sind. Auf diesem sind die Variablen

Tn
Y, = Z X;,n>1, Yy=0
j:Tn—1+1

wohldefinierte iid ZV, die Zuwéchse im Random Walk (S,,),, zwischen den zufélligen Zeiten T),
und 7, beschreiben (alle Details iiberlege man sich als Ubungsaufgabe).
Wahlt man die Faltungfamilie aller Poissonverteilungen, so ist @ = P(A) fiir ein festes A > 0,
und man betrachtet Poisson-Summen von Zuwéchsen im Random Walk.
Wahlt man als Faltungsfamilie die Negativ-Binomialverteilungen Q := {B~(¢,p) : £ € IN} mit

festem Parameter 0 < p < 1,

s = (M) et ke

(im unendlichen Miinzwurf mit Einzelerfolgswahrscheinlichkeit p ist die Anzahl der MiBerfolge
vor dem /-ten Erfolg B~ (¢,p)-verteilt) und @ = B~ (1,p) = G(1 — p) geometrisch, so hat man

den urspriinglichen Random Walk (S,,),, nach unabhangigen geometrisch verteilten Wartezeiten

ausgewertet. d
Nun konnen wir den Beweis des Dreireihensatzes abschlieflen.

5.23 Beweis fiir 5.16, Teil 2: Wir zeigen, dafl die drei Bedingungen in 5.16 ii) notwendig
sind fiir Konvergenz des Random Walk n — """ | ¥; ; wegen 5.17 sind sie dann notwendig und
hinreichend, was den Beweis von Satz 5.16 abschlief}t.
Sei also (S,,), ein konvergenter Random Walk, mit unabhéngigen Zuwéchsen (Y;);, definiert auf
einem Grundraum (2,4, P), sei S eine IR-wertige ZV auf (2, .A) so daf

n
(+) Sy = ZYZ — S P-fast sicher fiir n — oo.

i=1

1) die Reihe > P(]Y;| > ¢) : wie im Beweis von 5.14 folgt aus (+) notwendig
=1

|Y;| > ¢ fiir hochstens endlich viele i, P-fast sicher.
Das bedeutet nach Borel-Cantelli 5.5 — wegen Unabhéngigkeit der (Y;); — Konvergenz der Reihe

> P(Y;] > ¢). Zugleich bedeutet es auch
=1

(++) P <lim sup{Y; # Y}> = 0.

1—»00
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2) die Reihe io: Var(Y;.) : Es bleibt ein konvergenter Random Walk n — >°"" ,Y; . mit be-
schrankten Splr:iilngen zu betrachten, wegen (+) und (++). Wire dieser schon zentriert, wiirde
Satz 5.19 sofort Konvergenz der Reihe } Var(Y] ) liefern, und damit den Beweis abschliefien.

Um vonn — Y. Y; . zu einem zentrierlten Random Walk iiberzugehen, ohne dabei Information

iber die Reihe ) E(Y;.) vorwegzunehmen, liftet man (Details im néchsten Beweisschritt) die

unabhéngigen ZV (Y;.);>1 nach 5.21 auf eine Erweiterung (Q, A, P) von (€, A, P), auf der eine
unabhingige Kopie (Z;.);>1 der Folge (Y;.);>1 zur Verfiigung steht, und betrachtet dann den

zentrierten Random Walk mit beschrénkten Spriingen
n

(*) n— Z (Zi,c - Y;,c)
i=1

auf ((NZ,,Z, ﬁ) Fiir diesen gilt Var (Zi,C — Y;,C) = 2VarY; .. Hat man sich iiberlegt, dal auch
der Random Walk (x) fast sicher konvergiert, so liefert Anwendung von Satz 5.19 auf (x) die

gewiinschte Konvergenz der Reihe ) Var(Y; ).
=1
3) Details zu der Erweiterung in Beweisschritt 2): auf (€2, A, P) schreibt man Y; .(w) =: fi(w)

und setzt A := {w € Q :lim,, fi(w) existiert in R} . Wegen (+) und (++) gilt P(A) = 1. Nun
bildet man den Produktraum

Q::QXQ,./Z::.A@.A, P :=PaP

und definiert neu

Yiclwi,wa) := filw1) , Ziclwr,wa) == filwa) ,1>1, (w,wa) € Q.

Fiir jedes (w1,ws) € A x A — einer Menge von vollem P-MaB in A — konvergieren nun

1 < 1 < 1
- ZYi,c(wlawz) = Z Zi (w1, w2) - Z (Zie = Yie) (w1, wn) -
i=1 i=1

i=1

4) die Reihe ) E(Y; ) : Rechne nun wieder auf (€2, A, P). Nach Schritt 2) konvergiert ) Var(Y; .),
=1 3

nach 5.9 muf also der zentrierte Random Walk n — 3 (Y; . — E(Y;.)) gegen eine endliche Li-
i=1

mesvariable konvergieren, P-fast sicher. Aber P-fast sichere Konvergenz von n — ) Y; . gegen
=1
eine endliche Limesvariable war ohnehin vorausgesetzt, vgl. (+) und (4+4). Also ist auch die aus
o0
den Erwartungswerten gebildete Reihe )’ E(Y;.) konvergent. Damit ist Satz 5.16 vollsténdig
i=1

bewiesen. O



