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A. Endliche Produkte

4.1 Voraussetzungen fiir Teilkapitel A: Wir betrachten fiir 1 <7 < n o¢-endliche Mafle y;
auf mefibaren Rédumen (£2;,.4;). Wir benutzen hiufig die Abkiirzung MNF wie in 2.1.

n
4.1’ Definition: Die Produkt-o-Algebra @) .A; auf dem Produktraum
i=1

)72192 = {(wl,...,wn) : ijQj, 1§]§TL}

ist die kleinste o-Algebra .Z, welche fiir 1 < ¢ < n die Koordinatenprojektionen m;

n
m o 'XIQZ‘ S (Wiy...,wp) — w; € 8
1=

A-A;—meBbar macht (vergleiche 1.36):

Das Urbild der o-Algebra A; unter der Projektion 7; : )Té Q; — € ist
i=1

(7'(']-)*1(,,4]') = {):(1142 A; = Q) fiir ¢ # 7, AJ‘GA]' } s

2

woraus sofort folgt:
4.2 Hilfssatz: Die Klasse S aller 'Rechtecke mit Kanten in A;’

K3 K3

S = {RC )n(QZ : R= )?Ai,AiE.Ai,lgiSn}
=1 =1

n
ist ein N-stabiler Erzeuger von @) .A;.
i=1

Ziel des Teilkapitels ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

n
4.3 Satz: a) Es gibt genau ein o-endliches Ma8 1z auf dem Produktraum ( X Q;, ;) mit
i=1 i=1

(+) A(R) = [[mi(A) falls R= X 4;€8.
=1

i=1 !
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n
Dieses heiit Produktmafl zu den Marginalien p;, 1 < i < n; die iibliche Schreibweise ist &) u;.
i=1
n n
b) (Fubini) Ist eine MNF f auf ( X 0, ® A;) entweder nichtnegativ oder in L'() u;), so kann
=1 =1 i=1
n
das Integral von f beziiglich @ p; durch sukzessives Ausintegrieren in beliebiger Reihenfolge
i=1
berechnet werden: es gilt

Jo . fdme.om) - /( (/ (/f(wl,...,wnml(dwh)) %(dwm)) ) i (d,)

i=1 ¢
fiir beliebige Permutationen (i1, ...4,) von (1,...,n), wobei alle hier sukzessiv auftretenden In-

tegrationen wohldefiniert sind.

Der Beweis von Satz 4.3 wird {iber eine Reihe von Zwischenresultaten — darunter eine sorgfiltige
Formulierung des Satzes von Fubini in 4.9 — in 4.10 gegeben werden.

n

4.4 Hilfssatz: Es gibt hochstens ein Mafl i auf ( X Q;, @ A;), welches die Bedingung (*) aus

i=1 i=1
4.3 erfiillt, und dieses ist notwendig o-endlich.

n

Beweis: 1) Sei i: @ A; — [0,00] eine Mengenfunktion mit der Eigenschaft (x) aus 4.3. Fiir
i=1

1 <i < nsind p; auf (€;,A;) o-endlich, also existieren (B;, ) C A; so dafl

By 1%, k—o00; u(By)<oco,k>1.

Dann liefert Ek = X B;, eine Folge in § mit
i=1

1=

~ ~ n o~ n
By 1 Q= X, aBy) = [[m(Bi) < oo
= i=1
n
2) Seien nun pg, e Mafle auf ()n( Qi, Q A;), welche (x) erfiillen. Dann stimmen p; und o
i=1 i=1
tiberein auf dem N-stabilen System S der Rechtecke aus 4.2. Dieses erfiillt nach 1) die Voraus-

n
setzungen des Eindeutigkeitssatzes 1.13. Also stimmen f1; und jig iiberein auf o(S) = @ A;. O
i=1
Wir betrachten zuerst den Fall n = 2.

4.5 Hilfsatz: Betrachte zwei mefibare Rédume (21, A1), (Q2, A2). Fiir eine beliebige Teilmenge
A C Q1 x Q9 und w; € Q; definiere w;-Schnitte durch A:

Awl = {WQ S QQ : (wl,WQ) < A}, AW2 = {w1 S Ql : (u)l,WQ) < A}
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2
Fiir Mengen A € & A; sind dann ’alle Schnitte mefibar’:

i=1

AWIGAQ Vu)1€Ql, Aw2€A1 VWQGQQ.

Beweis: Schreibe Q) 1= Q1 x Q9 und betrachte fiir wy; € 2 beliebig fest
H:={Ac A ® Ay : A, € As}.

Dann ist ‘H eine o-Algebra: es gilt QeH wegen ﬁwl = Q9; mit A € H ist A° € H wegen
(A9, = (ﬁ\A)W1 = M\ Ay,;sind Ay, n > 1,in H, dann | J 4,, € H wegen (|J 4n)w, = U(AR)w, -
Auch umfafit H das System S: fiir Rechtecke R = A1 x Ay € S gilt

A2 falls w1 € A1
Rwl = S A2 .
0 sonst

Folglich gilt H D o(S) und damit H = o(S) = A} ® Az, fiir jedes feste wy € ;. Der Beweis

geht analog mit wo statt wi. O

2
4.6 Hilfssatz: Fiir jedes A € Q) A; gilt:
i=1

w1 — p2(Ay,) ist A;-B(IR)-meBbar ,

we — p1(Ay,) ist Ay-B(IR)-mefibar.

Beweis: Wegen Symmetrie in w; und wo reicht es, die erste Behauptung zu zeigen.

1) Sei zuniichst ps sogar ein endliches MaB. Fiir A € A; ® Ay schreibe
far 3w — pa(Ay,) €[0,00) .
Dann ist die Klasse
H:={AcAi®As : fa: (D, A1) — (IR,B(IR)) ist mefSbar}

ein Dynkin-System: es gilt Q := Q; x Qy € H, denn Jo() = p2(f22) ist als konstante Funktion
Aj-mefbar; mit A € H ist A° € H, wegen fac(-) = p2(22) — fa(:); mit paarweise disjunkten

L0 =3 a0,

n

Mengen A,, n > 1, in H ist auch |J A, in H, wegen f U
n

n>1
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Wieder ist die Klasse aller Rechtecke enthalten in H: fiir R = Ay x As € S gilt

farxa,(w1) = pa((Ar X Ag)wy) = p2(Az2) - 14, (w1) -

2
Da S N-stabil ist, zeigt 1.11 4(S) = o(S) und damit H = ) A;.
i=1
2) Im allgemeinen Fall eines o-endlichen Mafles po wihlt man eine Zerlegung

Qo = UEQ’n, Eon € Ay, po(Eap) <oo,n>1.
n>1

Fiir jedes der endlichen MaBe p2(- N Es,,) gilt die Behauptung nach Schritt 1), also gilt sie auch
fiir MQ(AMI) = ZMQ(Awl N E2,n)- =

Indem man eine nichtnegative MNF aufsteigend durch Elementarfunktionen approximiert (’Auf-

bau meflbarer Funktionen’), verallgemeinern sich 4.5 und 4.6 sofort zu

2

2
4.7 Hilfssatz: Sei f eine nichtnegative MNF auf ( X Q;, @ A;). Dann gilt:
i=1 i=1

Fiir jedes feste wy € €7 ist der ’wi-Schnitt’

Jor: Q23 wy —  f(wi,ws) €]0,00]

As—B(IR)—mefibar, und das Integral

M3 w — Jun (w2) p2(dws2) € [0, oc]
Qo

ist A;-B(IR)-meBbar. Analoge Aussagen gelten mit vertauschten Rollen wy « wo.

2 2
4.8 Hilfssatz: Es gibt ein Mal 1 auf ( X Q;, @ A;) mit der Eigenschaft (x) aus 4.3:
=1 =1

2
w(R) = HM(A@') fiir alle Rechtecke R=A; x A, € S.
i=1

Beweis: Definiere eine Mengenfunktion i : 4; ® Ag — [0, 00] durch

() i) = [ [ (o) | m@e) . Fedis .

Da nach 4.7 der Integrand in (%) eine A;-mefibare Funktion von wy ist, ist & als Mengenfunktion

wohldefiniert. Sicher gilt () = 0. Zum Nachweis der o-Additivitit von 1 wendet man zweimal
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den Satz von der monotonen Konvergenz 2.7 an. Sei F,, n > 1, eine Folge paarweise disjunkter

Mengen in A; ® Ay. Zuerst gilt

glwr) = /Q (Lo Vun (w2) ra(din)

U Fn
n

= s [ (1 ) pa(den)
m Qs ngan

= Y i (1) () pafden) = sup ()

=:gm (Wl)

wobei jedes g, (+) nach 4.7 wohldefiniert und A;-mefbar ist. Dann aber folgt weiter

AU = [ glnman) = swp [ gl m(do)

n>1 m

= Ssup <Z ﬁ(Fn)> = Z/j(Fn) )
m n=1 n=1
damit ist 1 ein Mafl auf (€7 x Q9,41 ® Ag). Fiir Rechtecke F' = A; x Ay € S gilt stets
(Ar x Ag) = p1(Ar) - u2(Asz), nach Konstruktion in (xx). Das ist (%) in 4.3. O

Wir geben nun eine sorgfiltige Formulierung des Satzes von Fubini im Fall n = 2.

4.9 Satz von Fubini: Seien p; o-endliche Mafle auf (€2;,.A4;), i = 1,2; sei f eine mefibare
numerische Funktion auf (Q1 x Q9,41 ® A), entweder nichtnegativ oder in L'(u; ® uz).

a) Ist f nichtnegativ, so gilt

@ [ sdwew = [ ([ QfM(w?)uz(dwz))m(dwl)

= [ (] ooy mtden)) ) € .01
2 \Jo,
b) Fiir f € L'(u1 ® p2) gilt (4) mit '€ [0, 0] ersetzt durch € IR’, und

fu € Ll(Qg,AQ,,uQ) fiir pq-fast alle wy € Qq

fuy € Ll(Ql,Al,,ul) fiir po-fast alle wy € Qo .

Beweis: 1) In 4.8 wire die Konstruktion (x*) auch mit vertauschten Rollen w; < wy moglich

gewesen. Nach Hilfssatz 4.4 kann es nur ein Mafl geben, welches die Eigenschaft () aus 4.3
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besitzt. Also fithren beide Wege zu demselben Mafl 1z auf (€2 x Q9,41 ® Ag). Damit ist a) fiir
Indikatorfunktionen bewiesen, die allgemeine Aussage folgt mit ’Aufbau mefibarer Funktionen’.

2) Fiir f € L' (1 ® pg) gilt leXQQ |fld(p1 ® p2) < oo. Wegen a) mufl dann

Ny = {wr €O / Floy (@) pia(dws) = +00} € Ay

Qo

Aj —mefbare Funktion von w;
eine pq1-Nullmenge sein, vgl. 2.11, und

Ny := {wy € Qy: / | flws (w1) p1(dw1) =400} € Ay

Q1

/

Az —mef3bare Funktion von ws
eine po-Nullmenge. Damit ist b) bewiesen.

3) Das Argument aus 2) zeigt auch: fiir f € L'(u; ® pg) ist die Funktion

I o= L fi<oo - INgxy - 1oy xNg

11 ® po—aquivalent zu f, und man hat alle Schnitte ﬁn in LI(QQ,AQ,M2)7 w1y € Qq, sowie alle
Schnitte }’;2 in LY(Qq, Ay, p1), wa € Qa. Also kénnen die Elemente aus L'(u1 ® po) stets so

festgelegt werden, dafl beliebige Schnitte integrierbar sind. O
Jetzt ergibt sich ein kurzer Beweis fiir Satz 4.3.

4.10 Beweis von Satz 4.3: 1) Wir zeigen a). Eindeutigkeit und o-Endlichkeit eines Mafies
mit Eigenschaft (%) aus 4.3 sind fiir beliebiges n € IN durch 4.4 gesichert. Die Existenz wurde

im Fall n = 2 in 4.8 bewiesen. Nur die Existenz im Fall n > 2 bleibt zu zeigen. Dies geschieht
n

mit Induktion nach n. Ist fiir ein n > 2 schon die Existenz des n-fachen ProduktmafBies ) 1
=1

n
auf ( nl Q;, (% A;) nachgewiesen, mit der Eigenschaft
1=

1=

n

(+n) (Qui)(R) = ﬁlm(Ai) falls R—= X A; €S

i=1 7 i
n+1 n+l
so betrachtet man fiir eine nichtnegative MNF f auf ( X €;, @ A;) Schnitte
i=1 i=1

(O) fwn+1 : (W17---7wn) - f(w17"'7wnawn+1)

und definiert auf

n+1 n+1 n n
(Xl Q, Q@A) = <(,X1 Qi) x Qurr, (QA) ®An+1>
i= i=1 i=

=1
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wie in 4.8
n
ﬁ(f) = / |:/n fwn+1 d(®lu'z) d,U'n-H .
Qi1 ,>_(1 Q; 1=1
n+1
Fiir Indikatorfunktionen f = 1p von Mengen F aus ) .A; hat man so wegen (xn) und wegen
i=1

n+1
4.8 ein Mafl ;1 auf ) A; definiert. Wegen (*n) und 4.8 erfiillt dieses die Bedingung (*(n + 1)).
i=1

+1 n+1
Da es nach 4.4 nur ein Maf§ auf (nX Q;, @ A;) mit der Eigenschaft (x(n + 1)) geben kann, ist
=1 i=1

n+1 - n+1 n+1
das gesuchte ProduktmaB ) p; auf ( X Q;, ® A;) gefunden.
i=1 i=1 i=1

2) Die Fubini-Aussage b) fur (m,...,m,) = (1,...,n) erhdlt man in derselben Weise, per

Induktion nach n, aus 4.9.

3) Anstelle der in 1) und 2) gewihlten Anordnung héitte man in den Aussagen (*n) und (o) ent-

lang einer beliebigen Permutation (1, ..., 7,) der Koordinaten (1,...,n) vorgehen kénnen, um

dasselbe Produktmaf rgj w; auf (7;;11 Q;, r&f A;) (beachte 4.4) und die Fubini-Aussage entlang
i= = i=

(71, ...,7y) zu erhalten. O

B. Unendliche Produkte von Wahrscheinlichkeitsriumen

4.11 Voraussetzungen fiir Teilkapitel B: Sei [ eine beliebige Indexmenge. Fiir jedes ¢ € I sei
w; ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem mefbaren Raum (£2;,.4;). H(I) bezeichne das System
aller endlichen Teilmengen von I. Zu jedem J € H(I) benutzen wir die Kurzschreibweise
Qri=XQ, A;r=QQA, Pr:=Qu, Sy:= Klasse der Rechtecke in Ay
ieJ icJ icJ

fiir die J zugeordneten endlichen Produktriaume nach Teilkapitel A.

4.11° Definition: Die Produkt-o-Algebra @.A4; auf dem Produktraum
el

X Q; = {(wi)ig D w; €8y fir allei € I}
el

ist die kleinste o-Algebra A, welche fiir beliebiges J € H(I) die Projektion

T éQi 3> (wi)ier — (Wi)ies € Q
A A j—meB3bar macht:

RA; = o(my:JeHU)) .

el
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4.12 Hilfssatz: a) Das System aller Sdulen mit Rechteckbasis im Produktraum X €2;
el

S ={R=XA;: A €A firalle: €I, A;+# Q; fiir hochstens endlich viele i }
i€l

ist ein N-stabiler Erzeuger der Produkt-o-Algebra @.A; .
i€l
b) Sind Erzeuger C; von A; gegeben, i € I, so ist auch das Teilsystem &' C S

S = {R= X A; : A; #Q fiir hochstens endlich viele i, A; € C; falls A; # Q; }

ein Erzeuger von &Q).A; .
iel

Beweis: 1) Sei zuerst J € H(I) fest. Nach 4.2 wird die o-Algebra A; auf Q7 von dem System
S; = {RCQJ : R= XJA]', AjE.Aj,jEJ}
VS

der Rechtecke in A erzeugt. Sei A eine o-Algebra auf X ;. A-A J—Mefibarkeit der Projektion
iel
Ty X Q — Qy ist nach 1.34 gleichwertig mit ()~ 1(Sy) C A. Aber
el

(m)) NSy = {R: XA+ Aj=Q;fallsieI\J,und A; € A; fallsi € J }
i€l
ist die Klasse aller Sdulen im Produktraum X €2;, deren Basis ein Rechteck in Sy ist.

i€l
Fiir J € H(I) beliebig erhélt man damit
o(ry:JeHI)) = a(S).
2) Mit demselben Argumenten beweist man analog

®AZ‘:O'(7T7»:7“€I) , 7Tr3XQi9(wi)ieI—>Wr€Qr-
i€l el

Ist dann fiir r € I ein Erzeuger C, von A, gegeben, so gilt mit 1.34

o(mp:rel) = a(Uﬂ,Tl(Cr)) = o(8').

rel
Damit ist auch S’ ein Erzeuger der Produkt-o-Algebra @.A; (i.a. ist S’ nicht N-stabil). O
iel
4.13 Satz: Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus 4.11 gilt:

a) Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsma$ P auf (X Qi, @.A;) mit der Eigenschaft

el iel
(%) P(R) = [Jui(A:) falls R= X A; €S.
el

el
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Man nennt P Produktwahrscheinlichkeit und schreibt Qui (beachte: in (x) gilt A; = Q; fiir alle
el
bis auf endlich viele i, also ist wegen p;(€2;) = 1 das Produkt in (*) stets wohldefiniert).

b) Die Eigenschaft (x) ist gleichwertig mit Giiltigkeit von

() P; = L(ny|P) auf (Q,Ay), firalle JeH(I).

Zum Beweis: a) Den auf ein ’iteriertes Fubiniargument’ aufgebauten Beweis von a) lese man
im Buch von Bauer nach (Paragraph 33 in der Ausgabe von 1978, Paragraph 9 in der Ausgabe
von 1991, die spiitere Version ist besser lesbar). Dieser Beweis benutzt nur die bis einschlielich
4.12 entwickelten Hilfmittel.
Wir werden eine 4.13 a) entsprechende Aussage (unter etwas stiirkeren Voraussetzungen) als
Nebenprodukt des Kolmogorov-Konsistenzsatzes (12.6 und 12.7) beweisen: dieser Beweis ist
schoner und (insbesondere mit Blick auf die Konstruktion stochastischer Prozesse) wichtiger,
und braucht ebenfalls nur Hilfsmittel, die bis einschliefflich 4.12 bereitgestellt wurden.
b) Wir zeigen die Behauptung b) in drei Schritten.
i) Fur J € H(I) ist nach 4.3 jedes Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€7, .A;) durch seine Werte auf
den Rechtecken aus S; eindeutig festgelegt.
ii) Betrachte auf (é(l Q;, ®.A;) eine Sdule mit Rechteckbasis R = X A; € S.

i

icl iel
Zu R gibt es J € H(I), J = Jg, so daB

R = X A; wobei A; # €; hochstens fiir i € J
1€l
und damit gilt

R:(T(J)_1<XAZ‘>, X A; €8y .
e e

iii) Fiir P = @u; auf (X Q, ®.A;) und fiir R, J = Jg wie in ii) gilt einerseits
el el iel

BR) = [[ wita) = [[m4) = Ps (xJA) X Aes
€1 1 falls igd et

wegen () in 4.3, und andererseits wegen ii)

A = 2(e (x,0)) = P({roe x41)

Ein Vergleich der letzten beiden Aussagen zeigt Py = L(my | P), wegen i). O
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Als Folgerung aus 4.13 ergibt sich:

4.13’ Bemerkung: Sei J € H(I) fest, |J| = n. Betrachte eine MNF f auf ( X ©;, @.A;),
iel icl
nichtnegativ oder in L'(®u;), welche von ihrem Argument w = (w;);e; nur durch die endlich
el
vielen Koordinaten (w;);e.; abhéngt. Dann gibt es eine MNF h auf (27, A7) so daf f darstellbar

ist als f = homy, und das Integral von f beziiglich ®u; kann durch sukzessives Ausintegrieren
iel

/iéﬂifd@[m) - / ( ( / ( / h((wj>jej>uj1<dwﬁ>> Mj2<dwj2>> ) i (o)

entlang beliebiger Permutationen (ji, ... j,) der Elemente von J berechnet werden.

Beweis: Fiir f wie angegeben folgt

| ra@u = [ nema@u) = [ nar

i€l iel

nach Definition eines BildmafBles, und wegen L(77|@u;) = Py, 4.13 b), mit Fubini 4.3 b). O
iel

C. Unabhéingigkeit
J4

4.14 Hilfssatz: Fiir jedes | € IN gilt @ B(IR) = B(IR’).
r=1

Beweis: Diese Aussage folgt allein aus der Separabilitit von IR, vgl. 1.6°. Wegen Separabiliét
148t sich jede offene Menge in IR! als abzihlbare Vereinigung offener Kugeln

{B.(z): z€@ ,re@t}

oder als abzédhlbare Vereinigung offener Wiirfel

~ l
C : {X( —rai+r) s x=(z1,...,1) €@, re@t}
schreiben, damit ist C nach 1.6 ein Erzeugendensystem fiir die Borel-o-Algebra B(IR!). Nach
~ )4
4.12 b) ist C aber auch ein Erzeuger der Produkt-o-Algebra ) B(IR). O
r=1

Bemerkung: Die Aussage ®B( i) = B( X E;) gilt allgemein fiir separable metrische Rdume
(E;,d;), 1 <i </ (siche Bllhngsley 1968, p. 225)
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4.14’ Bemerkung: a) Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei I eine beliebige Index-
menge, sei (X;);cs eine Familie von Zufallsvariablen (ZV) auf (2, .A) mit Werten in (IR, B(IR)).
Eine vorldufige Definition von Unabhdngigkeit der (X;);c; wird (etwa in der "Einfithrung in die

Stochastik’) oft so formuliert: man nennt die (X;);c; unabhéngig falls gilt

fiir jede endliche Teilmenge J C I, J = {iy,... i},
fiir jede Wahl von — oo < a;, < b;. <400, 1<r</:

V4
P(er S (air,bir] Vi<r< f) = P(XZT S (air,bir]) .
=1

r—=
¢
Fiir jedes ¢ > 1 bildet das System der halboffenen ¢-dimensionalen Rechtecke (a,b] = [] (a;,, b;,]
r=1

l
aus 1.6" einen durchschnittsstabilen Erzeuger von B(IR') = @ B(IR), vgl. 4.14. Daher ist die
r=1

oben gemachte Aussage nach der Definition endlicher ProduktmaBe in 4.3 gleichbedeutend mit

fiir jede endliche Teilmenge J C I, J = {iy,...,is}, £ > 1:
¢
‘C((XZU’XZzNP) = S

T

L(X;, |P)
1

auf (IRY, B(IRY)).

b) Sei I eine beliebige Indexmenge, seien Wahrscheinlichkeitsmafle pu;, @ € I, auf (IR, B(IR))
vorgegeben. Stets kann ein Wahrscheinlichkeitsraum (ﬁ, .Z, ﬁ) angegeben werden, auf dem eine
Familie unabhéngiger Zufallsvariablen X;, i € I, mit Werten in (IR, B(IR)) und mit vorgeschrie-
benen Verteilungen E(XZ\]B) = u;, 1 € I, erklért ist:
nach 4.13 und nach a) oben geniigt es, den Produktraum
@AP) = (X B @), @i )
il iel i€l

mit Koordinatenprojektionen (;);er wie im Beweis von 4.12 zu betrachten, und zu setzen
X;=m, 1€l.

Fir J = {i1,...,3¢} € H(I), der Familie aller endlichen Teilmengen von I, entspricht so die erste
Aussage in a) oben der Produktformel () in 4.13 a). Die zweite Aussage in a) oben entspricht

(*x) in 4.13 b).

c) Ist speziell p; =: p unabhéngig von i € I, hat man mit b) insbesondere eine Familie von

unabhéngigen, nach u verteilten Zufallsvariablen konstruiert, und schreibt dafiir kurz

X;,iel iid ~ p. O
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Die allgemeine Formulierung von ’Unabhéngigkeit’ geht aus von o-Algebren anstelle von Zu-

fallsvariablen.

4.15 Definition: Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2,.4), sei I eine beliebige Indexmenge.

a) Eine Familie von Ereignissen (4;);cr in A heifit unabhingig unter P, falls

VJeHI): P((4) = [[P«).

icJ icJ

b) Eine Familie (C;);e; von Teilsystemen von A heifit unabhingig unter P, falls gilt
fir alle J € H(I) , J = {i1,...,i¢}, fiir beliebige 4;. €C;,. , 1 <r <1 :

P (rél A;,) li[ P(4;,) .

r=1
Wir zeigen zuerst:

4.16 Hilfssatz: Sind Teilsysteme (C;);c; einer o-Algebra A unabhingig unter P, so ist auch

die Familie der von ihnen erzeugten Dynkinsysteme (§(C;));c; unabhingig unter P.

Beweis: Wir fiithren den Beweis indirekt. Sei fiir eine Kollektion von Teilsystemen (51)26 7 mit
firalleicl : C CGC C 3(Cy)

bereits die Aussage

fiir alle J € H(I), J = {i1,...,i¢} , fiir beliebige 4;, € C;, , 1 <r <{, gilt
(+) ¢ ‘
PN 4:) = 11 P(4s)
bewiesen; zugleich gebe es ein J = {i1,...,4} € H(I) und ein i, € J so dafl in der Aussage
_ 4 l
(,J) fiir beliebige A;, € C;,, 1 <r < {: P(ﬂ A;) = H P(A;)
r=1 r=1

das Mengensystem 51} nicht durch §(C;,) ersetzt werden kann.

Wir zeigen, daf} ein solche Annahme absurd ist. Sei o0BdA r = 1. Setze
H,, = {AcA: fiir beliebige 4;, € C;,, 2 <i <r, gilt

¢ 0
P<Aﬂ(ﬂAu)> = P(A)- TP 3

r=2
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Nach (+) gilt Q € H. Zusammen mit (*,.J) impliziert dies die Stabilitit von H unter Kom-
plementbildung. Weiter ist H abgeschlossen beziiglich der Bildung abzahlbarer disjunkter Ver-
einigungen. Also ist H Dynkin. Wegen (x,.J) gilt aber C;; C H und folglich §(C;;) C H, im

Widerspruch zur Annahme iiber J und i1 € J. O

4.17 Satz: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei I eine beliebige Indexmenge. Fiir
jedes i € I sei A; eine Sub-o-Algebra von A mit N-stabilem Erzeuger C;.

Dann sind gleichwertig:
i) die o-Algebren (A;);cr sind unabhéngig unter P;

ii) die Mengensysteme (C;);ecs sind unabhéngig unter P.

Beweis: i) = ii) ist trivial. ii) = i) folgt mit Hilfssatz 4.16; da nach Voraussetzung C; ein

N-stabiler Erzeuger von A, ist, gilt A; = 0(C;) = 6(C;) nach Satz 1.11. ]

Den Vorteil des Ansatzes, Unabhéngigkeit {iber o-Algebren zu definieren, sieht man im folgen-
den Satz: hat man Unabhéngigkeit einer Familie von Sub-o-Algebren (A;)ier auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2,.4, P) — der Nachweis kann mittels 4.17 ii) sehr einfach sein — so sind
als Konsequenz beliebige A;-mefibare Grofien & — egal wie kompliziert sie sein mégen und in
welchen meflbaren Rdumen sie ihre Werte annehmen — automatisch unabhéingig. Die vorlaufige
Definition aus 4.14’ fiir reellwertige Zufallsvariable findet man dabei in der Aussage () des Sat-

zes 4.18 verallgemeinert wieder.

4.18 Satz: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine beliebige Indexmenge, seien
(E;, &) mefibare Réume, i € I. Nenne mefibare Abbildungen (Zufallsvariable)

X; (Q,.A)—>(EZ,52), 1€l
unabhdngig unter P falls die von ihnen erzeugten Sub-o-Algebren von A

o(Xi) = X;4&) = {{X;eB}:Be&}, icl

1
unabhéingig unter P sind. Dann ist Unabhéngigkeit der (X;);e; unter P gleichbedeutend mit

fiir jede endliche Teilmenge J = {j1,...,j¢} von I gilt:

(*) 4 ¢ I4
(X, Xi)IP) = @LXIP) auf (X By, ® &)
r=1 r= r=1
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14
Beweis: Sei zuerst J = {j1,...,j¢} C I beliebig aber fest. Betrachte Rechtecke R = X Fj,,
i=1
F;, € &, . Nach Definition des BildmafBes gilt dann

l
a
E(Xieo X)IP) (X B ) = PG € R 1505 0) = P(ﬂ{Xir e&}) ;
=1

r=1
nach Definition endlicher Produktmafle in 4.3 gilt
¢ l
(&) (X 1) - HP Xi, € Fy)
r=1 =1
Nach Eindeutigkeitssatz 1.13, fiir das hier betrachtete J und fiir die Klasse Sy aller Rechtecke

¢ l
n ( X1 E;., QE;,), ist die Gleichung (*) in der Formulierung des Satzes dquivalent zu
r= r=1

l J4
P (ﬂ{X@-T € F}) = [[PUxi. € F.}), F, €&, beliebig, 1<r<t
und damit nach 4.15 dquivalent zur Unabhéngigkeit der Sub-o-Algebren
U(Xir) = (Xir)il(gir) = {{XZ‘TGF}:FGQT}, 1<r<¢.

Variiert nun J iiber die Klasse H([) aller endlichen Teilmengen von I, so ist dies geméf 4.15 die

Unabhéngigkeit der Familie von Sub-o-Algebren C; := o(X;), i € 1. O
Unabhéngigkeit impliziert eine Reihe wichtiger Produktformeln.

4.19 Satz: Betrachte auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) unabhéngige Zufallsvariable
X; mit Werten in mebaren Rédumen (E;, &;), 1 < i < n. Seien f; mefbare numerische Funktionen
auf (E;, &), 1 < i < n. Sind die f; nichtnegativ, 1 < i < n, oder sind f;(X;) in L*(P), 1 <i < n,

so ist auch []i, fi(X;) nichtnegativ bzw. in L'(P), und es gilt
n n
E (H fi<Xz~>> = [[E(:(Xi
i=1 i=1

Beweis: Fiir nichtnegative f;, 1 <14 < n, hat man nach 4.18 und Fubini

n n

E(ﬁfi<Xz>> = /QHMXMP:/(n )Hfi(ml) (L((X1,...,X,)|P)) (d1, ..., dzp)

i):(l Ei i=1

_ /( )Hfz(ml) (@L(X|P)>(dm1,...,d:cn)

n

- 11 / filw) LX|P)(da) = [[ B(i(X2) -
i=1 7 Fi

i=1



Kapitel IV 17

Fiir f; € L'(P) betrachtet man zuerst |f;], 1 < < n, fiir die das eben gegebene Argument zeigt:
n

[T, fi(X;) € LY(P). Danach darf man Fubini auf (z1,...,z,) — [] fi(2;) anwenden. 0
i=1

4.20 Satz: Betrachte auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) unabhéngige Zufallsvariable

X; mit Werten in (IR,B(IR)), sei u ein o-endliches Mafl auf (IR,B(IR)), seien L(X;|P) p-

absolutstetig mit Dichte ¢;, 1 <¢ < n. Dann ist
L((Xy,...Xp)|P) auf (R",B(IR"))

n
absolutstetig beziiglich des ProduktmaBes @) u auf (IR, B(IR™)), mit Dichte
r=1

n

9rs - un) = [[o@w), (,.oun) € R™.
=1

Beweis: Nach Radon-Nikodym 3.5 sind g; als Dichten B(IR)-mefibare Funktionen IR — [0, c0).
1) Betrachte zuerst Rechtecke R = X A; in (IR™,B(IR™)) und zeige
i=1

e x)P (X A) = /<X 2 [ (&) ().

Setze dazu f; := 14,, 1 <1i < n. Die linke Seite von (+) schreibt sich dann als

E (H fi(Xi)> :

Weil L£(X;|P) die p-Dichte g; besitzt, wird die rechte Seite von (+) mit Fubini zu

n

H/lAi(yi)gi(yi)M(dyi) = [[E(:(x) -
i=1

i=1
Nach Produktformel 4.19 ist damit (4) bereits bewiesen.
2) Nach (+) stimmen die beiden Mafle

(+4+)  L(X1,...X,)|P) und A—>/Ai1;11gi(yi) (QE”) (dz1,...,dz,) , A€ B(R"™)

auf einem Erzeuger von B(IR"™) iiberein, der die Voraussetzungen des Eindeutigkeitssatzes 1.13
erfiillt. Damit stimmen sie auf ganz B(IR") tiberein. Die Gleichheit (4++) kombiniert mit Radon-

Nikodym 3.5 liefert nun die Behauptung des Satzes. O
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Denselben Satz kann man nach rein notationellen Anderungen im Beweis allgemeiner so fassen:

4.20’ Satz: Betrachte auf (2, A, P) Zufallsvariable X; mit Werten in mefibaren Rdumen (E;, &;),

1 <i<mn,sel p;ein o-endliches Maf} auf (E;, &;) und

gi + Ei —]0,00) &;—meBbar mit / gidu; = 1.
E;

Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
i) die X1,...,X, sind unabhéngig unter P, und L(X;|P) < p; mit Dichte g;, 1 <i <mn;
ii) es gilt

n

L(X1,...X,)|P) < Qui auf (X Ei, ®E), mit Dichte
i=1 =1

i= i=1

n n
9. yn) = ngi(yz‘), (Y15 yn) € X By

)

Wir illustrieren die Produktformel 4.19 durch ein wohlbekanntes Beispiel:

4.21 Beispiel: Fiir unabhingige Zufallsvariable X1, ..., X, in L?(Q2, A, P) gilt
n n
Var(d X;) = Y Var(X;) :
i=1 i=1

per Definition der Varianz (etwa in einer "Einfiihrung in die Stochastik’) hat man

n n n 2 n 2
Var(z X;) = FE <Z Xi— E(Z Xz)) = FE (Z(Xz - m1)>
i=1 i=1

i=1 i=1

mit m; := EX;, wobei die Produktformel 4.19 alle Nichtdiagonalelemente verschwinden 148t:

= Y E(Xi —mi*) + Y B(Xi - mi[X; —my)) = > Var(X;) . O
i=1 i#] ~ i=1
D. Laplacetransformierte und Faltungsformeln

Das letzte Teilkapitel bringt eine kurze Zusammenfassung einiger wichtiger Tatsachen iiber

Laplace-Transformierte, Summen unabhéngiger Zufallsvariablen und Faltungsformeln.
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4.22 Exkurs (Laplace-Transformierte): a) Sei y ein o-endliches MaB auf (IRY, B(IR?)) mit
D, = {NeR*: /e_)‘T”C,u(dm)<+oo} # 0.

D,, ist notwendig konvex: sind A, A2 in Dy, so auch SA;+(1—3)Ae fiir alle 0 < § < 1 wegen

5 15
[T ey < (o) ( f e uta)

nach Holder 2.14 (mit p = %, q= ﬁ) Laplace-Transformierte von p heifit dann die Funktion

op: Dy >N — e_/\Txu(dx) € [0,00) .
R4

b) Die Bedeutung von Laplace-Transformierten (LT) liegt im folgenden Eindeutigkeitssatz, den

wir ohne Beweis (siehe etwa: R. Barra, 1981, Ch. X.1) erwihnen:

Satz: Besitzt D, C IR? innere Punkte, so ist das o-endliche MaB p eindeutig bestimmt durch

die Werte seiner Laplace-Transformierten ¢,, auf einer (beliebig kleinen) offenen Kugel U C IR%.

c) Ist X eine Zufallsvariable auf (Q,.A, P) mit Werten in (IR, B(IR%)) und Verteilung u :=
L(X|P), so schreibt man auch

ox(\) == pu(A) = B ), AeD:=D,
und spricht von der Laplace-Transformierten von X unter P.

d) Wir erwiihnen zwei wichtige Eigenschaften und geben erste Beispiele.

i) Sei X eine Zufallsvariable auf (Q,.A, P) mit Werten in (IR? B(IR?)), deren Komponenten

&, ...,&q unabhingig sind. Dann gilt

d &
ex() = [Tea, x=(7), A=(: |
i=1 &a Ad !

mit D¢, = {\; € R : E(e %) < oo}, als Anwendung der Produktformel 4.19:

B = E<ﬁlm&) _ ﬁE(m&) _ ﬁ%“”'

1=

ii) Seien X7i,...,X, unabhiingige Zufallsvariable mit Werten in (IR? B(IR?)). Die Laplace-
n

Transformierte von X; sei definiert auf D; C IR?, und es gelte () D; # (. Dann ist die Laplace-
=1

Transformierte der Summe X; + ... + X, gegeben durch

n

pxit+x(A) = [[exi(N), reD:=(D;ic R’
i=1 i=1
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wieder als Anwendung der Produktformel 4.19:
T n T n T n
Bl ) = p([Te ) = [T #(e*™) = Tex.v.
1=1 i=1 1=1
iii) Fiir auf IR™ konzentrierte Wahrscheinlichkeitsmafie existiert die Laplace-Transformierte stets

auf ganz IRT. Man berechnet sofort: die Gamma-Verteilung I'(a, p) (a > 0,p > 0) mit Dichte

a
a—le—pm

r — 1(0700)(56) P T

I'(a)
besitzt die Laplace-Transformierte
A —a
Pr(a,p) ()‘) = (1 + ;) ) A>0 )

die Poisson-Verteilung P(v) mit Parameter v > 0

k

P)({k}) = ™ 75 ke N,
besitzt die Laplace-Transformierte
(pp(y)()\) = e_y(l_eik) , A>0. O

4.22> Exkurs (Ableitungen und Momente): Betrachte ein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf
(IR, B(IR%)) mit Laplacetransformierte ¢ = ¢, : D, — [0,00). Ist A € IR? ein innerer Punkt

von D, so existieren in A partielle Ableitungen beliebiger Ordnung

d
D ... DYl (N) = (—1)Mtted /]Rd <Hmf‘l> eiAT”‘au(dw) , Qiy...,0q € INg;
i=1

dies zeigt man mit dominierter Konvergenz. Hieraus folgen zwei wichtige Aussagen:
i) Existiert die Laplacetransformierte auf einer offenen Kugel um 0 € IR? (dies ist eine sehr

restriktive Bedingung!), so liefern die partiellen Ableitungen von ¢ an der Stelle A = 0

d
D& .. Do (0) = (—1)ortetea /]Rd (Hﬁ) v(dz)
i=1

(bis auf wechselnde Vorzeichen) die Momente der Verteilung v; insbesondere sind unter der an
v gestellten Bedingung Momente beliebiger Ordnung von v endlich.
ii) Betrachte d = 1, sei v konzentriert auf [0, 00). Fiir £ € IN gilt dann: das Wahrscheinlichkeits-

maB v besitzt endliche Momente der Ordnung ¢ genau falls (9 (0) = 1){1101 e (\) endlich ist. O
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4.23 Exkurs (Multivariate Normalverteilungen): Sei p € IR, sei A € IR*? symmetrisch
und nichtnegativ definit. Die Normalverteilung N (i, A) auf (IR, B(IR?)) sei eingefiihrt durch

ihre Laplace-Transformierte
(%) PNy () = e A HERATA e R

Dazu muf man nachzuweisen, da eine Verteilung auf (IR?, B(IR?)) existiert, deren Laplace-
Transformierte () ist; nach 4.22 gibt es hochstens eine solche Verteilung.

1) Im Fall d = 1 hat die Standardnormalverteilung N(0,1) auf (IR, B(IR)) die LT

1 1,2 1 1 2 152 142
— ey = | ——e 2@ gy . etEN = eTaM
V2T /\/271'

mit Definitionsbereich Dyr1) = IR.

-\

SDN(O,1)(>\1) = €

2) Fiir d > 1 bezeichne I; die Einheitsmatrix in IR%*?. Die d-dimensionale Standardnormalver-

teilung

€1
N(0,I;) == £(X) auf (R%B(R%)), X::( : )5 iid ~ A(0,1)
€d
besitzt nach 4.22 i) die Laplace-Transformierte
plyn 2 F1AT A1 d
exoag ) = AT Z e (MY g
Ad

3) Zu A € R™? symmetrisch und nichtnegativ definit existiert eine Quadratwurzel A, d.h.
y g
ein A € R™? symmetrisch und nichtnegativ definit, mit A2 = AAT = A: man definiert die

Normalverteilung N (u, A) auf (IR, B(IR?)) durch
N, A) == LY) fir V:i=AX +pu, X ~N(0,1;).
Dafiir ergibt sich die Laplace-Transformierte

onun(A) = BNy = e r pem(ATAY
- AT 14T T
= e H @N(o,fd)(AT)\) — A et gATAATA

AT 15T
e AT PATAN o R

und (*) ist bewiesen.
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4) Die Normalverteilung N (u, A) besitzt nach 4.22’ i) und (x) Momente beliebiger Ordnung,

und p ist der Erwartungswertvektor und A die Kovarianzmatrix von Y ~ N (i, A):
Hi = E(YZ)7 Aij = E((Y; - Mz)(}/j - Mj)) = COV(Y;7Y})7 fir 1 <i,j <d.

5) Ist A strikt positiv definit, so besitzt N(u, A) auf (IR, B(IR?)) nach 3.12 die Lebesgue-Dichte

. 1 o3 @A @ —p)

(2m) |detA]
auf (IR?, B(IR?)). Diese Dichte ist strikt positiv, also ist V'(u, A) #iquivalent zum Lebesgue-Maf
N auf (IR, B(IRY)).
6) Besitzt dagegen die Kovarianzmatrix A den Eigenwert 0, mit Vielfachheit & > 1, so ist nach
Konstruktion in 1) —3) die Verteilung A/ (u, A) konzentriert auf einen affinen Unterraum des IR?
von Dimension d — k. Dieser ist eine W\-Nullmenge in B(IR?). Folglich sind in diesem Fall die
MaBe N (u, A) und N auf (IR?, B(IR?)) zueinander singulsr. O

4.24 Satz: Fiir zwei WahrscheinlichkeitsmaBie Q1, Q2 auf (IR?, B(IR?)) definiert man die Faltung
von Q1 und Q2 (Schreibweise Q1 * QQ2) als

Q1% Q2 = L(X1 + Xo|P)
fiir Zufallsvariable (mit Werten in (IRY, B(IR?)), definiert auf irgendeinem (€2, A, P))
X1, X2 unabhiingig unter P, Q1 = L(X1|P), Q2 = L(X3|P) .
a) Fiir jedes B € B(IR?) gilt
Q1 xQ2 (B / Q1(B — y)Q2(dy) = / Q2(B — y)Q1(dy).
b) Besitzt Q eine Lebesgue-Dichte ¢; auf IR, so hat die Faltung Q1 * Q2 die Lebesgue-Dichte
(+) v — [ o))

auf IR?. Besitzt dariiberhinaus ¢;(-) stetige und beschriinkte partielle Ableitungen auf IR? bis
zu einer Ordnung ¢, so gilt dies auch fiir die Dichte (+) der Faltung.

c) Spezialfall d = 1: sind Q; diskrete Verteilungen, welche auf IVy konzentriert sind, so ist Q1 Q2
gegeben durch

QuxQ({k}) = Y Q({k—m}pQ:({m}), ke N

0<m<k
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Beweis: 1) Zu vorgegebenen WahrscheinlichkeitsmaBen @Q; auf (IR, B(IR?)) existieren stets
unabhéngige ZV X; mit Q; = L(X;|P) auf einem geeigneten Grundraum (2, .4, P): man setzt
etwa Q = R?? A := B(IR*?), P := Q1®Q2, und wihlt X; als Projektionsabbildungen ; :
R?** — IRY wie in 4.1’ oder wie in 4.14’ c).

2) Schreibe A fiir die Abbildung ( i; > — x1+xy von IR?*? nach IR?. Fiir jede nichtnegative

meBbare numerische Funktion h auf (IR?, B(IR?)) gilt dann mit 4.18 und 4.9

/ hd(Qr % Q) = / (ho A) d(L((X1, X2)|P)) = / (ho A) d(Q1®Q) ;
R4 R2d

R2d

mit Schnitten wie in 4.7 schreibt man dies als

/le [/}Rd(h 0 Ay, (22) Qz(dwg)] Q1(dz1)

oder als

/ |:/ (h o A):m (ml) Ql(dxl)} QQ(dxz) .
R4 R4
Im Spezialfall h = 1 mit B € B(IRY) hat man

hoA(xi,22) = 1p(x1 +x2) , (hoA)y, =1p_y, ,i=1,2

und damit folgt a).
3) Gibt es eine Dichte ¢; von Q; beziiglich des Lebesgue-MaBes W auf (IR?, B(IR?)), so schreibt

sich die Gleichungskette in 2) als

Q1+Q2(B) = /]Rgd 1p(w1 + w2) qi(z1)dz1 Q2(dz2)

_ /]Rd 15(2) (/Bd ql(z—xg)Qg(dx2)> dz

fiir beliebiges B € B(IR?), dank der Translationsinvarianz des Lebesgue-MaBes (das Bild von 2\
unter jeder Verschiebungsabbildung z1 — x1 + 2 ist M selbst). Damit ist die Dichte der Faltung
auf IR? bestimmt; der Zusatz folgt danach aus dem Satz von der dominierten Konvergenz.

4) Aussage c) ist die Definition der Faltung fiir INyp-wertige Zufallsvariable. O

Aus der Gestalt der Laplace-Transformierten in 4.22 d)iii) und 4.23 1) ergeben sich mit 4.22 d)ii)

ohne jede Rechnung niitzliche
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4.25 Faltungsformeln: Es gilt
a) N(p1, A1) * N(pz, Ao) = N(p + po, Ay + Ag)
b) I'(a1,p) *I'(az,p) = I'(a1 + az,p),
c) P(v1) *P(r2) = Pr1i +1a),

fiir Parameter p; € IR%, a;,p,v; > 0, und fiir A; dxd, symmetrisch und nichtnegativ definit.



