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Wir starten mit einigen

7.1 Vorbemerkungen: a) Der Raum €' der komplexen Zahlen ist versehen mit der Metrik

d(z,7') == /(Rez — Rez)2 4 (Imz — Im2/)? ;
die Borel-o-Algebra B(') wird erzeugt vom System S der 'Rechtecke mit Kanten in B(IR)’
{z€@:Reze€ A,Imze€ B}, A,BeB(R).

Also bedeutet Meibarkeit einer Funktion f : (2,.4) — (@, B(@)) nichts anderes als Mefibarkeit
von u := Ref und v := Imf als Funktionen (2, A) — (IR, B(IR)).

b) Sei u ein o-endliches Maf auf (£2,.4). Eine mefibare Funktion f : (2,.4) — (@, B(@)) heifit
p-integrierbar falls v := Ref und v := Imf p-integrierbare Funktionen (92, A) — (IR,B(IR))

/fdu = /udu—i—i/vdu.

Den Raum aller (u-Aquivalenzklassen von) p-integrierbaren Funktionen f : (Q, A) — (@, B(@))
bezeichen wir mit L} (12). Wegen der Abschiitzungen vu2 + v2 < v2max([ul, [v]) < v2(Ju|+ |v])

sind; man setzt

einerseits und |f| > |ul|, | f| > |v| andererseits gilt

FELbpn) < wvelhp) <« |fl=V2+o2= (" cLhp

W=/7du-

Siehe etwa Bauer (1968, S. 236), oder Rudin (1999, S. 28-30). 0

zusammen mit

7.1’ Hilfssatz: Fiir f € L}(u) gilt die Ungleichung

[ taul < [151dn.

Beweis: Es geniigt, zur komplexen Zahl [ fdp ein a € @ mit || = 1 so zu wihlen, daf

o [ran =1 [ sau]

reellwertig und nichtnegativ wird, und dann abzuschétzen

Re <a/fdu) — [Re@fau < [IRetapldn < [lafldn = [Ifldu. O
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7.2 Definition: Sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (IR?, B(IR?)). Charakteristische Funktion

von Q (oder Fourier-Transformierte) heifit die Funktion ¢q : R — @

po(t) = / et Q(dz) , teR?.
R4
Ist Q = L(X|P) fiir eine ZV X mit Werten in (IR?, B(IR?)), definiert auf irgendeinem (2, A, P),

so spricht man auch von der charakteristischen Funktion von X und schreibt ¢x statt ¢g:

ox(t) = Ep(etX) :/ ¢ Q(dr), te R
R4

7.3 Hilfssatz: Fiir beliebiges m = 1,2, ... und beliebiges v € IR gilt

I PR D iy Ry
1! (m—1)! m!
Beweis: Setze
: v jv)m—1
7“1(’[))::6,“}—1, Tm(v):: _1_3__((7)’]‘)T)'7 mZQ

Dann gilt r,,(0) = 0 fiir m > 1, und fiir v < ¥ € IR hat man

r1(0) —r1(v) Zi/vve“‘du, Tm (D) — rm(v) zi/vvrml(u) du, m>2.

Fiir v =0, ¥ = v sieht man |r1(v)| < v, und sukzessives Integrieren zeigt die Behauptung. Fiir

v = v, U = 0 arbeitet man mit wechselnden Vorzeichen analog. O

7.3> Satz: Stets hat die charakteristische Funktion ¢ eines Wahrscheinlichkeitsmafles @) auf
(IR?, B(IR%)) die Eigenschaften

©0(0) =1, |p(t)] <1 fiir alle t € R, o(-) ist gleichmiBig stetig auf IRY.

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen sind offensichtlich, wir zeigen die dritte. Wéhle geméaf

6.1" oder der Bemerkung vor 6.14 zu beliebig kleinem € > 0 ein K = K (¢) < 0o mit

Q((jfé [—K,+K])c> <z

Betrachte dann Punkte ¢1,t € IR? mit Abstand |t; — to] < Ve \/— e ; fiir diese gilt nach a)

plty) — plts)] < / e tTe 1] O (d)

d
< 2. —K,+K])° 1 (hi=t2)"= _ 110Q(d
< Q((jxl[ KDY+ [ 1y @l Q)
I=1 <|t1—t2||=|
< %+|t1—t2|K\/E < e.
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Also ist ¢ gleichmiBig stetig auf IR?. O

7.4 Satz: Betrachte auf (€2, A, P) unabhéngige Zufallsvariable Y7, ..., Y;, mit Werten in (IR, B(IR)),

mit Verteilungen Q; := L(Y;|P) und charakteristischen Funktionen ¢; : R — @', 1 < j < n.
n

Dann hat das Produktma$l @ := @ Q; = L((Y1,...,Y,)|P) auf (IR", B(IR")) die charakteristi-
j=1

sche Funktion

0Q((tr,ntn)) = [[eits), (tr,.tn) € R™.
j=1

Beweis: Fir YV := (Y1,...,Y,) und fiir t = (1, ...,t,) € IR"™ folgt dies wegen Unabhéngigkeit
der Y3, ..., Y, sofort aus der Produktformel 4.19

d d n
po(t) = E<e”TY) =F He”fyf = HE(e”J'YJ') = Hapj(tj). 0
j=1 ‘ j=1

Jj=1

7.5 Hilfssatz: Betrachte Zufallsvariable X auf (2,4, P) mit Werten in (IR?, B(IR%)). Dann
gilt fiir A € R™ 4 und b € R™

paxip(t) = ¥ Pox(ATt) | te R™.

Insbesondere hat man

px(t) = ex(—t), teR’;

im Symmetriefall £(X|P) = L(—X|P) ist die charakteristische Funktion ¢x reellwertig.

Beweis: Die Transformationseigenschaft unter linearen Abbildungen folgt sofort aus
t"(AX 4+b0) = (AT) X +t'b, teR™.
Insbesondere hat man stets
pox(t) = px(—t) = Blcos(—t" X)) +i E(sin(—t" X)) = px(D) .

Ist nun ein Wahrscheinlichkeitsmal Q auf IR? zugleich Verteilung von X und von —X unter P,

zeigt die letzte Zeile pg = g : damit ist die Funktion ¢g reellwertig. O
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7.5’ Satz: Fiir die Faltung Q * Q2 zweier WahrscheinlichkeitsmaBe Q1, Qo auf (IR?, B(IRY))
gilt

PQR1%Q2 (t) = @Ql(t) * Qo (t) , te R*.

Beweis: Fiir j = 1,2 unterlege (); mit unabhéngigen Zufallsvariablen X, definiert auf einem
geeigneten Raum (€2, 4, P) und mit Werten in (IR, B(IR?)), so daB Q; := L(X;|P). Nach
Definition der Faltung Q1 * Q2 = L£(X; + X32|P), und die Produktformel 4.19 liefert

Paran(t) = B! ) = B (10T ) — BB = 00,(0): vou)

fiir alle ¢t € IRY. O

7.6 Beispiele: Diskrete Verteilungen der Form

[e.e] e}
Q=) prer,, @k CRY, pp>0,> pr=1
k=0 k=0

haben charakteristische Funktionen der Form
o0 .
wo(t) = Zpke’t % telR?
k=0

Speziell erhélt man im Fall d = 1 fiir ¢ € IR etwa

Binomialverteilung Q=B(n,p) : empt) = ((1-p)+ peit)"
Poissonverteilung Q=P D oepoy (D) = Me'D)
¢
Neg.-Binomialverteilung Q@ =B~ ({,p) : ¢pp-(op(t) = <W)
wie man leicht nachrechnet (fiir B~ (¢, p) siche z.B. Feller I, 1968, S. 165+269). O

7.7 Beispiel (Multivariate Normalverteilungen): Sei y € R?, sei A € R¥? symmetrisch
und nichtnegativ definit. Die charakteristische Funktion der d-dimensionalen Normalverteilung

N(u, A) ist gegeben durch
P (t) = e e R

Wir zeigen dies in mehreren Schritten.

1) Betrachte zuerst in Dimension d = 1 die Standardnormalverteilung A(0,1) und zeige:

1
envont) = e 2", teR.
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Zunéchst gilt fiir jedes feste t € IR

+oo 1
SDN(O,I) (t) = / elt{L‘ 67%332 dl,

Zu zeigen ist also
N 1 it 2
(%) lim e 2 gy = Vor .

Die Funktion

1.2

>z — e 27 @

ist analytisch in €', und man zeigt (%) mit komplexer Integration (siehe z.B. Dieudonné, Foun-

dations of Modern Analysis (1960), Kap. IX.6). Betrachte die folgenden Wege in @

C
N ViN 0 N
Y
3N VZN
Yan
-N-it +N-it

Man durchlduft mit konstanter Geschwindigkeit vi x V 72,5 und 73 n V 74, n; diese beiden Wege

sind zueinander homotop, also gilt :

1.2

_1 _1.2
/ e 2%dz :/ e 2% dz.
Y1,N VY2, N ¥3,N VY4, N

Berechne die Integrale {iber die Wege «; n, 1 < j < 3. Fiir j = 1 hat man

+N +o00

/ e dy = / ey T e~ 3% de =27 .
M,N -N —00

Fir j =2 mit o n(s) := N —is, 0 < s < t, ergibt sich

t
[ et = | [ ATy () a

Y2,N

t
< [l sy (o) as

t
= /eé(NQSQ)ds = cst(t)-e*%N2 N=ge 0;
0
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dasselbe gilt fiir j = 3. Zusammen erhilt man wegen ()

+N 71(:1371'15)2 _1,2 N—oo
e 2 dr = e 2% dz = et = ce. T/ V27
-N Y4,N Y1,N Y2,N V3,N

was zU zeigen war.

2) Als néchstes definiert man die d-dimensionale Standardnormalverteilung als Produktmaf

N(O0g, 1)) = QN(O,1) auf (RY, B(RY)

=1
und hat nach Hilfssatz 7.4 sofort

n
_ 1T
(pN(Ode)(tl,...,td) = H(p/\/(071)(tj) = e 3t t, t=11,....,tq GBd .
Jj=1

3) Zu A € R**? symmetrisch und nichtnegativ definit gibt es ein A2 € IR¥*¢ symmetrisch und
nichtnegativ definit mit der Eigenschaft A = AY/2A1/2,

Man definiert die Normalverteilung N (i, A), p € IR?, als Bild der Standardnormalverteilung
N (04, I;) unter der Abbildung t — p+AY?t. Nach 7.5 hat A'(x, A) die charakteristische Funktion

on ) (t) = €1 opouy(AV2E) = et st e R O

7.7 Hilfssatz: Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf§ Q auf (IRY, B(IR?)) gilt

N©O,2I)«Q = Q fire|O0.

Beweis: Fiir beliebige Funktionen g € C,(IR?) ist nachzuweisen

/g(y) (N(0,e%14) Q) (dy) — /g(y)Q(dy) , £—0.

Schreibe
0o) = [oONGE L)), ye R,
Wir interpretieren g.(-) als Glittung von g : IR? — IR durch 'Dariiberzichen’ eines Kerns

d 10T
2

(2me?)"2e7 27 2 dt

mit Zentrum '’ und typischer Bandbreite ¢ > 0. Da g¢(-) beschrénkt, etwa |g| < C, gilt auch
lg:| < C fiir alle € > 0; da g stetig, gilt punktweise Konvergenz g. — ¢ fiir ¢ | 0 auf IR%.

Dominierte Konvergenz zeigt also

/ 0 () Q(dy) — / 9(y) Q(dy) fire | 0.
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Die linke Seite kann aber umgeschrieben werden zu

/[/g(x) R dx] Q(dz)
/ g(x) [ / o h Q(dz)} dz

- / g(z) (N(0,6°I) * Q) (dx)

[S]IsH

/ 0:(2)Q(dz) = (2me?)

[S]IeH

= (2me?)”

nach 4.24 b): damit ist die Behauptung bewiesen. O

Durch Angabe der charakteristischen Funktion ist ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (IR?, B(IR?))

eindeutig festgelegt, wie der erste Hauptsatz iiber charakteristische Funktionen zeigt:

7.8 Eindeutigkeitssatz: Seien @, Q' Wahrscheinlichkeitsmafie auf (IR?, B(IR?)) mit charak-

teristischen Funktionen g, ¢g/. Dann gilt

o) =po()auf R — Q=Q'.

Bemerkung: Im Unterschied zu dem fiir Laplace-Transformierte geltenden Eindeutigkeitssatz
(siche 4.22) braucht man wirklich die Ubereinstimmung der beiden charakteristischen Funktio-
nen auf dem ganzen Raum; ein hiibsches Beispiel dafiir, daB Ubereinstimmung von charakteri-
stischen Funktionen auch auf grofien Kompakta nicht ausreicht, findet man in Feller IT (1971),

Kap. XV .2a.

Beweis: 1) Vorbemerkung: Betrachte WahrscheinlichkeitsmaBe Q, Q auf (IR%, B(IR%)) mit

zugehorigen charakteristischen Funktionen ¢, @. Fiir beliebige y,t € IR? gilt sicher

ity o(t) = e—itTy/eitTa: Q(dz) = /eitT(x—y) Q(dz)
woraus nach Ausintegrieren der Variable ¢ beziiglich @(dt) auf beiden Seiten folgt:
(+) / e (1) Q(dt) = / Gz —y)Q(dz) , y € IR? beliebig.

2) Die Behauptung des Satzes zeigt man nun so. Schreibe kurz v,(+) fiir die Dichte von N (0, cIy),
¢ > 0. Wihlt man Q in Schritt 1) als (0, a%Iy) fiir ein a € (0,00), so nimmt die rechte Seite

von (+) nach 7.7 und nach Schritt 5) in 4.23 die folgende Gestalt an:

[#e-Qun = [ enTem o)
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1) Ty

- (2w/a2)3/(2w/a2)ie 2T Q(de)

— @r/a) [l - o) Q)

d(N(0, 1) * Q)
N (y)

[NJISH

[V][oH

= (2n/a’)
mit 4.24 b), und die linke Seite von (+) ist

/ e (1) v (1) dt =5 Koy(p)

Vergleich der rechten und der linken Seite von (4) zeigt nun, dafl die charakteristische Funktion

¢ mittels der Schar von Abbildungen {K,, :a > 0,y € IR} die Familie der FaltungsmaBe
1
{J\/'(O,?Id)*Q:a>0}

in eindeutiger Weise bestimmt. Wenn aber diese Familie von Faltungen eindeutig durch ¢ be-

stimmt ist, dann auch ihr Haufungspunkt fiir a — oo, wegen schwacher Konvergenz 7.7’

[t (x0.510+@) @ — [ow . gecm.

Damit ist gezeigt, daf§ die charakteristische Funktion ¢(-) die Familie der Integrale

/g(y) Q(dy), g€ Cy(RY)

eindeutig festlegt. Nach 6.1 b) ist daher @ als Wahrscheinlichkeitsmaf auf (IR?, B(IR?)) eindeu-

tig durch seine charakteristische Funktion ¢(-) bestimmt. O

Straffheit einer Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (IR?, B(IR%)) 148t sich aus dem Verhal-

ten der zugehorigen charakteristischen Funktionen an der Stelle O erkennen:

7.9 Satz: Seien Q,, n > 1, WahrscheinlichkeitsmaBe auf (IR?, B(IR?)), seien ¢,, n > 1, die
zugehorigen charakteristischen Funktionen. Gibt es eine offene Umgebung U von 0 € IR? und

eine Funktion g : U — @ mit der Eigenschaft

g() ist stetigin 0, @,(t) =3 g(t) fiir jedes t € U,
so ist die Familie {Q,, : n > 1} straff in IR?: es gilt

(9) Ve >0 existiert ein Kompaktum C ¢ R? so daB limsup Q,(C¢) < .

n—oo
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Beweis: Wir setzen 0.B.d.A. U = B(0) fiir ein € > 0.

1) Wir zeigen zuerst die Behauptung im Fall d = 1. Sei v € B(0), dann gilt

/ Dot dt = / Zdt / Qn(dz) [cos(tz) + i sin(tz)]

—v —

sin(vx)
pa

- /Qn(dm) [2/ dt cos(tz)] = /Qn(dfﬂ)2

v
0

Mit den elementaren Abschéitzungen # > 0 auf ganz IR, # >1— |71‘ > % fiir [¢| > 2 folgt
1 /° sin vx
— 1—pp(t)dt = 2 [ (11— d
o IEEEA0) J0- =, )

> 2 Q) > Qufes ez 2).
{wla>2)  [v2] v

Mit dominierter Konvergenz beziiglich der Gleichverteilung auf (—v, +v) erhélt man fiir n — oo

amea = L a-gwa

vJ VJw

Aber ¢(-) ist nach Voraussetzung stetig in 0, es gilt g(0) = 1 wegen ¢,,(0) = 1 fiir alle n, also

1 v
—/ (1—g()dt — 0 firv—0.

VJy

Also gibt es zu jedem ¢ > 0 ein v = v(d) > 0 so dafl
. 2
limsup Q ({2 : Ja] = 2}) < 4
n—00 v
damit ist im Fall d = 1 die Straftheitsbedingung (S) erfiillt.
2) Den Fall d > 1 fithren wir zuriick auf den eben bewiesenen eindimensionalen Fall. Zu den

Funktionen g, ¢, : IR — @ definiere g, cpslj ). R — @ durch

g9 = g((0,...,0, t; ,0,...,0)), @V (t;) = on((0,..,0, t; ,0,...,0)),
~—~ ~—~
J J
1<j<d. Mit X = (Xy,..., Xg) := id| ga und Q} := L(X;]Q,) ist

eD(t;) = Eq, (¢5%) , tjeR

die charakteristische Funktion zu Q%. Nach Voraussetzung gilt fiir jedes j punktweise Konver-
genz der gpgj ) gegen die an der Stelle 0 stetige Funktion ¢U), fiir n — oo. Nach Schritt 1) ist
also die Folge der Marginalverteilungen (Q%)n straff in IR. Dies gilt fiir jedes 1 < j < d. Nach

6.22 ist damit aber auch die Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen (Qy),, auf (IR%, B(IR?)) straff.
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Damit ist der Satz bewiesen. O
Der folgende Satz ist der zweite Hauptsatz dieses Kapitels:

7.10 Stetigkeitssatz (P. Lévy): Seine Q,, n > 1, Q WahrscheinlichkeitsmaBe auf (IR?, B(IR?)),

seien ¢,, n > 1, ¢ die zugehorigen charakteristischen Funktionen. Dann sind gleichwertig:
i) esgilt Q, — Q fiir n — oo (schwache Konvergenz in IR%);
i) fiir alle t € IR? gilt ¢, (t) — @(t) fiir n — oo.

Beweis: 1) Die Implikation i) == ii) folgt sofort aus der Definition der schwachen Konvergenz

auf IR%: sei t € IR? fest, dann sind die Funktionen wy(-), v¢(+)
w(x) = cos(t'z), w(zx) := sin(t'z), =zelR?
in Cy(IRY), folglich gilt fiir n — oo
o) = [T Qudn) = [ue) Qulde) +1 [ (o) Qula)
A, / wy(z) Q(dz) + i / vi(z) Q(dz) = / dT Q) =  o(t).

2) Wir zeigen ii) = i). Als charakteristische Funktion ist ¢ nach 7.3’ gleichméfig stetig auf IR?,
insbesondere also stetig an der Stelle 0. Nach 7.9 ist die Folge (@), damit straff in R?. Aus
einer straffen Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien in (IR?, B(IR%)) kénnen mit dem Helly’schen
Auswahlsatz (6.17 und 6.18 b)) schwach konvergente Teilfolgen ausgewéhlt werden. Betrachte
also eine Teilfolge (ny); von IN und ein Wahrscheinlichkeitsma$ @ auf (IR, B(IR%)) so daB gilt

w

(+) an — Qa ]{?—>OO,

und schreibe @ fiir die charakteristische Funktion von Q. Entlang der Teilfolge (n)y in (+) gilt

nach Schritt 1) punktweise Konvergenz der charakteristischen Funktionen

onlt) — 3l) = [¢77QW), koo, teR,
und ein Vergleich mit Voraussetzung ii) erzwingt

(++) $(-) = ¢(-) auf R
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(+) und (4++) kombiniert mit dem Eindeutigkeitssatz 7.8 zeigen also, daf8 es fiir die gesamte
Folge (Qn)n genau einen Hiufungspunkt im Sinne der schwachen Konvergenz auf IR? gibt; damit
ist bewiesen

Qn - Q, n—oo. o

Oft formuliert man den Stetigkeitssatz auch in der folgenden Variante, die durch den eben ge-

gebenen Beweis bereits nachgewiesen ist:

7.11 Satz: Sei (Q,,),, eine Folge von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (IR?, B(IRY)), seien (¢, )., die

zugehorigen charakteristischen Funktionen auf JR?. Dann sind folgende Aussagen gleichwertig:
i) es existiert ein Wahrscheinlichkeitsma @ auf (IR?, B(IRY)) so daB Q,, — Q fiir n — oo;

ii) es gibt eine in 0 stetige Funktion ¢ : IRY — @ so daB
lim ¢, (t) = g(t) fiir allet € R®.

n—oo

Gilt 1) oder ii), so ist ¢g(-) in ii) notwendig eine charakteristische Funktion, ndmlich die zu @ aus i).

An den Stetigkeitssatz schlieit sich eine so einfache wie wichtige Beobachtung an, die oft als

"Werkzeug, Kunstgriff, Trick’ (device) von Cramér und Wold bezeichnet wird.

7.12 Cramér-Wold Device: Betrachte Zufallsvariable X,, auf (Q,, A,, P,), n > 1, und X
auf (2, A, P), alle mit Werten in (IR, B(IR?%)), n > 1.

a) Schwache Konvergenz in IR?
L(X,|P) % L(X|P), n— o0
ist gleichwertig mit der folgenden Schar schwacher Konvergenzen in IR
L(t'X,|P) = L(t"X|P), n—oo, fiir jedes festet € IR

und ebenso gleichwertig mit schwacher Konvergenz beliebiger Projektionen der {X,,, n > 1, X}
auf feste Richtungen v in IR?, |u| = 1.

b) Insbesondere ist schwache Konvergenz in IR? gegen eine d-dimensionale Normalverteilung

ﬁ(Xn’Pn) l>-/\/-(,U'7A)7 n— oo
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gleichwertig mit der folgenden Schar schwacher Konvergenzen in IR:

L(t'X,|P) - N <tT,u, tTAt> , n—oo, fir jedes festet e IR? .

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition einer charakterischen Funktion und aus dem

Stetigkeitssatz 7.10, wegen

E <etTX") = F (eA(“TX”)) , U= ’%’ , A=t . O

Wir schlieflen das Kapitel ab mit einigen zusétzlichen Bemerkungen.

7.13 Satz (Fourier-Umkehrformel): Sei ¢ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlich-
keitsmafies Q auf (IR?, B(IR?)), bezeichne M das Lebesguemaf auf (IR, B(IRY)). Gilt ¢ € L*(N),

so erhélt man fiir ) eine stetige und beschrinkte Lebesgue-Dichte aus

folz) = (2m)~¢ /]Rd eit'e o(t)dt, zeR®.

Beweis: Aus der Betrachtung der rechten und der linken Seite der Formel (+) im Beweis von
7.8 hatte man dort erhalten

L1
/e_”Ty ©(t) vz (t)dt = (2m/a?) d (N(O’C‘Z;Id) Q) (y), a€(0,00).

[S][~%

Kiirzt man auf beiden Seiten zu findende Normierungsfaktoren aus, schreibt sich dies als

T % *
(0) (27T)—d/e—itTy p(t)e 2 a dt = d(N(O’j»Id) Q)(y),

a € (0,00) .

Insbesondere ist die linke Seite von (o) als Funktion von y die Dichte eines Wahrscheinlichkeits-
mafles und damit notwendig reellwertig und nichtnegativ. Mit dominierter Konvergenz dank
@ € LY(N) strebt die linke Seite von (o) fiir @ — oo gegen einen (ebenfalls reellwertigen und

nichtnegativen) Limes
_ —itT,
(2m) d/ etV pt)dt = foly) .
R4

Fiir stetiges g : IR? — IR mit kompaktem Triiger kombiniert man 7.7’ fiir @ — oo mit (o) zu

a—00

/g(y)Q(dy) = lim g(y)</\/(0,é)*@>(dy)

T

A a

NI
o~

= i [yt |0 [ et

a—00

= / dy g(y) [(2ﬂ)d / e“Tygo(t)dt] = / 9(y) fo(y) dy
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wobei man zweimal mit dominierter Konvergenz dank ¢ € L'(N\) argumentiert hat. Approxi-
miert man fiir m — oo die konstante Funktion ¢ = 1 monoton aufsteigend durch nichtnegative

stetige Funktionen g,, mit kompaktem Triger, so folgt

/fQ(y) dy = n}i_rgo/@’m(y) foly)dy = %grloo/ﬁm(y)Q(dy) =1.

Damit ist fg als M-Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafles identifiziert. Damit erhélt man

/amQuw::/ﬁ@w@@My

fiir alle g € Cp(IR?): also ist fo die M-Dichte von Q. Beschranktheit und Stetigkeit von fg folgen

direkt aus derselben Integrabilitéitsvoraussetzung. O

7.14 Beispiel: Die Doppelexponentialverteilung auf (IR, B(IR)) mit Dichte f(z) = 3e~l?l hat

die charakteristische Funktion ¢(t) = #, t € IR; die Cauchyverteilung auf (IR, B([R)) mit

Dichte f(z) = £—L5 hat die charakteristische Funktion &(t) =e !l t € IR.

71422

Dies zeigt man mit 7.13, siehe auch Feller II (1971, Ch. XV.2). O

Die Ableitungen einer charakteristischen Funktion an der Stelle 0 liefern die Momente (sofern

endliche Momente existieren) der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilung:

7.15 Bemerkung: (Differentiation von charakteristischen Funktionen) Betrachte anstelle eines
Wahrscheinlichkeitsmafes ein endliches MaB p auf (IR, B(IR?)) (bis auf Multiplikation von p mit
einer geeigneten Normierungskonstante macht dies keinen Unterschied) mit charakteristischer

Funktion
o(t) = /e”% p(dz), teR?.
Nach 7.3 b) gilt [o(t)] < ¢(0) = p(IR?) < oo fiir alle ¢, und o(-) ist gleichméBig stetig auf R

a) Unter der Momentvoraussetzung

(My) /\x!,u(dm) < %

gilt p € C(l)(ﬂ%d), mit partiellen Ableitungen

D)0 = i [ logutdn)], 1252,

Dies folgt wegen (M7) mit dominierter Konvergenz aus 7.3 a), denn

T T
elt )

m_eisTm ei(tfs T _ ]
| = l—F——I < lz[, s—1.

t—s t—s
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Nach Zerlegung der Funktion x — x; in ihren Positiv- und Negativteil sind
I (do) = of p(de) P (da) = @ plde)

nach Voraussetzung zwei endliche MaBe auf (IR?, B(IRY)). Also haben partielle Ableitungen D;¢
die Gestalt einer Linearkombination der charakteristischen Funktionen zu den endlichen Maflen
A7 und i7" Insbesondere sind unter (M;) die partiellen Ableitungen D;p, 1 < j < d, wieder

gleichmiBig stetige Funktionen auf IR?, und es gilt

Dip(0) = i [wyulde), 1<j<d.

b) Unter der Momentvoraussetzung

(M) [ lal i) < oo
gilt € C"(IR?), mit partiellen Ableitungen

D" o)) = i / ¢ agy oy p(de)], te R, m<n,

und diese sind gleichméBig stetig auf IR?.
Das sieht man durch sukzessives Ubertragen des Beweisarguments aus a) auf partielle Ableitun-
gen einer nichsthoheren Ordnung, solange die Momentenvoraussetzung (M,,) Argumente mit

dominierter Konvergenz gestattet. O

7.16 Bemerkung: (Taylorentwicklung einer charakteristischen Funktion im Fall d = 1) Sei X

eine reellwertige ZV mit E(|X|") < oo, dann gilt fiir die charakteristische Funktion ¢(-) von X

o(t) = 1+i(2—t')jE(Xj)+rn(t), teR
=1 7’

tn n n
. sup [ (t) - o™ 0)]

r(t <
(O = 7 s

Beweis: Wir starten von einer Taylorentwicklung fiir ¢(t) = E (e''¥))

=l 0) t pn)
0, [ 00 S
t) = 1+ - )+ ——=(t—v)"""dv, teR
0 > A

(diese schreibt man z.B. zuerst separat fiir Re p(z) = E(cos(tX)) und Imp(z) = E(sin(tX))

und setzt dann zusammen); mit 7.15 liefert das

pt) = 1+ Y (ijt')j E(X7) + r(t)
j=t1 7"
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(it —o)nlt n tn
) = [ 0w -
0 : n:

Daraus folgt die behauptete Abschétzung.

“o - [

t (t _ v)n—l

(n—1)!

(¢ (@) = ¢ (0)) dv.
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