Kapitel IX

Unendlich teilbare
Wahrscheinlichkeitsmafle und

symmetrisch stabile Verteilungen,

ein Einblick

Reinhard Hopfner
Vorlesung Stochastik 11

Wintersemester 2010/11

Institut fiir Mathematik, Johannes Gutenberg Universitdt Mainz

03.01.07, 29.10.10



2 Unendlich teilbare Wahrscheinlichkeitsmafe

Ubersicht zu Kapitel IX :

Eine Klasse von Maflen auf IR\{0} 9.1-9.2

Satz tiber schwache Limiten von Poisson-Mischungen 9.3-9.6

Zur Notwendigkeit der Zentrierung 9.7

Poisson-Mischungen als Nicht-Lindeberg-Dreiecksschemata von L2?-Variablen 9.8
Unendlich teilbare Wahrscheinlichkeitsmafle 9.9-9.11

Lévy-Chinchine-Formel (ohne Beweis) 9.12

Skalierungsresultate fiir symmetrisch stabile Verteilungen 9.13-9.14

Zur Austauschbarkeit von Trunkationsfunktionen 9.15

Strikte Stabilitdt 9.16

Symmetrisch stabile Verteilungen 9.17-9.18

Klasse aller strikt stabilen Verteilungen (ohne Beweis) 9.19



Kapitel IX 3

Dieses Kapitel stellt einen neuen Typ von Grenzwertsatz vor. Komplementir zum zentralen

Grenzwertsatz aus Kapitel VIII geht es um Limesverteilungen vom Typ "Poissonmischungen’.

9.1 Definition: Bezeichne M die Klasse aller o-endlichen Mafle auf (IR\{0}, B(IR\{0})) mit
(%) / (22 A1) A(dz) < oo
R\{0}
man sieht leicht, dal Bedingung (x) gleichwertig ist zur Giiltigkeit von
A((—o00, —al]) < o0, / 2?A(dz) < oo, A([+a,+o0)) < 0o
(—a,0)U(0,+a)

fiir beliebiges a > 0.

9.2 Beispiel: Sei 0 < o < 2, seien 7, £~ nichtnegative reelle Zahlen mit £+ &~ > 0. Definiere
ein o-endliches Maf§ auf (IR\{0}, B([R\{0})) durch

ttaz=tdr, x€(0,00)
A(dz) =
(alr|m* Ydr, x € (—00,0).

Dann gilt A € M, denn fiir beliebige Wahl einer Schwelle a > 0 gilt wegen 0 < o < 2:

A(=o0,—a]) = £a™® < oo,
a + —
2Ad — + — lfad — (5 +£ )a 2—a
L M) = ) [Cantean = RS e o
A([+a,0)) = £ta™® < .

In keinem Fall ist A ein endliches Mafl auf (IR\{0}, B(IR\{0})), denn beliebig kleine punktierte

Umgebungen von 0 tragen Masse +00 wegen

A{z: 0 < |z| < a}) :/

A(dz) = (£+—|—§)/ ar “lde = [—:rfa]g =
(—a,0)U(0,+a) 0

fiir jede Wahl einer Konstante a > 0. Auf solchen Umgebungen gilt weiter

(+) / |x| A(dx) = (5"'4—5_)/ ar %dr < 0o <= 0<a<l,
(—a,0)u(0,+a) 0

wihrend auf Umgebungen von +o0o oder —oo gilt

(++) / 2| A(dz) = (£++£_)/ ar%dr < 00 = l<a<2,
(_ 7_Q)U(+a7+oo) a

in beiden Féllen unabhéngig von der Wahl der Schwelle a > 0. O
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9.3 Satz: Fiir jedes A € M gibt es ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q4 auf (IR, B(IR)) mit charak-

teristischer Funktion

op(t) = /]Reity Qa(dy) = exp (/JR\{O}[BM — 1 — (itw)1qz<1y] A(dx)) , teR.

Bevor wir in 9.6 unten diesen Satz beweisen, machen wir deutlich, in welcher Weise Wahr-
scheinlichkeitsmafle des Typs 9.3 aus "Poissonmischungen’ entstehen. Jedes gewichtete Diracmafl
A := Xe, mit Masse A > 0 in einem Punkt a # 0 gehort zur Klasse M. Im Spezialfall A = ¢,

reduziert sich die Funktion ¢ (-) aus 9.3 auf
oa(t) = exp (A efte — 1 — (ita)lgq<y]) , telR.
Fiir eine poissonverteilte Zufallsvariable N ~ P(\) mit Parameter A gilt aber (vgl. 7.6)
N hat charakteristische Funktion ¢t — FE(e™V) = M)
alN + b hat charakteristische Funktion ¢t — eibt A =1) ,
a(N — EN) hat charakteristische Funktion ¢ — A —1—iat)

Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen 7.8 ist damit fiir A = Ae,, a # 0,
die Funktion ¢a(-) aus 9.3 als charakteristische Funktion zu einer durch a skalierten und im
Fall |a] <1 auch zentrierten Poissonvariable mit Parameter X identifiziert. Betrachtet man nun

unabhéingige skalierte und gegebenenfalls zentrierte Poissonvariable, erhélt man sofort

9.4 Beispiel: Sei D = {ay,...,as} eine endliche Teilmenge von IR\ {0}. Zu strikt positiven

A, ..., A und zu unabhingigen Poissonvariablen N; ~ P(};), 1 < j < ¢ definiere

Q =L Z aj(Nj—ENj) + Z aij
ajGD ajED

laj|<1 laj|>1

Dann hat das Wahrscheinlichkeitsmafl ) die charakteristische Funktion

oa(t) = exp Z [eimﬂ' —1— (itaj)1qq, <1y | A{as}) mit A= Z Aj€a; € M.

a;€D a; €D

Diese ’diskreten Poissonmischungen’ bilden einen wichtigen Spezialfall von 9.3. O
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Als n#chstes zeigen wir, wie fiir allgemeines A € M die charakteristische Funktion in 9.3 als
schwacher Limes einer Folge diskreter Poissonmischungen der Art 9.4 entsteht. Die Idee ist

einfach: man stelle sich eine Balkenwaage vor, an deren rechtem Arm in Positionen
an,1 < ... < Qpk,
unabhéngige zufillige Poisson-Gewichte X, ; eingehéngt werden:

ij = ij — E(Nn,j) falls Qn,j <1, ij = ij falls Qn,j > 1,

Npj ~ P (A((anj-1,an;])) unabhingig, j =1,2,... ,k,

(mit 0 < app < ap,1). Fiir n — oo erweitert man sukzessiv die Punktwolken {a, ; : 1 < j < ky},
so dafl sie sich auf (0,00) — und insbesondere zum Ursprung der Waage hin — verdichten. Ent-

sprechendes macht man spiegelverkehrt auch auf dem linken Arm der Waage.

9.5 Hilfssatz: Betrachte ein auf (0,00) konzentiertes ’einseitiges’ A € M.

a) Sei 0 < A <1< B < 0. Zu beliebig kleinem A > 0 gibt es Partitionen
II .= {ao,al,...,ak}, A=gy<a <...<y1<l=wg<...<ap,=B
mit den Eigenschaften

(+) (aj—aj—1) < A, A((aj-1,a5)) < A, 1<j<k

(+4) {ve(AB]:A({a}) > A} C TI.

b) Fiir jede Partition IT wie in a) stimmt die Summe

M»

e — 1 — (ita;)1q,1<1y] A((aj-1,a5])
]:1

iiberein mit dem Integral
/ [em —1-— (it:v)l{‘x‘gl}] A(dx)
(A,B]
bis auf Fehlerterme der Groflenordnung

< Ac(t) A((A;00)) ;

dabei ist ¢(t) eine nur von ¢ € IR (und nicht von A € M, A, A oder B) abhiingende Konstante.



6 Unendlich teilbare Wahrscheinlichkeitsmafe

c) Fiir jede Partition II wie in a), mit ... < ay_1 < 1=ay < ..., unterscheiden sich

)4
Za?A((aj,l,aj]) und / 22 A(dx)
j=1 (4,1

hochstens um

2A A ((A,0)) .

d) Stets gilt
li i _ ] — (it 1eis = 0,
ui% /(0, ][e (itx) { \Sl}] A(dz)

1i U _ ] — (itz) <] Aldz) = 0.
A (B,Oo)[e (itx)1q<1y] A(d)

Beweis: 1) Die Aussage d) folgt sofort aus der definierenden Eigenschaft (%) der Klasse M

und aus der Abschéitzung
‘em —-1- (itx)1{|m|§1}| < C(t) (1‘2 VAN 1)

mit einer nur von ¢ € IR abhiingenden Konstante c(t) der Form c(t) = ¢(1+t2) (fiir |z| < 1 folgt
dies aus 7.3, und fiir |z| > 1 ist die linke Seite stets < 2).
2) Eine Partition mit den Eigenschaften (4) und (++) gewinnt man, indem man (&hnlich wie

im Beweis des Satzes von Glivenko-Cantelli 5.15) fiir das nach 9.1 endliche Maf§

A(- N (A,00))
eine Verteilungsfunktion
(o) s — A((AA+s]), s>0
betrachtet und deren Anwachsen mit
() 10:=A, Tpp1:=inf{t > 7, A((7p,t]) > A}, neNy

kontrolliert. Beachte, daf§ (o) als Verteilungsfunktion eines endliches Mafies hochstens abzéhlbar
viele Sprungstellen besitzt (fiir beliebiges & € IN hochstens endliche viele Sprungstellen mit
Sprunghohe > %) und in s = 0 den Wert 0 besitzt: insbesondere findet (¢) alle Sprungstellen
mit Sprunghshe > A dieser Verteilungsfunktion. Damit ist eine Folge von Punkten {7, : n € Ny}

in [A4, 00) gefunden, welche (4++) und die zweite Forderung aus (+) erfiillt. Durch Einschieben
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endlich vieler Zwischenpunkte im Intervall (A, B] kann man danach die erste Forderung aus (+)
erfiillen, und sicherstellen, daf3 1 und B in der Partition enthalten sind.

3) Sei A > 0 fest, sei IT die zu A gebildete Partition aus a). Wegen (++) ist D := {x € (A, B] :
A({z}) > A} eine Teilmenge der Partition II. Setze

Ap ==Y A{a})ea , A= A(N(AB]) - Ap.

a€eD

Dann hat A die Eigenschaft
(%) A({z}) <A fiiralle = € (A, B]

und wie in Beispiel 9.4 stimmen die Differenzen

M-

[ — 1 — (ita;)1(ja; 1<) A((aj-1,5]) — /(A . [ — 1 — (ita)1{4)<1y] A(dz)

<
Il
—

und

[eitaj 1 (itaj)1{|aj|§1}] K( (aj—17 aj]) — / [eitx -1 (itm‘)l{‘x‘gl}] A(d.%')

M-

<
[
-
=
X

trivialerweise iiberein. Unter (x) folgt aus (+)

A((aj-1,a5]) < 2A, 1<j<k.

Schreibe fiir festes ¢

k
fi(a) == " =1 —(ita)lga<ry »  fue(a) == Y filay) La,_0(a), a>0.

J=1

Dann gilt 2 f,(a) = it(e® — 1) falls 0 < a < 1, £ fi(a) = ite™™ falls a > 1, also
|fe(a) = fi(a;)] < |la—ajle(t) < Ac(t) fallsaj—1 <a<aj

mit einer nur von ¢ abhéngenden Konstante ¢(t). Nun schreibt man

k
() €1 =1 = (it Ly ) A (05 1,0]) =

frie(a) A(da)
(A,B]

7j=1

und erhélt die Abschitzungen

/.

fra@R(a) — [ R < AOR(AB) £ Ack)A(A00)
B] (A,B]

)
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damit unterscheidet sich (o) von

/ [e® —1 — (itx)1qz<1y] A(dz)
(4,B]

hochstens um A ¢(t) A ((4,00)), und die Behauptung b) ist bewiesen.

5) Nach Wahl von ag und a, erhélt man dhnlich wie oben

VA
a’ a;_1,a;]) — a’ a ) .
g 27 (a1, a) /<A,1] Alda)) < 2AA((A,0))

Damit ist Aussage c) gezeigt und der Beweis des Hilfssatzes vollstindig. O

9.6 Beweis von Satz 9.3: 1) Zerlege das Mafl A € M gemif8
A = A(-N(=00,0)) + A(-N(0,00))
und arbeite zunéchst auf dem rechten Ast von A:
Ay = A(-N(0,1) € M, Ay = A(-N(1l,0)) € M.

Mit fi(-) wie in Schritt 4 des Beweises von 9.5 definiere Funktionen IR — @'

oa(t) == exp </ fi(a) A1(da)> = exp (/(0’1][6’” -1- (z'tx)1{x§1}]A(dx)> ,
Pr(t) = exp </ fi(a) Az(da)) = exp (/(1,00)[6m -1 —(im)l{lmg}]/\(dfﬂ)) :

Beide Funktionen sind stetig in t € IR: dies folgt mit dominierter Konvergenz aus der definieren-

den Eigenschaft der Klasse M kombiniert mit den Schranken aus Schritt 1) fiir den Integranden.

2) Fiir Folgen (Ap)n, (Bn)n, (An), mit den Eigenschaften
(%) A, 10, Bploo, A,]lO0 sodaB A,A((A,00)) —0
wihle Partitionen II,, := {an,0,n,1, .., ank, } Wie in 9.5 a)
0<A,=apo<ap1 <...<app,—1<l=apng, <...<apk, =B, <oo,
bereite vor ein Dreiecksschema aus zeilenweise (d.h. fiir festes n) unabhéngigen Poisson-ZV

Nnvj ~ P(A((amj—hamj])) ; 1 S] < kn 5
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und setze ; N
My =Y an; (Npj—E(Nnj)) s Vai= > anj N
j=1 J=tn+1

3) Die charakteristischen Funktionen zu M,, bzw. V,, (vgl. 9.4, wir benutzen die Notation fir, +(-)

analog zu (o) in Schritt 4 des Beweises von 9.5)
t — E (eitMn) = exp </ anJ(G) A1 (da)>
t — E (eitvn) = exp (/ fnmt(a) AQ(dG))

konvergieren — nach Wahl (%) von (Ap,)n, (Bn)n, (Ap)n, und wegen 9.5 ¢)+b) — punktweise auf

IR gegen die an der Stelle t = 0 stetigen Funktionen
t— o (t), T @a,(t)
aus Schritt 1). Nach dem Stetigkeitssatz von P. Lévy 7.11 gibt es also Wahrscheinlichkeitsmafle
@A, mit charakteristischer Funktion ¢y, , 7=1,2
so dafl schwache Konvergenz in IR gilt
() L(M,)) — Qn,, LV, — Qp,, n—o00.

Damit ist fiir den rechten Ast des Mafles A der Satz bewiesen.

4) Auf dem linken Ast von A arbeitet man spiegelverkehrt in vollig analoger Weise, mit Pois-
sonvariablen, die von den in 2) fiir den rechten Ast gewé#hlten unabhéngig sind, und erhélt eine
(¢) entsprechende Aussage. Das Produkt der so entstandenen vier charakteristischen Funktionen

entspricht der Faltung der entsprechenden Wahrscheinlichkeitsmafle. Damit ist 9.3 bewiesen. O

9.7 Bemerkung: Mit allen Bezeichnungen und Voraussetzungen aus 9.6: in (¢) aus 9.6
L(M,) — Qp,, n— 0
darf man die Konvergenz der Summe

L,
My = an; (Noj—E(Nyj) , n— o0
j=1

(wobei ay, = 1) i.a. nicht auf dem Weg iiber separat zu betrachtende Anteile

tn ‘.
> i Noj Y an; E(Ny)
=1 =1
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untersuchen. Zunéchst konvergiert — nach 9.5 ¢) und (%) — fiir n — oo die Folge
In

(0) Var) = 3 diyh(ong-vani) — [ 2 A) < o0
gegen einen endlichen Grenzwert, fiir jedes A € M. Gleichzeitig strebt auf einer grofien Teilklasse

von Maflen A € M (siehe etwa (+) in Beispiel 9.2) die deterministische Folge

ln Oy
S 4 ENVay) = 3 aniA(anj 1 ans)) > / rA(dr) — [ xA(de)
j=1 j=1 (An,1] (0,1]

gegen oo fiir n — oo; in diesem Fall kann die Folge von Zufallsvariablen

ln
E apj Npj, mn— 00
Jj=1

(kombiniere (o) und Chebychev) nicht mehr straff in IR sein. Auf die Zentrierung der in M,

eingehenden Poisson-Variablen kann daher fiir allgemeine A € M nicht verzichtet werden. O

9.8 Bemerkung: Betrachte ein Mal A € M ohne Punktmassen, schreibe
/ 2?2 A(dz) = s> > 0,
(3:1]
und betrachte ein Dreiecksschema mit allen Eigenschaften aus 9.6 bzw. 9.5 a)
(O) Xn,j = Gngj (Nn,j - E(Nn,])) ) Nn,j ~ P(A(an,jflyan,j]) y oM <J < Alp;

sei dabei £, bestimmt durch a,, ¢, = 1, wie in 9.5, und m,, festgelegt durch a,,,—1 < % < am,, . Per
Definition sind die Poissonvariablen in (o) zeilenweise unabhiingige L2-Variablen. Wir iiberlegen,
warum das Dreiecksschema (o) die Lindeberg-Bedingung verletzen musf.

a) Wie in 9.5. ¢) gilt zuerst

In
s = Z Var(X, ;) — 2?2 Adz) = 5%, n—oo.

n 1
j=mn+1 (5:1]

Die in der Lindeberg-Bedingung 8.3 iii) zu festem ¢ > 0 zu betrachtenden Summanden haben

die Gestalt

(00) E ((ixn,jf L

Weil A nach Voraussetzung keine Punktmassen besitzt und damit nach 9.5 (+) bzw. nach 9.6

Sn

1 Xn,j‘>5}> ,  J= mn"'l’ .. >£n .

Mg = A(anj-1,an;]) = A((anj-1,0n5)) < An, J=mpt+l, by,
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weil alle a, ; zwischen % und 1 liegen, weil s, gegen s und A, gegen 0 strebt, besteht fiir
hinreichend groBes n und hinreichend kleines e der Effekt der Trunkation in (co) darin, in
jedem der Summanden (oo) genau das Ereignis {/N, ; = 0} auszuschalten. Damit konnen die

Summanden (oo) wegen a,; > 1 durch

1

P Y P(Npj=k) (k=) | o §=mntl,... by

k>1

nach unten abgeschétzt werden. Die Summe in runden Klammern ist dann aber elementar
Var(Nng) = P(Npj = 0) (0= Xaj)? 2 Mg = Anj > Anj(1—Ay)

so dafl man insgesamt fiir grofle n bei hinreichend kleinem ¢ > 0 die folgende Abschétzung

erhalt:

ln 1 2
Ln(€) = Z E((;Xm]) 1{‘$Xn,j‘>5}>

j=mn+1
¢
1-A, ~ 1 1 1
T j;+1)\n7j 8821\((5’1]) Z oy T

nach Definition von s?; also gilt fiir das Dreiecksschema (o) die Lindeberg-Bedingung nicht.
b) Die schwiicheren Bedingungen (AV) und (FE) aus 8.3 erfiillt das Dreiecksschema (o) dage-

gen; dies priift man mit dhnlichen Argumenten leicht nach (Ubungsaufgabe). O
Nun kénnen wir einen wichtigen neuen Begriff einfiihren.

9.9 Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsmafl @ auf (IR, B(IR)) heifit unendlich teilbar, falls zu
jeder natiirlichen Zahl n ein Wahrscheinlichkeitsma$l @, auf (IR, B(IR)) existiert mit (Q,)*" = Q.

9.10 Bemerkung: Die Eigenschaft eines Wahrscheinlichkeitsmafies @ auf (IR, B(IR)), mit
charakteristischer Funktion ¢(-), unendlich teilbar zu sein, kann dquivalent — nach Definition
der Faltung, und nach 7.5 b) — in jeder der folgenden Formen i) oder ii) ausgesagt werden: zu
jedem n € IN

i) gibt esiid ZV X, 1,..., Xpp mit L(Xp 1) =: Qpund L(Xp1+ ...+ Xy ) = Q ;

i) ist gp()% charakteristische Funktion zu einem Wahrscheinlichkeitsma$l @,, auf (IR, B(IR)).

9.11 Beispiele: a) Jede Verteilung Qx wie in Satz 9.3, A € M, ist unendlich teilbar:
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mit A ist auch %A ein Maf} in der Klasse M, und die charakteristische Funktion zu Qu

ea(t) = /lReity Qaldy) = exp (/IR\{O}[GM—1—(it9€)1{|$|g1}]/\(dﬂﬁ)>

steht zu der charakteristischen Funktion von @1,

era®) = [ Q) = exp ( /| \{0}[&“—1—<z'm>1{|$|gl}1<%A><dm>>

1

offenkundig in der Beziehung QD%A(') = (pa(+))n.

b) Als Spezialfall wie in 9.4 a) ist jedes Diracmaf$ ¢, in a # 0 unendlich teilbar:

es geniigt, die charakteristische Funktion ¢t — e*® in Form t — e™i%) zu schreiben.

¢) Jede Normalverteilung @ := N(0,0?) mit 02 > 0 ist unendlich teilbar:

die charakteristische Funktion zu N(0,0?) ist ¢t — e 27 t2, nach 7.7; mit Q, = N(O, %02)

ergibt sich (Q,)*" = Q; siehe auch 4.25. |

9.12 Bemerkung: Man kann zeigen: es gibt keine anderen unendlich teilbaren Wahrschein-

lichkeitsmafie @ auf (IR, B(IR)) als solche mit charakteristischer Funktion von Gestalt

(o) po(t) = exp (mt — %ath + /IR [ — 1 — (itx)1{1,<1y] A(dm)) , t€R

\{0}
wobei A € M, a € IR, 0> > 0. Dies ist die berithmte Lévy-Chintchine Formel. Fiir das zu

(¢) gehorende Wahrscheinlichkeitsmafi @ nennt man A das Lévy-Maf, die Normalverteilung
N(0,02) den Gaupschen Anteil, und a den Shiftanteil. Durch Angabe eines Tripels

(a,62,A) : AeM,0?*>0,acR

ist eine unendlich teilbare Verteilung also eindeutig bestimmt. Siehe etwa Loeve I (1977, Sect.

23-24), Feller 11 (1971), Bertoin (1996, S. 13), Sato (1999), Klenke (2006, S. 323 ff).

Stabile Verteilungen bilden eine wichtige Teilklasse der Klasse der unendlich teilbaren Verteilun-
gen. Wir diskutieren sie — fiir eine allgemeine Behandlung siehe z.B. Feller IT (1971), Zolotarev
(1986), Bingham, Goldie und Teugels (1987) — nur im symmetrischen Fall. Wesentlich fiir ’Stabi-
litat’ ist die Giiltigkeit gewisser Skalierungseigenschaften im Exponenten der charakteristischen

Funktion einer unendlich teilbaren Verteilung.
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9.13 Hilfssatz: Betrachte symmetrische Maflie A nach Beispiel 9.2:
A(dz) = Ealz|* tdr auf IR\ {0}
mit 0 < a <2, £=¢£67 =¢ >0, und setze
F.(t) = / [eft® —1 — (itx)lp<cp] AldT) , ¢>0,t€R
R\{0}

(fiir c =1 ist Fy(-) der Exponent der charakteristischen Funktion ¢ geméf 9.3). Dann gilt
a) Die Funktionen F, sind reellwertig und symmetrisch: Fi.(t) = F.(—t) fiir alle t > 0.
b) Es gilt F.(-) = Fi(-) unabhéngig von der Wahl des Trunkierungsfaktors ¢ > 0.

c) Notwendig ist die Funktion F(-) von Form
Ft) = —cplt|*, teR

fiir eine geeignete Konstante cp > 0.

Beweis: a)+b) Aus Symmetrie von A und Antisymmetrie des Imaginérteils des Integranden

kombiniert mit der definierenden Eigenschaft (x) fiir Mafie A in Klasse M folgt:

i- sin(tx) — txlfg<a| Aldx) = 0 , F.(t) = cos(tx) — 1] A(dz) .
[ 5006~ 1] A @ = [, eosttr) = e

Damit ist die Funktion F, fiir symmetrisches A € M reellwertig, symmetrisch, und offensichtlich
frei von der konkreten Festlegung der Trunkierungskonstanten 0 < ¢ < oc.

c¢) Das folgende Argument nutzt Skalierungseigenschaften des MaBes A(dx) = & a|z|~* dx
auf IR\ {0}. Fixiere u > 0 und setze s := tu‘é, Y= zu~w. Dann hat man sz = ty, verifiziert

(ul)(dz) = A(dy), und hat unter Ausnutzung von b)
WR(s) = [ (6 1 (50 ) (u) o)
R\{0}
= [ e e A = B = RO).
R\{0}
Insbesondere ergibt sich fiir t =1 und v := ua die Gleichung
v>0: Fi(v) = v*Fi(1).
Nach a) aber ist Fj(-) reellwertig und symmetrisch, also hat man auch

v#0 : Fi(v) = jv|* Fi(1).
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Mit ¢y := —Fi(1) € IR und mit 9.3 kann man also schreiben
pA(t) = exp(Fi(t) = e " teR.

Als charakteristische Funktion ist ¢p(+) betragsmifig durch 1 beschrinkt, also kennt man das

Vorzeichen der Konstante ¢y > 0. O

9.14 Bemerkung: Die Konstante cj in 9.13 ¢) kann mit analytischen Methoden (wie in Feller
I (1971), S. 568-569, wobei in (3.9), (3.11), (3.18) je ein Druckfehler zu korrigieren ist) berechnet

werden; man erhélt

2¢ F(12__a) cos (%) > 0 fallsa#1

a

cA =
&m fallsa =1

fiir symmetrisches A aus Beispiel 9.2, mit 0 < o < 2 und ¢ = ¢ = ¢~ (Ubungsaufgabe).

9.15 Bemerkung: Die Aussage von 9.13 a)+b) kann man wesentlich allgemeiner fassen: sei

A € M symmetrisch, wihle eine Funktion
(o) h:IR — IR antisymmetisch, beschriinkt, mit |h(z) — z| = O(z?) firz — 0,
dann liefert Antisymmetrie des Imaginérteils des Integranden kombiniert mit Symmetrie von A

R\{0} \{0}

und dies ist reellwertig und symmetrisch in ¢. Man nennt h wie in (o) ’Trunkationsfunktion’;
iibliche Festlegungen sind z.B. h(z) = 757 oder h(x) = sin(x). Damit ist fiir symmetrisches
A € M die charakteristische Funktion in 9.3 — oder in (¢) in 9.12 — stets frei von der gew&hlten

Festlegung einer Trunkationsfunktion. O

9.16 Definition: Ein Wahrscheinlichkeitsmafl @) auf (IR, B(IR)) heifit strikt stabil falls gilt: sind

Zj, j > 1iid mit Verteilung @, so gibt es fiir jede natiirliche Zahl n eine Konstante a,, mit

Zi1+...+ 2,
E( 1+ +

an,

) = e

9.17 Satz: Fiir A € M symmetrisch und von der in Beispiel 9.2 betrachteten Form

(%) A(dz) = §a\x]_o‘_1dx auf IR\ {0}
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(mit 0 < a <2 und £ = ¢F = ¢ > 0) ist das WahrscheinlichkeitsmaBl Q4 aus 9.3 strikt stabil:

1

(%) E( ) = L(Zy) fur Z;, j>1iid ~ Q.

nao

Man bezeichnet « in (xx) als Stabilititsindex.

Beweis: Dies folgt sofort aus 9.3 und 9.13 c): fir das durch (x) gegebene Mafl A ist die

charakteristische Funktion zu Q von Form

(9.17) onlt) = /JR e Qa(dy) = exp(—caltl®), teR

(0 < <2, cp > 0) und besitzt somit die Eigenschaft

t n
(‘PA<1—/>> = pa(t), telR,nelN. O
na

9.18 Beispiel: a) In 7.14 hat man die charakteristische Funktion ¢t — e~ der Standard-

Cauchy Verteilung mit Dichte x — %1 Jrlmg gesehen. Nach (9.17) und Eindeutigkeitssatz 7.9 ist

diese Verteilung also eine ’Poisson-Mischung’ der Bauart 9.13 mit o« = 1, und fiir iid Cauchy-

Zufallsvariablen Z;, j > 1 gilt die Stabilitétseigenschaft aus 9.16 mit Index a = 1:

Z1+ ...+ 7,
£< 1+ +

- >:£(Zl), neliN .

b) Zentrierte Normalverteilungen haben die wohlbekannte Eigenschaft

Zi+ ...+ 72,
£< 1+ +

1
n2

> = L(Z) fiir Zj, j > 1iid ~ N(0,0?)

und sind folglich stabil mit Stabilitdtsindex o = 2. O
9.19 Bemerkung: Die Klasse aller strikt stabilen Verteilungen kann man explizit angeben
(siehe Bingham, Goldie und Teugels 1987 Theorem 8.3.2):

i) fiir Stabilitdtsindex 0 < @ < 1 und 1 < a < 2: dies sind die in 9.3 gebildeten Wahrscheinlich-

keitsmafle Qp zu Lévy-Maflen der Bauart 9.2:
A(dz) = (§ gm0y +€ Lgeoy) @z ™ Hde, €567 20, €5 +6 >0

(fiir £ # £~ nicht symmetrisch: beachte, daf in 9.1349.14+9.15 oben nur der einfache Spezialfall
&t = ¢~ > 0 behandelt wurde);
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ii) fiir Index o = 1: die (symmetrische) Cauchyverteilung wie in 9.18 a), bis auf geeignete Wahl
von Skalierungsfaktoren;

iii) fiir Index o = 2: die zentrierten Normalverteilungen.

Andere strikt stabile Verteilungen auf (IR, B(IR)) kann es nicht geben: einen Uber- und Ausblick
gewinnt man mit Bingham-Goldie-Teugels (1978, Ch. 8.3), vollstindige Beweise findet man in
Feller II (1971) oder Zolotarev (1986).



