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A. Martingale, Submartingale, Supermartingale

Martingale enstehen durch Aufaddieren ’trendfreier Zufallsschwankungen’. Dies wird zunéchst

an Beispielen aufgezeigt.

11.1 Beispiel: Betrachte eine Folge von Gliicksspielen. Schreibe Y;, fiir den Gewinn/Verlust
im n-ten Spiel, und setze voraus: Y,,, n = 1,2, ..., sind iid ZV auf (€, A, P) mit Y; € L'(P) und
E(Y1) =: m. Bilde dazu den Partialsummenprozefl oder Random Walk (.S,,),,

n
Sp = ZY], n>1, Sy=0,
j=1

der die Entwicklung des Vermogens des Spielers als Funktion der Zeit beschreibt. Definiere eine

wachsende Folge (F,,), von Sub-o-Algebren von A
Fn = 0(S0,51,...,5,) = c(Y1,....,Y,), n>1, Fy:= {0,9};

Fn beschreibt den Informationsstand eines idealen Beobachters, der bis zur Zeit n einschliellich
den Verlauf der Folge von Gliicksspielen verfolgen kann. Wegen der Unabhéngigkeit der einzelnen

Gliicksspiele liefert die bedingte Erwartung
E(Spt1|Fn) = Sn+ E(Ynt1|Fn) = Sn+m

die beste Prognose fiir den Vermogensstand S,11 zur Zeit n + 1 gegeben den Spielverlauf bis

zur Zeit n. Die Folge von Gliicksspielen ist damit fiir den Spieler tendentiell

vorteilhaft m >0 > S,
fair = m=0 =  E(Spt1lFn){ =85, YV n € INg.
unvorteilhaft m <0 < Sp

Dementsprechend zerlegen wir den Prozef (S),), in einen ’vorhersehbaren Trend’ plus einen

Prozef} ’trendfreier Zufallsschwankungen’
Sn = So+A,+M,, neclNy
wobel der vorhersehbare Trend ein deterministischer Prozef3

A= (Ap)nen, , Apn:i=mn,ne Ny
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und der Prozef} trendfreier Zufallsschwankungen

n
M = (My)nery , Mo:=0, My:=> (Yj—m), n>1
j=1

ein zentrierter Random Walk ist, vgl. 5.7. O

11.2 Beispiel: a) Eine Markov-Kette X = (X,,)nemn, mit Werten in einem mefbaren Raum
(E,E) mit 1-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit Q(-,-) ist ein stochastischer ProzeB, definiert

auf irgendeinem (2,4, P), der sich sukzessiv in der Zeit entwickelt gemif}

Vn>0: PX,pelF|F) =QX,F), VFe&,
L(Xo|P) = v.

(%)

Dabei ist
fn = O'(XQ,Xl, e ,Xn)

die o-Algebra der Vergangenheit im Prozef X bis zur Zeit n, v ist ein vorgegebenes Wahr-
scheinlichkeitsma auf (E, &), welches die Startverteilung fiir X liefert, und Q(-,-) eine Uber-
gangswahrscheinlichkeit auf (E, £). Diese wiirfelt in Abhéngigkeit allein von dem jeweils zuletzt
erreichten Zustand X, einen Folgezustand X, ; aus.

Genauer: mit (x) sind fiir den Prozef X eine Startverteilung v und eine regulédre Version
(w, F) — Q(X,(w),F) der bedingten Verteilung von X, 1 gegeben F, festgelegt, fiir jedes
n > 0; diese regulire Version benutzt von der ganzen Vergangenheit im Prozefl bis zur Zeit n
nur noch den zuletzt erreichten Zustand X,,.

b) Sei nun X eine Markov-Kette mit 1-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit Q(.,.). Betrachte
Funktionen f : EF — IR, beschrinkt und £-mefibar, und definiere einen Operator £ auf dem
Raum der beschriankten £-mefibaren Funktion durch

(+) L)@ = [ 110) - 1@IQdy) . e B.

E

Der Operator £ heifit Markov-Generator der Kette X = (X,,)nem,- Mit (x) liefert 10.33 a)

E(f(Xns1)|Fa) = / F@QXndy) = F(Xo) + (LX), neDo

dies ist die beste Prognose fiir f(X,,+1) gegeben F,,. Damit zerlegen wir jeden ProzeB (f(X,))n,

f beschriankt und £-mefibar, vermoge
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in einen ’'vorhersehbaren Trend’ A = (Ap)nemn,

A, = Z(Lf)(Xj,l) Fn_i1—meBbar, n>1, Ay:=0
j=1

plus einen Proze M = (M,,)nemn,, welcher 'trendfreie Zufallsfluktuationen’ aufaddiert

M, = Y [F(XG) = F(XGo1) = (LF)(X;-0)]

= D [F(X) - E(FX)IF-1)], n=1, My:=0
plus einen Startwert: die so entstandene Zerlegung

heifit Dynkin-Formel fir die Kette X = (X;,)nemn,- O
Zunéchst geben wir die noch ausstehende Definition fiir den Begriff ’stochastischer Prozef}’:

11.2’ Definition: Sei (£2,.A) ein ein meBbarer Raum, sei I eine beliebige Indexmenge, sei (E, )
ein mefbarer Raum. Ein stochastischer Prozess X = (Xi)ier auf (Q,A) mit Werten in (E,E)
ist eine Kollektion mefibarer Abbildungen X; : (2, A) — (E,€&), t € I.

Wir werden in diesem Kapitel Indexmengen I C IR betrachten, und ¢ € I als 'Zeit’ interpretie-

ren. Die Beispiele 11.1 und 11.2 motivieren die folgenden Begriffe.

11.3 Definition: Sei (£2,.4) ein meBbarer Raum, sei I C IR eine Indexmenge.

a) Eine Filtration IF = (F;)wer in A ist eine aufsteigende Familie von Sub-o-Algebren von A:
s<t inl = FsCF.

b) Sei X = (X)ier ein stochastischer Prozef auf (2,.A) mit Werten in (E, &), sei IF = (Fi)ier
eine Filtration in A. Der Prozefl X heifit IF'-adaptiert falls gilt

fiir jedes t € I gilt: X;: Q — E ist F—E—meBbar.

11.3’ Bemerkung: Die Geschichte von X = (Xi)iey ist die Filtration (0(Xs:s € I,5 <t)),cr-
IF-Adaptierheit des Prozesses X bedeutet nichts anderes, als dafl die Geschichte von X = (Xy)er
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Teil einer groBeren 'Geschichte’ IF' = (Fy)er ist.

11.4 Definition: Sei (9,4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I C IR eine Indexmenge, sei
IF = (Fi)ter eine Filtration in A. Betrachte einen stochastischen Proze X = (Xi)ie; mit
Werten in (IR, B(IR)) und mit den Eigenschaften

X ist IF-adaptiert, und X; € L'(P) fiir jedes t € 1.

Der Prozefl X heifit

Submartingal <
(P, F) — Martingal falls fiir alle s < tin I gilt © X = E(Xt‘fs) .
Supermartingal >

Im Sinne einer besten Prognose an X; gegeben den Informationsstand F, s < t, ist ein Sub-

martingal tendentiell wachsend, ein Supermartingal tendentiell fallend, ein Martingal trendfrei.

11.5 Bemerkungen: Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 11.4:
a) Es gilt

X Submartingal <= (—X) := (—X¢)ter Supermartingal ;

also geniigt es oft, entweder Sub- oder Supermartingale zu betrachten.

b) Nach Definition ist X ein (P, IF')-Submartingal falls
Vs<tel : X; < Ep(Xy|Fs)=:¢
fiir eine Fs-mefibare Funktion g = g; 5 als Festlegung von Ep(X;|F;). Dies ist dquivalent zu
Vs<tel VFeF,: Ep(lpXs) < Ep(lpg) = Ep(1pEp(Xi|Fs)) = Ep(1pXy) .
Damit ist die Submartingaleigenschaft beziiglich (P, IF') dquivalent zu
(%) Vs<tel ,VFeFs: Ep(lpXs) < Ep(1pXy).

', und fiir Supermartingale mit '>’. Oft liefert (*) den ein-

Dasselbe gilt fiir Martingale mit '=
fachsten Weg, eine Submartingaleigenschaft (analog Martingal-, Supermartingaleigenschaft) zu

verifizieren.
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c) Sei X ein (P, IF)-Martingal (Sub-, Supermartingal). Geht man von P zu einem anderen Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 P’ auf A iiber, oder von IF' zu einer anderen Filtration IF’ in A, so geht im

allgemeinen die Martingaleigenschaft (Sub-, Supermartingaleigenschaft) von X verloren.

Den folgenden Begriff geben wir nur in einer auf 'diskrete Zeit’ zugeschnittenen Einfachversion.

11.5’ Definition: Sei (02, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei IF' = (F;,)nemn, eine Filtration
in A. Ein stochastischer Proze A = (A, )nemn, heiit F-vorhersehbar falls gilt: fiir jedes n > 1

ist die Zufallsvariable A,, F,,_i1—mefbar, und Ay = cst ist deterministisch.

11.6 Beispiel: Sei X = (X, )nemn, eine (E,&)-wertige Markovkette auf (Q, A, P), sei [F' =
(0(X;: 0 < j < n))nemn, die Geschichte von X. Die Dynkinformel (4++) aus Beispiel 11.2 liefert

fir f : F — IR beschrinkt und £-meBbar eine Zerlegung
f(Xn) = f(XO) + Ap + My

in einen IF-vorhersehbaren Proze A = (Ap)nemn,

n

A =D (LX), n=1, Ag=0
j=1

und ein (P, IF')-Martingal M = (My)nemn,

mit Startwert My = 0.

11.6° Beispiel: (Doob-Meyer-Zerlegung von Submartingalen) Sei X = (X,,)nemn, ein Submar-
tingal auf (92, A, IF=(F,)nen,, P). Die Submartingaleigenschaft liefert

BE(Xj — Xj-1|Fj—1) > 0 fiir jedes j > 1;
folglich existiert ein wachsender vorhersehbarer Proze A = (Ap)nem,

n
Ay = B(X;—X;0|F1), n=1, A=0
j=1

3
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mit Startwert My = 0 so daf} gilt
(%) X, = Xo+M,+4,, nelNy.
Die Zerlegung eines Submartingals (*) in Form
Startwert + vorhersehbarer wachsender Prozefl + Martingal

nennt man Doob-Meyer-Zerlegung. Notwendig ist eine solche Zerlegung eindeutig:
sei A’ ein anderer wachsender vorhersehbarer Proze3 und M’ ein anderes Martingal, beide mit

Start in 0, so daf zusétzlich zu (%) auch
() Xn:X0+M,/1—|—A;1, n € Ny

gilt. Setze N, := M, — M/, V,, := A, — Al . Einerseits ist N = (IV,,), ein Martingal, also
E(N,|Fn-1) = Ny fiir alle n € IN. Andererseits ist N, = V,, F,,—1-mefibar, folglich ist N,
selbst eine Festlegung der bedingten Erwartung E(N,|F,—1), und damit gilt N,, = N,,_; P-fast
sicher. Dies gilt fiir jedes n > 1. Sukzessiv zuriickgehend bis zum Startwert No = My — M} =0

erhilt man N, = 0 P-fast sicher fiir jedes n > 1. Also ist die Zerlegung eindeutig.

Im Beispiel 11.1 des Vermogens S = (Sp)nemn, eines Gliicksspielers — setze X,, := S,, im Fall
m > 0, und X, := =S, im Fall m < 0 — hatte man also eine Doob-Meyer-Zerlegung des Sub-
martingals X = (X, )nemn, angegeben. O

Martingale kénnen als 'sukzessive Prognosen an ein unendlich fernes Ziel” entstehen. Dieser Typ

von Martingalen wird in der Folge eine wichtige Rolle spielen.
11.7 Satz: Sei X € LY(Q, A, P), sei IF := (F,,)nemn, eine wachsende Folge von Sub-o-Algebren
von A; dann erhilt man durch

M, = EP(X’.Fn) , n €Ny
ein (P, IF')-Martingal M = (M )nemn, -
Beweis: Per Definition ist jedes M, eine F,,-meflbare ZV; nach Jensen-Ungleichung bzw. nach
10.11 gilt M,, € L'(P) fiir n > 0. Die Martingaleigenschaft von M beziiglich P und IF folgt aus

Ep(Myy1|Fn) = E(E(X|Fpt1)|Fn) = E(X|Fn) =M, , nelNy. o
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Wir beenden das erste Teilkapitel mit einem Beispiel.

11.8 Beispiel: (Martingalstruktur in Verzweigungsprozessen)

1) Bereite vor INg-wertige iid ZV (&,,j)nem, , jev auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P);
dabei sei &1 € LY(P) und m := E(&1,1) > 0. Definiere damit einen stochastischen Prozef
X = (Xn)nemn, mit Werten in INy:

Xn

Xo:=1, Xpq1 := 1{Xn>0} Z£n+1’j + 0- 1{Xn:0} , nelNy.
j=1

Interpretiere &1 ; als die Zahl von Nachkommen, mit der ein j-tes Individuum der Generation
n zur Generation n + 1 beitriagt: damit ist X = (X,,)nemn, ein klassischer Galton- Watson-

VerzweigungsprozefS, siche z.B. Jagers (1975). Setze
.7:” = O'(XQ,Xl,... 7Xn) , n > 0

(insbesondere gilt Fy = {0,Q} da X; konstant): die Filtration IF := (F,)nen, modelliert die
Information, iiber die ein idealer Beobachter des Prozessverlaufs von X verfiigt; dieser sieht die

zeitliche Entwicklung der Generationsgréfien. Definiere
Fyi=0En;j:0<m<n,j>1), n>0

sicher gilt F,, C F, fiir jedes n, und die Filtration IF’ := (F),)nemn, beschreibt einen Beobachter,
der zusétzlich zum Verlauf des Prozesses X individuelle Nachkommenszahlen kennt. Die Familie

{&€n41,j 1 j > 1} ist unabhéngig von F,,, damit erst recht unabhéngig von F,, also gilt nach 10.9

E(5n+1,j|fn) = E(£n+1,j) = m.

2) Damit gilt fiir beliebiges F' € F,,, mit Fy, := FN{X,, =k} € F,

k
X1 dP = / > &u1dP = | mkdP = | mX,dP
Fy, Fe i1 Fy, Fy,

falls £k > 1, und

/ Xps1dP = 0 = / m X, dP .
FA{X,=0} FN{X,=0}

Summation iiber k € INy liefert

/XanP - /andP, VEEF,.
F F
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Damit ist X ein (P, IF')-Martingal falls m = 1, d.h. falls jedes Individuum der Generation n mit
im Mittel m = 1 Nachkommen zur Generation n+ 1 beitrigt; fiir m > 1 ist X ein Submartingal,
fiir m < 1 ein Supermartingal.

3) Betrachte nun Y := (Y,,),, definiert durch

X
Y, = = n € Ny .

mn

Wegen

1 mX
E(Yp|Fn) = WE(Xn—f—l’fn) = T

mntl! = Yn

ist der ProzeB Y := (Y},),, ein (P, IF')-Martingal mit Werten in [0, 00).
4) Die in 2) und 3) genannten Martingaleigenschaften von X bzw. von Y bleiben erhalten, wenn

man von der Filtration IF' zur groferen Filtration IF iibergeht. O
B. Stopzeiten, Stopsitze
Stopzeiten sind 'Zufallszeiten’ mit einer speziellen Struktur. Wir betrachten sie nur im Rahmen

diskreter Zeit.

11.9 Definition: Sei (£2,.4) ein mebarer Raum; zu einer gegebenen Filtration IF' = (F,)nemn,

in A definiere

\/fn = o U Fn) -
n n€ Ny
a) Eine Abbildung T : Q — INg = INg U {oco} heifit IF-Stopzeit falls
VnelNg : {T<n}ekF,.
b) Ist T eine IF-Stopzeit, so heifit
Fr = {AE\/]:n s AN{T < n} € F, fiir jedesn € INy }
o-Algebra der Vergangenheit bis zur Zeit T.

Eine IF-Stopzeit T ist also eine zufillige Zeit, iiber die ein Beobachter mit Kenntnisstand F,

zur Zeit n stets sagen kann, ob diese bereits eingetreten ist oder nicht.

11.10 Bemerkungen: a) Jede konstante Zeit "= m, m € INy, ist eine IF-Stopzeit.
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a’) Ist T eine IF-Stopzeit, so gehoren auch die Ereignisse {T' = n} = {T < n} \ {T < n—1},
n>1,und {T > n} ={T < n}¢ n >0, zur o—-Algebra F,.
b) Fiir jede IF-Stopzeit T ist Fp — wie in 11.9 b) definiert — wirklich eine o-Algebra:
man hat Q € Fr da QN{T < n} = {T < n} € F, fir jedes n € INy, nach Definition der
Stopzeit; danach liegt mit A € Fr auch A° = Q\ A in Fr, wegen

AT <n} = (T <n}\(AN{T <n}) € Fu, neNy;
klar ist das in b) definierte Mengensystem Fr abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen.
¢) Fiir jede IF-Stopzeit T liegt das Ereignis {T' = oo} = () {T > n} in der o-Algebra \/ F,,

n

n€ Ny
damit auch das Ereignis AN {T = oo} fiir jedes A € Fr.

d) In diskreter Zeit kann man die in Definition 11.9 geforderten Eigenschaften folgendermafien
n —_
umschreiben: wegen {T' < n} = |J{T = j} ist eine Abbildung 7' : Q@ — INy genau dann eine
§=0
(Fn)nem,-Stopzeit falls gilt
VielNy : {T'=j}eF,
und die o-Algebra der Vergangenheit bis zur Zeit 7' kann dquivalent als

Fr ={Ae\/F : An{T =j} € F; fiir jedes j € Ny }
n
eingefiithrt werden. Beides gilt nur in diskreter Zeit. O
11.11 Beispiele: Sei X = (X, )nem, €in stochastischer Prozef auf (2,4, P) mit Werten in

(E,E), sei F' = (Fp)nem, eine Filtration in A, sei X adaptiert an IF.
a) Fiir jedes F' € £ ist die Treffzeit oder Zeit des ersten Besuchs in F'

T = min{n € Ny : X, € F} = min{n=0,1,2,...: X, € F'}
(mit Konvention min ) := 400) eine IF-Stopzeit, denn fiir jedes n € INy gilt
{T=n} ={X,,eF,X;¢F,0<j<n} €F,.
b) Fiir jedes F' € & ist die Fintrittszeit in F' (beachte den Unterschied im Zeitpunkt 0)
S :=minfne N: X, € F} = min{n=1,2,...: X,, € F}
(mit Konvention min ) := 400) sowie sukzessiv definierte Wiedereintrittszeiten in F'

So=0,5:=85,85, =mn{n:n>S,1, X, €F}, m=23,...
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IF-Stopzeiten. Dies sieht man induktiv. Wie in a) ist S; eine IF-Stopzeit. Ist fiir ein m > 2
schon S,,_1 als IF'-Stopzeit nachgewiesen, so ist auch 5, eine IF’-Stopzeit, denn

n—1

{Sm=n} = [J{Sm1=Fk, Sm=n}
k=1
n—1
= UUSma=En{X;¢F k<j<n}n{X,eF}) € F,.
k=1
c) Fiir E-meBbares f : E — [0,00) und festes Niveau a > 0 ist die level crossing Zeit

n
T' := min{n € Ny : Zf(X]) >a}
§=0
(mit min @ := 4o00) eine IF-Stopzeit: mit X ist auch YV := <Z§L:0 f (Xj)) ein [F-adaptierter
n

Prozel, und 7" ist die Zeit des ersten Besuchs des Prozesses Y in (a, 00). O

11.12 Satz: Betrachte (2, A), IF = (F)nen,, und IF-Stopzeiten T, Ty, Ty, . .. : © — INp.

a) T ist eine Fr-meBbare Abbildung von 2 nach INj.

b) Aus Ty < T, folgt Fr, C Fr,.

c) Th NTy, Ty V Ty, ni%fl T,, und fﬂu>p1 T, sind IF-Stopzeiten.

Beweis: a) Wir zeigen {T' < a} € Fr fiir a € IR (vgl. 1.42). Sei 0.E. a > 0, bezeichne |a| die
grofite ganze Zahl < a. Da T IF—Stopzeit, gilt fiir beliebiges n € Ny

(+) {T<a}n{T'<n} = {T<(nAla])} €Fupa) CFn-

Vereinigung iiber alle n € INy liefert {T" < a} € \/,, F,. Mit dieser Aussage liefert (+), per
Definition der o-Algebra Fp, auch {T' < a} € Fp fiir alle a > 0. Damit ist 7' Fpr—mefbar.
b) Sei A € Fp,. Dann gilt AN{T) < n} € F, fir jedes n € INy. Fiir Ty < T, folgt

AN{Ty <n} = An{Th <n})N{Ta <n} € F, ¥Vn
—_— —
€Fn €Fn
und damit A € Fr,.
c) Fir S := sup,, T), liegt das Ereignis {S > n} = |J{T), > n} in F,, damit auch {S < n} =

m
{S > n}° fir jedes n € INy. Fiir S := inf,, T}, betrachtet man fiir jedes n

{S<n} ={S<n+1} = JTn<n+1} = J{Tm<n} € Fu.
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Genauso argumentiert man fiir 73y A ... ATy oder Ty V ...V Ty, fiir endliches £. O

11.13 Satz: Betrachte auf (Q, A, F=(F,)nemn,) einen reellwertigen F-adaptierten stochasti-
schen Proze X = (X,,)nemn, und eine IF-Stopzeit T'. Dann ist der Zustand von X zur Zeit T

Xpi= Y Xolir_n
n€lNg

eine Fp-mefbare Zufallsvariable 2 — IR (beachte: die hier gegebene Definition impliziert
X7 :=0 auf {T' = oo}

und bezieht sich explizit auf einen Prozefl X, dessen Indexmenge den Punkt +oo nicht enthdlt).

Beweis: Da X [F-adaptiert und T eine IF-Stopzeit ist, muf

Xr = ) Xolirepy + 0- Lo
n€lNg

zunédchst \/ F,—meBbar sein. Also gilt {Xr € B} € \/ F, fiir jedes B € B(IR), und dann weiter
{XreBin{T'=n} = {X,eB}n{T'=n} €¢F,, nelNy.

Geméf Definition 11.9 und 11.10 c¢) ist damit gezeigt, daB {X7 € B} zur o-Algebra Fr der

Vergangenheit bis T' gehort. Damit ist X7 eine Fr—mefibare Zufallsvariable. O

11.13’ Satz: Betrachte auf (2, A, IF'=(F;,)nemn,) einen reellwertigen IF-adaptierten stochasti-
schen Proze X = (X,,)nemn, und eine IF-Stopzeit T'. Dann ist

T
X' o= (XT/\n)nelNo

ein IF-adaptierter stochastischer ProzeB: X7 heifit der zur Zeit T gestoppte oder der zur Zeit

T eingefrorene Prozef.

Beweis: Es gilt X! = X, und fiir n > 1 und jedes B € B(IR)

{(xI'eB} = Lnj {X; € B}n{T = j} U {X,, € B}n{T > n} € Fn . O

7=0 €F; €F; €Fn €Fn
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11.14 Satz: Betrachte (Q, A, F=(F,)nemn,, P), sei T eine IF-Stopzeit. Ist dann X = (X, )nem,
ein (P, IF')-Martingal (Submartingal, Supermartingal), so ist auch der zur Zeit T' gestoppte Pro-

zeBB X1 ein (P, IF)-Martingal (Submartingal, Supermartingal).

Beweis: Sei X ein Martingal oder ein Supermartingal beziiglich P und IF'. Nach 11.13" ist der
zur Zeit T gestoppte ProzeB X7 IF-adaptiert; wegen |X7an| < | Xo|+. ..+ | Xy ist jede Variable
XIin LY(P). Weiter gilt
E(er;—f—l - Xﬂfn) = E(XT/\(n-H) — Xrpan|Fn)
= E(0-Lir<ny + (Xnt1 — Xn)lirsny [Fn)

= 1{T>n} BE(Xnt1 — Xn’j:n)

da {T' > n} = {T < n}° € F, nach Definition einer Stopzeit. Damit folgt

E(Xg+1|.7:n) <xr el X Supermartingal
alls
E(XI |F) =X] X Martingal
fiir alle n € INVy. Ist X ein Submartingal, so ist —X ein Supermartingal. O

11.15 Stopsatz fiir beschrinkte Stopzeiten (Doob): Betrachte einen stochastischen Pro-
zeB X = (Xp)nen, auf (Q, A, IF=(F,)nen,, P) mit der Eigenschaft

X = (Xn)nemn, Iistein (P, [F)-Martingal (Submartingal, Supermartingal) .

a) Fiir beschrinkte IF-Stopzeiten S < T gilt Xg, X7 in L'(P) und

> Submartingal
E(Xr|Fs) = Xg falls X Martingal
< Supermartingal .

b) Ist (7}); eine aufsteigende Folge beschrdnkter Stopzeiten und setzt man

Xj = XT- s .7:] = -7:T-

J

(Zeittransformation durch beschrinkte Stopzeiten), so gilt

Submartingal

X = (Xj)j ist ein ¢ Martingal beziiglich (P, ﬁ?)v mit F = (‘7:])] )

Supermartingal
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Beweis: Es reicht, Martingale und Supermartingale zu betrachten.

a) Betrachte Stopzeiten S, T beschrinkt durch k € IN. Insbesondere gilt dann X7 = XkT. Klar
| Xs| < |Xo| + ...+ |Xgl, also Xg € L(P); genauso X7 € LY(P). Sei nun S < T und C € Fs.
Sicher gilt CN{S = j} € Fj, 0 < j < k, nach Definition von Fg. Zugleich hat man aber auch
CN{S =j} € Fgnach 11.12 a). Wegen S < T und 11.14 fiir den gestoppten ProzeB X7 folgt

[ wexgir = [ (r-xj)ap
Cn{S=j} Cn{S=j}

<0 falls X Supermartingal
= / (X{ = Xx])apr - P &
cn{s=j} =0 falls X Martingal

Summation iiber j = 0,1,...,k liefert
<
E(lcXr) E(1cXg) fir alle C € Fg

und damit die Behauptung.
b) folgt sofort aus a) und 11.13. ]

11.16 Bemerkung: Fiir unbeschrinkte IF-Stopzeiten wird die Aussage von 11.15 i.a. falsch.
Zwei typische Beispiele illustrieren dies.

a) Das asymptotische Verhalten des Verzweigungsprozesses X aus Beispiel 11.8 ist bekannt; wir
setzen voraus, daf die Reproduktionsvariablen die Bedingung ¢11 € L?(€2, A, P) erfiillen.

Im ’kritischen’ Fall m = 1 ist X = (X,,)nemn, nach 11.8 ein Martingal mit Xy = 1; zugleich weifl

man, daf§ X im Fall m = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 aussterben wird: es gilt

P(X,, = 0 fur schlieBlich allen) = 1,

P(X, >0) ~ cst- 2 fiirn — oo

(siehe Jagers, 1975, p. 25). Damit ist die Aussterbezeit
T := inf{n € INy : X,, =0}

eine IF-Stopzeit, welche P-fast sicher endlich, aber nicht beschréinkt ist. Also erfiillt T nicht die
in 11.15 a) gemachte Voraussetzung.
Fiir den Zustand des Verzweigungsprozesses X zur Zeit T' gilt X7 = 0 P-fast sicher. Trivialer-

weise ist auch R = 0 eine IF’-Stopzeit, und es gilt Xz = Xg = 1. Beides zusammen ergibt

R<LT, XR:17EO:E(XT‘fR).
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b) Ein weiteres Beispiel liefert die Folge von Gliicksspielen aus Beispiel 11.1, wobei wir zusétzlich
voraussetzen, daf fiir das Einzelspiel die Bedingung Y; € L%(Q, A, P) erfiillt sei.
Im ’fairen’ Fall m = 0 ist S = (S,,), ein Martingal mit Sy = 0. Man weiB, da8 die IF’-Stopzeit

T := inf{n € INy : S, > 10},

zu der das Vermogen des Spielers zum erstenmal die Millionengrenze iiberschreitet, eine P-fast

sicher endliche, aber unbeschrinkte Stopzeit ist: es gilt
P(T>t) ~ estt™2 fiirt — oo

(cf. Bingham, Goldie und Teugels, 1987, Section 8.9; insbesondere: Theorem 8.9.12 (iii) auf
S. 381). Also erfiillt 7" nicht die in 11.15 a) gemachte Voraussetzung.
Es gilt Sy > 10° P-fast sicher, also auch E(S7|Fy) > 10°: mit der trivialen Stopzeit R = 0

entsteht wegen Sy = 0 die Situation

R<T, Sr=0 < 10° < E(S7|FR) . O

In nichtnegativen Supermartingalen dagegen als Ausnahmesituation bleibt der Stopsatz 11.15

auch mit unbeschrinkten Stopzeiten giiltig:

11.17 Satz: Ist X in 11.15 ein nichtnegatives (P, IF')-Supermartingal, so gilt X¢ > E(X7|Fg) in
11.15 a) sogar fiir beliebige IF-Stopzeiten S < T, und Transformation durch beliebige aufsteigen-

de Folgen (Tj); von IF-Stopzeiten wie in 1.15 b) liefert wieder ein nichtnegatives Supermartingal.

Beweis: In einem nichtnegativen Proze X = (X,,)nemn, gilt

S(w) <oo: limp oo Xsan(w) = Xs(w),

Sw)=00: Xgamm(w)=X,(w) > 0= Xg(w) firallen,

weil Xg nach Definition 1.13 auf dem Ereignis {S = oo} den Wert 0 annimmt. Also hat man in

einem nichtnegativen Prozefs X

Xs < liminf E(Xgan)

n—oo

und mit Fatou 2.8 und Stopsatz fiir beschriankte Stopzeiten 11.15 a)

E(XS) < E(liminf Xgpp) < liminfE(XS/\n) < E(Xo) < 0.
n—o0

n—oo
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Da Xg nichtnegativ ist, zeigt dies Xg € L!(P). Genauso erhilt man X7 € LY(P).
Es bleibt zu zeigen: Sind S, T" F-Stopzeiten mit S < T, so gilt Xg > Ep(X7|Fs). Wir zeigen

dies in der Form
(*) VA€ Fg: /XSdPZ/XTdP.
A A
Betrachte also IF-Stopzeiten S < T', sei A € Fg. Fiir jedes n gilt dann auch AN{S < n} € Fgnn:
Vie INg: (AN{S<n})n{SAn<t} = (An{S<n})n{S<{t} €F.
—_——

eFs

Mit 11.15 a) fiir die beschriankten IF-Stopzeiten S An < T A n folgt dann

/ XgdP = / Xsnn dP
An{S<n} An{S<n}

> / X7ran dP (11.15 a) fiir das Supermartingal X)
An{S<n}

> / Xrpan dP - (wegen S < T und Xpp, > 0)
AN{T<n}

= / Xr dP.
AN{T<n}

Lé&Bt man nun auf beiden Seiten dieser Ungleichungskette n gegen oo streben, erhélt man mit

dominierter Konvergenz

(%) VAe Fg: / XSdPZ/ Xp dP .
AN{S<oo} An{T<oo}

Beachtet man Xg = 0 auf {S = oo} und X7 = 0 auf {T' = co} nach 11.13, so ist mit (xx) auch

(%) gezeigt. 0

Bemerkung: Startet man in 11.17 insbesondere mit einem nichtnegativen IF-Martingal X, so
wird bei Zeittransformation durch eine aufsteigende Folge beliebiger IF-Stopzeiten (77}); die
Martingaleigenschaft im allgemeinen verlorengehen. Ein Beispiel liefert der Verzweigungsprozef3
mit m = 1 in 11.16 a): der mit Ty = 0, T} = T, ... wie dort zeittransformierte Prozef ist nur

noch ein Supermartingal (X7, ); beziiglich der zeittransformierten Filtration (Fr;);.
C. Doob-Ungleichung und ’aufsteigende Uberquerungen’

Die Ungleichung von J.L. Doob und seine Abschétzung der Anzahl der ’aufsteigenden Uberque-

rungen’ (1940/1953) ist der Schliissel zu allen Martingalkonvergenzsétzen.
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11.18 Doob-Ungleichung: Sei (X, )nemn, ein Sub- oder Supermartingal beziiglich F =
(Fr)nem,, auf (2, A, P). Sei J eine endliche Teilmenge von INy, setze

B:=max{n:neJ}, a:=min{n:neJ},

sei 7 > 0 beliebig.

i) Ist X ein Submartingal, so gilt

r-P(max X,, >r) < / XpdP < BE(Xj).
neJ {méi}<Xn>T}

ii) Ist X ein Supermartingal, so gilt

r- Pmax X, >r) < E(Xa)—/ Xp dP .
neJ {max X, <r}

neJ

iii) Ist X ein nichtnegatives Supermartingal, so gilt

r-Pmax X, >r) < E(X,).
neJ

Beweis: Notwendig gilt «, 6 € J da J endlich. Definiere
T := min{neJ: X, >r}
(mit min ) := +00). Dann ist T ist eine [F-Stopzeit, denn fiir alle £ € INy gilt

{r<t} = |J {Xa>r} €7

n<l,neJ

Fiir diese gilt {ma}< Xp>r}={T <G} und X7 > r auf {T' < 3}, damit
ne

r-Pmax X, >r) = r-P(T<p) < / XrdP = / XrpagdP
{T<8} {T<s}

neJ
(1) = /(XT/\ﬁ—Xg)dP + / XgdP
Q {T<p}
(2) = E(XT,\ﬁ) — / XgdP.
{T>p}

Der Stopsatz fiir beschriankte Stopzeiten 11.15 schliet nun den Beweis ab: ist X ein Submar-

tingal, gilt in dieser Ungleichungskette in (1)

/(XT/\ﬁ—Xﬁ)dP <0
Q



20 Martingale in diskreter Zeit

und das ist die Aussage 11.18 i); ist X ein Supermartingal, so gilt in (2)
E(Xrpp) < E(Xa)

und damit 11.18 ii); iii) folgt sofort aus ii). O

Wir formulieren eine niitzliche Variante, die fiir Indexmengen I der Art @ N [0,N], N € IN,

interessant ist.

11.19 Folgerung: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei I C [0,00] eine abzihlbare

Indexmenge mit

a:=inf{t:tel}ecl, [:=sup{t:tel}lel.

Sei X = (Xi)ter ein Sub- oder ein Supermartingal beziiglich IF' = (F;)icr. Dann bleiben die

Abschétzungen aus 11.18 giiltig, falls man iiberall ’ma3< X, durch ’sup X, ersetzt:
ne tel

i) Ist X ein Submartingal, so gilt

r-P(sup Xy >r) < / XpdP < E(XJ).
tel {sup X¢>r}
tel

ii) Ist X ein Supermartingal, so gilt

r-Psup Xy >r) < E(Xa)—/ X3 dP .
tel {sup X:<r}
tel

iii) Ist X ein nichtnegatives Supermartingal, so gilt
r-Plsup Xy >71) < E(X,).

tel

Beweis: Wile eine Folge endlicher Teilmengen J,, C I mit J, T I fiir n — oo, setze
ap = minJ, , [, = maxJ,.
Fiir n — oo gilt a, | @, 8, T B, und

F, ={maxX; >r} 1 {supX;>r}=F
tedn tel

fiir festes r > 0. Aufsteigende Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaflen liefert also

r-PmaxX; >r) —3 r-PupX;>r) , n—oo.
teJn tel
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Ist X ein Submartingal, kann man fiir jede endliche Indexmenge J,, die rechte Seite der Unglei-

chung 11.18 i) wegen F,, = {gn%X X > r} € Fg, fortsetzen zu einer Abschéitzung
€Jn

Xg,dP < | XgdP,
F, Fr

und hat mit dominierter Konvergenz fiir n — oo nach Definition von F' = {sup X; > r} und
tel
wegen 3 € [

XgdP % /ngp.
F, F

Zusammen erhilt man fiir ein Submartingal X: aus 1.18 i) fiir jedes J,, und J, T I folgt

r-P(supX; >r) < / XpdP < BE(X}).
tel {sup X¢>r}
tel

Ist X ein Supermartingal, kann man fiir jedes J,, das Integral auf der rechten Seite von 11.18 ii)

mit demselben Argument weiter abschétzen durch
Xg, dP > XgdP "% Xz dP ;
F¢ F¢ Fe
klar gilt in diesem Fall auch

E(Xa,) E(X,) VYn

wegen « € I. Aus 1.18 ii) fiir jedes J,, und J, T I folgt also

r-Plsup Xy >r) < E(X,) — / XgdP . O
tel {sup X <r}
tel

Die in 11.19 gemachte Voraussetzung 'sup I € I’ gilt sicherlich nicht fiir Indexmengen der Art
I =10,1) N@ oder I = INy. Damit erhebt sich die Frage: kann man in Martingalen, Sub- oder

Supermartingalen Indexmengen durch Hinzufiigen von sup I in sinnvoller Weise ’abschlieflen’?

11.20 Definition: (Abschlufl eines Martingals, Submartingals oder Supermartingals) Betrachte
auf (Q, A, F=(F;)er, P) mit Indexmenge I C IR ein (P, IF')-Martingal (Submartingal, Super-
martingal) X = (X;)es. Betrachte

Bi=sup{t:tel}¢l, T:=IU{B}CR.
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Gibt es eine sinnvolle Erginzung (Xg, F3) ‘nach rechts’, mit der die Filtration (F3)ies zu (F),c7

und der Prozef8 (X¢)er zu (X¢),c7 so fortgesetzt werden kann, dafl gilt
(Xt)4c7 ist ein Martingal (Submartingal, Supermartingal) beziiglich (P, (¢),c7) »

so heiBt ((X¢),c7, (Fi)ie7) Abschluf des Martingals (Sub-, Supermartingals) ((X¢)ier , (Fi)ter)-

11.20° Beispiel: Das Martingal M = (My,)nemn, aus 1.7
M, = Ep(X|F,), ne€ Ny,

welches durch Vorgabe einer Zufallsvariable X € L'(§, A, P) und einer Filtration (F,,)nemn, in

A entsteht, erlaubt einen Abschlufl auf zwei Weisen:

i) durch 8 := +o00, F3 := A und Mg := X;

ii) durch 8 := 400, F3 := \/ F, (Notation aus 11.9) und Mz := Ep( X |\ Fy). O
n n

Ein Abschlufl im Sinne von 11.20 muf} keineswegs existieren. In Teilkapitel D werden wir sehen

(Satz 11.33), daB gleichgradig integrable Martingale (X, )nem, stets einen Abschlu8 durch

(1.20") Foo 1= \/]:n zusammen mit einer \/ F,,-mefibaren Limesvariable X
n n

erlauben. Ab jetzt wird fiir Indexmenge I = INy die Bezeichnung F,, ausschlielich fiir die in

(1.20”) definierte o-Algebra \/ F,, reserviert sein.
n

11.21 Bemerkung: (’Abschluf nach links’) Martingale mit Indexmenge I C IR so dafl
a=inf{t:tel}¢l, T:={a}UICR

kann man stets ‘nach links’ abschlieBen (typische Beispiele solcher Indexmengen sind

(%) I = {tE]R:t:%fﬁreinnElNo} oder I := {-n:ne N}

mit @ = 0 bzw. & = —00). Betrachte ein Martingal X = (Xy)ier auf (Q, A, F=(F;)ier, P). Fiir
o wie oben setzt man
Foi=()Fs, My:=E(M;|Fs)
sel

fiir ein beliebiges o € I, und erhilt ein Martingal (M), 7 beziiglich (P, (F¢),c7)-
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Martingale ((My)ier, (Ft)ter) mit Indexmengen vom Typ (*) nennt man manchmal "Riickwérts-
martingale’; dies ist jedoch ein schlimmer sprachlicher Lapsus, denn auch bei Indexmengen vom

Typ (*) gilt die Martingaleigenschaft stets vorwdrts in der Zeit wie in 11.4 definiert. O

Martingalkonvergenzsétze (siche Teilkapitel D) beruhen auf Abschitzungen fiir die ’Anzahl auf-
steigender Uberquerungen’ im Pfad I 5 t — X;(w) € IR eines Martingals (Submartingals,

Supermartingals) X = (X¢)er-

11.22 Definition: Sei I C IR endlich oder abzihlbar, sei X = (X;)scs ein reellwertiger stocha-

stischer Prozef§ auf (2, A), sei —0o0 < a < b < +00. Fiir w € Q setze

N({b(w) = sup{fe€ Ny: es existieren t1 < to < ... <tg_1 <ty €1
XtQj—l (w) <a
thj (W) > b

so daf firl<j</¢}.

Néb heiBt die Anzahl aufsteigender Uberquerungen des Streifens [a,b] entlang I.

A I ‘WW

t— X o)

Y b e 1951 ]

11.23 Hauptsatz iiber ‘aufsteigende Uberquerungen’ (Doob): Sei I C IR endlich oder
abzéhlbar, sei X = (X;)tes ein Submartingal beziiglich IF' = (F)er auf (Q, A, P).
a) Fiir jede endliche Teilmenge J von I mit §:= max{t:¢t € J} und a := min{t : t € J} gilt :

N al]b ist eine Fg-mefBbare Zufallsvariable () — INg mit

1

E(N’) <
( ab)— b—a

(E(Xp) — E(Xa) + E((Xg—a)7)) .

b) NI, ist eine INg-wertige Zufallsvariable auf (2,.A).

c¢) Unter den Voraussetzungen

(11.24) sup E(X;) < oo, sup E(X; ) < o0
tel tel
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gibt es eine Konstante K < oo so dafl

1
E(NL) < m([( + |al) fiir jede Wahl von — oo < a <b < +00.

d) Ist I unendlich, so gibt es unter der Voraussetzung (11.24) eine P-Nullmenge N € A so daf§
fiir jeden Haufungspunkt ~ von [
w¢é N = ¢ und jede monotone Folge t, — , (tn)n CI:

lim,, oo X¢, (w) existiert in IR .

Bemerkung: Die Aussage d) ist wichtig fiir I = INy mit Hiufungspunkt v = +o00, wird aber erst
recht interessant fiir Indexmengen der Art @ N[0, 00) oder @ N[0, N], N € IN, die in IR" oder in

kompakten Teilmengen von IR™ dicht liegen ...

Beweis: 1) Betrachte zuerst nur eine feste endliche Teilmenge J C I. Fiir diese sind § :=
max{t:t € J} und a := min{t : ¢t € J} in J. Bildet man &hnlich wie in 11.11 b) eine wachsende

Folge beschrankter IF’-Stopzeiten durch 7y = «,

7 = min{teJ: Xy <a} AP,

To = min{t € J:t>71,Xy >b}AS,
T2j—1 = min{t eJ:t> TZ(j—l),Xt < CL} NGB,

Toj = min{tEJ:t>7'2j,1,Xt>b}/\ﬁ,

dann werden wegen der Endlichkeit von J alle aufsteigenden Uberquerungen des Streifens [a, b]

im Pfad {X(t,w) : t € J} durch Paare (19;_1,72;) mit 72;_1 < 79; und X, > b erfafit, und

o

J o E
Nab - 1{7‘2j_1<7'2j,X7—2j>b} .

=1

Insbesondere ist N eine Fz—mefbare Zufallsvariable (dies sieht man mit 11.12411.13: die durch
B beschrénkten Stopzeiten 79,1 bzw. 79; sind Frpjr— bzw. Fry,j —meflbare Zufallsvariable, damit
Fz-meBbar, also gilt {m;_1 < 72;} € Fg; zugleich ist Xr,; eine Fg-mefibare Zufallsvariable, also

liegt jedes der Ereignisse {7o;_1 < 79;, Xr,; > b} in der o-Algebra Fp).
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Doob’s Stopsatz 11.15 fiir beschrénkte Stopzeiten im Submartingal (X;)ier zeigt

l
E(Xg) - E(Xa) > E(Xy,)-EBE(Xn) = Y E(Xn, — Xn,_,)
=1
, J
=y {E(Xm = Xy )+ B(Xryy_, — Xry,y )}
=1 >0 nach 11.15
l
> Y E(Xn, — Xn, )
7j=1

fiir beliebiges £ > 1. Nach Definition der Stopzeiten 79;_1 bzw. m; gilt aber

X’rgj — )(7-2]._1 > b—a falls T2j—1 < T2j, XTQJ. >b
Xy =Xy =2 —(Xg—a)” fallsm; g <795, X, <b
X7—2j - XT2].71 0 falls 7'2]',1 == 7’2]'

wobei die erste dieser drei Zeilen einer vollendeten Uberquerung des Streifens [a, b] entspricht,

die zweite einer vor der Zeit 3 begonnenen, aber zur Zeit § unvollendeten Uberquerung:

abgeschlossene Uberquerung angefangene letzte Uberquerung
3 Xy X X
X ! x X X5 X i
b X ‘ ‘
X | X | | X x)
X! ! ! X X \
a 3 X X | | vaul < X X
X X X Xy x
X PoxX X
T2j-1 sz B -1 B=T2j

(fiir eine solche gilt X3 = X, zusammen mit der Abschétzung

X’T‘Qj - XTQj_l Z 0- 1{X@2X7—2j71} - (Xﬁ - XTQj—l)i 1{X@<X7—2j71} Z _(X,G - a’)i

der Negativteile). Die dritte der obengenannten Zeiten entspricht einem Indexpaar, fiir das beide
Stopzeiten 79;_1,72; bereits an 3 = max J trunkiert und damit ’trivial’ sind. Zusammen ergibt

sich aus der obenstehenden Ungleichungskette
E(Xp) — E(Xa) 2 (b—a)BE(N;,) — E((Xg—a)”)

und damit die Aussage a) des Satzes.
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2) Fiir eine abzihlbare Indexmenge I C IR wihlt man wieder eine aufsteigende Folge endlicher
Teilmengen J,, C I, J, 1 I, und schreibt a, := min{t : t € J,,}, B, := max{t : t € J,} wie in 1).

Dann erhilt man N/, als aufsteigenden Limes Fj,-meBbarer Zufallsvariablen
a ab

NL = lim N/,
n—oo

insbesondere ist damit N (fb eine A-meflbare INgp-wertige Zufallsvariable, und es gilt nach 1)

BNw) = i, BOVG) = i 5=

(BE(X3,) — BE(Xa,) + E((Xg, —a)”)
Unter Voraussetzung (11.24) gibt es dafiir obere Schranken, die nicht mehr von n abhéngen:

E(Xg,) < supE(X;) < o0
tel

—E(Xa,) = —B(X} —X,) < BE(X;,) < supE(X;) < oo

an, an
tel
E((Xg, —a)”) < E(X5)+la| < SH?E(X{)HGI
te

womit die Aussagen b)+c) des Satzes (mit K := 2sup F(X; ) + sup E(X") ) bewiesen sind.

tel tel
3) Sei nun I nicht endlich und sei v € IR ein Haufungspunkt von I. Betrachte aufsteigende
Konvergenz t T v, t € I, und definiere

N7 = {w €N:—o0< liI?Tiant(w) < limsup X¢(w) < —|—oo} € A.
v i1y

Fiir jedes w € N7 kann man ein geeignetes (auf w zugeschnittenes) Paar rationaler Zahlen

zwischen lim infy, X;(w) und limsup,;, X;(w) einschieben: dies bedeutet

NY = U {wEQ:liIPTiant(w)<a<b<limsupXt(w)} .

a<b t1y

a,beq
Aus dieser Darstellung wird klar, daf es fiir jedes w € N7 einen geeigneten Streifen [a, b] gibt,
den der w-Pfad t — Xy(w) fiir t T v, t € I, unendlich oft aufsteigend iiberquert. Damit gilt

(o) N7 C U {wGQ:Nib(w):%—oo} = N € A.

abea

Die auf der rechten Seite definierte Menge N € A ist unter der Voraussetzung (11.24) notwendig
eine P-Nullmenge, denn jede der Variablen N c{,b’ a < b €@, liegt nach der schon bewiesenen
Aussage b) des Satzes in L'(P) und ist damit insbesondere P-fast sicher endlich. Weiter hingt

die Menge N aus (¢) nicht mehr von dem eingangs betrachteten Hiufungspunkt v € I ab, so
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daf} dieselbe P-Nullmenge N als Obermenge schon alle zu beliebigen Haufungspunkten v der

Indexmenge I zu bildenden Ausnahmemengen N7 enthélt. Gezeigt ist:

fir w e O\ N existiert lim X;, (w)
n—oo

fiir jeden Haufungspunkt v von I und jede gegen ~ aufsteigende Folge (¢,), C I .

Das Argument fiir absteigende Konvergenz ¢t | v, t € I, geht analog, und fiihrt zu derselben

P-Nullmenge N aus (¢). Damit ist auch Aussage d) des Satzes bewiesen. O

D. Konvergenzsitze fiir Martingale, Submartingale und Super-

martingale

11.25 Satz (Doob): Betrachte auf (€2, .4, P) einen Proze8 X = (X,,)nemn, und eine Filtration
IF = (F,))nemn,, sei X dabei entweder
ein (P, IF')-Submartingal mit sup E|X,| < oo
n€Ng

oder

ein (P, IF')-Supermartingal mit sup E(X, ) < oo.
nelNy

Mit Foo =\ Fp wie in (1.20”) gibt es dann eine Zufallsvariable Xo, € LY(€, Foo, P) so daf
n

X, — X P-fastsicher firn — oo, FE(|Xx|) < liminf E|X,| < oco.
n—oo

Beweis: 1) Sei X ein Submartingal mit sup,,¢ n, £|Xn| < co. Stets — vgl. 2.2. g) — gilt

G = {weN: lim X,(w)existiert in R} € Fo .

n—0o0

Mit Satz 11.23 d) — wegen X,, < |X,,|, X, < |X,| ist die Voraussetzung (11.24) erfiillt — folgt
P(G) = 1, also X,, = 1¢X, P-fast sicher fiir alle n € INy .
Definiere
X = lim 16X, .
n—oo

Dies ist eine Fao-meBbare, IR-wertige Zufallsvariable; nach Fatou gilt sogar

E(Xs|) = E(liminf|X,|) < liminf E|X,| < oo
n—oo n—oo
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und damit X, € LY(P); nach Abénderung auf der P-Nullmenge {|Xoso| = +00} € Fao gilt die
Aussage des Satzes fiir die reellwertige Zufallsvariable

Xoo 1= Xool{\f(oo|<oo}‘

2) Sei X ein Supermartingal mit sup,,cp, £(X,, ) < co. Dann ist X := —X ein Submartingal

mit sup,, E(|X,|) < co: das erhilt man wegen E(X,,) < E(X,) aus
Xo| = |Xn| = X, + X} = 2X, +X, = E(X.|) < 2E(X,,)+E(Xo).

Schritt 1) fiir das Submartingal X liefert nun die Behauptung fiir das Supermartingal X. O
11.26 Folgerung: Ein nichtnegatives Supermartingal X = (X,,)nemn, konvergiert P-fast sicher
gegen eine Zufallsvariable X, € LY(Q, Foo, P).
Beweis: 11.25 mit X, = 0 fiir alle n. O
11.27 Hauptsatz: Sei X = (X,,)nen, ein (P, (Fn)nemn,)-Martingal (oder ein Submartingal,
oder ein Supermartingal) mit der Eigenschaft

die Familie {X,, : n € INy} ist gleichgradig integrierbar.
Dann gibt es eine Zufallsvariable X, € L'(, Fo, P) so daf gilt:
(11.28) X, — Xo P-fast sicher und in L!(P) fiir n — oo.

Beweis: 1) Sei X ein Submartingal. Wegen gleichgradiger Integrierbarkeit der {X,, : n € INg}
(vgl. 2.25) gibt es fiir jedes € > 0 ein K < oo so dafl

sup [XaldP < <
nelNo J{|Xn|>K(e)}

insbesondere gilt

sup E(|X,]) < K(g)+ sup / | Xp|dP < oo.

nelNg n€lNg J{|X,|>K(e)}
Damit erfiillt das Submartingal X dann die Bedingung aus 11.25, und 11.25 liefert P-fast si-
chere Konvergenz der X,, gegen eine Fn-meBbare Limesvariable X,, € L'(P). Gleichgradige
Integrabilitit liefert nach 2.28 (mit p = 1) zusitzlich die Konvergenz in L'(P).
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2) Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal ist nach 1) alles bewiesen. Sei nun X ein gleich-
gradig integrierbares Supermartingal. Dann ist X = (—Xy)n ein gleichgradig integrierbares

Submartingal, und 1) angewandt auf X liefert die Behauptung fiir X. O

Bemerkung: a) Wir werden in Satz 11.33 sehen, daf die gleichgradige Integrierbarkeit in 11.27
als Bedingung fiir (11.28) nicht abgeschwécht werden kann.
b) Eine einfache hinreichende Bedingung fiir gleichgradige Integrierbarkeit in 11.27 ist nach 2.27

sup E(|X,|’) < oo flreinp>1.
n€lNg

H#ufig kann man diese Bedingung etwa fiir p = 2 leicht nachpriifen. In 11.37 werden wir darauf

zuriickkommen.

11.29 Hilfssatz: Betrachte auf (2,4, (F,)nemn,, P) ein Martingal (Submartingal, Supermar-
tingal) (X, )nem,- Gibt es eine Zufallsvariable Xo, € LY(Q, Fuo, P) so daB8 (11.28) gilt, so kann
((Xn)nemy s (Fn)nem,) durch Hinzunahme von (X, Fso) aus (11.28)+(11.20”) zu einem Mar-

tingal (Submartingal, Supermartingal)

<(Xn)neﬁo ) (fn)neﬁo)

fortgesetzt werden (INg = INgU{+00}, Foo = o(Unem, Fn) )- Dies ist ein Abschlufl wie in 11.20,
aber mit der zusétzlichen Eigenschaft (11.28).

Beweis: Die L'-Konvergenz in (11.28) liefert fiir jedes feste m

lim /XndP = /Xoo dP fir alle F' € Fp,.
F F

n>m,n—oo

(Xn)nem, ist ein Martingal (Submartingal, Supermartingal), also ist die Folge ([n Xy dP)n>m

konstant (bzw. aufsteigend, bzw. fallend), also gilt fiir jedes m und jedes F' € F,,

= Martingal
Ep(1r Xy) < Ep(lp Xoo) falls (Xp)nemy, Submartingal
> Supermartingal

Damit ist ein Abschlufl als Martingal (Submartingal, Supermartingal) gefunden. O
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11.30 Konvention: Betrachte auf (2, A, P) eine (F,)nen,-Stopzeit T : Q@ — INg und ein

Martingal (Submartingal, Supermartingal) (X,,) beziiglich (F,,) In diesem Zusam-

T’LEWO HEWO :

menhang definiert man den Zustand von X zur Zeit T oft auch durch

(*) Xr = Z an{T:n}

n€lNg

mit Hilfe der hier zur Verfiigung stehenden Variablen X, anstelle der (die Konstante 0 als
'default value’ benutzenden) allgemeinen Definition aus 11.13.

Wir benutzen die auf 11.27, (11.28) und 11.29 zugeschnittene Konvention () (anstelle der — in
der allgemeinen Situation nicht verbesserbaren — Definition aus 11.13) stets nur mit ausdriick-
lichem Hinwess.

Auch mit Konvention (x) ist Xp eine Fp-meBbare Zufallsvariable: mit Benutzung des Foo-
meBbaren X, auf dem Ereignis {T" = oo} ist X7 nach (%) zuerst wieder F-mefbar; danach

bleibt fiir Mengen B € B(IR) das Argument aus 11.13
{XTEB}Q{TZK}G.?@, { € INy

unveréndert giiltig: also ist {X7 € B} in Fr. O

11.31 Hilfssatz: Sei I C [0, 00] eine Indexmenge. Betrachte auf (€2, A, P) einen stochastischen
ProzeB X = (X})ier, adaptiert an eine Filtration (F;)er in A.

a) Ist X = (Xi)ier ein Submartingal, ist g : IR — IR konvex und nichtfallend, und ist g(X;) in
LY(P) fiir alle ¢ € I, so ist auch (g(X}))¢>0 ein Submartingal.

b) Ist X = (Xy)er ein Martingal, so ist (| X¢|)ter ein nichtnegatives Submartingal.

Beweis: a) Sei X ein Submartingal. Zunéchst ist eine konvexe Funktion g : IR — IR mefibar,
da {g < a} fiir jedes a € IR ein Intervall ist. Der Proze (g(X}))er ist damit (F;)ier-adaptiert,
und nach Voraussetzung gilt g(X;) € L*(P) fiir alle ¢ € I. Fiir ein Submartingal X liefert die

Jensen-Ungleichung 10.10 kombiniert mit der Monotonie von g(-)

s<t el = E(g(Xy)l|Fs) > g(E(X¢|Fs)) > 9(Xs) .

>Xs

b) Sei X ein Martingal. Die Jensen-Ungleichung 10.10 fiir die konvexe Funktion g(x) = |z| zeigt

E(1Xi[|Fs) = [ B Fs) | = [ X - O
——

=X,
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11.32 Satz: Betrachte ein nichtnegatives Submartingal X = (X5,), po auf (2, A, (F,) P).

nEWo’
Sei T die Klasse aller (F,,)nemn,-Stopzeiten mit endlich vielen Werten (d.h. {T'(w) : w € Q} ist

eine endliche Teilmenge von INg). Dann gilt (mit Konvention (%) aus 11.30)

die Familie {Xp : T' € T} ist gleichgradig integrierbar.

Beweis: Wegen der Nichtnegativitit von X ist zu zeigen (vgl. 2.25): zu jedem e > 0 existiert

ein K = K(e) < oo so daf§

sup/ XrdP < €.
TeT J{Xr>K}

1) Sei T € T. Fiir das Submartingal X = (X,), v &ilt X, € LY(P), n € INy. Bezeichnet
man mit ¢; < ... < ty < 400 (abhéingig von T') die endlich vielen fiir 7" moglichen Werte,
so folgt X7 € LY(P) aus der trivialen Abschitzung |X7| < | Xy | + ... + |Xy,|. Fiir Ereignisse

F € Fr impliziert — wegen F'N{T = t;} € F, — die Submartingaleigenschaft von (X;),,

nach Aufspalten von F

)4
E(lF(Xoo - XT)) = ZE(lFm{thi}(Xoo - Xti)) > 03

i=1

insbesondere erhélt man fiir F = {X7 > K} € Fr, K < oo beliebig, die Aussage
(+) / XrdP < / X dP .
{Xr>K} {Xr>K}
2) Da X, € LY(P), gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0 so daB
(++) Ae A, PA<sd = /XoodP<e:
A
hierzu wéhlt man zuerst ein N € IN so daf
/ X dP < °,
{Xeo>N} 2
setzt § 1= % -5, dann gilt fiir jedes A € A mit P(A) <§
/XoodPgN-P(Am{XoogN})+/ XxodP < €.
A {

Xoo>N}

Wihlt man nun eine Konstante K > 1 E(X), hat man wegen (+)

(+++) Pxr > k) < ZE81) o EXe)

< I ‘
S 75 S I% < 6 firjedesT €T
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3) Sei e > 0 beliebig. Zusammen ergibt sich mit K und ¢ wie oben

/ XrdP < / XdP < €
{Xr>K} {Xr>K}

fiir beliebiges T' € 7, nach (4), (+++) und (++), und damit die Behauptung. O

11.33 Hauptsatz iiber gleichgradig integrierbare Martingale: Sei (X,,)nemn, ein Mar-
tingal auf (2, A, (Fp)nem,, P). Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

i) die Familie {X,, : n € INy} ist gleichgradig integrierbar;
ii) (X,)n konvergiert P-fast sicher und in L!(P) gegen eine F.,-mefibare Variable X;
iii) X kann zu einem Martingal (X,,), -z beziiglich (), v fortgesetzt werden.

Unter jeder dieser Bedingungen gilt in der Fortsetzung aus iii)

X, = E(X«|F,) P-fast sicher, fiir jedesn € INy .

Beweis: i)==ii) ist eine Teilaussagen von 11.27; ii)==+iii) ist 11.29. Wir zeigen iii)==1): Ist
(Xn)nemy €in Martingal beziiglich (), cpz, so ist nach 11.31 b) (| Xy|), . ein nichtnegatives

Submartingal beziiglich (F;,) Nach 11.32 ist dann —da die konstanten Zeiten 7' = n ins-

nEWo'
besondere Stopzeiten in 7 sind- zuerst {|X,,| : n € INy} und damit auch {X,, : n € INp} eine

gleichgradig integrierbare Familie. O

Mit 11.33 stellt sich also das einfache Beispiel 1.7 (Martingale als sukzessive Prognosen an ein

unendlich fernes Ziel) als Prototyp gleichgradig integrierbarer Martingale heraus.
11.34 Stopsatz in gleichgradig integrierbaren Martingalen: Betrachte ein Martingal
X = (Xp)nemw, auf (2, A, IF = (Fp,)nemn,, P) mit der Eigenschaft
die Familie {X,, : n € INp} ist gleichgradig integrierbar.
a) Dann gilt fiir beliebige IF-Stopzeiten S < T (mit Konvention () aus 11.30 fiir Xg und X7):
E(Xr|Fs) = Xs .
b) Jede aufsteigende Folge (7}); von IF-Stopzeiten liefert ein zeittransformiertes Martingal

X = (Xr,); beziglich F = (Fr);.
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Beweis: Da b) aus a) folgt, reicht es, a) zu beweisen. Arbeite mit dem Abschluf
((Xn)ngﬁo ) (Fn)neﬁo)

nach 11.27-11.29 bzw. nach 11.33. Seien S < T' IF-Stopzeiten; zu zeigen ist

(o) E(1pXs) = E(1lpXr)

fiir beliebiges F' € Fg. Dabei kann man sich auf Ereignisse F' € Fg mit F C {S < oo} be-
schrianken: als IF-Stopzeit ist S eine Fg—meBbare Zufallsvariable, also gilt FF N {S < oo} € Fg
falls F' € Fg; wegen S < T und Konvention (%) in 11.30 gilt

Xs = X7 = Xoo auf {S=o0},

folglich muB (o) nur fir F N {S < oo} anstelle von F' bewiesen werden.

Wir betrachten also F' € Fg mit F' C {S < oo}; fiir diese gilt
Fn{S<n} 1T F, n—o.
1) Stets gilt fiir F' € Fg
F, = Fn{S<n} € Fsnn fiir jedes n € Ny
denn fiir £ € INy beliebig
F,n{SAn<t} = (FN{S<n})n{S<t} = FN{S<{lAn} € Fpnn C Fr.

2) Wende 11.31 b) und 11.32 an auf das Martingal (X,), o zuerst ist (| Xp|),cp ein nicht-
negatives Submartingal, dann ist die Familie {|X|gan : n € INy} gleichgradig integrierbar, denn
jedes S A n ist eine Stopzeit mit endlich vielen Werten. Damit sind auch {Xgn, : n € INg}
und erst recht {1p, Xgan : n € INg} gleichgradig integrierbare Familien. Nach 11.33 konvergiert
(Xn)n P-fast sicher gegen X, also konvergiert (1p, X,,), P-fast sicher gegen 1pX.,. Wegen

gleichgradiger Integrierbarkeit wird daraus
(+) lp, Xspn — 1pXg P-fast sicher und in L'(P), n — oc.
Wiederholt man das Argument mit 7" statt S, erhélt man fir dieselbe Folge (F,)n

(++) lg, Xran — 1pXp P-fast sicher und in L'(P), n — oc.
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3) Doob’s Stopsatz fiir beschrinkte Stopzeiten 11.15 zeigt aber
(+++) E(lp, Xsan) = E(1p, Xran) fiir jedes n € INg ,

denn F,, = FN{S < n} € Fgap nach Schritt 1). Zusammen liefern (+) bis (+++) die Aussage

(o), und der Beweis ist abgeschlossen. O
E. LP-Ungleichungen und L’-Martingale

Unter welchen Bedingungen kann fiir Martingale wie in 11.33 die dortige Konvergenzaussage zu

einer Konvergenz in LP, p > 1, verschirft werden ?

11.35 Satz (Doob): Betrachte den Mazimumsprozefs X* = (X})nem, zu einem nichtnegativen

Submartingal X = (X, )nemn, auf (Q, A, F = (Fp)nemn, » P)

X} = max X, ne€lNy.
0<k<n

Fiir beliebiges p > 1 und ¢ definiert durch % + % =1 gilt die Abschéitzung
[Xnllp < [[Xallp < - [[Xall, < o0

fiir beliebiges n € IV, mit || - ||, = || - | zr(,.4,P)-

Beweis: Wir beweisen das zweite Ungleichheitszeichen; das erste ist trivial. Fixiere n > 1 und

p > 1, assozilere ¢ = -E5 zu p > 1. Wir setzen voraus X,, € LP(P) und [|X7||, # 0 (sonst wére
nichts zu zeigen).
1) Betrachte ein Paar nichtfallender stetiger Funktionen F,G : [0,00) — [0,00) mit F(0) =

G(0) = 0, aufgefait als Verteilungsfunktionen o-endlicher Mafie auf (0, c0), welche durch
1
(%) G(dr) = . F(dr) auf (0,00)

gekoppelt sind (ein Beispiel wird in Schritt 2) gegeben). Da das Submartingal X nach Voraus-

setzung nichtnegativ ist, gilt mit Fubini fiir jedes N < oo nach (x)

X (w)AN N
/ P(dw) / F(d'l“) = / P(dw) / 1{X,’;(w)>r} F(d?“)
Q 0 Q 0

N N
_ / F(dr) PUX: >71}) = / G(dr)r P(X, >1)
0 0

E(F(X:AN))
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und weiter unter Ausnutzung der Doob-Ungleichung 11.18 i)

N
/ G(dr) / X, dP
0 {Xz>r}

X (w)AN
= /P (dw) X. / G(dr)

= E(X,G(X:AN)) < oo.

IN

Mit Holder 2.14 erhalten wir fiir p und g wie oben

(%) E(F(X, AN)) < E(X, GX, AN)) < ([ Xnllp - [GOX5 AN -

2) Nach Wahl von p und ¢ gilt % = %(p—l) und (p—1)g = p. Also gilt (*) insbesondere fiir
Fly) =y, Gly) = qy’', 0<y<oo,

und man schreibt mit Z := X} AN

ey - o (fizar)”

In diesem Spezialfall schreibt sich (xx) also als

> (p—1) »
« ([ znap — gzl

* * -1
(X5 AN < (1 Xnllp - a- (X5 A N|p)°

Da X,, in L'(P) und da X} A N nach Konstruktion beschriinkt ist, sind alle Normen in der
letzten Ungleichung endlich, also gilt nach Division durch (|| X A N||,)?

[ Xn AN < g 1 Xnllp -

Hieraus folgt fiir N — oo die Aussage des Satzes. O

11.36 Folgerung: Sei X = (X,)nemn, €in nichtnegatives Submartingal und X* der Maxi-

mumsprozefl zu X wie in 11.35. Sei p > 1. Dann ist die Bedingung

(%) sup E(X?) < o0
n€Ng

hinreichend fiir

Xy = sup X,, € LP(P),
n€lNg

und mit ¢ := 1% gilt die Abschétzung

sup [ Xoll, < [1XSlp, < g sup [[Xallp -

n€INy nelNg
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Beweis: Unter () ist (X%), ein Submartingal: dazu wendet man 11.31 a) an auf das nichtne-
gative Submartingal X und die konvexe und nichtfallende Funktion g(y) := (y v 0)P. Folglich ist
n — E( XL) nichtfallend. Zusammen mit dieser Zusatzinformation liefert 11.35 fiir das nichtne-

gative Submartingal X
(+) sup [ Xillp = [ Xnllp < X5l < ¢ [IXnll, = ¢+ sup [[Xallp
0<k<n 0<k<n
fiir jedes feste n. Wegen Nichtnegativitdt des Prozesses X und monotoner Konvergenz gilt

X; 1 XL . m—oo , B((X)P) 1 E(XLP)<oo , n—oo.

n

Die behauptete Abschitzung folgt nun fiir n — oo aus (+). Sie zeigt insbesondere, dass in einem

nichtnegativen Submartingal die Voraussetzung (*) hinreichend ist fiir X’ € LP(P). O

Mit Hilfe von 11.36 konnen wir den Konvergenzsatz fiir gleichgradig integrierbare Martingale

(11.27 oder 11.33) noch einmal verschérfen.

11.36’ Definition: Sei p > 1. Ein Martingal X = (X,,)nemn, auf (2, A, (Fn)nen,, P) mit

sup E(|X,P) < o
n€elNy

heilt LP-Martingal .

11.37 Hauptsatz iiber LP-Martingale: Sei p > 1. Fiir ein LP-Martingal X = (X,,)nemn, auf
(Q7 "45 (fn)neﬂ\/oa P) gllt

sup |X,| € LP(P).
n€Ng

Insbesondere ist dann die Familie {|X,|P : n € INy} gleichgradig integrierbar, und man hat

X, — X P-fast sicher und in LP(P) fiir n — oc.

Beweis: Da X Martingal, ist der Proze Y := (|X|,), nach 11.31 b) ein nichtnegatives Sub-

martingal. Voraussetzung 11.36° kombiniert mit 11.36 fiir Y liefert also

sup | X|, = YL € LP(P).
n€lNg
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Damit gibt es (wie in (++) im Beweis von 11.32) zu jedem & > 0 ein § > 0 so dafl
Ae A, P(A)<sd = /\Yo’g]dega,
A
und mit der trivialen Abschétzung |X,,| < Y erhilt man

Ace A, P(A)<d = sup/|Xn|de < e
nellNo J A

und daher mit 2.25:
(o) die Familie {|X,,|P : n € INp} ist gleichgradig integrierbar .

Dann aber ist insbesondere die Voraussetzung des Satzes 11.33 (gleichgradige Integrierbarkeit
der {X,, : n € INp}) erfillt. Also gilt P-fast sichere Konvergenz der (X,,), gegen eine Foo-
meBbare Limesvariable X,. Unter (o) gilt dann aber nach Satz 2.28 auch X, € LP(P), und die

Konvergenz X,, — X, ist eine Konvergenz in LP(P). O
Wir schlieffen das Kapitel mit einem Beispiel.

11.38 Beispiel: (Martingalstruktur in Verzweigungsprozessen, Fortsetzung von Beispiel 11.8)

Seien (X, )nemn, wie in 11.8 der Verzweigungsprozef
Xn
X()El; Xn+1:Z£n+1,j, ’I’LZO,l,...,
j=1

mit iid Kinderzahlen (£, ;) ;, INo-wertig und in L*(P), definiert auf (Q, A, P). IF' = (F)nem, ist
die von X erzeugte Filtration: F,, = (X, 0 < j < n). Die mittlere Kinderzahl pro Individuum
ist E(&1,1) = m. Nach 11.8 ist M = (Mpy)nemn,

X
M, = —n, n € INy
mn

ein (P, IF')-Martingal mit My = 1. M hat die folgenden Eigenschaften:

i) Wegen M,, > 0 fiir alle n ist M insbesondere ein nichtnegatives Supermartingal, konvergiert
also nach 11.25+11.26 P-fast sicher gegen eine F..-mefibare Limesvariable M., > 0; dabei gilt
My € LY(P) und E(My) < 1.

ii) Verschérft man die an die Kinderzahlen &, ; gemachten Voraussetzungen zu &1 € L?(P),

o2 := Var(&11), so gilt (siche Jagers 1975, S. 21-23)

m=1: Var(X,) = o?-n, n=12...
m#1: Var(X,) = o2 mrim=l n=12..
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und damit

BOMZ) = —o (Var(X,) + (B(X,)))

iii) Betrachte den ’superkritischen’ Fall m > 1, unter der Bedingung &; ;1 € L?(P). Hier nach ii)

sup E(M?) < oo,
n€lNg

also ist M ein L2-Martingal, und 11.37 zeigt
M, — My P-fast sicher und in L?(P) fiir n — oo.

Die L2-Konvergenz impliziert

0.2

E(Mx) =1, E(Mgo) = hernE(Mr%) = me—m "

Man mache sich klar, dafl damit im ’superkritischen’ Fall m > 1 das Wachstumsverhalten der

Pfade des Verzweigungsprozesses beschrieben wird
fiir P-fast alle w € {My, > 0} gilt: X, (w) ~ m" - My (w) fir n — oo ;

dies ist exponentielles Wachstum n — m’™ mit einem F.-meflbaren Proportionalitéitsfaktor.
Ein Zusatzargument mit wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen (Athreya und Ney 1972, S.

7-10) zeigt, dafl die einzige Alternative zu exponentiellem Wachstum das ’Aussterben’ ist:
{My =0} = {X,, =0 fiir schliefllich alle n} P-fast sicher .
iv) Fiir m <1 weifl man (siche Jagers 1975, Athreya und Ney 1972)
P(X,, =0 fiir schlieBlich allen) = 1;

also gilt hier M, = 0. Ein Abschlu8 von (M,,)nemn, durch Hinzunahme der Limesvariable M,
ist also kein Abschluss als Martingal, sondern nur ein Abschluf} als nichtnegatives Supermartin-
gal. Insbesondere kann nach Satz 11.33 das Martingal (M,,)ne v, im Fall m < 1 kein gleichgradig

integrables Martingal sein. O



