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A. Versionen und Pfadeigenschaften

In einem stochastischen Prozess (Xi)ier auf (9, A, P) mit Werten in (E, &) (I eine beliebige Index-

menge, (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E, &) ein messbarer Raum) heissen die Abbildungen
Xw): I>t = Xi(w)eE |, wefest

Pfade (oder Trajektorien) des Prozesses X. Fiir I C [0,00) interpretiert man den Parameter t € T
im allgemeinen als Zeit. I kann aber auch eine Teilmenge von IRF sein, z.B. ein Kompaktum in IR¥;

solche Prozesse nennt man auch Zufallsfelder.

Die Konstruktion eines stochastischen Prozesses beginnt im allgemeinen wie in Kapitel XII damit,
dass man sich mit dem Konsistenzsatz von Kolmogorov ein Wahrscheinlichkeitsmass P auf (2, A) =
(ET, T verschafft, unter dem der gewiinschte Prozess als kanonischer Prozess m = ()i auf dem
kanonischen Pfadraum (E!,&’, P) zur Verfiigung steht, mit den gewiinschten endlich-dimensionalen

Randverteilungen.

In einem zweiten Schritt betrachtet man die Eigenschaften der Pfade spezifischer Prozesse; man mochte
z.B. zeigen, dass typische Pfade der Brownschen Bewegung stetig sind, oder dass typische Pfade
des Poissonprozesses INy—wertig, stiickweise konstant, rechtsstetig und nichtfallend sind, wobei nur
Spriinge mit Sprunghohe 1 auftreten. Bezeichnet (x) eine interessante Pfadeigenschaft, etwa im Fall

I=10,00), (E,&) = (IR? B(IR?)) eine der beiden Eigenschaften

e fiir alle w € Q gilt: X, (w) € C([0, ), IRY), der Klasse aller stetigen Funktionen f : [0, 00) — IR¢

o fiir alle w € Q gilt: X, (w) € D([0,00), R?), der Klasse aller rechtsstetigen Funktionen f :
[0,00) — IR? mit linksseitigen Limiten (kurz cadlag—Funktionen): fiir jedes 0 < t < oo existiert

ein Grenzwert von rechts und stimmt iiberein mit dem Funktionswert

F(t) = lim f(s),

und fiir jedes 0 < t < oo gibt es einen Grenzwert von links

ligl f(s) existiert in IR?
S

so mochte man durch geringfiigige Abdnderung jeder einzelnen Variable X

(+) fiir jedes ¢t € I fest : X, ~ X; sodass P(X; # X;) =0



zu einem modifizierten Prozess X = (X;)ic; auf (€, A, P) iibergehen, der wegen (+) notwendig
dieselben endlichdimensionalen Randverteilungen wie X besitzt, in dem nun aber alle Pfade die

gewilinschte Eigenschaft (x) besitzen.

13.1 Definition: Seien (X})er, ()Z't)te[ zwei stochastische Prozesse, auf demselben (Q,.A, P), mit
demselben Zustandsraum (E, £). Dann heisst X eine Version (oder Modifikation) von X falls gilt:

P(X; # X;) = 0 fiir jedes einzelne t € I .

Im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen sind Versionen X, X nicht voneinander zu
unterscheiden; Pfadeigenschaften von X, X sind jedoch typischerweise drastisch verschieden, wie das

folgende Beispiel zeigt.

13.1’ Beispiel: Sei @) ein Wahrscheinlichkeitsmass auf ([0, 1], B([0,1])) ohne Punktmassen, d.h. es
gelte Q({z}) = 0 fiir jedes = € [0,1]. Setze (2,4, P) := ([0,1],B([0,1]),Q) und setze I := [0, 1].
Definiere auf (2, A, P) zwei stochastische Prozesse (X;)ier, (X;)ies durch

. 0 falls t # w ~
firallet € I: Xi(w) := und Xy(w):=0
1 fallst=w

fiir alle w € 2. Nach Voraussetzung iiber ) gilt dann

fir t € [ fest: P ({w €0 Xy (w) # 5(}@)}) — Q1)) =0,

also ist X eine Modifikation von X. Zugleich stimmen aber die Pfade X.(w) und X,(w) fiir kein

einziges w € 2 iiberein. O

Wir formulieren die néchsten Sétze fiir den Fall der Indexmenge I = [0,00) (sieche Bemerkung 13.8

fiir Verallgemeinerungen).

13.2 Satz: Sei (X;);>0 ein stochastischer Prozess auf (£2,.A4, P) mit Zustandsraum (IR?, B(IRY)).
Hinreichend dafiir, dass eine Version ()Aft)tzo von (X)¢>o existiert, deren Pfade sdmtlich stetig sind,

ist das folgende Paar von Bedingungen (13.3) und (13.4):

(13.3) Stochastische Stetigkeit:  fiir jedes t > 0 und jede Folge ¢,, — ¢ in [0, 00)

gilt Xy — X; P-stochastisch fiir n — oo;



Separabilitdt:  Es gibt eine P-Nullmenge N € A und eine
abzahlbar dichte Teilmenge S C [0, 00), so dass eingeschriankte Pfade

(13.4)
[0,m]NS > t = Xy(w) € R?

fir jedes w € Q\N und jedes m € IN gleichméssig stetig sind.

Beweis: Sei S abzéhlbar dicht in [0, c0).

1) Wir starten mit einer Voriiberlegung in Dimension d = 1: Sei f eine Funktion S — IR mit der
folgenden Eigenschaft: die Einschrankung von f auf [0, m]N.S sei gleichméssig stetig, fir jedes m € IN.

Dann kann f zu einer stetigen Funktion [0,00) — IR fortgesetzt werden.

Bew.: 1) Fixiere ein beliebiges t € [0,00) und wéhle m > t. Da f gleichmaéssig stetig auf [0,m] N S,
ist f insbesondere beschrankt auf [0, m] N S. Also existieren

f(t) == limsup f(s) € R, f(t):= liminf f(s) € R.

s€S, st - SES , s—t

Angenommen, diese stimmten nicht iiberein: dann existierten f(t) < a < b < f(t) und zwei gegen t

konvergierende Folgen (sp)n, (rn)n in S so dass
|$Sn — 7| — 0, n =00, f(sp) <a und f(r,) >0b fiir schliesslich alle n ,

im Widerspruch zur vorausgesetzten Stetigkeit von f auf [0,m] N S. Folglich existiert ein Grenzwert

f(t) == lim f(s) inlR

sES , s—t

fiir jedes t € [0,00). Im Falle t € S stimmt der Grenzwert f(¢) nach Voraussetzung tiber f mit dem
Funktionswert f(t) iiberein. Wir setzen also f : S — IR durch Hinzunahme von Grenzwerten an allen

Stellen t € [0,00) \ S fort zu einer Funktion f : [0, 00) — IR.

ii) Die Stetigkeit der durch i) definierten Funktion f : [0,00) — IR zeigt man so. Fixiere ¢ € [0, 00),
sei m > t, sei (t,), C [0,m] eine Folge mit ¢,, — t. Nach Konstruktion in i) findet man zu jedem ¢,

ein s, € S so dass zugleich |s,, —t,| < 27" und

f(tn) — f(sn)

= [Ftt) - #(s)| < 2

gelten. Dann gilt aber auch s, — ¢ fiir n — oo, also lim f(s,) = f(t) nach i): notwendig gilt dann
n
auch lim f(t,) = f(t). Also ist f : [0,00) — IR stetig an jeder Stelle ¢ € [0,00). Dies schliesst den
n

Beweis der Voriiberlegung in Dimension d = 1 ab.



2) Wir beweisen die Aussage des Satzes. Zu dem IR%-wertigen Prozess X = (X¢)i>0 auf (2,4, P)
definieren wir mit der P-Nullmenge N € A und der abzéhlbar dichten Teilmenge S C [0, 00) aus (13.4)

einen Rd—wertigen Prozess X = (Xt)tz[) durch

_ Xi(w) fallst € S
Xi(w) == 1nec(w) - , t>0,weQ.
lim X (w) fallst ¢S
seS, s—t

Fiir w € N€ ist dann — wegen (13.4) und wegen 1) angewandt auf jede einzelne Komponente des
eingeschriinkten Pfades S N[0,m] > t — Xy(w) € IR? fiir beliebiges m € IN — der neu definierte
Pfad X,(w) eine stetige Funktion [0,00) — R?. Fiir w € N gilt X,(w) = 0 nach Definition. Also
sind alle Pfade von X stetig. Der Prozess X ist eine Modifikation von X: Betrachte zuerst t € S.
Wegen N € A ist dann )Aft = 1ne Xy eine A-messbare Zufallsvariable; da N eine P-Nullmenge ist, gilt
)?t = X; P-fast sicher. Sei nun ¢ ¢ S. In diesem Fall ist th als Limes A-messbarer Abbildungen sicher
A-messbar. Fiir jede Folge (s,), C S mit s, — ¢, fiir beliebiges € > 0 und fiir hinreichend grosses

m € IN gilt dann
~ g ~ =~ =~ (3
P(Xe = Xi[ > €) < P(Xy = Xy, | > 5) + P(|Xs, = Xy, | # 0) + P(|Xs, = Xe| > 7))

wobei die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 strebt: der erste Term verschwindet wegen stochastischer
Stetigkeit (13.3), der zweite ist schon 0 nach Definition von X, und der dritte verschwindet wegen
Stetigkeit der Pfade von X. Also gilt auch X; = X, P-fast sicher falls ¢ ¢ S. Gezeigt ist damit
X, = X; P-fast sicher fiir jedes ¢ € [0, 00). O

Stetige Versionen IR%-wertiger stochastischer Prozesse mit Indexmenge I = [0, 00), die unter gewissen

Voraussetzungen existieren, konstruiert man mit Hilfe des Satzes von Kolmogorov-Prohorov.

13.5 Hauptsatz: (Kolmogorov-Prohorov) Sei (X;):>0 ein stochastischer Prozess auf (£2,.4, P) mit
Zustandsraum (IR?, B(IR?)). Hinreichend dafiir, dass eine Version (Xt)tzg von (X¢)¢>o existiert, deren
Pfade sdmtlich stetig sind, ist die Bedingung

es gibt Konstanten a > 0, b > 1, ¢ > 0 so dass
(13.6)

Ep(|Xs— X¢|*) < c-t—s|" Vs,te[0,00).

Beweis: Wir zeigen in mehreren Schritten, dass (13.6) die Giiltigkeit von (13.3)+(13.4) impliziert.



1) Nachweis von (13.3): eine einfache Anwendung der Chebyshev-Ungleichung zeigt fiir beliebiges

¢ > 0 und konvergente Folgen ¢,, — ¢ in [0, c0)

Ep(| Xy — Xy, %) (186) ¢t —t,|°
P(X ~ X, | > 2) < PP Zul) B2 bl o
ee e

fiir n — oo. Also ist (X¢)s>0 stochastisch stetig.

2) Sei S abzéhlbar dicht in [0,00), sei m € IN. Wir definieren einen Stetigkeitsmodul fir die auf

S N[0,m] eingeschrinkten Pfade des Prozesses X, indem wir fir jedes § > 0 setzen

V(@) == sup [ Xy(w) — Xs(w) -
s,t€5N[0,m]
[s—t|<6

Wegen der Abzéhlbarkeit von S sind die V(;Sm wohldefinierte Zufallsvariable auf (2,.4). Nach Definition

ist Vasm(w) fiir festes w monoton fallend in § | 0, und es gilt:
lim V(;Sm(w) =0 < SN[0,m>t— X;(w) € R ist gleichméssig stetig.
Damit erhélt man fiir die in (13.4) relevante Menge Cyg aller w € €2 mit der Eigenschaft
SN[0,m] >t — Xi(w) € R? ist gleichméssig stetig, fiir beliebiges m € IV
die Aussage
Cs = () {lmV, =0} € A.

640
meIN +

Also sind (bei gegebenem S) die folgenden Aussagen i)—ii) gleichwertig:

i) es gilt (13.4) beziiglich S
") es gilt P(Cs) =1

ii) es gilt fiir alle m € IN : léiﬁ]l V(;Sm =0 P-fast sicher.

3) Wir werden (13.4) beziiglich S beweisen, indem wir ii) zeigen; zum Nachweis von ii) reicht es aber,
(13.7) fiir jedes feste n > 0 und jedes m gilt 15%1 P(me >n) =0

nachzuweisen. Das sieht man so: V:;Sm(w) ist monoton fallend fiir 4 | 0, also erhélt man aus (13.7)

mit absteigender Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmassen fiir jedes feste n > 0

P (lmVy =P 5 = lim P (V3 =0.
( (;g)lV(s,m>n> (g{%,m>n}> lim P (V> 1) = 0



4) Fiir den Beweis von Satz 2.5 sind wir frei, eine abzéhlbar dichte Teilmenge S C [0, 00) zu wéahlen:
ab jetzt sei S die Menge der dyadischen Zahlen in [0, 00). Mit dieser Wahl von S werden wir aus der
Voraussetzung (13.6) des Satzes die Aussage (13.7) folgern. Damit wird wegen i)<=ii) in Schritt 2)

oben die Giiltigkeit von (13.4) mit dyadischem S nachgewiesen sein.

5) Betrachte a > 0, b > 1, ¢ > 0 wie in (13.6) vorausgesetzt. Wegen b > 1 gibt es ein € > 0 so dass
b—e-a>1. Wir definieren Ereignisse

m2k—1

=) U {Xj;kl—X;k

k>¢ j=0

> 2‘5"“} . 4>1
(mit diesen kontrolliert man Fluktuationen des Prozesses X simultan iiber alle Gitter 27%INg, k > /)

und zeigen

(*) lim P(By) = 0.

{—00

Bew: Zunichst gilt mit Chebychev und (13.6)

BE(X; — X,|¢
P(|X; — Xs| >n) < M < entft—sf
n
und damit nach Wahl von ¢
(+) P <|Xj+k1 - X, |> 2—€k> < ¢27 ==k fiir alle k € IV, alle j € IN.
2 2

Angewandt auf die oben definierten Mengen By zeigt ()

m2k—1

Z Z P(Xj;cl—X;}c

> 2—81{3)
k>¢  j=0

< Z(m 2k)(c 2*(b75a)k) — cm sz(bfsafl)k .

k>t k>t

P(By)

IN

Dieser Reihenrest strebt gegen 0 fiir £ — oo nach Wahl von ¢; damit ist (x) bewiesen.

6) Wir betrachten den Stetigkeitsmodul st, ¢, aus 2) und die Menge By aus 5), definiert beziiglich

des in Schritt 5) gewéhlten ¢ > 0, und zeigen

(%) Voo, >2-> 27F 5 C By fiir schliesslich alle .
k>t

Bew.: S ist die Menge der dyadischen Zahlen; wegen

S
VE . = s |[Xi— X
’ s,t€SN[0,m]
|s—t|<2—*
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gilt fiir beliebiges § > 0 sicher

{V;L% > 5} c U {x-xd>4.
s,t€5N[0,m]
|s—t|<2—¢

Also geniigt es zum Nachweis von (x%), die in die Supremumsbildung eingehenden Paare s < t zu

betrachten und zu zeigen

(+4) fiir bel. s,t € 5N [0,m] mit [t —s| <27 gilt: ¢ |X,— X,|>2-) 27" 3 C By.
k>¢

Seien dazu s < t ,m, £ wie in (++) fest. Dann gibt es eine spezielle Zerlegung des Intervalls [s, ¢]

T
(+++) s=s1<ti=s3<to=...=s<t,=t, [st= U[si,ti], r =r(s,t) geeignet
i=1

mit den folgenden Eigenschaften (a)+4(f):

(o) zu i gibt es ein k; > £ so dass gilt: s;, ¢; sind benachbarte Punkte im Gitter 27k INy:

(B) fiir festes k > ¢ findet man in der Zerlegung hochstens zweimal ein Paar s;, t; so dass
si, t; sind benachbarte Punkte im Gitter 2= Ny .

Das sieht man so: man betrachtet ein kleinstes k& > ¢ so dass im offenen Intervall (s,t) ein Punkt
x des Gitters 27FIN enthalten ist, und teilt das Intervall dort: [s,t] = [s,2] U [5,7] mit t = » = 5.
Man betrachtet jedes Teilintervall separat. Fir [s, ] gilt ebenfalls t—s < 2=t damit 2¢ (t—s) < 1, und
wegen s,t € S hat diese Zahl eine endliche dyadische Entwicklung

‘(t — s) Z ;27" «a; € {0,1} eindeutig bestimmt .
endlich

Genauso erhalt man

‘(T —3) Z B;27", f; €{0,1} eindeutig bestimmt .
endlich

Beiden dyadischen Entwicklungen entspricht in [s, t] ein sukzessives Abspalten maximaler Subintervalle

ausgehend vom Punkt t = x = 5: dies fiithrt zu den Aussagen (a)+(3).

Fiir die Zerlegung (+++) des Intervalls [s, t] gilt

| X — Z [ Xy, — X l(w)
so dass die in (++) betrachtete Aussage

(o) X; = Xo|(w) > 2-) 27k

k>0

10



wegen der Eigenschaften (a)+(3) (und per Dreiecksungleichung) notwendig impliziert
Xy, — X, |(w) > 27°%0)  fiir mindestens ein i =1,...,r

wobei k(i) die in () einem Paar s; < t; zugeordnete Gitterschrittweite bezeichnet. Dies zeigt, dass

ein w € Q mit der Eigenschaft (o) notwendig —nach Definition von By in Schritt 2), und wegen der

> 2“3’“}

Eigenschaft («) der Zerlegung (4+++)— zum Ereignis

By = U U {Xj;kl—X;}c

gehort. Damit ist («) bewiesen.

7) Abschluss der Beweises: sei > 0 beliebig, dann gilt fiir hinreichend grosse ¢ nach (xx)

{‘/QSLZ,m > 77} C Véslg,m > 2- szgk C B@
k>0

()
2€m>"7

Das ist (13.7). Gemaéss Schritt 4) ist der Beweis des Satzes damit abgeschlossen. O

13.8 Bemerkung: Stetige Versionen fiir IR%wertige stochastischen Prozesse (X;)ser, deren Index-
menge I ein Kompaktum in IR™ ist, m > 1 beliebig, kann man mit Argumenten derselben Bauart
konstruieren. Fiir m > 1 bleibt die Aussage von Satz 13.5 giiltig, wenn die Voraussetzung b > m in

Bedingung (13.6) eingeschrieben wird.

Die einzige Stelle des Beweises des Satzes 13.5, welche wesentlich von der Dimension m der In-
dexmenge abhéngt, ist das Summationsargument zur Berechnung von P(By) in Schritt 5). Ist die
Indexmenge I ein Kompaktum in JR™, so braucht man dort Multiindices j = (j1,...,jm) und Wege
in Gittern 2% Z™: dafiir gibt es O(2"™) Mbglichkeiten, daher braucht man (b —ea —m) > 0 fiir (%)
in Schritt 5). Siehe Kallenberg (2002, Theorem 3.23).

B. Die Brownsche Bewegung

Die Brownsche Bewegung trégt den Namen des englischen Botanikers R. Brown, der um 1830
unter dem Mikroskop eine seltsame Zickzackbewegung von Pollenkoérnern in einem Wassertropfen

beobachtete. L. Bachelier benutzte die Brownsche Bewegung um 1900 zur Analyse von Borsenkursen,
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A. Einstein 1905 zur Beschreibung der Bewegung von Molekiilen, die in einem Gas unendlich
vielen infinitesimalen Stossen durch andere Molekiile ausgesetzt sind. Eine mathematisch rigorose

Konstruktion der Brownschen Bewegung wurde von N. Wiener um 1925 gegeben.

13.9 Definition: Eine d-dimensionale Standard-Brownsche Bewegung (SBB) ist ein stochastischer
Prozess X = (Xi)t>0 mit Werten in IR?, definiert auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum

(Q, A, P), der die folgenden drei Eigenschaften besitzt:
i) X hat unabhéngige Zuwéchse, die in der folgenden Weise normalverteilt sind:

firalle 0 <s<t<oo: L(X;—Xs|P) = N(O,(t—9)1y);

ii) alle Pfade X (w) : [0,00) — IR? sind stetig;

iii) es gilt Xo = 0 P-fast sicher.

13.9’ Bemerkung: Oft fordert man auch die Eigenschaft ii) in Definition 13.9 nur P-fast sicher:
hat man eine P-Nullmenge N € A, so dass fiir alle w € N¢ die Pfade X,(w) : [0,00) — IR? stetig sind,
so liefert X := (1ne Xt)i>0 eine Modifikation von X, die i)-iii) erfiillt.

13.10 Satz: Die Standard-Brownsche Bewegung existiert.

Beweis: 1) Schreibe I = [0,00), F = RY, £ = B(IRY). Wie in 12.17 konstruiert man zuerst aus
der Faltungshalbgruppe (N (0, tl4))i>o auf (E£,€) und der Startverteilung v := ¢y einen Prozess mit
den Eigenschaften i)-iii) als kanonischen Prozess X := (m;)i>0 auf (E!,&f, P) =: (Q, A, P), wobei

P durch die Familie (12.18) endlichdimensionaler Randverteilungen

L((74;)i=1,...0

1,0, (ts ANtj)a)ij=1,..0)
eindeutig bestimmt ist. Dies beruht allein auf dem Konsistenzsatz 12.6.

2) Betrachte fiir 1 < i < d die Komponenten X des Prozesses X = (X (i))lgigd separat (jedes X ()
ist im Sinne der endlichdimensionalen Randverteilungen eine eindimensionale Brownsche Bewegung).

Wegen C(Xt(i) - Xﬁi)|P) = N(0,t — s) und [2* N(0,1)(dz) = 3 gilt fiir s < ¢

@ _ O]
() _ 3y (@)4) — (+_ o\2. X — X _ Y
E(]Xt X0 ) (t—s) E(‘t_s 3(t—s)2.
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Nach Satz 13.5 existiert zu X® eine Modifikation X mit stetigen Pfaden. Wegen v = ¢y gilt
)N((()i) = 0 P-fast sicher. Dies hat man fiir jedes i = 1,...,d: damit ist fiir den JR%-wertigen Prozess X
eine Version X = ()Z' (i))lgigd mit stetigen Pfaden gefunden. Die Version X besitzt alle Eigenschaften

i)-iii) aus Definition 13.9. 0

13.11 Bemerkung: Ist auf einem Raum (£2,.A, P) eine d-dimensionale Standard-Brownsche Be-
wegung X = (X;);>0 gegeben, so erhilt man fiir jedes A € IR¥¢ symmetrisch und nichtnegativ
definit, p € IR? und = € IR? eine d-dimensionale Brownsche Bewegung Y = (Y2)t>0 mit Startpunkt x,

Kovarianzmatriz A und Drift p iber die Transformation

Yt::;E—G—AI/QXt—l—,ut, t>0. ]

Oft ist es praktisch, die Standard-Brownsche Bewegung direkt als kanonischen Prozess auf dem

Pfadraum C([0, 00), IR?) anzusetzen:

13.12 Satz: Wir versehen den Raum C := C([0, 00), IR?) aller stetigen Funktionen f : [0, 00) — IR?

mit der von den Koordinatenprojektionen
o : C> f—ft) eRY, t>0

erzeugten o-Algebra C := o(ay : t > 0). Dann gilt: Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmass
QY auf (C,C), unter dem der kanonische Prozess a = (a4);>0 auf (C,C) eine Standard-Brownsche

Bewegung ist. Diess Wahrscheinlichkeitsmass Q" auf (C,C) nennt man Wienermass.

Beweis: 1) Mit 13.9 und 13.10 geht man aus von einer SBB X = (X):>0, die auf irgendeinem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A4, P) definiert ist, betrachtet die Abbildung, die jedem w € Q den w-Pfad
X.(w) € C zuordnet

X0 03 w— X (w) =(X(w))=o €C,

und zeigt: X, ist eine messbare Abbildung von (2, A) nach (C,C). Dies liegt an der Definition der

o-Algebra auf C: C = o(ay : t > 0) wird erzeugt vom System
{ag, eF,1<i<t} = {feC:ft)eF,1<i<(l}, F,eBRY), t;>0,leN,
und fiir alle Mengen dieses Systems gilt
(X) ' {feC:ft)eF,1<i<t}) ={weQ: X, (w)eF;,1<i<l} € A.
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2) Definiert man auf (C,C) ein Wahrscheinlichkeitsmass Q" := L£(X,|P) als Bild von P unter der
messbaren Abbildung X, : (2, 4) — (C,C), so erbt der Prozess der Koordinatenprojektionen o =

(eu)i>0 auf (C,C, QW) die Verteilungseigenschaften von X:

Q" (ay eF,1<i<t) = QV({feC:ft)eF,1<i<t}))
= PweQ:X(w)e{fel: f()eF,1<i<(}})

= PHlweQ: X, (w)eF,1<i<[(l}}).

3) Da X eine Standard-Brownsche Bewegung war, deren endlich-dimensionale Randverteilungen durch

(12.18) gegeben sind, hat man fiir den Prozess a = (ay)i>0 auf (C,C, Q") wieder

es gilt ag =0 Q"W -fast sicher, und fiir 0 < ¢; < ... < t; < oo beliebig :

(13.12))
L( (g )1<i<e | QV) = N( (Oa)1<i<e 5 ((ti/\tj)ld)1§i7j§g>

flir beliebige 0 = tg < t; < ... < ty, bzw. aquivalent

es gilt ag = 0 Q"W -fast sicher, und fiir 0 < t; < ... < t; < oo beliebig :

Qi — QO Od tl[d O
. W .
c(| : 1Y) =N : ) (t2 —t1)1q
o, —au, 04 0 (te —te-1)14

4) Da die o-Algebra C auf C von den Koordinatenprojektionen ay, t > 0, erzeugt wird, kann es nur
ein Wahrscheinlichkeitsmass Q" auf (C,C) mit (13.12’) geben: dieses nennt man Wienermass. Unter
Q" hat der kanonische Prozess a = (ay);>0 auf (C,C) alle Eigenschaften i)-iii) aus 13.9, und ist

damit eine Standard-Brownsche Bewegung. O

13.12” Satz: Der Raum (C,C) aus 13.12 ist ein polnischer Raum.

Beweis: Wie in 13.12 bezeichne (C,C) den Raum der stetigen Funktionen [0, 00) — IR, versehen mit
der durch die Koordinatenprojektionen (a):>o erzeugten o-Algebra C. Erkldrt man auf C die Metrik

der lokal gleichmassigen Konvergenz

ir.g) = X 2 (1A max 79 -9(9)]) . facC

0<s<m
meIN

so ist (C, d) vollstandig und separabel, und die beziiglich d(., .) gebildete Borel-o-Algebra B(C) stimmt
iiberein mit der von den Koordinatenprojektionen erzeugten o-Algebra C = o(ay : t > 0). Nach
Definition 10.24 ist somit (C,C) aus 13.12 polnisch. Wir begriinden die einzelnen Schritte genauer im

Fall d = 1, die Verallgemeinerung auf beliebige Dimension d > 1 ist dann leicht.
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i) (C,d) ist vollstandig: Jede Cauchyfolge (f,), unter d(.,.) ist in Einschrankung auf [0, N] eine
Cauchyfolge in C([0, N]), dem Raum der stetigen Funktionen [0, N] — IR mit gleichméssiger Kon-
vergenz auf [0, N]. Die Cauchyfolge (fn [po,n])n konvergiert in C([0, N]), d.h. es gibt eine stetige
Limesfunktion ¢V : [0, N] = R. Wegen gV llo,N—1)= g1 lassen sich die ¢! zu einer Funktion

g € C zusammensetzen: fiir diese gilt f, — ¢ in (C,d).

i) (C,d) ist separabel: schreibe ANMI fiir die Klasse aller Funktionen g : [0, 00) — IR mit den folgen-
den Eigenschaften: g ist konstant auf [M,co), und in Einschrénkung auf [0, M] ist ¢ ein Polygonzug
mit Stiitzstellen 527, 0 < j < M27", und mit dyadischen Werten k2=, |k| < N27V, an diesen
Stiitzstellen. Damit ist jedes AMNM] abzihlbar, und die Vereinigung aller ANMI N M e IV, liegt
abzahlbar dicht in (C,d).

iii) Es gilt C € B(C'): nach Wahl der Metrik d(.,.) ist fiir jedes feste t > 0 die Koordinatenprojektion
oy eine stetige Funktion C' — IR. Also sind Urbilder offener Mengen offen: a; ' (0) € B(C) fiir O offen
in IR. Damit ist oy eine B(C)-B(IR)-messbare Funktion. Somit gilt C = o(ay : t > 0) C B(C).

iv) Es gilt B(C) c C: da (C,d) vollstdndig und separabel, wird die Borel-o-Algebra B(C) vom
System der offenen Kugeln B.(g), g € C, € > 0 erzeugt. Jede offene Kugel

Be(g) = {f€C:d(f,9)<e} = {27 (LA sup [ —g()]) < ¢
j=1 iea

ist wegen der Stetigkeit ¢t — ay(f) fiir jedes feste f € C ein Ereignis in o(oy :t > 0) =C.

Damit sind im Fall d = 1 alle oben gemachten Behauptungen bewiesen. O

Allerdings sind die Pfade der Brownschen Bewegung keineswegs glatt. Man kann zeigen (siehe Revuz-
Yor 1991 S. 25), dass typische Pfade Holder-stetig mit Holder-Index 2 — e (fiir € > 0 beliebig klein)

sind. Hier beweisen wir nur:

13.13 Satz: Sei X = (Xi)i>0 — definiert auf irgendeinem (£2,.4, P) — eine Standard-Brownsche

Bewegung. Dann gilt: P-fast sicher sind die Pfade von X an keiner Stelle ¢t > 0 differenzierbar.

Beweis: Im Falle einer d-dimensionalen Standard-Brownsche Bewegung reicht es, die Behauptung

fiir jede einzelne Komponente von X nachzuweisen. Wir fithren also den Beweis fiir d = 1.
1) Fiir beliebiges festes ¢ > 0 gilt fiir n — oo

P(fxy—xf< ) ot

n
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denn: Zuwiichse iiber Zeitintervalle der Léinge L sind nach N(0, 1) verteilt, also /n(X1 — Xo) nach
N(0,1), und damit gilt

N(0,1) <[—\/cﬁ, +\/cﬁ]> = \/12?/2:;\:65932 dz < 0(\}5).

2) Ist f € C an einer Stelle 0 < ¢t < oo differenzierbar, so gibt es eine Konstante f € IN und eine

offene Umgebung U = U(t) von ¢ so dass
(+) [f(s) = f(B)] < Bls—t| VseU().

Da U = U(t) offen ist, muss es fiir hinreichend grosse n € IN eine Kette von vier sukzessiven Punkten

des Gitters %INO in der Nahe der Stelle ¢t enthalten

k-1 k k+1 k+2
< - <t < +<+

fir die wir betrachten

k+2 k+1

par(f) = max{‘f( £2) ke

)15

I

Jry -]}

n

)

Einschieben von f(t) in jeden Differenzterm, Dreiecksungleichung und (4) liefern die Abschétzung

o) <282 =

3) Wir betrachten nun fiir 0 < ¢ < m mit fester Konstante 5 € IV das Ereignis, dass — irgendwo
in dem auf [0, m] eingeschrankten Pfad X, — Zuwéchse iiber drei aufeinander folgende Intervalle im

Gitter %INO die in Schritt 2) gefundene Schranke einhalten:

B(B’man) = U{@nkoX<4;8} cA.

k=1

Wegen der Unabhéangigkeit der Zuwéachse von X erhalt man

PG < 3P (puox <)

k=1
i 4 4 4
- ZP<|XM—XM|S5,|XM—Xkr§5,|Xk—X“|g5)
n n n n n n n n n
k=1
< 48\1° 1 \? 1
- P(1xy, — Xo| < 22 —men- (0 = oLy,
S|P (e xl< V)| = men(orn) = o0

Dies verschwindet flir n — oo, also gilt fiir jedes feste 5 und m

ﬂ B(B,m,n) ist eine P-Nullmenge in .4

n>ng
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bei beliebigem ny.
4) Fir die (i.a. nicht in der o-Algebra A enthaltene) Teilmenge von €2
A(B,m) := {w € Q: es existiert eine Stelle t € (0, m) mit (+)}

gilt wegen (+) und (++) dann

U asm < U U BBmn) €A

peIN BeIN ng n>ng

Auf der rechten Seite steht eine abzéhlbare Vereinigung von P-Nullmengen in 4, damit eine P-
Nullmenge in A: also ist die Menge aller w € €, fiir die der Pfad X, (w) € C an auch nur einer einzigen
Stelle t € (0,m) differenzierbar ist, eine Teilmenge einer P-Nullmenge in A. Hierbei ist m € IN
beliebig: also kann man ein Ereignis von vollem Mass angeben, auf dem der Pfad X, nirgends in

(0, 00) differenzierbar ist.

5) Eine rein notationelle Abwandlung der Argumente aus 2) fir ¢ = 0 und einseitig definierte

Umgebungen von 0 liefert die entsprechende Behauptung fiir ¢ € [0, 00). [l

B’. Der Poisson-Prozess

Die Brownsche Bewegung ist der Prototyp eines stochastischen Prozesses mit stetigen Pfaden; der Pois-

sonprozess ist der einfachste Prototyp eines stochastischen Prozesses, dessen Pfade Spriinge aufweisen.

13.14 Definition: Sei A > 0. Ein Poissonprozess mit Parameter X\ ist ein stochastischer Prozess
(Xt)t>0, definiert auf irgendeinem (€2, .4, P), mit Zustandsraum (IR, B(IR)) (oder einfacher: IV verse-
hen mit seiner Potenzmenge), und den folgenden Eigenschaften i) und ii):

i) der Prozess (Xt)¢>0 hat unabhéngige Zuwéchse, die wie folgt Poisson-verteilt sind:

At — s))*
Vs<t: P(X;—X,€d) = Y e ((k,s)) A€ B(R);
ke ANINg ’
ii) es gilt Xo =0 P-fast sicher, und fiir alle w € Q

der Pfad [0,00) 3> t — X;(w) € INy ist stiickweise konstant, nichtfallend,

rechtsstetig, und alle Spriinge besitzen die Sprunghéhe +1 .

Insbesondere wichst der Pfad eines Poissonprozesses nur durch Spriinge, und besitzt hochstens

endlich viele Spriinge auf endlichen Zeitintervallen.
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13.15 Satz: Der Poisson-Prozess existiert.

Beweisskizze: 1) Wie in 12.19 konstruiert man aus der Faltungshalbgruppe (P(tA));>0 — aufgrund
des Kolmogorov-Konsistenzsatzes — einen Prozess mit den durch 13.14 i) vorgeschriebenen Rand-
verteilungen als kanonischen Prozess X := (m);>0 auf (E1, &1, P) =: (Q, A, P) zur Startverteilung

v =€ (mit £ = IR oder £ = INy, und I = [0,00)).

2) Eine einfachere Variante der im Teilkapitel A benutzten Argumente — nachzulesen z.B. bei Bauer
(1978, S. 390-391) — liefert eine Version X = ()?t)tzo von X = (m)e>0, welche die geforderten
Pfadeigenschaften besitzt. Mit S := Klasse der dyadischen Zahlen, abzdhlbar dicht in [0,00), und

mit X wie in 1) sind die wesentlichen Schritte wie folgt:

i) Fiir alle s < ¢t in S hat man X; < X; P-fast sicher, auch sind Zuwéchse X; — X, P-fast sicher

INg-wertig. Es gibt also eine P-Nullmenge N7 so dass auf S eingeschrankte Pfade
(%) S 3 s — Xsw) € R

fiir alle w € Ny nichtfallend und INyp-wertig (mit Start in 0 zur Zeit 0) sind. Folglich wird durch

Xi = 1Ing lim X, fiirallet >0
sES, slt

ein stochastischer Prozess definiert, dessen Pfade sdmtlich nichtfallende cadlag-Funktionen [0,00) —

INy (mit Start in 0 zur Zeit 0) sind.

ii) Auch das folgende Ereignis ist eine P-Nullmenge:

m2-"—1

No=1J N UO {X%—X%ZQ}.
P

m  n>m
Fiir w € NN N§ sind die auf S eingeschrénkten Pfade () folglich stiickweise konstant, und wo es

Spriinge in () gibt, miissen diese die Sprunghéhe 1 aufweisen. X erbt diese Eigenschaft.

iii) Fiir 0 < ¢ < 1 und alle t; < tg in [0,00) gilt P(X;, — Xy, > ¢) = P(Xy, — Xpy, > 1) = 1 —e AM2=t),
Damit ist der Prozess X stochastisch stetig im Sinne von (13.3). Im Fall ¢ € S erhélt man aus der
Definition von X und der stochastischen Stetigkeit: )Zt = lne Xy P-fast sicher, also )~(t = X; P-fast
sicher. Im Fall ¢ € [0,00) \ S folgt wie in Schritt 3) des Beweises von 13.2 die Aussage X; = X;
P-fast sicher. Also ist X eine Modifikation von X. O

In Analogie zur Definition des Wienermasses auf dem Pfadraum C([0, 00), IR?) als ’einfachste’ Kon-

struktion der Standard Brownschen Bewegung (in 13.12) besteht die ’einfachste’ Konstruktion eines
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Poissonprozesses mit Parameter A > 0 darin, ein Wahrscheinlichkeitsmass auf dem fiir Poissonprozesse

spezifischen Pfadraum festzulegen.

13.16 Satz: Schreibe IV fiir den Raum aller Funktionen f : [0,00) — INp mit den in 13.14 ii)
genannten Eigenschaften: f ist stlickweise konstant, nichtfallend, rechtsstetig, und alle Spriinge von f
haben Sprunghdhe 1. Versehe IM mit der von den Koordinatenprojektionen oy : f — f(t) erzeugten
o-Algebra M. Fiir jedes A > 0 gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmass Q* auf (IM, M), unter dem

der kanonische Prozess a = (ay);>0 auf (IM, M, Q) ein Poissonprozess mit Parameter \ ist.

Beweis: Man argumentiert genau wie in 13.12: Sei X = (X;):>0 ein Poissonprozess mit Parameter
A, definiert auf (2,4, P). Indem man den Pfad von X als messbare Abbildung (2, 4) — (IM, M)
betrachtet, definiert man Q* als Bild von P unter X, : Q2 > w — X, (w) € M . Nach Definition von
M ist ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (M, M) durch seine endlichdimensionalen Randverteilungen

eindeutig festgelegt. O

13.16° Bemerkung: Betrachte eine Familie unabhéngiger Poisson-Prozesse X () mit Parametern
Ai >0, 1<i<n+m,und reelle Konstanten ai,...,an+m # 0 so dass |a;] > 1 fir 1 <i <n und

la;| <1 firn+1<i<n+m. Prozesse der Bauart

n n+m
X = (Xt)tZO s Xt = Zai Xt(l) + Z a; (Xt(l) — )\Z . t) s t Z 0
i=1 i=n+1

n+m
entsprechen den Poissonmischungen aus 9.4 (hier mit A := > \;¢,, ) und besitzen cadlag-Pfade mit
i=1

hochstens endlich vielen Spriingen iiber kompakte Zeitintervalle.

13.16” Bemerkung: Wir geben verschiedene Ausblicke ohne Beweise.

a) (DM, M) ist ein polnischer Raum: es gibt eine Metrik auf IV, unter der (IM,d) ein vollstdndiger
und separabler metrischer Raum wird, wobei die von den Koordinatenprojektionen erzeugte o-Algebra

M auf M tbereinstimmt mit der Borelschen B(IM ).

Der Konvergenzbegriff (genaueres liest man nach im Buch von Billingsley 1968) ist der folgende.
Schreibe @ fiir die Klasse aller Zeittransformationen auf [0,00), d.h. aller stetigen streng monoton
wachsenden Funktionen ¢ — ¢(¢) mit den Eigenschaften ¢(0) = 0 und ¢(t) 1 oo fiir t — oco. Sei
f € M, sei (fn)n eine Folge in IM. Wir definieren Konvergenz in IM wie folgt: es gilt d(f,, f) — 0
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genau dann wenn man zu (fy,), eine Folge von Zeittransformationen (¢, ), finden kann, so dass
¢n —id und  fp o0, — f lokal gleichmaéssig auf [0, 00) fiir n — oo .

Aquivalent formuliert: bezeichnet (tj)j>1 die aufsteigend geordnete Folge der Sprungzeiten eines
Pfades f € M, so konvergieren Pfade f, mit Sprungzeitenfolge (t§-n))j21 genau dann im Sinne der

)

Metrik d(f, fn) gegen f, wenn fiir jedes feste j € IN die Konvergenz t; = li_>m t;n gilt.
n oo

b) Mit Martingalmethoden, die jenseits der bisher erarbeiteten Techniken liegen, kann man fiir die
in 9.3 als schwacher Limes von Poissonmischungen entstandenen unendlich teilbaren Verteilungen Qa
folgendes zeigen: der zur Faltungshalbgruppe (Q:a)r>0 nach 12.14” existierende Prozess (Xi);>0 mit
unabhéngigen und zeitlich homogenen Zuwéchsen besitzt cadlag-Pfade. Hierbei ist A wie in 9.1 ein

beliebiges o-endliches Mass auf IR \ {0} mit der Eigenschaft [(2? A 1)A(dz) < occ.

Ist A ein endliches Mass auf IR\ {0}, besitzen die Pfade von X hochstens endlich viele Spriinge iiber
kompakte Zeitintervalle, und man nennt X einen Compound Poisson-Prozess. Eine empfehlenswerte
Referenz insbesondere auch fiir Compound-Poisson Prozesse ist das Buch von Brémaud, Point Pro-

cesses and Queues, 1981.

Gilt dagegen A(IR\ {0}) = 400, so ist die Struktur der Pfade (vgl. Bemerkung 12.18” iii) viel subtiler:
P-fast sicher sind diese nirgends konstant und besitzen abzahlbar unendlich viele Spriinge. Fiir festes
e > 0 (beliebig klein) findet man auf jedem kompakten Zeitintervall hochstens endlich viele ’grosse’
Spriinge (Spriinge, deren Sprunghdhe betragsmaéssig > ¢ ist), daneben aber 'unendlich viele unendlich
kleine’ Spriinge (Sprunghéhe betragsmaéssig < ¢), die sich fiir ’Sprunghdhe gegen 0’ haufen. Diese
sind dhnlich wie in Bemerkung 9.7 nur in einem L?-Sinn ’zentriert’ summierbar. Eine schén lesbare

Referenz ist das Buch von Bertoin (1996).

C. Eigenschaften der eindimensionalen Brownschen Bewegung

Ziel dieses Teilkapitels ist das Gesetz vom iterierten Logarithmus, das das Verhalten des Brownschen
Pfades im Ursprung ¢ = 0 sowie asymptotisch fiir ¢ — oo beschreibt, sowie die Untersuchung der
Nullstellenmenge des Brownschen Pfades. Die starke Markoveigenschaft, die wir dabei in suggestiver
Weise benutzen, wird im Teilkapitel 13 D (insbesondere: 13.32 und 13.36) sorgfaltig formuliert werden;

Teilkapitel D kann separat gelesen werden.

Zunachst betrachten wir statt der Brownschen Bewegung einen einfachen symmetrischen Random

Walk.
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13.17 Hilfssatz (Spiegelungsprinzip): Sei S = (Sy)nen, der symmetrische Random Walk
Soo= > &, (Liew fidmit P(& =+1)=P&=-1)=35, Sp:=0
i=1
und M, := Jmax Sk. Dann gilt fiir A € IN beliebig und alle n:

P(M, > A) = 2P(S, > A)+ P(S, = A) .

Beweis: Sei T}y die Zeit, zu der der Prozess S zum erstenmal die Schranke A € IN trifft. Im Prozess
nach T4 hat jedes Pfadsegment dieselbe Wahrscheinlichkeit wie das entsprechende an A gespiegelte

Pfadsegment:

L’

also ist die Verteilung von S,, in Finschrinkung auf {T4 < n} symmetrisch um A. Damit gilt
P(S, > A)=P(S,>A,Ta<n)=P(S, <A Ts<n)

und folglich

Zugleich gilt aber auch
P(Ty<n,S,=A) = P(S,=A4)

und damit folgt die Behauptung durch Addition der letzten beiden Zeilen

P(M, > A) = P(Ta<n) = P(S,=A)+2P(S, > A) . 0

13.17” Bemerkung: Der symmetrische Random Walk (S,)nemn, in 13.17 wird mit Wahrschein-
lichkeit 1 jede noch so grosse Schranke A € IN irgendwann iiberschreiten: mit dem Zentralen Grenz-

wertsatz gilt fiir jede feste Schwelle A € IV fiir n — oo

lim P(S, > A) = lim P (15n > \}EA) = NO1)((0,0)) = 5 .

n— o0 n—00 \/ﬁ
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lim P(S, < A) = % sowie lim P(S,=A) = 0.

n—oo n—oo

Daher zeigt die letzte Zeile des Beweises von 13.17

P(Ty <o0) = lim P(Th <n) = 1 fiir jedes feste A € IN . O

n—oo

13.18 Satz (Spiegelungsprinzip): Wir betrachten eine 1-dimensionale Standard-Brownsche Be-

wegung X = (X¢)¢>0 und ihren Maximumsprozess M

M = (Mt)tZO 5 Mt = Inax Xs .
s€[0,t]

Dann gilt fiir beliebiges a > 0
P(Mt >a) = 2P(Xt > a) .

Beweisskizze: Wir begriinden dies mit schwacher Konvergenz eines reskalierten und linear inter-
polierten Random Walks gegen die Brownsche Bewegung, ohne auf die hierzu erforderliche Theorie
der schwachen Konvergenz in C([0,1]) genauer einzugehen. Man findet dies mit sorgfiltig und detail-
liert gegebenen Beweisen im Buch von Billingsley (1968). Zur Verallgemeinerung auf C([0, c0)) siehe
z.B. Jacod und Shiryayev (1987, Kap. VI.1-VL3).

1) Wie in 13.12 und in 13.12” bezeichne (C,C) den Raum der stetigen Funktionen [0,00) — IR,
versehen mit der o-Algebra C = o(ay : t > 0) = B(C), und Q" das Wienermass auf (C,C). Betrachte

zum Random Walk (S),)nemn, aus 13.17 eine Folge
X = (x{") nelN
b Jiz0
reskalierter und linear interpolierter Random Walks fiir n — oo, definiert durch

S, fallst=1,j€ Ny

5=

XM = X 4 1-NX falls £=AL 4 (1-0) L mit0< A< 1.

n n

Wie im Beweis von 13.12 betrachten wir den Pfad X_(") als messbare Abbildung (92, 4) — (C,C)
und fassen die Prozesse X (™ als Wahrscheinlichkeitsmasse Q™ auf dem Pfadraum (C,C) auf. Nach
einem wichtigen Satz von Donsker, den wir hier ohne Beweis benutzen (siehe Billingsley 1968, S. 68,

zusammen mit Jacod und Shiryaev 1987, Thm. VI.1.5) gilt schwache Konvergenz
QM — QY (schwach in C') , n — oo .
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1’) Aus 13.17, der Definition der X und dem Zentralen Grenzwertsatz folgert man
lim P <max x> a> = 2 lim P (Xt(n) > a) = 2N(0,t) ((a,))
n—o00 0<s<t n—o00
flir beliebige feste ¢t > 0 und a > 0.
2) Die Konvergenz auf C' ist lokal gleichmaéssig, siehe 13.12”, folglich sind
hi : C> f — Orgaictf(s) eER , hy:C> f — f(t) €eR
<s<

bei festem ¢ > 0 stetige Abbildungen von C nach IR. Mit dem continuous mapping theorem 6.4” folgt

schwache Konvergenz der Bildmasse unter h; fir ¢ = 1,2:
(QMhi — (QW)h  (schwach in IR, fiir n — o0) .
Fiir den kanonischen Prozess a = (ay)>0 auf (C,C, Q") gilt

Qw(max a5>a> = QV{feC:h(f)>a)) = nan;oQ(”)({feC:hl(f)>a})

0<s<t

fiir (Q")"-fast alle a > 0, nach 6.12. Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt iiberein mit

lim P <rnax x> a) = 2N(0,t) ((a,0)) = 2Q" (oy > a)

n—00 0<s<t

fiir alle @ > 0, nach Schritt 1’) oben. Es folgt, dass die Gleichheit

Qv (max Qg >a> = 2QW(at > a)

0<s<t

fiir alle @ > 0 gelten muss. Dies schliesst die Beweisskizze ab. O

13.19 Satz: Sei X = (X¢)i>0 eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung auf (€2, A, P). Die
level crossing Zeiten von X

Ty = inf{t>0: Xy >a}, a>0

sind P-fast sicher endlich. Die Verteilung £(T,|P) besitzt auf (0,00) die stetige Lebesgue-Dichte

a2

a _3 _1a*
t72e ., 0<t<oo.

V2r

Die level crossing Zeiten (13)q>0 haben folgende Skalierungseigenschaft

N[

fa(t) =

L(T,|P) =L(a’T1|P), a>0
und besitzen keinen endlichen Mittelwert: es gilt vielmehr
P(T,>t) = O(t"2) fiir t— 0.
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Beweis: 1) Vorbemerkung: T, ist eine Stopzeit beziiglich einer der Brownschen Bewegung geeignet

zuzuordnenden Filtration, siehe Teilkapitel D.

2) Mit M; = Jmax X und mit ® Verteilungsfunktion von A/(0,1) gilt nach Spiegelungsprinzip
_s_

P(T, <t) = P(M; >a) = 2P(X; > a) = 2P(X; > %) = 2(1— &

Die rechte Seite ist eine in ¢t € (0, 00) stetige Funktion, also gilt auch

ﬁ)) :

P(T, <t) = 2(1f<1>(%)), 0<t< oo

und Ableiten nach t liefert die Dichte f, wie angegeben. Deren Gestalt impliziert die Skalierungs-
eigenschaft (Transformationsformel 3.12 benutzen), die Aussage iiber das Abklingen von P(Ty > ),
und die Nicht-Endlichkeit erster Momente E(T,) = 4oc. O

13.19° Bemerkung: Wir werden in diesem Teilkapitel die starke Markov-Eigenschaft der Brown-
schen Bewegung X in der folgenden intuitiven Form (siehe Teilkapitel D fiir exakte Formulierungen)
benutzen: ist T eine Stopzeit beziiglich einer geeigneten der Brownschen Bewegung zugeordneten

Filtration (genau: siehe 13.32) mit P(T" < co) = 1, so bilden die Zuwéchse nach der Zeit T’
Y=o , Y2 = Xpy—Xp , t>0

wieder eine Brownsche Bewegung. Diese ist unabhingig von der Vergangenheit im Prozess X bis zur
Zeit T (genaue Formulierung siehe 13.35). Insbesondere gilt diese Eigenschaft fiir die level crossing

Zeiten T :=1T,, a > 0.

13.19” Hilfssatz: Fiir jedes feste a > 0 ist das Wahrscheinlichkeitsmass @, := L(T,|P) strikt stabil

mit Parameter % .

Beweis: Die starke Markov-Eigenschaft 13.19” impliziert
(+) L(Tyra) = L(T,)* L(Ty), a,d €(0,00).

Dies sieht man so: um ein Niveau a+a’ zu erreichen, wartet man zuerst, bis die Brownsche Bewegung
X das Niveau a iiberquert. Zur Zeit T, startet mit Y := (X7,4+ — a)¢>0 eine von der Vergangenheit
bis T, unabhingige Brownsche Bewegung. Danach wartet man, bis Y das Niveau o’ tiberquert hat.

Dies zeigt (+). Aus der Skalierungseigenschaft in 13.19 folgt mit a := 3

c(T”“ |P> - c<(”“)2T1 |P> — L(a®Ty | P) = L(T, | P)

nl/a n2
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fiir jedes feste a > 0. Dies kombiniert mit (+) zeigt nach Definition 9.15, dass das Wahrschein-

lichkeitsmass @, := L(T,|P) strikt stabil mit Parameter J ist. O

Das Hauptergebnis in diesem Teilkapitel ist das Gesetz vom Iterierten Logarithmus (LIL). Es geht
zuriick auf Khintchine (1933) und Hartmann und Wintner (1941) und beschreibt das Verhalten der

Brownschen Pfade am "Ursprung’ ¢t = 0.

R

1 o(t)y=~2t Tog log(170)

13.20 Satz (LIL in ¢ = 0): Sei X = (X¢)¢>0 eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung,
definiert auf (2,4, P). Dann gelten die folgenden Aussagen i) und ii) P-fast sicher:
Xy

i) limsup——— =1,
0 2tloglog()

X
ii) liminf ———* = 1.

Ho . Jatlog log(4)
Beweis: () Es geniigt, die Aussage i) zu beweisen: zugleich mit dem Prozess X auf (2, A, P) ist
auch der 'gespiegelte’ Prozess X = (—Xt)t>0 eine Standard-Brownsche Bewegung, und die Aussage ii)

fiir X folgt sofort aus der Aussage i) fiir X. Mit tg := e~ 2 setze

1
p(t) = \/Ztloglog(g), 0<t<tp.

Die Behauptung i) ergibt sich aus dem folgenden Paar (/) + (') von Aussagen:

() vé>0: P <lim¢%up L (148)p(t), 00)(Xt) = 1) =0,
¢
(8) Yé>0: P <lirrtl§)up 1((1_5”(,5)700)()(}) = 1) =1.

Wir werden (o) + (8') zeigen, indem wir das Paar von Aussagen («) + () beweisen:
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() fiir jedes § > 0 existiert ein ¢ = ¢(d) € (0, 1) so dass gilt: P-fast sicher tritt
X; > (1+6)p(t) fiir ein tin [¢"1, ¢"]
nur fiir endlich viele n € IN ein;

(B) fiir jedes 6 > 0 existiert ein ¢ = ¢(d) € (0, 1) so dass gilt: P-fast sicher tritt
Xgn > (1-0)p(q")

fir unendlich viele n € IN ein.

Wir schreiben nun

M:(Mt)t>0, Mt = Imax Xs, tZO
- s€0,t]

fiir den Maximumsprozess der Brownschen Bewegung, und zeigen («) + (f) in mehreren Schritten.

1) Beweis der Aussage («): Fixiere § > 0 beliebig klein. Fiir 0 < g < 1 geeignet (die Wahl von ¢ wird
spater in (o) getroffen) betrachte

Cn(q) = { Xy > (1+6)p(t) fireint € [¢"T,¢"]} € A

(da alle Pfade von X stetig sind, schreibt sich die Menge C),(q) als
U (x>0 +0et)}
telgmtt g N@

und ist als Vereinigung abzéhlbar vieler Ereignisse ein Ereignis). Wir starten nach einer groben

Abschatzung mit dem Spiegelungsprinzip:
P(Cu(g)) < P(Mgp>(1+8)p(@™) < 2P (Xg > (L+0)p(d"))

N X o(g"t!)
= 2P<@>(1+5) NG )

N/\/’(071) —00 , N—00

Aol ((1 +5)90(j;1>>_1 \/127 exp (—; [(1 +5)<P(\f§;;l)ﬂ

wobei fiir die ’tails’ von A/(0,1) die bekannte Abschitzung (Feller I, 1969, S. 165, mit Notation ® fiir

die Verteilungsfunktion und n fiir die Dichte von N (0, 1))

1
1-®(x) ~ —n(z), z— o0
x
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benutzt wurde, zusammen mit

n+1
e(q + ) _ \/2 - qloglog <(;)n+1> - \/2 -q <]og(n +1)+1log log(i)> ~ /2qlog(n)

fiir n — oco. Wahlt man nun ¢ € (0, 1) nahe genug an 1:

(o) (14632 > 1

so gilt fiir n — oo

n+1y\72
;[(14_5)(‘0%)] ~ (146)?% ¢ logn.

Damit sind nach Wahl von ¢ in (¢) die Wahrscheinlichkeiten

1 2
P(Cu(q)) = O ——=—=n"1+"
(Cola) = O
summierbar in n, und Borel-Cantelli 5.5 a) zeigt

P (Cyp(q) tritt ein fiir unendlich viele n) = 0

damit ist (o) bewiesen. Mit («) gilt aber auch (a/):

P (lirrtlﬁ]up L (146)p(t),00) (Xt) = 1) =0.
2) Fixiere € > 0 beliebig klein. Fiir 0 < g < 1 geeignet (die Wahl von ¢ wird spéter in (x) getroffen)
betrachte die unabhangigen Zuwéchse
Zn = Xgn — X1 verteilt nach N0, ¢" — ¢"*1) = N(0,¢"(1 — q))
und zeige
(7) P(D(q)) =1, D(q) := {Xg > (1—€)p(q") + X n+1 fiir unendlich viele n } .

Dies sieht man so: derselbe Schluss wie in Schritt 1) liefert mit einer geeigneten Konstanten Cy

P(Xgn > (1 =e)p(q")+ X)) = P(Zy>(1—-2)(q"))

_p (Z" > (1-e) 2 )
Va1 —q) Va1 —q)

C 1 7(175)2
~ n 1—q n—oo.
1 /logn ’

Wahlt man nun ¢ € (0,1) klein genug:

(1-¢)?
1—gq

(%)

<1,
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so sind unter (x) die Wahrscheinlichkeiten in der letzten Gleichungskette nicht summierbar iiber n,

und Borel-Cantelli 5.5 b) — wegen Unabhéangigkeit der (Z,,), — liefert die Aussage (7).
3) Als Hilfsresultat halten wir fest: fiir beliebig kleines € > 0 und fiir jede Wahl von 0 < ¢ < 1 gilt
(9) P(E(q)) =1, E(q) = {Xp» >—-(1+¢)p(¢") fur schliesslich alle n } .

Diese Aussage (9) ergibt sich sofort aus einer Anwendung der schon bewiesenen Aussage () auf die

Standard-Brownsche Bewegung X = (—Xt)t>o0:
P(Q\E(q)) = P(Xp <—(1+¢)p(¢") fir unendlich viele n)

P (hntli)up 1((1%)@(,5)’00)()@) = 1) = 0.

IN

4) Nun beweisen wir die Aussage (/3) und schliessen damit den Beweis des Satzes ab. Fixiere § > 0
beliebig klein. Wir wihlen zuerst ein ¢ € (0,6), danach ein ¢ in (0,1), welches klein genug ist, um

neben der Bedingung () aus Schritt 2)
g < 1—(1—¢)?
auch noch die Bedingung

(s5) Vi < 2(51;55) — (1—e)—2014¢e)/g > 1-90

zu erfiillen. Durch sukzessiven Ubergang zu Teilmengen erhilt man wegen (*) und ()
P(Xgm > (1—-0)p(¢") fiir unendlich viele n)

> P(Xgp>[(1—e)—2(14+¢)/q]e(¢") fiir unendlich viele n)

o(g"™)

©(qm)
————r

—/q , n—0

> Pl Xp>[(1—e)—(1+¢) | ¢(q") fiir unendlich viele n)

{Xgn > (1 —2)p(q") + X1 und X1 > —(1+¢)p(q"t!)  fiir oo viele n }>

v

P

Vv
g
A/~ Y

{Xpn > (1 —e)p(q") + X1 fiir unendlich viele n } m

{an+1 > —(14€)p(¢"™) fiir schliesslich alle n} )

*

= P(D(@ NE@Q) = 1

—~
N

nach () und (). Damit ist () bewiesen, und der Beweis von 13.20 ist abgeschlossen. O
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Wir kénnen also obere und untere Einhiillende fiir den Brownschen Pfad im Ursprung angeben. Das
néchste Ziel besteht darin, obere und untere Einhiillende fiir den Brownschen Pfad ’nach langer Zeit’

herzuleiten. Dies kann aus 13.20 mit "Zeitumkehr’ hergeleitet werden.

13.21 Satz: Sei X = (X¢)>0 eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung, definiert auf

irgendeinem (€2, A, P). Fiir jedes feste a > 0 ist der Prozess

= 1
X = (Xa.t>
Va >0

ebenfalls eine Standard-Brownsche Bewegung. Nach Abéanderung der Pfade auf einer P-Nullmenge

ist auch

~ ~ ~ SXl/s(W), s>0
X = (XS)SZO , X5<w) =
0, s=0

eine Standard-Brownsche Bewegung.

Beweis: Die erste Aussage ist leicht, sie folgt aus der Unabhéngigkeit der Zuwéchse in X bzw. X
und der iiblichen Skalierungseigenschaft von Normalverteilungen. Wir beweisen die zweite Aussage,
in der eine "Zeitumkehr’ im Prozess X durchgefiihrt wird. Die Pfade von X sind stetig auf (0,00), und
die endlichdimensionalen Randverteilungen von X sind Normalverteilungen, deren Kovarianzmatrix
fiir 0 < 54,55 < oo die Eintrage

BE(X,, )~(5j) = 5i8; (X175, X1/s;) = SiSj(; A 81]) =5; NS
aufweist. Damit hat der Prozess ()A(: s)o<s<oo die endlichdimensionalen Randverteilungen der auf das

Zeitintervall (0, 00) eingeschriankten Standard-Brownschen Bewegung

() 0<s1<...<sp<00: L((Xgp.o, X,)IP) =N, (5: A85)ijer,.e) -
Es bleibt zu zeigen, dass P-fast alle Pfade von X stetig sind in ¢ = 0, genauer:
fiir P-fast alle w € Q gilt liﬁr)l X,(w) = 0.
S

Setze C' = C((0,00), IR), und versehe C mit der durch die Koordinatenprojektionen (ay)o<t<oco
erzeugten o-Algebra C. Nach dem Findeutigkeitssatz gibt es auf (C~',5) hochstens ein Wahrschein-

lichkeitsmass mit den (%) entsprechenden Eigenschaften
0<s1<...<8<00: L((sy,..,05)|P)=N(0,(siASj)ij=1,.1) -
Als Bild C~2 des Wienermasses Q" unter der Abbildung
C3 f=(f(s))s20 = (£(8))os<cc €C
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erhélt man ein solches, zugleich aber auch als Bild von P unter der Abbildung

Q35 w = X (w) €C.

Notwendig stimmen dann diese zwei Bildmasse auf (C,C) iiberein, und man erhalt

(i %=0}) = ({ i oo=0) = @ ({ g a0} =1

s rat. s rat. s rat.
eC
Also gibt es eine P-Nullmenge N € A, so dass der Prozess (1ycX,) s>0 stetige Pfade auf ganz [0, 00)
hat und die richtigen endlich-dimensionalen Randverteilungen besitzt, mit 1 neXo = 0. Damit ist

(lNc)N(S)Szo eine Standard-Brownsche Bewegung. O

Bemerkung: Analog zu den Argumenten des Beweises von 13.12” weist man nach, dass auch die
Riume C := C((—o00,00), R?) bzw. C := C((0,00), R%) verschen mit der von ihren Koordinaten-
projektionen erzeugten o-Algebra C polnische Rdume sind.

Die Metrik der lokal gleichméassigen Konvergenz definiert man auf 5, indem man Kompakta [—m,m]
zum Ausschépfen von (—oo,00) bzw. Kompakta [27™,m| zum Ausschopfen von (0,00) benutzt,
jeweils anstelle der in 13.12” in die Definition der Metrik, den Nachweis von Vollstandigkeit und

Separabilitiit, sowie den Nachweis von B(C) = C cingehenden [0,m], m € IN. O

13.22 Satz (LIL in co0): Fiir die eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung X = (X3)¢>¢ gilt

P-fast sicher

X
i) limsupilt =1,

t—oo  /2tloglogt

i) i inf 1
ii iminf —— = —1.
t—oo /2tloglogt
Beweis: Man betrachtet die Standard-Brownsche Bewegung X = ()? s)s>0, die aus X durch Zeit-
umkehr nach 13.21 entsteht. Satz 13.20 (LIL in 0) liefert obere und untere Einhiillende fiir den Pfad

von X fiir s 4 0. Schreibt man

5(:3 SXl Xl
2sloglog(1) QSloglog(%) 21loglog(1)
und setzt t ;= 1, werden daraus Einhiillende fiir den Pfad von X fiir t — oo. O

I’y
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Mit dem Gesetz vom iterierten Logarithmus in 0 und co hat man reichhaltige Infomation zum
Verhalten des Brownschen Pfades in Dimension d = 1 sowohl fiir ¢ | 0 als auch fiir ¢ T co. Offenkundig

gilt folgende Rekurrenzeigenschaft:

13.23 Bemerkung: Fiir die eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung gilt:

Ist B € B(IR) eine Menge von positivem Lebesgue-Mass, so wird der Brownsche Pfad P-fast sicher
auch noch in ’beliebig spéten’ Zeitintervallen [N, 00), N € IN gross, die Menge B besuchen. In der
Tat: notwendig enthélt B einen Punkt y € B, und das Niveau y wird fiir ¢ — co gemaéss 13.22 beim
Wechseln des Brownschen Pfades von der oberen zur unteren Einhiillenden und umgekehrt notwendig

unendlich oft durchquert.

Kombiniert man dies mit der starken Markoveigenschaft 13.19°, so kann man den Pfad in did-Zyklen

zerlegen, die zwischen Zeiten (7,), der Bauart
(%) To=0, Sp:=inf{t>T,1:Xy>1}, T,:=inf{t>5,: Xy <0}, n>1

entstehen. Wegen der Stetigkeit aller Pfade gilt X7, = 0 fiir jedes n. Zwischenzeiten wie (Sp)n
braucht man, weil sich nach 13.19” und 13.20 P-fast sicher rechts von jedem T, aus (x) ein Cluster
von Nullstellen des Brownschen Pfades bilden wird (¢ := 1 ist willkiirlich festgesetzt, jede andere
Schwelle ¢ € (0,00) leistet in (%) dasselbe). Mit 13.19” und 3.19 und Symmetrie der Brownschen

Bewegung gilt P-fast sicher

O=Ty<hh<Iy<... ; limT,=00 ; T,<oo firjedes n € INy.

n—o0

Die iid-Zyklen erhélt man nun wegen X7, = 0, wegen der starken Markov-Eigenschaft 13.19’ und

wegen 1,11 = T} o O, (dabei bezeichnet ©7, den Shift um 7,,) aus dem Prozess nach T,

Y = (XTn—l-”U)vZO = (XTnJrv_XTn)sz

eingefroren in 0 zu seiner ersten Returnzeit 7' 1(n) (definiert geméss () mit Y™ anstelle von X):

(o) (VDR = (¥ )1{v§Tf“)})”20 = (X5, 1,11)) ©Or, = (X(Tn+v)ATn+1)vzo , n=1.

Beachte dabei: alle Y™ sind wieder Standard-Brownsche Bewegungen, und die zwischen T}, und T}, 41
ablaufenden Zyklen sind iid Repliken von X.,7,. Man hat zwar P-fast sicher endliche Zyklenlange,
aber der Erwartungswert F(7,+1 — T,) ist nach 3.19 nicht-endlich. Dieses Phénomen nennt man

Nullrekurrenz. O
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Kombiniert mit der starken Markoveigenschaft 13.19’ liefert der Satz vom iterierten Logarithmus eine
durchaus tiberraschende Beschreibung der Nullstellenmenge des typischen Pfades der eindimension-

alen Standard-Brownschen Bewegung.

13.24 Satz: Fiir P-fast alle w € Q ist die Nullstellenmenge des Brownschen Pfades
Nw) ={t>0: X4(w)=0} € B([0,00))

abgeschlossen ohne isolierte Punkte (d.h. eine vollkommene Menge), und hat Lebesgue-Mass 0.

Bemerkung: Insbesondere besitzt N(w) P-fast sicher keine inneren Punkte. Vollkommene
Mengen sind iiberabzéhlbar (siehe Rudin 1998, S. 47 oder Hewitt-Stromberg 1965 S. 70-72). Ein aus

der Analysis bekanntes Beispiel einer vollkommenen Menge vom Lebesgue-Mass 0 ist die Cantormenge.

Beweis: Betrachte eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung X = (X;);>0, definiert auf

(Q, A, P). Schreibe X (t,w) anstelle von X;(w), t > 0, w € Q.

1) Jeder Pfad X (-,w), w € Q fest, ist eine stetige Funktion [0, c0) — IR. Folglich hat man auf [0, co) x

punktweise Konvergenz fiir n — oo der Abbildungen

n2™

(+) (tw) — lek (t) (;,w)

)
gegen (t,w) — X(t,w). Jede dieser Abbildungen ist messbar B([0,00)) ® A — B(IR), also ist
(t,w) — X(t,w) messbar von B(]0,0)) ® A nach B(IR).
Damit gilt
H = {(t,w): X(t,w) =0} € B([0,0))® .4
und folglich sind die Schnitte durch IH messbar:
N(w)=H, ={t €[0,00) : X}(w) =0} € B([0,00)) , Hi={weQ: X (w)=0}eA.

Da jeder Pfad X (-,w) stetig ist, ist N(w) notwendig abgeschlossen. Fiir das Produktmass X\ ® P auf
B([0,00)) ® A (N ist das Lebesgue-Mass eingeschrankt auf [0, 00)) zeigt Fubini

0 = /mﬁAMQﬂGM)—(/mﬁI%Hﬂ

0 0
= A®P)(HN([0,m] x Q))

= /Pdw N[0,m]) = /QP(dw)»\(N(w)ﬂ[O,m])
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fir jedes m € IN. Also ist N(w) fir P-fast alle w € 2 eine \-Nullmenge in B([0, c0)).
2) Fiir jedes rationale ¢ > 0 definiere
7, = inf{t > ¢: X; =0}

(dies ist eine Stopzeit im Sinne von Teilkapitel D und 13.324-13.35 unten, und nach 13.22 gilt 7, < oo

P-fast sicher) und zeige:

(©) es existiert ein Ereignis Qp € A mit P (Q) =1 so dass gilt
o

weN = 0und 74(w), ¢ €@T, sind Haufungspunkte von N(w).

Dies sieht man so: i) Wegen Xy = 0 P-fast sicher gilt 0 € N(w) fir P-fast alle w € §; der Satz vom
iterierten Logarithmus 13.20 zeigt: fiir P-fast alle w € Q ist 0 kein isolierter Punkt von N (w).

ii) Sei ¢ > 0 fest. Mit der starken Markoveigenschaft 13.19” ist der Prozess nach 7,
(XTqut)tzo = (Xﬂfrt - XTq)tzo
wieder eine Standard-Brownsche Bewegung, also gilt mit 13.20 auch
74(w) ist kein isolierter Punkt von N(w), fiir P-fast alle w € Q.

iii) Fiir rationale ¢ > 0 lassen sich alle Ausnahmemengen in i) und ii) zu einer einzigen P-Nullmenge

in A zusammenfassen. Damit ist die Behauptung (¢) bewiesen.

3) Sei jetzt w € Qg fest, sei t € N(w) fest, sei t > 0. Wihle eine rationale Folge ¢, 1 t. Dann gibt es

zwel Moglichkeiten: entweder gilt
t =14, (w) fiir einne N L4 4 ist kein isolierter Punkt von N (W),
oder es gilt

(x) t # 14, (w) fiir allen € IN .

Wegen ¢t € N(w), wegen Definition der Stopzeit 7, und wegen g, 1 t muss es im Fall (x) fiir jedes

n € IN ein s, € [qp,t) mit X, (w) =0 geben. Damit erhélt man
im Fall (x) gibt es eine Folge (s,)n, C N(w) mit s, T t.

Wieder ist ¢ ein Haufungspunkt von N(w). Zusammen mit (¢) ist nachgewiesen, dass fiir w € Qg

jeder Punkt der Menge N (w) ein Haufungspunkt von N(w) ist. Damit ist N(w) vollkommen. O
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Exzellente Referenzen zur Brownschen Bewegung, ihren Eigenschaften und vielen mit ihr zusam-

menhéngenden Prozessen sind die Biicher Revuz und Yor (1991) und Schilling und Partsch (2014).

*D. Markoveigenschaften in stetiger Zeit

In einem kurzen Abschnitt ohne Anspruch auf Vollstandigkeit diskutieren wir die ’starke Markoveigen-
schaft’ zeitstetiger Prozesse. Einziges Ziel ist es, die in Teilkapitel C) intuitiv prasentierten Argumente
mit préazisen Definition zu unterlegen und rigoros zu machen. Wir beginnen mit der Definition von
Stopzeiten T' und mit dem Begriff der Vergangenheit bis zur Zeit T im zeitstetigen Fall; fiir diskrete
Zeit waren diese in Kapitel 11.B eingefiihrt worden. Wir schreiben in Analogie zu 11.9

VFE = oJrR

>0 >0

fiir zeitstetig indizierte Filtrationen IF' = (F)>0.

13.25 Definition: Sei (2,.A) ein messbarer Raum. Eine Filtration IF' = (F;);>0 mit der Eigenschaft

F = ﬂ Fp fir jedes t € [0, 00)

r>t

heisst rechtsstetig.

13.26 Hilfssatz: Betrachte (£2,.4) versehen mit einer rechtsstetigen Filtration IF' = (F;)¢>0.
a) Fiir jede Abbildung T": 2 — [0, 00| sind die folgenden Eigenschaften gleichwertig:

i) fir jedes 0 <t < oo gilt {T' <t} € Fi;

i) fir jedes 0 <t <oogilt {T' <t} € F .

b) Fiir jede Abbildung 7" : Q — [0, o] und jedes Ereignis in A € \/ F; sind gleichwertig:
>0

i) firjedes 0 <t<oogilt AN{T <t} € Fy;
i) fir jedes 0 <t < oo gilt AN{T <t} € F.

Beweis: Sei T': Q2 — [0, 00] eine Abbildung. Setzt man die Eigenschaft a)i) voraus, so schreibt man

fur festes ¢t > 0 mit geeignetem m € IV

1
<ty = J{T<t--} € R
nzm\—/—-’n
e F CFt

1
-5
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und erhélt a)ii). Setzt man a)ii) voraus, so gilt fur festes ¢t > 0

1
T<t} = T —
(T<ty = (T <t+} € Fpy

n>m

bei beliebig grossem m € IV, also wegen der vorausgesetzten Rechtsstetigkeit der Filtration IF'

(T <t} e ﬂ]—"H% =% =F.

r>t

Dies ist a)i). Den Beweis von b) fiihrt man mit analogen Argumenten. O

13.26° Bemerkung: Gilt {T <t} € F; fir jedes 0 <t < 00, so ist das System
{Ac\/F: An{T <t} € F, fiir alle t € [0,00) }
>0

eine o-Algebra. Der Beweis geht analog zum zeitdiskreten Fall genau wie in Bemerkung 11.10 b).

13.27 Definition: Auf (Q,.4) versehen mit einer rechtsstetigen Filtration IF' = (F)>0:
a) Eine IF'-Stopzeit ist eine Abbildung 7" : 2 — [0, co] mit den Eigenschaften i) oder ii) aus 13.26 a).

b) Fiir eine IF-Stopzeit T definiere die Vergangenheit bis zur Zeit T' als die o-Algebra aller Ereignisse

A € \/ F; mit den Eigenschaften i) oder ii) aus 13.26 b):
>0

Fr = {Ae\/ R An{T <t} € R firalle t € [0,00) }
t>0

= {Ae\/ R An{T <t} € F, fiiralle t € (0,00) } .

>0

Wir betonen: die in 13.27 gegebene Definition der Vergangenheit bis zur Zeit T beruht wesentlich auf
der Rechtsstetigkeit der Filtration IF: ohne diese wiirde die zweite Formelzeile in 13.27 b) ein anderes
System beschreiben als die erste, und 13.26 a)i) eine andere Klasse von Abbildungen 7" : Q — [0, oo]
als 13.26 a)ii) (siehe dazu Dellacherie und Meyer, Band I 1975, Kapitel IV, IV.3.49 und IV.3.52). Nur
unter der Voraussetzung der Rechtsstetigkeit sind die beiden hier gegebenen Darstellungen adquivalent.

Das folgende Beispiel zeigt, wo die Schwierigkeit liegt:

13.28 Beispiel: Sei X = (X;)i>0 ein reellwertiger stochastischer Prozess auf (2, A, P). Wir setzen
voraus, dass die Pfade von X samtlich rechtsstetig oder samtlich linksstetig sind.

a) Betrachte zwei Filtrationen IF0 = (FP);>0 und IF = (F¢)>0 in A, definiert durch

F = o0(X:0<s<t), Fi=[)F =[)oX:0<s<r), t>0.

r>t r>t
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IFy ist die Geschichte von X gemiss 11.3°, und IF ist die kleinste rechtsstetige Filtration, an die der
Prozess X adaptiert ist. Man nennt IF' die von X erzeugte rechisstetige Filtration.

b) Fiir jedes a > 0 ist die level crossing Zeit

To = inf{t >0:X; >a} (mit Konvention inf () = c0)
eine IF-Stopzeit, jedoch nicht notwendig eine JF0-Stopzeit. Dies sieht man so. Fiir jedes t > 0 gilt
(+) well, <t} <« sup  X,(w) > a fiir beliebig grosse m € IN

0<s<t+L

> auf der

(wegen der vorausgesetzten Rechts- bzw. Linksstetigkeit aller Pfade von X ist das ’sup ...
rechten Seite in (4) als Supremum iiber abzihlbar viele rationale s eine wohldefinierte Zufallsvariable).
Wegen (+) und Rechtsstetigkeit von IF' gehort das Ereignis {7, < t} zur o-Algebra () .7-'& L =F, fur
jedes t > 0: damit ist T, eine IF'-Stopzeit. Ohne den Blick ’infinitesimal tiber ¢ hig;us’ l;nann jedoch

fiir Prozesse mit stetigen Pfaden i.a. nicht entschieden werden, ob ein w € {2 mit den Eigenschaften
Xs(w)<a fir 0<s<t, Xiw)=a

dem Ereignis {T,, < t} zuzuordnen ist oder nicht. Daher ist T, i.a. keine IF°-Stopzeit. U

13.29 Satz: Auf (12, .A) versehen mit einer rechtsstetigen Filtration IF' = (F)i>0 betrachte IF-Stop-
zeiten T', T, T3, ... Dann gilt:

a) Jede IF-Stopzeit T ist eine Fpr-messbare Abbildung von €2 nach [0, co].
b) Aus Ty < T, folgt Fpr, C Fr,.
c) Th ATy, Ty V Ty, ilgf1 T,., supT,, sind IF-Stopzeiten.

m>

m>1

d) Fiir jede fallende Folge T,, | T von IF-Stopzeiten gilt Fr = (\Fr, -

Beweis: Die Aussagen a)+b) beweist man analog zu 11.12 a)+b). Wir betrachten in>f1 T,, und
mz

sup Ty, in c¢). Genau dann ist {7}, < ¢} in F; enthalten, wenn das Komplement {7,, > t} in F;
m>1
enthalten ist. Man hat

T:=supTp : {T>t} = |J{Tn>1t}
m meIN

fiir alle ¢ > 0, also ist sup T}, eine IF-Stopzeit. Auch hat man
m

T:=infT, : {T <t} = U {T), <t}
meIN
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fiir alle ¢ > 0, also ist inf T}, eine IF-Stopzeit (die letzte Aussage wéare ohne die Voraussetzung der
m
Rechtstetigkeit von IF' nicht mehr richtig). Wir beweisen d). Die Inklusion 'C’ folgt sofort aus b).

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion '>’ betrachte ein Ereignis A € () Fr,. Aus T, | T folgt
n

An{T <t} = An U N{T<t}) =) @n{Tu<t}) € &

m n>m m n>m
fiir jedes t > 0. Nach 13.27 gehort A damit zur o-Algebra Fr der Vergangenheit bis zur Zeit T' (auch
dieser Schluss nutzt die Rechtstetigkeit von IF' aus). 0

Als néchstes definieren wir im zeitstetigen Setting (vgl. 11.13 fiir diskrete Zeit) den Zustand eines

Prozesses X zu einer zufélligen Zeit T

13.30 Satz: Betrachte auf (£2,.4) eine rechtsstetige Filtration IF' = (F;)i>0. Sei X = (Xi)i>0 ein
IF-adaptierter (siehe 11.3) reellwertiger stochastischer Prozess mit rechtsstetigen Pfaden. Fir jede

IF-Stopzeit T ist der Zustand von X zur Zeit T', definiert durch
Xr(w) == lipcoy(w) X(T(w),w), we
mit Schreibweise X (¢,w) fiir X;(w), eine Fr-messbare Zufallsvariable Q — IR.
Bemerkung: Beachte wieder: die hier gegebene Definition impliziert
X7 =0 auf {7 =o0}

und bezieht sich explizit auf einen Prozess, dessen Indexmenge den Punkt +oco nicht enthélt.

Beweis: 1) Sei IF' = (F;)>0 rechtsstetig, sei T eine IF-Stopzeit. Definiere zu T eine Folge

k
T, = 2271{27L1§T<2%} + o00lir—cey, n2=1.
keIN

Wegen {% <T< 2%} € F i sind die T;, IF-Stopzeiten, n € IN, und nach Konstruktion gilt
2n
T < T, auf {T<oo},n>1, {Ih=0}={T=c0},n>1, T, 1T, n—00.

2) Fixiere n € IN. Da T,, eine IF-Stopzeit ist, die nur abzéhlbar viele Werte im Gitter Q%Wo annimmt,

gelten die folgenden Aussagen i)-iii):

i) T;, ist eine Stopzeit beziiglich der diskreten Filtration (F & )rem, im Sinne der Definition 11.9. Of-
2')1

fenkundig hat man insbesondere {7}, < 2%} € F fiir jedes k € INp.
277,
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ii) Der Begriff der 'Vergangenheit bis zur Zeit T;’ bleibt derselbe, ob er nun ’diskret’ beziiglich
(fQLn)keJNo nach Definition 11.9 b) oder ’zeitstetig’ bezliglich IF' = (F;)¢>0 im Sinne von 13.27 ver-
standen wird. Nach Definition in 13.27 b) ist die Vergangenheit bis zur Zeit 7T,, beziiglich der zeit-
stetigen Filtration IF' die o-Algebra

F,

n

= {AE\/}} s An{T, <t} e F fur jedest >0 };
>0

diese stimmt aber iiberein mit

k
{Ae \/ Fp o An{Ty < 53} € Fy fiirjedes k€ INo
kelNg

d.h. mit der o-Algebra, die in 11.9 als Vergangenheit bis zur Zeit T,, beziiglich der zeitdiskreten
Filtration (F & ke, eingefiihrt worden war.

iii) Fiir den Zustand des Prozesses X zur Zeit T;, stimmt die in der Formulierung des zu beweisenden
Satzes gegebene Definition iiberein mit der ’zeitdiskreten’ Definition aus 11.13. Nach Voraussetzung
ist X adaptiert an IF', damit ist insbesondere der Prozess in diskreter Zeit (X & JkeN, adaptiert an
(-Fzﬁn)kelNo- Die Stopzeit T;, nimmt alle ihre Werte im Gitter Q%WO an. Satz 11.13 definiert den
Zustand von (X & Jkelv, zur Zeit T), als Fr, -messbare Zufallsvariable

> Xp W lgg_ 3w, weQ
kelNy

die auf {7}, = oo} den Wert 0 annimmt. Dies kann geschrieben werden als

e @ X(Thw)w) = Xr, (@) = 3 Xp (@) Ly _py(w), we.
keNy

wie in der Formulierung des zu beweisenden Satzes. Dabei gilt {7}, = oo} = {1 = oo} fiir jedes n.

3) Da die Folge (T},), gegen T absteigt und da alle Pfade von X rechtstetig sind, hat man

X7t = lim X7, ist messbar beziiglich men .

n—oo
n

Wegen der Rechtsstetigkeit von IF gilt aber (| Fp, = Fr nach 13.29 d). Also ist X7 eine Fp-messbare
Zufallsvariable. O

13.30’ Ubungsaufgabe: Sei X eine eindimensionale Brownsche Bewegung, IF' die rechtsstetige Geschichte
von X, sei A offen in IR.
a) Ty :=inf{t >0: X; € A} (mit Konvention inf{()}) = 400) ist eine P-fast sicher endliche IF-Stopzeit.

b) Ist S eine IF-Stopzeit, so auch Ty := inf{t > S : X; € A}; aus P(S < 00) = 1 folgt P(T4 < o0) = 1.
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¢) Fiir festes § > 0 ist T := inf{t > 0 : X; = 0} eine JF-Stopzeit mit P(T < o0) = 1.
(Hinweis: c) leite man her aus b). Zum Nachweis von b) definiere man zuerst Stopzeiten S,, mit abzdhlbar

vielen Werten, die gegen S absteigen, und betrachte T,, = inf{¢t > S, : X; € A}.) O

13.31 Hilfssatz: Sei X = (X;);>0 eine d-dimensionale Standard-Brownsche Bewegung auf (2, A, P),

sei FO die Geschichte von X nach 11.3’, sei IF' die von X erzeugte rechtsstetige Filtration

F = (F)0 , Ft = mff , fE:J(Xs:Ogsgr),

r>t

Die Markovhalbgruppe (K, ),>o beziiglich IF* war in 12.9” und (12.11) berechnet worden:

E(14(Xy) | F?) = Ki—s(Xs,A) , 0<s<t<oo, A€ B(R?)
K (y,A) = N(y,r1g)(A) , ye R, AeB(RY), r>0

Dann ist X auch Markov beziiglich IF', und die Markov-Halbgruppe bleibt dieselbe:

BE(1a(X) | Fs) = Ki_o(Xy, A) mit (K, )rs0 wie oben .

Beweis: 1) Fiir beschrinkte messbare Funktionen f : IR? — IR schreiben wir kurz

(K f)(y) = / f(x) Ko (y, da)

Bezeichne Cp, die Klasse der stetigen beschrinkten Funktionen auf IR? wie in Kapitel VI. Fiir f € G

und fiir konvergente Folgen 7, | 7 in [0, 00) sowie y, — y in IR gilt

() (Knh)wm) = / F(&) N (s 7ol a) (dz) — / f@) Ny, rIg)(dz) = (K f)(y) -

dies erhilt man explizit aus der Gestalt der Normaldichten, die als 'Glattungskerne’ mit Zentrum
yn — y und Breite proportional zu /1, | 4/ iiber die Funktion f € Cj, gezogen werden. Im Fall r = 0
gilt die Konvention Ko(y,-) = €.

2) Betrachte zuerst die Geschichte von X wie in 11.3’ definiert:
F° .= (]—'to)tzo ) -7:t0 = 0(Xs:0<s<t).

Die Markoveigenschaft beziiglich IF? war als direkte Folgerung aus der Unabhingigkeit der Zuwichse
von X in (12.11) in der Form

E(1p1a(X)) = E(1lp EQa(X)|F)) = E(1p K—o(Xs, A)) fiir s<t, FeF), AecB(R%)
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bewiesen worden; per Aufbau messbarer Funktionen schreibt man dies um in

(+) E(1p f(X3)) = E(1p (Ki_sf)(X,)) fir s<t, FEFY, feC.

3) Wir zeigen: aus der Markoveigenschaft beziiglich [Fy kombiniert mit (¢) und der Rechtsstetigkeit
der Pfade von X erhélt man die Markov-Eigenschaft von X beziiglich der rechtsstetigen Filtration IF'.
Sei s < t und F € F;. Fiir jede streng monoton fallende Folge s, | s gilt dann F' € ]:gn fir alle n,
folglich wegen (+) aus Schritt 2)

E(1r f(Xy)) = E(1r B(f(X)IF,,)) = E(lp - (Kis, f)(Xs,)) fiiv alle f € Cy

fiir alle hinreichend grossen n. Wegen (¢) und wegen Rechtsstetigkeit der Pfade X (w) konvergieren
die Integranden auf der rechten Seite fiir s, | s punktweise fiir jedes feste w € 2. Beschranktheit der

Funktionen f € C, impliziert dominierte Konvergenz und damit

E(lr (Kis,/)(Xs,))  — E(lr (Kisf)(Xs))

fiir n — oo. Beides zusammen bedeutet
(++) E(1p f(Xy)) = E(1p (Ki—sf)(X,)) firs<t, FeFs, feCy.

oder

E(1p14(Xy)) = E(1pK;_o(X,, A)) fir s <t, F e F,, Ac B(IR%

(monotone Konvergenz wie im Beweis von 6.1 b) zeigt, dass die Funktionen f € Cp, in (++) ersetzt
werden diirfen durch Indikatorfunktionen 1p fiir abgeschlossene Mengen B C IR?; ein Dynkinschluss
verallgemeinert dies von der Klasse aller abgeschlossenen Mengen auf die Klasse aller messbaren
Mengen A € B(IR?)).

Damit liefert (++) die Markoveigenschaft von X beztiglich der rechtsstetigen Filtration IF. O

Die bisher betrachtete Markoveigenschaft besagte: gegeben eine Filtration F' und damit ein Begriff
von 'Informationsstand F; zur Zeit ¢’, hangt die weitere Entwicklung des Prozesses gegeben F; nur
vom gegenwértigen Zustand des Prozesses zur Zeit ¢ ab. Falls man eine Aussage dieses Typs fiir die
Klasse der IF'-Stopzeiten T' anstelle der deterministischen Zeiten ¢ beweisen kann, so spricht man von
einer starken Markoveigenschaft beziiglich IF'. Mit den eben benutzten Argumenten kommt man zu

einem sehr allgemeinen Resultat.
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13.32 Hauptsatz (starke Markoveigenschaft): Auf beliebigem (2, A, P) sei ein Prozess X =
(X1)¢>0 Markov beziiglich einer Filtration IF* = (F{);>0, mit Werten in einem polnischen Raum (E, &),

und mit rechtsstetigen Pfaden. Die Halbgruppe (K¢)i>0 von X beziiglich IF° besitze die Eigenschaft
(13.33) fir jedes f € Cp(E) ist  (t,y) — (K¢f)(y) stetig auf [0,00) x E.

Betrachte nun die von X erzeugte rechtsstetige Filtration IF' = (F;)¢>0. Dann ist X Markov beziiglich

IF mit derselben Halbgruppe
E(14(Xy) | Fs) = Ki—s(Xs,A) firalles<t, A&,

und besitzt sogar die starke Markoveigenschaft beziiglich IF:

fir alle IF-Stopzeiten T mit P(T < co) =1 :

(13.34)
E(1a(Xrie) | Fr) = K/(Xr, A) firt>0, Ac€.

13.34’ Bemerkung: Analog zu 13.30 iiberlegt man sich im Falle eines polnischen Raumes (E, &)
und einer rechtsstetigen Filtration IF:
i) fiir einen [F-adaptierten Prozess X mit Werten in (E,E), dessen Pfade rechtsstetige Funktionen

[0,00) — E sind, kann der Zustand von X zu einer P-fast sicher endlichen IF-Stopzeit T' durch

Xr(w) = 1{rw)<oo) X(T(W),w) + 2o 1{1(w)=oo}

mit beliebigem xg € E (als default value auf der P-Nullmenge {T' = oo} € Fr) definiert werden;

ii) X7 :Q — E wie in i) festgelegt ist eine Fr-messbare Zufallsvariable.

Beweis von Satz 13.32: 1) Die Markoveigenschaft von X beziiglich F' mit derselben Halbgruppe
folgt mit einer nahezu wortlichen Ubertragung der Argumente des Beweises von 13.31. Hier wird die

Voraussetzung (13.33) ausgenutzt.

2) Wir zeigen, dass beziiglich der rechtsstetigen Filtration F' schon die Stetigkeitsbedingung
(%) fir jedes f € Cp(E) und jedes t > 0ist y — (K f)(y) stetig auf £

die starke Markoveigenschaft garantiert; (x) ist insbesondere durch (13.33) sichergestellt.

Sei T eine JF-Stopzeit mit P(T < 0o) = 1, sei F € Fr, sei f € Cy(E). Mit F ist auch F := FN{T < oo}
in Fr, nach 13.29 a). Nach Voraussetzung iiber T ist F'\ F eine P-Nullmenge.
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Betrachte die fallende Folge von IF-Stopzeiten T, | T aus dem Beweis von 13.30:
. k
T, = Zﬁl{%§T<%}+001{T:OO}’ n>1.
keIN
Fiir deterministisches ¢ > 0 sind mit T',T,, auch T' +¢,T,, +t IF-Stopzeiten (nach Definition in 13.27),

und die Rechtsstetigkeit aller Pfade X (w) impliziert wegen dominierter Konvergenz
(+) E(lp f(Xr4d)) = E(1p f(Xr4e)) = lim E(15 f(X7,44)) -

Fiir jedes feste n gilt aber nach Definition von Fund T,

(X) E( 1}7 f(XTn—I—t Z E Fr{T,= k }f XTn—I—t Z E Fm{Tn_i} f( —+t)) :
keIN keIN

Wegen F € Fr, gilt Fn {T, = 2%} € F . Mit der Markoveigenschaft beziiglich IF' kann die rechte
2’)'1
Seite der Formelzeile (x) als
(xx) S By (KeH)(X 1)) = B(15(Kuf)(Xr,)
keIN
geschrieben werden. Fiir n — oo lassen Rechtsstetigkeit aller Pfade von X, die Stetigkeitsbedingung

(*) und dominierte Konvergenz die rechte Seite von (xX) gegen

(++) E(1(Kif)(Xr)) = E(1r (Kif)(X7))

streben. Damit ist die Ubereinstimmung von (+) und (++) fiir jedes feste f € Cy(E) bewiesen, was

man wie im Beweis von 13.31 in die Form
E(1pla(Xrye)) = E(lp Ky(X1,A)), A€&,t>0, FeFr

zuruckschreibt. Das ist die starke Markoveigenschaft beziiglich IF'. O

Beachte, dass IF° im letzten Satz irgendeine Filtration sein kann, beziiglich der X Markov ist
(nicht notwendig speziell die Geschichte von X wie in 11.3"). Beachte auch, dass polnische Rédume
die natiirlichen Zustandsrdaume fiir Markovprozesse sind: zum einen koénnen bedingte Wahrschein-
lichkeiten auf polnischen Raumen stets reguldr festgelegt werden (Korollar 10.28), zum anderen
existiert zu jeder Markov-Halbgruppe auf einem polnischen Raum ein Markov-Prozess (Satz 12.97).
Auch liefert Beweisteil 2) des Beweises von 13.32 folgende allgemeinere Aussage: hat X rechtsstetige
Pfade, ist X Markov beziiglich einer rechtsstetigen Filtration & = (G;);>0 und erfiillt die Markov-

halbgruppe beziiglich & die Stetigkeitsbedingung (x), so ist X stark Markov beziiglich @.
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13.34” Folgerung: Unter allen Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 13.32 gilt:

a) Aus der starken Markoveigenschaft (12.34) beziiglich IF' folgt, dass der Prozess nach T

Xrq, = (XT+t)t20

Markov beziiglich der Filtration (Fry):>0 ist, mit derselben Halbgruppe (K4 (-, -))¢>0 wie zuvor. Dabei
ist (Fr4¢)e>0 in Anwendung von 13.29 d) wieder eine rechtsstetige Filtration. £(Xr) iibernimmt die
Rolle einer Startverteilung fiir den Prozess nach 7T'; die Pfadeigenschaften von X7, sind die von X.

b) In Analogie zu (12.13) kann wegen a) die starke Markoveigenschaft in kompakter Form als
(13.34") E(Go(Xr+.) | Fr) = Ex)(GoX)

geschrieben werden, fiir beliebige beschriinkte £[9°°)-messbare Funktionen G : El®*) — IR, und fiir
jede P-fast sicher endliche IF-Stopzeit T'. Die rechte Seite von (13.34”) ist wie in 12.12 ¢) als Funktion
y — Ey(G o X) zu lesen, in die der zuletzt erreichte Zustand X7 als Startwert fiir den Prozess nach

T eingesetzt wird. 0

13.35 Folgerung: Unter allen Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 13.32:

a) Ist a ein fester Punkt in F und ist T eine IF-Stopzeit mit der Eigenschaft
P(T<oco,Xr=a) =1,
so ist der Prozess nach T' unabhéngig von der Vergangenheit Fr bis zur Zeit T mit 13.34" gilt

E(lp Go(Xry.)) = E(1lr E(Go(Xry)) | Fr))
— P(F)-E(Go(Xr))
fiir alle F' € Fr und fiir alle beschrinkten £[0°°)_messbaren Funktionen G : E0:>) — R,
b) Ist in 13.32 mit £ = IR? insbesondere X ein Prozess mit unabhiingigen und zeitlich homogenen

Zuwéchsen nach 12.14° (damit Xy = 0 P-fast sicher), dessen Pfade sdmtlich rechtsstetig sind, so ist
flir jede P-fast sicher endliche IF-Stopzeit T der Prozess

unabhéngig von der Vergangenheit Fp bis zur Zeit T', mit Start in 0, und ist eine unabhéngige Replik

des urspriinglichen Prozesses X. Y heisst Prozess der Zuwdchse nach der Zeit T
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Dies sieht man so: mit ' € Fp, mit den Stopzeiten T;, aus dem letzten Beweis und F=Fn {T < ¢},

mit 0 < tg < t; <...<t; < oo beliebig und f € Cy(E?),

E(1p f(Xr4t, — X1\ ooy Xogty — X1ty 1))

— nh—>rgoE (1ﬁ f(XTn+t1 — XTn g ey XTn-He - XTn+t271 ))

- JI_EIQOE Z 1ﬁm{Tn:2%}E (f(XQ%Hl _XQ%’ T XQ%HZ - X%‘th—l) | 'F%n)
kelNg

Wegen der Unabhéangigkeit und zeitlichen Homogenitat der Zuwéchse von X besitzt die innere bedingte

Erwartung aber unabhéngig von k& und n dieselbe deterministische Festlegung
E(f( Xy, —Xo, ..., Xe, — X4, 1))
die aus dem Integral herausgezogen werden kann: wie in a) ergibt sich also
E(lp f(Xr4t, — Xry oo s Xty — Xrgty ) = P(F)-E(f(Xe, — Xo, oo s Xoy — X4, )

fiir alle F' € Fr, woraus die Behauptung folgt. O

Insbesondere sind mit 13.35 die in Teilkapitel 13 C (z.B. in 13.19’, im Beweis von 13.19”, im Beweis

von 13.24) in intuitiver Weise benutzten Eigenschaften der Brownschen Bewegung bewiesen:

13.36 Folgerung: Ist X = (X;);>( eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung und ist
T, = inf{t >0:X; >a} (mit Konvention inf () = oo)
die level crossing Zeit fiir das Niveau a > 0, so ist der Prozess der Zuwéchse nach Ty,
X1y — X1, = (X1t — )50

eine von Fr, unabhingige Standard-Brownsche Bewegung. O

Wir beenden das Kapitel mit einer Betrachtung des Poissonprozesses und seiner Markoveigenschaften.

13.37 Satz: Betrachte einen reellwertigen stochastischen Prozess (X¢):>0, definiert auf irgendeinem

(Q, A, P), dessen Pfade cadlag und stiickweise konstant sind. Dann ist die Geschichte von X nach 11.3’
F:(}—t)tzo , Fr=0(Xs:0<s<t),t>0
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bereits eine rechtsstetige Filtration.

Beweis: 1) Schreibe IF fiir die Geschichte von X; zu zeigen ist die Rechtsstetigkeit dieser Filtration.

Definiere IF* = (F;")i>0 durch 7" := () F.. Zum Nachweis von IF™ = IF benutzen wir das
r>t
‘countable dependency theorem’ (vgl. Brémaud 1981, S. 265 und S. 304): fiir jedes ¢ > 0, jedes

Ae ]-? und jede Folge 7, | t gibt es wegen A € F,. = 0(Xs:0< s <r,) eine hochstens abzidhlbare
Teilmenge .J,, C [0, 7] so dass A bereits in o(X; : t € J,) enthalten ist.

Fixiere ab jetzt A € F;", (rp)n und (Jp)n.

2) Ein durchschnittsstabiler Erzeuger fiir G, := o(X;:t € Jy,) ist

Cn = { m {X, €D}, D, € B(IR), D; # IR fiir hochstens endlich viele ¢ € J,, } :
ten

Mit Notation
= { Xy =Xy firallet' € [t,r,) }

gilt —da alle Pfade von X rechtsstetig und stiickweise konstant sind— sicher

(%) Q= J B = lim inf B,

m n>m

3) Schreibe nun J, := (J, N[0,¢)) U{t} und betrachte A und B, wie oben. Es gilt A € G, fiir alle n.

Zu A und jedem n kann man aber ein A, € o(X;:te jn) finden so dass
(++) ANB, = A,NB,

gilt: dies verifiziert man zuerst direkt aus der Definition von B,, fiir alle Elemente des Erzeugers C,

von G,, und macht dann einen Dynkinschluss.

4) Aus (+) und (x) ergibt sich fiir A und (B, ), wie oben eine Darstellung

(%) A= 4ane = JNWUnB) = JNANB

m n>m m n>m

von A, aus der man einerseits erhélt
lim inf A, = (lim inf A,) N Q = (liminf A,) N (liminf By,)

cUU N @nB) ¢ UNAnB) 2 4,

m f(m)>m n>L(m) L n>t

andererseits aber auch

4 ¢ UN A = timinfd,
m n>m
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Es ergibt sich

A = Umgn S Fi
m n>m

da fir jedes n das Ereignis A, in o(X:te jn) und damit in F; enthalten ist.

5) Schritte 2)-4) zusammen weisen nach, dass A € F;" schon in F; enthalten ist: damit gilt 7, = F,"

flir jedes t > 0, also ist die Filtration IF' rechtsstetig. O

13.38 Satz: Der Poissonprozess ist stark Markov beziiglich seiner eigenen Geschichte 11.3’.

Beweis: Die Poisson-Halbgruppe Ki(k, A) = P(tA\)(A—Ek) (12.14” und 12.19) erfiillt die Bedingung
(13.33); die Pfade des Poissonprozesses sind rechtstetig und stiickweise konstant (13.14 und 13.15);
seine Geschichte ist bereits rechtsstetig (13.37). Also liefert 13.32 die starke Markoveigenschaft. — [J

13.39 Satz: Sei X ein Poissonprozess mit Parameter A > 0, sei IF' seine eigene Geschichte 3.3’.
Betrachte Treffzeiten 7T), := inf{t : N; = n}, n € IN. Dann gilt:

a) T, ist eine IF-Stopzeit, und (X7,4+¢+ — n)i>0 ist ein von Fr, unabhéngiger Poissonprozess mit
Parameter A > 0.

b) Die Wartezeiten zwischen sukzessiven Spriingen von X sind unabhéngig und exponentialverteilt
mit Parameter A.

¢) Fiir P-fast alle Pfade von X gilt:  lim *X; = \.
t—o0 t

Beweis: 1) Sei X = (X;);>0 definiert auf (2, 4, P), F; =0(Xs:0<s<t),t>0. Nach 13.37 ist

IF" rechtsstetig. Wegen der in 13.14 definierten Pfadeigenschaften von X gilt

(+) {T, <t} = {Xy >2n} € F,

also sind die T, IF-Stopzeiten. Schreibt man in (4) bei festem n fir ¢ — oo
P(T, <t)=P(Xy >n) =PAt)([n,)) ,

so liefern elementare Eigenschaften von Poissonverteilungen sofort die Aussage P(T;, < co) = 1.

2) Betrachte n = 1: es gilt
P(Ty >t) = P(X;=0) = e | firallet >0,

folglich ist die Wartezeit T7 auf den ersten Sprung in X exponentialverteilt mit Parameter \.

3) Fiir n > 1ist nach der starken Markoveigenschaft X = (X7,+t—X1,)t>0 €in von der Vergangenheit
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Fr,, bis zur Zeit T;, unabhangiger Poissonprozess mit Parameter A > 0. Insbesondere ist die Wartezeit
auf den ersten Sprung in X unabhéngig von der Vergangenheit bis 7;, und exponentialverteilt mit

Parameter A, nach 2). Zusammen bilden also die Zwischen-Sprung-Zeiten
Ty, To—T1,..., Ths1—Th,...

ein Folge von iid exponentialverteilten Zufallsvariablen mit Parameter .
4) Wegen der P-fast sicheren Endlichkeit aller Zwischen-Sprung-Zeiten wachsen die Pfade von X fiir

t — oo P-fast sicher gegen co. Schritt 3) und das starke Gesetz der grossen Zahlen zeigen

1 1
lim -7, = E(T1) = X P-fast sicher .

n—oo n

Die Pfade von X sind nichtfallend, und es gilt X;(w) = n fiir T),(w) < t < T41(w). Also iibersetzt

man die letzte Aussage sofort in

1
limsup — X;(w)

<  lim = X\ flur P-fast alle w €
tsoo L n—00 Tn(w)
1
liminf — X;(w) > lim " = \ fiir Pfast allew € Q
t—oo ¢ n—00 Tn+1(w)

Also haben P fast alle Pfade die Eigenschaft tlim %Xt (w) = A. Dies schliesst den Beweis ab. O
—00

Mit Hilfe der starken Markoveigenschaft erhalten wir also die einfachstmogliche Beschreibung des
Poissonprozesses mit Parameter A > 0: nach Start in 0 zur Zeit 0 folgt man einer exponentiellen Uhr,
die jeweils nach Ablauf einer unabhéngigen exponentiellen Wartezeit mit Parameter A schligt: zu

jedem Schlag der Uhr macht der Pfad einen Sprung der Hohe 1.
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