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A. Martingale, Submartingale, Supermartingale

Martingale enstehen durch Aufaddieren ’trendfreier Zufallsschwankungen’. Dies wird zunéchst an

Beispielen aufgezeigt.

11.1 Beispiel: Betrachte eine Folge von Gliicksspielen. Schreibe Y, fiir den Gewinn/Verlust im n-ten
Spiel, und setze voraus: Y, n = 1,2,..., sind iid ZV auf (Q, A, P) mit Y; € L'(P) und E(Y;) =: m.
Bilde dazu den Partialsummenprozess oder Random Walk (S,),

n
Sp = ZY], n>1, Sy=0,
j=1

der die Entwicklung des Vermogens des Spielers als Funktion der Zeit beschreibt. Definiere eine
wachsende Folge (F;,), von Sub-o-Algebren von A

Fn = 0(S0,51,...,5,) = c(Y1,....,Y,), n>1, Fy:= {0,9};

Fr beschreibt den Informationsstand eines idealen Beobachters, der bis zur Zeit n einschliesslich
den Verlauf der Folge von Gliicksspielen verfolgen kann. Wegen der Unabhéangigkeit der einzelnen

Gliicksspiele liefert die bedingte Erwartung
E(Spt1|Fn) = Sn+ E(Yns1|Fn) = Sn+m

die beste Prognose fiir den Vermogensstand 5,11 zur Zeit n + 1 gegeben den Spielverlauf bis zur Zeit

n. Die Folge von Gliicksspielen ist damit fiir den Spieler tendentiell

vorteilhaft m >0 > Sy
fair — m=0 <~ E(Sn+1|]:n) =5, ¥V n € INy.
unvorteilhaft m <0 < S,

Dementsprechend zerlegen wir den Prozess (S,), in einen 'vorhersehbaren Trend’ plus einen Prozess

‘trendfreier Zufallsschwankungen’
Sn = So+A,+M,, nelNy
wobei der vorhersehbare Trend ein deterministischer Prozess

A= (Ap)nen, , An:=mn,nec Ny



und der Prozess trendfreier Zufallsschwankungen

M= (My)neny , Mo:=0, My:=) (Y;—m), n>1

ein zentrierter Random Walk ist, vgl. 5.7. 0

11.2 Beispiel: a) Eine Markov-Kette X = (X,)nen, mit Werten in einem messbaren Raum
(E, &) mit 1-Schritt- Ubergangswahrscheinlichkeit Q(-,-) ist ein stochastischer Prozess, definiert auf

irgendeinem (2, A, P), der sich sukzessiv in der Zeit entwickelt geméss

Vn>0: PX,p€elF|F) =QXyF), VFe&,
L(Xo|P) = v.

(%)

Dabei ist
fn = O'(Xo,Xl, e ,Xn)

die o-Algebra der Vergangenheit im Prozess X bis zur Zeit n, v ist ein vorgegebenes Wahrschein-
lichkeitsmass auf (E, &), welches die Startverteilung fiir X liefert, und Q(-,-) eine Ubergangswahr-
scheinlichkeit auf (F,£). Diese wiirfelt in Abhéngigkeit allein von dem jeweils zuletzt erreichten
Zustand X, einen Folgezustand X, 41 aus.

Genauer: mit (*) sind fiir den Prozess X eine Startverteilung v und eine reguldre Version (w,F') —
Q(X,(w), F) der bedingten Verteilung von X,,11 gegeben F,, festgelegt, fiir jedes n > 0; diese regulére
Version benutzt von der ganzen Vergangenheit im Prozess bis zur Zeit n nur noch den zuletzt erreichten

Zustand X,,.

b) Sei nun X eine Markov-Kette mit 1-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeit Q(.,.). Betrachte Funk-
tionen f : E — IR, beschrinkt und £-messbar, und definiere einen Operator £ auf dem Raum der

beschrankten £-messbaren Funktionen durch

(+) (Cf)(x) = / @)~ F@)Qe.dy), z€E.

E

Der Operator £ heisst Markov-Generator der Kette X = (X,,)nemn,. Mit (x) liefert 10.33 a)

E(f(Xns1)|Fa) = / F@QXndy) = F(Xo) + (LF)(Xn), ne Ny

dies ist die beste Prognose fiir f(X,11) gegeben F,,. Damit zerlegen wir jedes 'Funktional’ (f(X,))n

der Markovkette X, f beschrinkt und £-messbar, vermoge

F(Xn) = F(Xo)+ 3 1F(X5) = F(X5-1)]
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in einen ’vorhersehbaren Trend’ A = (Ay)nemn,

A, = Z(Lf)(Xj,l) Fn_i1—messbar, n>1, Ay:=0

j=1
plus einen Prozess M = (M, )nemn,, welcher ’trendfreie Zufallsfluktuationen’ aufaddiert

n

M, = > [f(X)) = f(Xjo1) = (LX)

j=1

= Y (X)) = B(FX)IF)], n=1, My:=0
j=1
plus einen Startwert: die so entstandene Zerlegung
(++) f(Xn) = f(X0)+Mn+Ana n >0

nennt man eine Dynkin-Formel fiir die Markovkette X = (X3)nen,- O
Zunachst geben wir die noch ausstehende Definition fiir den Begriff ’stochastischer Prozess’:

11.2’ Definition: Sei (€2,.4) ein ein messbarer Raum, sei I eine beliebige Indexmenge, sei (E,€)
ein messbarer Raum. Ein stochastischer Prozess X = (Xi)ier auf (Q,A) mit Werten in (E,E) ist
eine Kollektion messbarer Abbildungen X; : (2, 4) — (E,&), t € I.

Wir werden in diesem Kapitel Indexmengen I C IR betrachten, und ¢t € I als 'Zeit’ interpretieren.

Die Beispiele 11.1 und 11.2 motivieren die folgenden Begriffe.

11.3 Definition: Sei (£2,.4) ein messbarer Raum, sei I C IR eine Indexmenge.
a) Eine Filtration IF = (F)ier in A ist eine aufsteigende Familie von Sub-o-Algebren von A:
s<t inl = FsCF.

b) Sei X = (X¢)es ein stochastischer Prozess auf (£2,.4) mit Werten in (E,E), sei IF' = (F;)ics eine
Filtration in A. Der Prozess X heisst IF'-adaptiert falls gilt

flir jedes t € I gilt: X;:Q — E ist Fi—E-messbar.



11.3’ Bemerkung: Die Geschichte von X = (Xi)ier ist die Filtration (o(Xs:s€ 1,5 <t)),;-
IF-Adaptierheit des Prozesses X bedeutet nichts anderes, als dass die Geschichte von X = (X;)er

Teil einer grosseren 'Geschichte’ IF' = (Fy)er ist.

11.4 Definition: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I C IR eine Indexmenge, sei IF =
(Fi)ter eine Filtration in A. Betrachte einen stochastischen Prozess X = (X)ier mit Werten in

(IR, B(IR)) und mit den Eigenschaften
X ist IF-adaptiert, und X; € L*(P) fiir jedes t € I.

Der Prozess X heisst

Submartingal <
(P, IF) — Martingal falls fir alle s < tin I gilt : X - E(Xy|Fs) .
Supermartingal >

Im Sinne einer besten Prognose an X; gegeben den Informationsstand Fs, s < t, ist ein Submartingal

tendentiell wachsend, ein Supermartingal tendentiell fallend, ein Martingal trendfres.

11.5 Bemerkungen: Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 11.4:
a) Es gilt
X Submartingal <= (—X) := (—X})ter Supermartingal ;

also geniigt es oft, entweder Sub- oder Supermartingale zu betrachten.

b) Nach Definition ist X ein (P, F')-Submartingal falls
Vs<tel : Xs; < Ep(Xi|Fs).
Mit einer F,-messbaren Festlegung g; s von Ep(X;|F) ist die letzte Aussage dquivalent zu
Vs<tel ,VFeF,: Ep(lpXs) < Ep(lrgis) = Ep(1rEp(Xy|Fs)) = Ep(1pXy) .
Damit ist die Submartingaleigenschaft beziiglich (P, IF') &quivalent zu
(%) Vs<tel , VFeF,: Ep(lpXs) < Ep(lpXy).

)

Dasselbe gilt fiir Martingale mit '=’, und fiir Supermartingale mit '>’. Oft liefert (*) den einfachsten

Weg, eine Submartingaleigenschaft (analog Martingal-, Supermartingaleigenschaft) zu verifizieren.



c) Sei X ein (P, JF)-Martingal (Sub-, Supermartingal). Geht man von P zu einem anderen
Wahrscheinlichkeitsmass P’ auf A iiber, oder von IF' zu einer anderen Filtration IF’ in A, so geht im

allgemeinen die Martingaleigenschaft (Sub-, Supermartingaleigenschaft) von X verloren.

Den folgenden Begriff geben wir nur in einer auf ’diskrete Zeit’ zugeschnittenen Einfachversion.

11.5’ Definition: Sei (©2,.A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei IF' = (Fy)nemn, €ine Filtration in
A. Ein stochastischer Prozess A = (Ay)nemn, heisst F'-vorhersehbar falls gilt: fiir jedes n > 1 ist die

Zufallsvariable A,, JF,_1—messbar, und Ag = cst ist deterministisch.

11.6 Beispiel: Sei X = (X,)nemn, eine (E,E)-wertige Markovkette auf (2,4, P). Als Filtration
betrachten wir die Geschichte IF' = (0(X; : 0 < j < n))pemn, von X. Die Dynkinformel (++) aus

Beispiel 11.2 liefert fiir f : £ — IR beschrankt und £-messbar eine Zerlegung
f(Xn) - f(XO) + A + My,

in einen IF-vorhersehbaren Prozess A = (Ayn)nem,

n

Ay =) (LX), n=1, Ag=0

j=1

und ein (P, IF')-Martingal M = (M,)nemn,

Fine Darstellung des Typs ’Startwert + vorhersehbarer Trend 4+ Martingal’ nennt man eine Semi-

martingaldarstellung. Viele stochastische Prozesse gestatten eine solche Darstellung.

11.6’ Doob-Meyer-Zerlegung von Submartingalen : Sei X = (X,,)nemn, €in Submartingal auf
(Q, A, F=(F,)nemn,, P). Die Submartingaleigenschaft liefert

B(X; — X;_1|Fj—1) > 0 fiir jedes j > 1;
folglich existiert ein wachsender vorhersehbarer Prozess A = (A,)nemn,

n
An = ZE<Xj_Xj—1’]:j—l)7 nZl, A()EO
J=1
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und ein Martingal M = (My,)nen,

n
]=1

so dass gilt

(*) Xy = Xo+M,+A,, nelNy.

Die Zerlegung eines Submartingals (*) in Form

Startwert + vorhersehbarer wachsender Prozess + Martingal

nennt man Doob-Meyer-Zerlegung. Eine solche Zerlegung ist notwendig eindeutig:
Sei A’ ein anderer wachsender vorhersehbarer Prozess (beziiglich (P, IF')) und M’ ein anderes (P, IF')-

Martingal, beide mit Start in 0, so dass zuséatzlich zu (x) auch
() X, = Xo+M),+A,, nelNy
gilt. Setze N, := M, — M, V,, := A, — Al,. Aus (x) und (xx) folgt
N, +V, = (X5, — Xo) — (X;, — Xo) = 0 firallen.

Als Differenz zweier Martingale muss N = (NV,), ein Martingal beziiglich (P, F') sein, also gilt
E(Ny|Fn-1) = Np_ fiir alle n € IN. Andererseits ist N, = —V,, F,_1-messbar, folglich ist N,
selbst eine Festlegung der bedingten Erwartung E(N,|F,—1). Beide Aussagen zusammen erzwingen
N, = N,_1 P-fast sicher. Dies gilt fiir jedes n > 1: sukzessiv zuriickgehend bis zum Startwert
Ny = My — M} = 0 erhélt man N,, = 0 P-fast sicher fiir jedes n > 1. Aus N,, +V,, = 0 folgt dann

auch V,, = 0 P-fast sicher fiir jedes n > 1. Also ist die Zerlegung eindeutig. 0

Martingale kénnen als ’sukzessive Prognosen an ein unendlich fernes Ziel’ entstehen. Dieser Typ von

Martingalen wird in der Folge eine wichtige Rolle spielen.

11.7 Satz: Sei X € LY(Q, A, P), sei IF := (F,,)nemn, eine wachsende Folge von Sub-o-Algebren von
A; dann erhalt man durch

M, = EP(X|fn) , n €Ny

ein (P, IF)-Martingal M = (M,)nemn, -



Beweis: Per Definition ist jedes M, eine F,,-messbare ZV; nach Jensen-Ungleichung bzw. nach Satz

10.11 gilt M,, € L'(P) fiir n > 0. Die Martingaleigenschaft von M beziiglich P und IF folgt aus

Ep(Mp41|Fn) = E(E(X|Fnt1)|Fn) = E(X|Fy) =M, , nelNy. U

11.8 Beispiel: (Martingalstruktur in Galton-Watson-Verzweigungsprozessen) Bereite vor eine Fam-
ilie (&n5)nem,,jenv  von INg-wertigen i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Grundraum (2, A, P), und

definiere einen INy-wertigen stochastischen Prozess X = (X,,)nemn, durch

Xn

Xo=1, Xy = 1{Xn>0} Z§n+1’j + 0- 1{Xn:0} , ne€lINy.
j=1

Wir interpretieren X,, als Grosse einer Population in der n-ten Generation; &,41 ; ist die Zahl von
Nachkommen, mit der ein j-tes Individuum der Generation n zur Generation n + 1 beitrdgt. Damit
ist X = (Xn)nem, ein klassischer Galton- Watson- Verzweigungsprozess, siehe z.B. Jagers (1975). Wir
setzen stets voraus:

&Gi€LMP) , m:=E,) > 0.
2) Auf zwei Arten kann man eine Filtration auf (€2, .4, P) erklaren. Die Geschichte von X
IF= (fn)neﬂ\fo y o Fn o= U(X07X1>-"7Xn) , n>0

modelliert einen idealen Beobachter, der (nur) die zeitliche Entwicklung von Generationsgrossen ver-

folgen kann. Insbesondere gilt Fy = {0, 2} da X konstant. Die grossere Filtration
F' = (Fo)neny » Fp o= 0Emj:1<m<n,j>1),n>1, F:={0,Q}

beschreibt einen Beobachter, der zuséitzlich zum Verlauf des Prozesses X bis zur Zeit n auch individu-
elle Nachkommenszahlen fiir alle bis zur Zeit n moglicherweise zu realisierenden Individuen kennt: es
gilt F,, C F), fiir jedes n € INy. Da die Familie {{,41; : j > 1} nach Voraussetzung unabhéngig von

F, und damit erst recht unabhéngig von F,, ist, gilt mit 10.9
E(n+151F,) = Entry) = m . Elnt131Fn) = Eént1y) = m.
3) Wir zeigen zuerst:
m X, ist eine Festlegung der bedingten Erwartung Ep(X,+1|Fy)

fiir jedes n € INy. Zerlege dazu Ereignisse F' € F,, nach den fiir X,, moglichen Werten und betrachte
Fy .= Fn{X, =k} € F,. Mit 10.9 gilt fir k£ > 1

k
X1 dP = / Y bni1jdP = [ mkdP = [ mX,dP
F, Fr i1 F, Fy
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sowie fur £k =0

/ Xp41dP = 0 = / m X, dP ,
Fn{X,=0} Fn{X,=0}

und Summation iiber k£ € INg liefert

/XanP = /andP, VEeF,.
F F

Damit ist X ein (P, IF')-Martingal falls m = 1, d.h. falls jedes Individuum der Generation n mit im
Mittel m = 1 Nachkommen zur Generation n + 1 beitragt; fiir m > 1 ist X ein Submartingal, fiir
m < 1 ein Supermartingal. Mit iterativer Berechnung bedingter Erwartungen zeigt die Behauptung

in 2) auch E(X,) =m" fir alle n € INy.

4) Betrachte nun Y := (Y},),, definiert durch

X
Y, = — , nelNp.
m
Wegen
1 m Xy,
E(Yn+1’]:n) = WE(Xn+1’-FN> = i+l =Y,

ist der Prozess Y := (Y,), ein (P, F)-Martingal mit Werten in [0, 00).

4) Martingaleigenschaften wie in 3) fiir X und wie in 4) fiir Y gelten genauso —mit analogem Beweis—

beziiglich der grosseren Filtration IF” anstelle von IF. O

11.8’ Beispiel: Unter den Voraussetzungen des Beispiel 11.1 wurde fiir den Prozess S = (Sy,)nemn,

des Vermogens eines Gliicksspielers durch

Spn=58+M,+A, , Ay=m-n |, Mn:Z(Yv]_m)

eine Semimartingalzerlegung des Prozesses S = (S, )nem, angegeben.

B. Stopzeiten, Stopsatze

Stopzeiten sind ’Zufallszeiten’” mit einer speziellen Struktur. Wir betrachten sie nur im Rahmen

diskreter Zeit.

11.9 Definition: Sei (Q,.A) ein messbarer Raum versehen mit einer Filtration F' = (F,)neny;

definiere

\/fn = o U Fn) -

ne€ Ny
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a) Eine Abbildung T : Q — INg = INg U {oco} heisst IF-Stopzeit falls
VnelNyg : {T<n}eF,.
b) Ist T eine IF-Stopzeit, so heisst

Fr = {Ae\/fn : AN{T < n} e F, fir jedesn € INg }

o-Algebra der Vergangenheit bis zur Zeit T.

Fine IF-Stopzeit T ist also eine zufillige Zeit, tiber die ein Beobachter mit Kenntnisstand F,, zur Zeit

n stets sagen kann, ob diese bereits eingetreten ist oder nicht.

11.10 Bemerkungen: Sei IF' = (F,)nen,, sei T : Q — IN eine IF-Stopzeit.
a) Fiir alle n € INy gilt
{IT'=n}eF, , {T'>ntekF,.

Dies folgt aus {T'=n} ={T <n}\{T' <n—-1},n>1, und aus {T > n} ={T <n}°, n>0.

b) Das System Fp — wie in 11.9 b) definiert — ist wirklich eine o-Algebra:

man hat Q € Fr (denn QN{T <n} = {T < n} € F, fiir jedes n € INy, nach Definition der Stopzeit);
danach liegt mit A € Fr auch A° = Q\ A in Fr, wegen

An{T <n} = {T<n}\(AN{T <n}) € F,, nelNy;

klar ist F7 abgeschlossen unter abzédhlbaren Vereinigungen.
c) Fir jede IF-Stopzeit T liegt das Ereignis {T'= oo} = () {T > n} in der o-Algebra \/ F,.
n

neNg
Fir A € \/ F, liegt damit auch AN {7 = oo} in \/ F,; insbesondere gilt dies fiir alle A € Fr.
n n

n
d) In diskreter Zeit hat man {T" < n} = (J{T = j}, und kann die in Definition 11.9 geforderten

7=0
Eigenschaften folgendermassen umschreiben: eine Abbildung T': Q — IN ist eine (Fy,)nen,-Stopzeit

genau dann wenn

VijelNy : {T=j}eF;,
und die o-Algebra der Vergangenheit bis zur Zeit T kann dquivalent als
Fr ={Ae\/F : An{T =j} € F; fiir jedes j € Ny }

eingefithrt werden. Beides gilt nur in diskreter Zeit.

e) Jede konstante Zeit T'= m, m € INy, ist eine IF-Stopzeit. ]
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11.11 Beispiele: Sei X = (X,,)nem, ein stochastischer Prozess auf (2, A, P) mit Werten in (E, &),

sei IF' = (Fpn)nem, eine Filtration in A, sei X adaptiert an IF'.
a) Fiir jedes F' € & ist die Treffzeit oder Zeit des ersten Besuchs in F

T := min{n € Ny: X, € F} (mit Konvention min{) := 4o0)
eine IF-Stopzeit, wegen {T' =0} = {Xy € F} € Fp und
(x) (T=n}={X,eF,X;¢F,0<j<n} €Fn,n>1.
b) Fiir jedes F' € & ist die Fintrittszeit in F' (beachte den Unterschied im Zeitpunkt 0)

S = min{ne€ IN: X,, € F'} (mit Konvention min{) := 4o00)
sowie die sukzessiv definierten Wiedereintrittszeiten in F

So=0,5:=85,8, =min{n:n>S5,1, X, € F}, m=2,3,...

IF-Stopzeiten. Dies sieht man induktiv. Zuerst ist Sy eine IF-Stopzeit, wegen (x) und {T'=0} =0 €

Fo. Ist fir ein m > 2 schon 5,,_1 als IF-Stopzeit nachgewiesen, so ist auch .S, eine IF'-Stopzeit, denn

n—1
{Sm=n} = [J{Sm1=Fk, Sm=n}
k=1
n—1
= U =Kn{X;¢F, k<j<n}n{X,eF}) € Fn.
k=1

¢) Fir E-messbares f: E — [0,00) und festes Niveau a > 0 ist die level crossing Zeit

n
T' := min{n € Ny : Z f(X;)>a} (mit Konvention min () := 400)
=0

n
eine IF-Stopzeit: definiere Y, := > f(X;), dann ist mit X ist auch Y = (Y},),, [F-adaptiert, und 7"
j=0

ist die Zeit des ersten Besuchs von Y in (a, 00). O

11.12 Satz: Betrachte (Q,A), IF = (Fp)nen,, und IF-Stopzeiten T, Ty, Ty, - - - :  — INp.
a) T ist eine Fr-messbare Abbildung von €2 nach INy.
b) Aus Ty < T, folgt Fr, C Fr,.

c) Th ATy, Ty VT, inf T, und sup T, sind IF-Stopzeiten.
m21 m>1
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Beweis: a) Fiir T : Q — IN ist zu zeigen {T < a} € Fr fiir jedes a € [0,00) (vgl. 1.42). Bezeichne
|a| die grosste ganze Zahl < a. Da T IF-Stopzeit, gilt fiir beliebiges n € INy

(4) (T<a}n{T<n} = {T<(Ala))} € Fura] C Fn.

Da a < o0, zeigt Vereinigung iiber alle n € INy in (+) zuerst: es gilt {T' < a} € \/ F,,. Nach Definition
n
der o-Algebra Fr zeigt eine zweite Anwendung von (+) sodann auch {7 < a} € Fr fiir alle a € [0, c0).

Damit ist T" als Fp-messbare Abbildung nachgewiesen.

b) Zum Nachweis der Monotonieeigenschaft b) sei A € Fp, beliebig. Nach Definition von Fr, gilt
AN{Ty <n} e F, fir jedes n € INyg. Mit T} < T3 folgt

Aﬂ{TQSTL} = (Aﬂ{Tlgn})ﬂ{ngn} e Fn
7 F
E n E n

fiir alle n € INy und damit A € Fr,.

c¢) Fir S :=sup T, liegt das Ereignis {S > n} = |J{T)» > n} in F,, damit auch {S <n} ={S > n}°

flir n € INg beliebig. Fiir S := inf,, T}, betrachtet man fiir jedes n
{§<n} = {S<n+1} = U{Tm<n—|—1} = U{ngn} € Fn.

Genauso argumentiert man fir 73 A ... ATy oder 11 V...V T, fir endliches ¢. O
Die folgenden Definitionen nutzen ganz wesentlich die Eigenschaften einer Stopzeit.

11.13 Satz: Betrachte auf (Q, A, F'=(F,)nemn,) einen reellwertigen [F-adaptierten stochastischen
Prozess X = (Xy)nemn, und eine IF-Stopzeit 1. Wir definieren den Zustand von X zur Zeit T' durch

Xri= Y Xolir—n -

nelNy

Dann ist X7 : Q — IR eine Fp-messbare Zufallsvariable.
Bem: Hinweis: die fir X = (X,)nemn, in 11.13 gegebene Definition impliziert
X =0 auf {T = oo}
und bezieht sich explizit auf einen Prozess X, dessen Indexmenge den Punkt +o00 nicht enthdlt.

Beweis: Da X [F-adaptiert, da T eine IF-Stopzeit, ist zunéchst

Xr = > Xplipeny + 0 lipooy
ne Ny
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eine \/ Fp,-messbare Zufallsvariable: also gilt { X7 € B} € \/ F,, fiir jedes B € B(IR). Weiter gilt
{XreB}In{T'=n} = {X,,eB}n{T'=n} €¢F,, nelNy.

Nach Definition 11.9 und nach 11.10 ¢) folgt, dass das Ereignis {Xp € B} zur o-Algebra Fr der

Vergangenheit bis T' gehort. Damit ist X7 eine Fpr-messbare Zufallsvariable. 0

11.14 Satz: Betrachte auf (Q, A, F'=(F,)nemn,) einen reellwertigen [F-adaptierten stochastischen

Prozess X = (Xy,,)nemn, und eine IF-Stopzeit 7. Dann ist

X' = (XT/\n)nejNo

ein IF-adaptierter stochastischer Prozess. Man nennt X7 den zur Zeit T gestoppten oder zur Zeit T
eingefrorenen Prozess. Ist X ein (P, IF')-Martingal (Submartingal, Supermartingal), so ist auch der

zur Zeit T eingefrorene Prozess X7 ein (P, IF)-Martingal (Submartingal, Supermartingal).

Beweis: Es gilt X! = X, und fiir n > 1 und jedes B € B(IR)

{(xfeBl = J|{xeBIn{T=5 || {XneB}n{T>n}| €Fu.

7=0 €F; €F; €Fn €Fn

Also ist X ein JF-adaptierter stochastischer Prozess. Sei nun X ein Martingal oder ein Supermartingal
beziiglich P und IF. Wegen | X7an| < | Xo| + ... 4+ | Xy ist dann jede Variable X" in L'(P), und
E(Xngl - Xrﬂ}-n) = E(XT/\(nJrl) — Xrpnl|Fn)

= 1{T>n} E(Xp1 — XulF)

da {T > n} = {T < n}¢ e F, nach Definition einer Stopzeit. Damit gilt

E(Xg+1|-7:n) <Xxr eall X Supermartingal
alls
E(XZH\J%) =XTr X Martingal
fiir alle n € INg. Ist X ein Submartingal, so ist —X ein Supermartingal. 0

11.15 Hauptsatz (Stopsatz fiir beschriankte Stopzeiten, Doob): Betrachte einen stochastis-
chen Prozess X = (Xy,)nem, auf (2, A, F=(Fn)nen,, P) mit der Eigenschaft

X = (Xn)nemw, ist ein (P, IF)-Martingal (Submartingal, Supermartingal) .
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a) Fiir beschrinkte IF-Stopzeiten S < T gilt Xg, X7 in L'(P) und

> Submartingal
E(Xp|Fs) = Xg falls X Martingal
< Supermartingal .

b) Ist (T}); eine aufsteigende Folge beschrdinkter Stopzeiten und setzt man

Xj = XT- s ,7:3 = —FT-
(Zeittransformation durch beschrdnkte Stopzeiten), so gilt

Submartingal

X :=(Xj); isteinq Martingal beziiglich (P, 1%1), mit [ = (F3); -

Supermartingal

Beweis: Es reicht, Martingale und Supermartingale zu betrachten. Sei zuerst S eine durch k € IN
beschrinkte IF-Stopzeit. Fiir diese gilt Xg = X2 und |Xg| < [Xo| + ... + | Xk|, also Xg € LY(P).
Seien nun S < T' durch k € IN beschrénkte IF-Stopzeiten, sei C' € Fg. Sicher gilt C N {S = j} € Fj,
0 < j < k, nach Definition von Fg. Zugleich hat man aber auch C N {S = j} € Fg nach 11.12 a).

Wegen S < T und 11.14 fiir den eingefrorenen Prozess X7 folgt

/ (X7 — Xg)dP = / (X7 — X;)dP
Ccn{s=4} Cr{s=4}

<0 falls X Supermartingal
= / X7 - xT)ap = P &
Cn{S=j} =0 falls X Martingal

Summation iiber j =0,1,...,k liefert
<
E(chT) E(ICXS) fur alle C' € Fg

und damit die Behauptung von a). Aussage b) folgt sofort aus a) und 11.13. O

11.16 Bemerkung: Fiir unbeschriankte IF-Stopzeiten wird die Aussage von 11.15 i.a. falsch. Zwei
typische Beispiele illustrieren dies.

a) Das asymptotische Verhalten des Verzweigungsprozesses X aus Beispiel 11.8 ist bekannt. Wir setzen
hier zusétzlich zu 11.8 voraus, dass die Reproduktionsvariablen die Bedingung §11 € L*(9, A, P)
erfiillen. Im ’kritischen’ Fall m = 1 ist X = (X,,)nemn, nach 11.8 ein Martingal mit Xy = 1; zugleich
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weiss man, dass X im Fall m = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 aussterben wird: hier gilt
P(X,, = 0 fiir schliesslich allen) = 1,
P(X, >0) ~ cst- 2 fiirn — oo

(siehe Jagers, 1975, p. 25). Die Aussterbezeit ist die Zeit des ersten Eintreffens im Zustand 0: also ist
T := inf{n € INy : X,, =0}

eine IF-Stopzeit, welche P-fast sicher endlich, aber nicht beschrankt ist. Damit erfillt T nicht die
in 11.15 a) gemachte Voraussetzung. Fiir den Zustand des Verzweigungsprozesses X zur Zeit T gilt
X7 = 0 P-fast sicher. Trivialerweise ist auch R = 0 eine IF'-Stopzeit, und es gilt Xp = Xg = 1. Beides
zusammen ergibt

R<T, 1= Xgi # E(Xp|Fr) = 0.

b) Ein weiteres Beispiel liefert eine Folge fairer Gliicksspiele wie in Beispiel 11.1; wir setzen zusétzlich
voraus, dass fiir das Einzelspiel die Bedingung Y7 € L?(2, A, P) erfiillt sei. Fiir m = 0 ist S = (Sy)n

ein Martingal mit Startwert Sy = 0. Man weiss, dass die IF-Stopzeit

T := inf{nelNy : S, >0},

zu der das Vermogen des Spielers zum erstenmal strikt positiv wird, eine P-fast sicher endliche, aber

unbeschréankte Stopzeit ist: es gilt (siehe Feller IT Kapitel XII, insbesondere (7.10)—(7.12) pp. 414-415)
P(T >n) ~ cstn™2  fiir n— 0o

Also erfiillt T nicht die in 11.15 a) gemachte Voraussetzung. Es gilt Sy > 0 auf {T" < oo}, also S >0
P-fast sicher auf Q. Damit ist jede Festlegung von E(Sp|Fy) P-fast sicher strikt positiv: mit der

trivialen Stopzeit R = 0 entsteht wegen S = Sy = 0 die Situation
R<T, Sr # E(Sr|Fr).

Hatte der Spieler Lebenszeit genug, um bis zur Zeit T zu warten, wére er sicher, zur Zeit 7' mit einem
strikt positiven Gewinn nach Hause gehen. Beachte jedoch: T besitzt nicht einmal einen endlichen

Mittelwert, und Doobs Stopsatz setzt Beschranktheit der Stopzeiten voraus. ]

Eine Ausnahme gibt es jedoch: in nichinegativen Supermartingalen bleibt der Stopsatz auch mit

unbeschrankten Stopzeiten giiltig.
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11.17 Satz: Betrachte in 11.15 ein nichtnegatives (P, IF')-Supermartingal X. Dann gilt
Xs > E(Xr|Fs)

fiir beliebige IF-Stopzeiten S < T', und Transformation durch beliebige aufsteigende Folgen (T}); von

IF-Stopzeiten wie in 1.15 b) liefert wieder ein nichtnegatives Supermartingal.

Beweis: Sei S eine beliebige IF-Stopzeit, IF' = (Fp)ne N, -

1) Fiir den nichtnegativen Prozess X = (X, )nem, gilt

S(w) <oo: limpseo Xsan(w) = Xg(w)

S(w)=00: Xgamp(w)=X,(w) > 0= Xg(w)

weil Xg nach Definition 1.13 auf dem Ereignis {S = oo} den Wert 0 annimmt, und damit
Xg < liminf Xgp,

n—o0

auf ganz Q. Im Sinne des Integrals iiber nichtnegative messbare Funktionen wenden wir nun zuerst

Fatou 2.8 an, und danach —~da X Supermartingal- den Stopsatz 11.15 a) fiir beschrénkte Stopzeiten:
E(XS) < E(liminf XS/\n) < lim infE(XS/\n) < E(Xo) < 0.
n—oo n—oo
Da X nichtnegativ ist, folgt Xg € L!(P).
2) Fur IF-Stopzeiten S < T bleibt zu zeigen: Xg > Ep(Xr|Fgs). Wir zeigen dies in der Form

(%) VAe Fg: /XSdP Z/XTdP.
A A

Sei dazu A € Fg beliebig. Mit 11.12 a) gilt AN {S < n} € Fg fir alle n € INyg. Wir zeigen zuerst,

dass AN {S < n} sogar zur o-Algebra Fgn, gehort:

VeieNy: (An{S<n})n{SAn</t}

(AN{S<nh)n{S<t} €eF.
——

eFs

Mit 11.15 a) fiir die beschrénkten IF-Stopzeiten S An < T A n folgt dann
/ XsdP = / Xsan dP
An{S<n} An{S<n}
> / Xrpan dP - (da X Supermartingal)
An{S<n}

> / Xrpn AP (wegen S < T und X7p, > 0)
An{T<n}

- / X dP .
An{T<n}
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Lésst man nun auf beiden Seiten dieser Ungleichungskette n gegen oo streben, erhilt man mit do-

minierter Konvergenz

(*x) VAe Fg: / Xg dP 2/ X7 dP .
An{S<oc} AN{T<o0}

Da Xg = 0 auf {S = oo} und X7 = 0 auf {T" = oo} nach Definition 11.13, ist mit (**) die Behauptung

(%) nachgewiesen. O

Bemerkung: Startet man in 11.17 insbesondere mit einem nichtnegativen IF-Martingal X, so wird bei
Zeittransformation durch eine aufsteigende Folge beliebiger JF-Stopzeiten (T}); die Martingaleigen-
schaft im allgemeinen verlorengehen. Ein Beispiel liefert der Verzweigungsprozess mit m =1 in 11.16
a): der mit Ty = 0, Th = T,... wie dort zeittransformierte Prozess ist nur noch ein Supermartingal

(XT,); beziiglich der zeittransformierten Filtration (Fr;);.

C. Doob-Ungleichung und ’aufsteigende ["Jberquerungen’

Die Ungleichung von J.L. Doob und seine Analyse der Anzahl der 'aufsteigenden Uberquerungen’ ist

der Schliissel zu allen Martingalkonvergenzsétzen. Doobs Buch erschien 1953.

11.18 Doob-Ungleichung: Sei (X,,)nemn, €in Sub- oder Supermartingal beziiglich IF' = (F,,)nemn,,
auf (Q, A, P). Sei J eine endliche Teilmenge von INy, setze

f:=max{n:neJ}, a:=min{n:neJ},

sei r > 0 beliebig.

i) Ist X ein Submartingal, so gilt

r- P(max X,, >r) < / XgdP < E(X#).
neJ {mea)l(Xn>7“}

ii) Ist X ein Supermartingal, so gilt

r-Pmax X, >r) < E(Xa)—/ Xp dP .
neJ {meau3(Xn§T}

iii) Ist X ein nichtnegatives Supermartingal, so gilt

r-Pmax X, >r) < E(X,).
neJ
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Beweis: Notwendig gilt o, 8 € J da J endlich. Definiere
T := min{ne J: X, >r}
(mit min () := +00). Dann ist T ist eine IF-Stopzeit, denn fiir alle £ € INy gilt

{r<ty = |J {Xu>r} €F.

n<tl,neJ

Fiir diese gilt {ma}(Xn >r}={T < B} und Xg > r auf {T < 8}, damit
ne

r-Pmax X, >r) = r-P(T<p) < / XrdP = / XrpagdP
{T<s} {T<s}

neJ
(1) = /(XT/\ﬁ—Xﬁ)dP + / Xﬂdp
Q {T<p}
(2) = E(Xrng) — / X;dP,
{T>p}

Der Stopsatz fiir beschrankte Stopzeiten 11.15 schliesst nun den Beweis ab: ist X ein Submartingal,

gilt in dieser Ungleichungskette in (1)

/(XT/\/g —Xg)dP <0
Q
und das ist die Aussage 11.18 i); ist X ein Supermartingal, so gilt in (2)

E(XT/\ﬁ) < E(Xa)

und damit 11.18 ii); iii) folgt sofort aus ii). O

Als Folgerung formulieren wir ein analoges Ergebnis fiir gewisse abzihlbare Indexmengen I, das sich

spater als extrem niitzlich heraustellen wird. Als Beispiel kann man an I =@N[0, N| denken, N € IN.
11.19 Satz: Betrachte (2, A, P) und eine abzdihlbare Indexmenge I C [0, o] mit
a:=inf{t:teltel, pP:=sup{t:tel}el.

Sei X = (X})ter ein Sub- oder ein Supermartingal beziiglich IF' = (F;);c;. Dann bleiben die Abschétz-

ungen aus 11.18 giiltig, falls man tberall ’maj< X, durch ’sup X, ersetzt:
ne tel

i) Ist X ein Submartingal, so gilt

r-P(sup Xy >1r) < / XpdP < E(Xg) .
tel {sup X¢>r}
tel
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ii) Ist X ein Supermartingal, so gilt

r-Psup Xy >r) < E(Xa)—/ X3 dP .
tel {sup X:<r}
tel

iii) Ist X ein nichtnegatives Supermartingal, so gilt

r-P(sup Xy >71r) < E(X,).
tel

Beweis: Wihle eine Folge endlicher Teilmengen J, C I mit J, 1 I fiir n — oo, setze
apn = minJ, , [, = maxJ,.
Fir n — oo gilt oy, | @, B, T 8, und
F, = {?é%th >r} 1 {sup Xy >r}=F

tel

flir festes r > 0. Aufsteigende Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmassen liefert also

r-P(maxX; >r) =3 r.PlupX;>r) , n—oo.
tedn tel

Ist X ein Submartingal, kann man fiir jede endliche Indexmenge J,, die rechte Seite der Ungleichung

11.18 i) wegen F,, = {gnjalx X > r} € Fp, fortsetzen zu einer Abschétzung
€Jn

XgndPg/ngP,
F, Fr

und hat mit dominierter Konvergenz fiir n — oo nach Definition von F' = {sup X; > r} und wegen
tel
gel

XgdP "X /ngp.
Fy F

Zusammen erhélt man fir ein Submartingal X: aus 1.18 i) fir jedes J,, und J, 1 I folgt

r-P(sup X; >r) < / XgdP < E(X}).
tel {sup X¢>r}
tel

Ist X ein Supermartingal, kann man fiir jedes J, das Integral auf der rechten Seite von 11.18 ii) mit

demselben Argument weiter abschétzen durch

n—oo

Xgn dP > XﬂdP — XlgdP;
F¢ F¢ Fe

klar gilt in diesem Fall auch

E(X,) VYn
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wegen « € I. Aus 1.18 ii) fiir jedes J,, und J,, 1 I folgt also

r-Plsup Xy >7r) < E(X,) — / X dP . O
tel {sup X <r}
tel

Die in 11.19 gemachte Voraussetzung 'supl € [’ gilt sicherlich nicht fiir Indexmengen der Art
I =[0,1) N@ oder I = INy. Damit erhebt sich die Frage: kann man in Martingalen, Sub- oder

Supermartingalen Indexmengen durch Hinzufiigen von sup I in sinnvoller Weise ’abschliessen’?

11.20 Definition: (Abschluss eines Martingals, Submartingals oder Supermartingals) Betrachte auf
(Q, A, F=(F;)ter, P) mit Indexmenge I C IR ein (P, IF')-Martingal (Submartingal, Supermartingal)
X = (X¢t)ter- Betrachte

Bi=sup{t:tel}¢l, T:=TU{B}CR.

Gibt es eine sinnvolle Ergédnzung (X, F5) 'nach rechts’, mit der die Filtration (F)es zu (F),c7 und

der Prozess (X¢)ier zu (X¢),c7 so fortgesetzt werden kann, dass gilt
(Xt),e7 ist ein Martingal (Submartingal, Supermartingal) beziiglich (P, (F),c7)

so heisst ((Xy),e7, (Ft)ye7) Abschluss des Martingals (Sub-, Supermartingals) ((X¢)ier , (Fi)ier)-

11.20° Beispiel: Das Martingal M = (M,,)nemn, aus 1.7
M, = Ep(X‘]:n) , n €Ny,

welches durch Vorgabe einer Zufallsvariable X € L!'(Q, A, P) und einer Filtration (F,)nemn, in A

entsteht, erlaubt einen Abschluss auf zwei Weisen:
i) durch 8 := +o0, Fg:= A und Mg := X;

ii) durch § := 400, Fg :=\/ F, (Notation aus 11.9) und Mg := Ep( X |\ Fp). O

Ein Abschluss im Sinne von 11.20 muss keineswegs existieren. In Teilkapitel D werden wir sehen (Satz

11.33), dass gleichgradig integrable Martingale (X,,)nem, stets einen Abschluss durch

(1.20") Foo = \/fn zusammen mit einer \/ F,-messbaren Limesvariable X
n n
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erlauben. Ab jetzt wird fiir Indexmenge I = INy die Bezeichnung F., ausschliesslich fiir die in

(11.20”) —und vorher bereits in 11.9- definierte o-Algebra \/ F, = 0 (U,.c No Fn) reserviert sein.
n

11.21 Bemerkung: (’Abschluss nach links’) Martingale mit Indexmenge I C IR so dass
a:=inf{t:tel}¢l, T:={a}UICR

kann man stets ‘nach links’ abschliessen (typische Beispiele solcher Indexmengen sind

(%) I = {tER:t:%ﬁireinne]No} oder I := {-n:ne N}

mit o = 0 bzw. a@ = —00). Betrachte ein Martingal X = (X;)er auf (2, A, F=(F;)er, P). Fiir o wie

oben setzt man

Fa ::ﬂ}—sv M, = E(Mtou:a)
sel

fiir ein beliebiges o € I, und erhilt ein Martingal (M;), 7 beziiglich (P, (F¢),c7)-

Martingale ((My)ier, (Ft)ier) mit Indexmengen vom Typ (%) werden gelegentlich ’Riickwérts-
martingale’ genannt; dies ist jedoch ein schlimmer sprachlicher Lapsus, denn auch bei Indexmengen

vom Typ () gilt die Martingaleigenschaft stets vorwdrts in der Zeit wie in 11.4 definiert. 0

Martingalkonvergenzsétze (siehe Teilkapitel D) beruhen auf Abschitzungen fiir die ’Anzahl auf-

steigender Uberquerungen’ im Pfad I > t — X,(w) € IR eines Martingals (oder: Submartingals,

T T
WW MVA\/M MWV/\/W N

4 ) o 095-1 Dj

t — X¢(w)

IR+

Supermartingals) X = (X¢)ier. Wir definieren diese.
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11.22 Definition: Sei I C IR endlich oder abzihlbar, sei X = (X;);cs ein reellwertiger stochastischer

Prozess auf (2, .A), sei —00 < a < b < +o0. Fiir w € ) setze

N({b(w) = sup{/fe€ Ny: es existieren Paare t1 < tg9 < ... <tgp_1 <tg9p inl
Xt2j71 (U)) <a
thj (W) > b

so dass firl<j</¢}.

leb heisst die Anzahl aufsteigender Uberquerungen des Streifens [a,b] entlang I.

11.23 Hauptsatz iiber ’aufsteigende Uberquerungen’ (Doob):  Sei I C IR endlich oder
abzahlbar, sei X = (X})tes ein Submartingal beziiglich IF' = (F; ) auf (2, A, P).

a) Fir jede endliche Teilmenge J von I mit §:=max{t:t € J} und o :=min{t : t € J} gilt :

N &Ib ist eine Fg-messbare Zufallsvariable { — Ny mit

1

E(N’) <
(ab)— b—a

(E(X3) — BE(Xa) + E(Xg —a)7)) -
b) N1 ist eine INg-wertige Zufallsvariable auf (2, A).
¢) Unter den Voraussetzungen

(11.24) sup E(X};) < oo, sup E(X; ) < o0
tel tel

gibt es eine Konstante K < oo so dass

1
E(NL) < m(K + |al) fiir jede Wahl von — oo < a <b < +00.

d) Ist I unendlich, so gibt es unter der Voraussetzung (11.24) eine P-Nullmenge N € A so dass

fiir jeden Haufungspunkt ~ von [
w¢ N = ¢ und jede monotone Folge t, — v, (tn)n C I :

lim,, 00 Xy, (w) existiert in IR .

Bemerkung: Die Aussage d) ist der wichtigste Teil des Satzes. Diese ist anwendbar z.B. fiir I = INy
mit Haufungspunkt v = 400, wird aber erst recht interessant fiir abzéhlbare Indexmengen der Art

@ N[0,00) oder@ N[0, N], N € IN, die in [0, 00) oder in Intervallen [0, N] dicht liegen.
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Beweis: 1) Betrachte zuerst nur eine feste endliche Teilmenge J C I. Fiir diese sind § := max{t :
t € J} und o := min{t : ¢t € J} in J. Bildet man &hnlich wie in 11.11 b) eine wachsende Folge

beschrankter IF'-Stoppzeiten durch 7y := o und

7 = min{teJ: Xy <a}ApB,

To = min{tEJ:t>T1,Xt>b}/\,8,
Toj—1 = min{t eJ: t> TZ(j—l)aXt < a} ANB,

T2; = min{tGJ:t>72j_1,Xt>b}/\ﬁ,

dann werden wegen der Endlichkeit von J alle aufsteigenden Uberquerungen des Streifens [a,b] im

Pfad {X(t,w) : t € J} durch Paare (72;-1,72;) mit ;1 < 79; und X, > b erfasst, und

oo
J _
Ny = § :1{sz—1<72j7szj>b} :
Jj=1

Insbesondere ist N7, eine Fz-messbare Zufallsvariable (dies sieht man mit 11.12+11.13: die durch
B beschrankten Stopzeiten 7o;_1 bzw. 7o; sind .7-}2].717 bzw. ]-“mjfmessbare Zufallsvariable, damit
Fpg-messbar, also gilt {121 < T2;} € Fp; zugleich ist X, eine Fg-messbare Zufallsvariable, also
liegt jedes der Ereignisse {79; 1 < 72;, Xr,; > b} in der o-Algebra Fj). Doob’s Stopsatz 11.15 fiir

beschriankte Stopzeiten im Submartingal (X;):cr zeigt nun fiir beliebige ¢ > 1

y4
E(Xp) - E(Xa) > E(Xn,)—E(Xy) = Y E(Xn, — Xrp, )
=1
, J
— {E(Xm — Xpp )+ E(Xry = Xny; ) }
=1 >0 nach 11.15
J4
> ZE(XT% —Xrp 1)
7j=1

Nach Definition der Stopzeiten ;1 bzw. 7o; gilt aber

Xsz - X’7'2j71 > b—a falls T2j—1 < 724, X7_2j >b
XT2]' - XT2j71 Z _(Xﬁ - CL)_ falls 7'2]',1 < sz’XT% S b
XTQj - XTQj—l =0 falls T2j_1 = 7‘2j

wobei die erste dieser drei Zeilen einer vollendeten Uberquerung des Streifens [a,b] entspricht, die

zweite einer vor der Zeit 8 begonnenen, aber zur Zeit 8 unvollendeten U’berquerung:
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abgeschlossene Uberquerung angefangene letzte Uberquerung

i X . X <
b Fx K x " X
X ! : : X :
‘e X x @
a ; : : % X—%
x X x XX xxx
X X X
Bj-1 o B 1j-1 B=ty;

(fiir eine solche gilt Xg = X, zusammen mit der Abschétzung

X’T‘Qj - XT2j—1 > 0- 1{X52Xr2j,1} o (Xﬁ - X7'2j—1)_ 1{X5<XT2]’71} > —(Xg—a)”

der Negativteile). Die dritte der obengenannten Zeiten entspricht einem Indexpaar, fiir das beide
Stopzeiten T9;_1, T9; bereits an 8 = max J trunkiert und damit 'trivial’ sind. Zusammen ergibt sich

aus der obenstehenden Ungleichungskette

E(Xp) — E(Xa) 2 (b—a)E(Ng,) — B((Xg—a)”)

a
und damit die Aussage a) des Satzes.

2) Fiir eine abzihlbare Indexmenge I C IR withlt man wieder eine aufsteigende Folge endlicher Teil-
mengen J, C I, J, 1 I, und schreibt o, := min{t : t € Jp,}, B, := max{t : t € J,} wie in 1). Dann

erhiilt man N/, als aufsteigenden Limes 3, -messbarer Zufallsvariablen

Ny = lim N7

a n—o0

insbesondere ist damit N L{b eine A-messbare INo-wertige Zufallsvariable, und es gilt nach 1)

1
E(NL) = lim E(NJ) = lim

a n— 00 a n—oo | b—a

(E(Xs,) — E(Xa,) + BE((Xp, —a)”)
Unter Voraussetzung (11.24) gibt es dafiir obere Schranken, die nicht mehr von n abhéngen:

E(Xg,) < supE(X;) < o0
tel

~B(Xa,) = ~B(X}, - X;) < E(X;) < swpB(X[) < oo

E((Xp, —a)”) < E(Xg ) +a| < iu?E(X{)+\a|
S

womit die Aussagen b)+c) des Satzes (mit K := 2sup F(X; ) + sup E(X")) bewiesen sind.
tel tel
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3) Sei nun I nicht endlich und sei v € IR ein Hiufungspunkt von I. Betrachte aufsteigende Konvergenz

t T, te€l, und definiere

N7 = {w €Q:—o00< lirgiant(w) < limsup Xy (w) < +oo} € A.
v Ty
Fiir jedes w € N7 kann man ein geeignetes (auf w zugeschnittenes) Paar rationaler Zahlen zwischen

lim infyp, X¢(w) und lim supyy., X¢(w) einschieben: dies bedeutet

NY = U {weQ:liI%liant(w)<a<b<limsupXt(w)} .

ash ™y tTy

a,be@

Aus dieser Darstellung wird klar, dass es fiir jedes w € N7 einen geeigneten Streifen [a,b] gibt, den
der w-Pfad t — X;(w) fiir t T 7, t € I, unendlich oft aufsteigend tiberquert. Damit gilt

() N7 C U {wGQ:N(f’b(w):+oo} = N € A.

b

Die auf der rechten Seite definierte Menge N € A ist unter der Voraussetzung (11.24) notwendig eine
P-Nullmenge, denn jede der Variablen N (f,b’ a < b €@, liegt nach der schon bewiesenen Aussage
b) des Satzes in L'(P) und ist damit insbesondere P-fast sicher endlich. Weiter hiingt die Menge
N aus (¢) nicht mehr von dem eingangs betrachteten Hiufungspunkt v € I ab, so dass dieselbe
P-Nullmenge N als Obermenge schon alle zu beliebigen Haufungspunkten v der Indexmenge I zu

bildenden Ausnahmemengen N7 enthalt. Gezeigt ist:
fir w e Q\ N existiert lim X;, (w)
n—oo
fiir jeden Haufungspunkt v von I und jede gegen ~ aufsteigende Folge (¢,), C I .

Das Argument fiir absteigende Konvergenz ¢t | ~, t € I, geht analog, und fiithrt zu derselben

P-Nullmenge N aus (¢). Damit ist auch Aussage d) des Satzes bewiesen. O

D. Konvergenzsatze fiir Martingale, Sub- und Supermartingale

Doob’s Abschiitzungen fiir die Anzahl aufsteigender Uberquerungen im Pfad ¢ — X, (w) sind der

Kern aller Konvergenzs dtze fiir Martingale (oder Submartingale, Supermartingale).

11.25 Satz (Doob): Betrachte auf (Q2,.A, P) einen Prozess X = (X,)nemn, und eine Filtration
F = (Fpn)nemn,, sei X dabei entweder
ein (P, IF')-Submartingal mit sup E|X,| < oo
nelNy
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oder

ein (P, IF')-Supermartingal mit sup E(X, ) < oo.
ne€ Ny

Mit Foo = \/ Fy wie in (1.207) gibt es dann eine Zufallsvariable X, € L'(€, Fuo, P) so dass
n

X, — X P-fastsicher fir n » oo, FE(|Xx|) < liminf B|X,| < oo.
n—oo

Beweis: 1) Sei X ein Submartingal mit sup,,¢cp, F|Xn| < co. Stets — vgl. 2.2. g) — gilt
G = {weN: lim X,(w) existiert in R} € Fuo .
n—oo
Mit Satz 11.23 d) — wegen X,, < |X,|, X, < |X,| ist dessen Voraussetzung (11.24) erfiillt — folgt
PG) =1

und damit insbesondere: X,, = 1¢X,, P-fast sicher fir alle n € INy. Definiere

Xoo = lim 1gX, .

n—o0

Dies ist eine F..-messbare, IR-wertige Zufallsvariable; nach Fatou 2.8 fiir nichtnegative messbare num-
erische Funktionen greift die Voraussetzung des Satzes

E(|Xs|) = E(liminf|X,|) < liminf E|X,| < sup E|X,| < oo
n—oo n—oo nEWO

und erzwingt Xo € L'(P). Abinderung von X auf einer P-Nullmenge in Fa liefert eine reellwertige

Festlegung der Limesvariable

X = X°°1{|)~(oo|<oo} .

2) Sei X ein Supermartingal mit sup E(X, ) < co. Dann ist X := —X ein Submartingal. Aus
n€eNg

‘Xn| = | Xu| = X;"‘X;r = 2X, + X,
und der Supermartingaleigenschaft F(X,,) < E(Xy) folgt

E(|X,|) < 2B(X;)+ E(X,) < < sup E(X;)+ E(Xo) < oo

n€elNy
nach Voraussetzung. Damit erfiillt das Submartingal X := —X die Bedingung sup,, E(|X,|) < oo
aus Schritt 1). Damit ist die Behauptung fiir das Supermartingal X bewiesen. O

Eine wichtige Folgerung ist:
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11.26 Satz: Ein nichtnegatives Supermartingal X = (X,,)nen, konvergiert P-fast sicher gegen eine

Zufallsvariable X, € L'(Q, Fao, P).

Beweis: Dies ist 11.25 mit X, =0 fiir alle n. O

11.27 Hauptsatz: Sei X = (Xp)nen, ein (P, (Fn)nen,)-Martingal (oder ein Submartingal, oder

ein Supermartingal) mit der Eigenschaft
die Familie {X,, : n € INg} ist gleichgradig integrierbar.
Dann gibt es eine Zufallsvariable X, € L'(Q, Fs, P) so dass gilt:

(11.28) X, — Xoo P-fast sicher und in L(P) fiir n — oo .

Beweis: 1) Sei X ein Submartingal. Wegen gleichgradiger Integrierbarkeit der {X,, : n € INg} (vgl.

2.25) gibt es fiir jedes € > 0 ein K < 0o so dass

sup / X AP < e
ne€lNo J{|Xn|>K(e)}

insbesondere gilt

sup E(|X,|) < K(e)+ sup / | Xp|dP < 0.

nelNy ne€lNg J{|X,|>K(e)}
Damit erfiillt das Submartingal X dann die Bedingung aus 11.25, und 11.25 liefert P-fast sichere
Konvergenz der X,, gegen eine F..-messbare Limesvariable X, € L!(P). Gleichgradige Integrabilitiit
liefert nach 2.28 (mit p = 1) zusitzlich die Konvergenz in L*(P).

2) Fiir ein gleichgradig integrierbares Martingal ist nach 1) alles bewiesen. Sei nun X ein gleichgradig
integrierbares Supermartingal. Dann ist X = (=Xn)n ein gleichgradig integrierbares Submartingal,

und 1) angewandt auf X liefert die Behauptung fir X. O

Bemerkung: a) Wir werden in Satz 11.33 sehen, dass die gleichgradige Integrierbarkeit in 11.27 als
Bedingung fiir (11.28) nicht abgeschwéicht werden kann.
b) Eine einfache hinreichende Bedingung fiir gleichgradige Integrierbarkeit in 11.27 ist nach 2.27

sup E(|X,|P) < oo fiireinp>1.

nelNy

Haufig kann man dies etwa fiir p = 2 leicht nachpriifen. In 11.37 werden wir darauf zuriickkommen.
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11.29 Hilfssatz: Betrachte auf (Q, A, (Fn)nemn,, P) ein Martingal (Submartingal, Supermartin-
gal) (X,)nemn,. Gibt es eine Zufallsvariable X, € L'(Q, Fuo, P) so dass (11.28) gilt, so kann
((Xn)nemy s (Fn)nemn,) durch Hinzunahme von (X, Foo) aus (11.28)+(11.20”) zu einem Martingal

(Submartingal, Supermartingal)

((Xn)neW()? (}—")newo)

fortgesetzt werden (INg = INg U {+00}, Foo = ( |J Fn)). Dies ist ein Abschluss wie in 11.20, aber
neNy
mit der zusétzlichen Eigenschaft (11.28).

Beweis: Die L!-Konvergenz in (11.28) liefert fiir jedes feste m

lim /XndP = /XoodP fiir alle F' € F,.
F F

n>m ,n—oo

(Xn)nem, ist ein Martingal (Submartingal, Supermartingal), also ist die Folge ([ Xy dP)y>pm konstant

(bzw. aufsteigend, bzw. fallend), also gilt fiir jedes m und jedes F' € F,,

= Martingal
Ep(1p Xpm) < Ep(lp Xoo) falls (Xp)nen, Submartingal
> Supermartingal
Damit ist ein Abschluss als Martingal (Submartingal, Supermartingal) gefunden. 0

11.30 Konvention: Betrachte auf (2, 4, P) eine (F,,)nen,-Stopzeit T : Q — IN und ein Martingal

(Submartingal, Supermartingal) (X,), gy, beziiglich (F,) In diesem Zusammenhang definiert

HGWQ'

man den Zustand von X zur Zeit T" oft auch durch

(*) Xr = Z an{T:n}
neﬁo

mit Hilfe der hier zur Verfiigung stehenden Variablen X, anstelle der (die Konstante 0 als ’default

value’ benutzenden) allgemeinen Definition aus 11.13. Wir benutzen die auf 11.27, (11.28) und 11.29

zugeschnittene Konvention (%) (anstelle der — in der allgemeinen Situation nicht verbesserbaren —

Definition aus 11.13) stets nur mit ausdricklichem Hinweis.

Auch mit Konvention (k) ist X7 eine Fp-messbare Zufallsvariable: mit Benutzung des F-messbaren
Xoo auf dem Ereignis {T' = oo} ist X7 nach (x) zuerst wieder Foo-messbar; danach bleibt fiir Mengen

B € B(IR) das Argument aus 11.13
{XreB}n{T'=t} € F;, e Ny
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unverdndert giiltig: also ist { X7 € B} in Fr. 0

11.31 Satz: Sei I C [0, 0] eine Indexmenge. Betrachte auf (€2, A, P) einen stochastischen Prozess

X = (Xt)ter, adaptiert an eine Filtration (F;)ier in A.

a) Ist X = (X¢)es ein Submartingal, ist g : IR — IR konvex und nichtfallend, und ist g(X;) in L(P)

fiir alle t € I, so ist auch (g(X¢))tesr ein Submartingal.

b) Ist X = (Xi)er ein Martingal, so ist (| X¢|)tcs ein nichtnegatives Submartingal.

Beweis: a) Sei X ein Submartingal. Zunéchst ist eine konvexe Funktion g : IR — IR messbar, da
{9 < a} fiir jedes a € IR ein Intervall ist. Der Prozess (g(X;))ter ist damit (F;)ier-adaptiert, und
nach Voraussetzung gilt g(X;) € L'(P) fiir alle t € I. Fiir ein Submartingal X liefert die Jensen-

Ungleichung 10.10 kombiniert mit der Monotonie von g(-)
s<t el = E(g(Xy)|F) = g(EXe|Fs)) = g(Xs) .
—_——
>Xs
b) Sei X ein Martingal. Die Jensen-Ungleichung 10.10 fiir die konvexe Funktion g(x) = |z| zeigt

E([Xe| [Fs) = | B(XG|Fs) | = [ Xl - =
—_——

=X,

11.32 Satz: Betrachte ein nichtnegatives Submartingal X = (X,,), .z auf (2, A, (F») P). Sei

T die Klasse aller (F,)nemn,-Stopzeiten mit endlich vielen Werten (d.h.: fiir T € T ist {T'(w) : w € 2}

n€lNg’

eine endliche Teilmenge von INg). Dann gilt (mit Konvention () aus 11.30)

die Familie {X7 : T € T} ist gleichgradig integrierbar.

Beweis: Wegen der Nichtnegativitdt von X ist zu zeigen (vgl. 2.25): zu jedem ¢ > 0 existiert ein

K = K(e) < o0 so dass
sup / XrdP < €.
TeT J{Xr>K}

1) Bei Indexmenge INg gilt X,, € LY(P) fiir allen € INg. Ist T € T und sind 0 < #; < ... <ty < +00

(abhingig von T') die endlich vielen fiir 7' moglichen Werte, so gilt X7 € L'(P) wegen der trivialen
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Abschétzung |X7| < | Xy, | + ... + |Xy,|. Fiir Ereignisse F' € Fr liefert eine Zerlegung nach den
moglichen Werten von T

¢
(%) E(1p(Xe — X1)) = ZE(IFO{T:ti}(Xoo_Xti)) >0
i=1

da X Submartingal und da FN{T =t;} € F;,. Wegen {Xr > K} € Fr gilt insbesondere

(+) / XrdP < / X, dP
{X1>K} {Xr>K}

flir jede Wahl von K < oo.

2) Da X, € LY(P), gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0 so dass
(++) Ace A, PA) < = /XoodP<5:
A

hierzu wahlt man zuerst ein N € IN so dass

/ XodP < 2,
(Xoo>N} 2

setzt § := % - £, dann gilt fiir jedes A € A mit P(A) < ¢

g
2

/XOOdPgN-P(Aﬂ{XoogN})Jr/ XodP < ¢
A {Xoo>N}

3) Wihlt man zu e > 0 und § = §() aus 2) nun K gross genug, d.h. K > +E(X), liefert (x)

E(Xr) _ E(Xs)

X =k <9

P(Xp > K) <

gleichméssig iber die Familie aller T' € T; danach zeigen (+) und (++)

/ XrdP < / XoodP < ¢
{Xr>K} {Xr>K}

gleichmaéssig iiber die Familie aller T' € 7. Das ist die Behauptung. ([l

11.33 Hauptsatz iiber gleichgradig integrierbare Martingale: Sei (X, )nemn, ein Martingal
auf (2, A, (Fn)nem,, P). Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:

i) die Familie {X,, : n € INy} ist gleichgradig integrierbar;
ii) (X,)n konvergiert P-fast sicher und in L!(P) gegen eine F,,-messbare Variable X;

iii) X kann zu einem Martingal (X,,), . beziiglich (), v fortgesetzt werden.
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Unter jeder dieser Bedingungen gibt es (bis auf P-Nullmengen in Fu) genau einen Abschluss fir X

als Martingal. Mit diesem gilt in der Fortsetzung aus iii)

X, = E(X«|Fn) P-fast sicher, fir jedesn € INy .

Beweis:  i)==ii) ist eine Teilaussage von 11.27; ii)==iii) ist 11.29. Wir zeigen iii)==i): Ist
(Xn)pemv; ein Martingal beziiglich (Fy), oz, so ist nach 11.31 b) (|Xp|),cp ein nichtnegatives

Submartingal beziiglich (F,,) Nach 11.32 ist dann —da die konstanten Zeiten 7' = n insbesondere

neﬁo'
Stopzeiten in T sind— zuerst {|X,| : n € INg} und damit auch {X, : n € Ny} eine gleichgradig

integrierbare Familie. O

Mit 11.33 stellt sich also das einfache Beispiel 1.7 (Martingale als sukzessive Prognosen an ein

unendlich fernes Ziel) als Prototyp gleichgradig integrierbarer Martingale heraus.

11.34 Stopsatz in gleichgradig integrierbaren Martingalen: Betrachte ein Martingal X =
(Xn)nen, auf (Q, A, IF = (Fp)nen,, P) mit der Eigenschaft

die Familie {X,, : n € INg} ist gleichgradig integrierbar ;

bilde mit X, aus 11.33 den Abschluss von X als Martingal.
a) Dann gilt fiir beliebige IF-Stopzeiten S < T (mit Konvention () aus 11.30 fiir Xg und X7):

E(Xr|Fs) = Xs.
b) Jede aufsteigende Folge (7j); von IF-Stopzeiten liefert ein zeittransformiertes Martingal

X = (X7,); beziiglich F = (Fr);.

Beweis: Wir arbeiten mit dem Abschluss ((Xn)neﬁo’ (Fn) nach 11.27-11.29 bzw. nach 11.33.

nEM)
Da b) aus a) folgt, reicht es, a) zu beweisen. Seien dazu S < T beliebige IF-Stopzeiten; zu zeigen ist

(O) E(IFXs) = E(lFXT) , FeFg.

Dabei kann man sich auf Ereignisse F' € Fg mit F' C {S < oo} beschréanken: als IF-Stopzeit ist S eine

Fs—messbare Zufallsvariable, also F' N {S < oo} € Fg, und
Xs = Xoo = Xr auf {S=o0}
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wegen S < T und Konvention (%) in 11.30. Folglich gilt die Aussage (o), wenn sie fiir F N {S < oo}
anstelle von F' bewiesen werden kann.

1) Wir betrachten also F' € Fg mit F' C {S < oo} und approximieren aufsteigend durch
F, = Fn{S<n} 1t F, n— .
Wegen F' € Fg gilt wie in Beweisschritt 2) von 11.17
F, € Fgnn fir jedes n € INg ,
denn fiir £ € INy beliebig
F.n{SAn<{t} = (FN{S<n})n{S <t} = FN{S<lAn} € Fpnn C Fu.
Wegen F), € Fgan aber liefert Doob’s Stopsatz fiir beschriankte Stopzeiten 11.15
(©) E(1p,Xsnn) = E(1r, X7An)

fiir jedes n € IVy.

2) Wir betrachten das Martingal (X,,) Fiir dieses ist zuerst (|X,|),cp; ein nichtnegatives

n€No®
Submartingal nach 11.31 b). Dann aber ist die Familie {|X|gan : n € INp} gleichgradig integrierbar
nach 11.32, denn jedes S An ist eine Stopzeit mit endlich vielen Werten. Insbesondere sind die Familien
{Xsan : n € INg} und erst recht {1p, Xgap : n € INg} gleichgradig integrierbar. Nach 11.33 konvergiert
(Xn)n P-fast sicher gegen Xo. Fiir F' und (F),), aus Schritt 1) konvergiert damit (1g, X,,), P-fast

sicher gegen 1pX... Wegen gleichgradiger Integrierbarkeit wird daraus
(+) 1p, Xsan — 1pXg P-fast sicher und in LY(P), n — oo.
Wiederholt man das Argument mit 7" statt S, erhélt man fiir dieselbe Folge (F,),
(++) g, Xran — 1pXp P-fast sicher und in L'(P), n — oc.
In Kombination mit (¢) liefern (+) und (++)

E(1pXs) = E(1pXy)

fir alle F' € Fg mit der Eigenschaft FF C {S < co}. Nach den Anfangsbemerkungen reicht dies zum

Nachweis der Behauptung (o); dies schliesst den Beweis des Satzes ab. U
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E. LP-Ungleichungen und LP-Martingale

Unter welchen Bedingungen kann fiir Martingale wie in 11.33 die dortige Konvergenzaussage zu einer

Konvergenz in LP, p > 1, verscharft werden?

11.35 Satz: Betrachte den Mazimumsprozess X* = (X )nem, zu einem nichtnegativen Submartingal

X = (Xn)neﬂ\fo auf (Q7Aa IF = (]:n)nGﬂV() 7P)

X} = max X, nelNy.
0<k<n

Fiir beliebiges p > 1 und ¢ definiert durch % + % =1 gilt die Abschatzung

[Xall, < 1X5llp < g 1 Xallp, < o0

fiir beliebiges n € IN, mit || - ||, = || - [[zr(,.4,P)-

Beweis: Das erste Ungleichheitszeichen gilt wegen Nichtnegativitat von X. Fiir das zweite Ungleich-
heitszeichen reicht es, den Beweis fiir beliebiges n € IN unter den Voraussetzungen X, € LP(P) (sonst

wéire nichts zu zeigen) und 0 < || X||, < oo (sonst wire auch nichts zu zeigen) zu fithren. Unter diesen

zwel Voraussetzungen fixiere n > 1 und p > 1, und assoziiere g = 1% zu p > 1.

1) Betrachte ein Paar nichtfallender stetiger Funktionen F, G : [0, 00) — [0, 00) mit F'(0) = G(0) = 0,

aufgefasst als Verteilungsfunktionen o-endlicher Masse auf (0, 00), welche durch
1

(%) G(dr) = = F(dr) auf (0,00)
r

gekoppelt sind (ein Beispiel wird in Schritt 2) gegeben). Da das Submartingal X nach Voraussetzung

nichtnegativ ist, gilt mit Fubini fiir jedes N < oo nach ()
Xp(WAN N
E(F(XAN)) = / P(dw) / Pldr) = / Pldw) / x5y F(dr)
Q 0 Q 0

N N
= [ Fan x> = [ Gl P> )
0 0

und weiter unter Ausnutzung der Doob-Ungleichung 11.18 i)

/oNG(dr) /{X;>T}Xndp
- /Q P(dw) X, (w) /0 XZ(W)ANG(dﬂ

= E(X,G(X:AN)) < oo.

IN
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Mit Hélder 2.14 erhalten wir fiir p und g wie oben

() E(F(X, AN)) < E(X, GX, AN)) < (| Xnllp - [GOX AN -

2) Nach Wahl von p und ¢ gilt % = =(p—1) und (p—1)q = p. Also gilt (*) insbesondere fiir

1
p
F(y) = 4", G(y) = qy* ', 0<y<oo,

und man schreibt mit 7 := X AN

6@l = o ( | [ZP—I]QdP)l/q o (/ zpdp);(p_l) — gzt

Dann aber nimmt (*x) die folgende Form an:
(I1X; AN = E(FXAN)) < [ Xallp - 1GEG AN g = 1 Xallp - a- (1XG; AN

Nach Voraussetzung zu Beginn des Beweises gilt || X, ||, < cound 0 < || X ||, < co. Wegen Beschrankt-
heit aller X* AN gilt daher 0 < ||X}* A N||, < oo fiir hinreichend grosses N. Dann aber erlaubt die
letzte Ungleichung Division durch (| X A N|,)?~" und zeigt

HX:; A NHp <q- HXan .

Hieraus folgt fiir N — oo die Aussage des Satzes. 0

11.36 Folgerung: Sei X = (X,,)nemn, ein nichinegatives Submartingal und X* der Maximumsprozess
zu X wie in 11.35. Sei p > 1. Dann ist die Bedingung
(%) sup E(XP) < o
nelNg
hinreichend fiir

sup X,, € LP(P),
ne Ny

und mit ¢ := % gilt

| sup Xpll, < q- sup || Xplp.
nelNg n€lNg

Beweis: Unter (x) ist (X%)nemn, ein Submartingal: wende dazu 11.31 a) an auf das nichtnegative
Submartingal X und die konvexe und nichtfallende Funktion g(y) := (yV0)?. Folglich ist n — E( X} )
nichtfallend auf INy. Mit diesem Zusatz liefert 11.35 fiir das nichtnegative Submartingal X

(+) sup [ Xkl = [[Xnlly < 1X5lp < ¢ 1 Xnlpy = ¢+ sup [[Xallp
0<k<n 0<k<n
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fiir jedes n € INy. Fiir n — oo liefern Nichtnegativitdat von X und monotone Konvergenz
X; 1 Z ud B((X))P) 1 B(Z") <
mit einer [0, oo]-wertigen Zufallsvariable Z := sup X' . Fiir diese erzwingen (+) und (%) aber

n€eNy

sup [Xnlp, < [ Z1, < gq- sup [Xull, < oo.
nelNg n€lNg

Insbesondere ist in einem nichtnegativen Submartingal die Voraussetzung (x) bereits hinreichend ist

fiir die (i.a. wesentlich stérkere) Aussage Z = sup X, € LP(P). O
n€ Ny

Mit Hilfe von 11.36 kénnen wir den Konvergenzsatz fiir gleichgradig integrierbare Martingale (11.27,

11.33) noch einmal verschérfen.

11.36° Definition: Sei p > 1. Ein Martingal X = (X,,)nemn, auf (2, A, (Fn)nen,, P) mit
sup E(|X,[P) < oo
ne Ny

heisst LP-Martingal .

11.37 Hauptsatz iiber LP-Martingale: Sei p > 1. Auf (Q, A, (Fn)nen,, P) betrachte ein LP-
Martingal X = (X,,)nemn, - Fir dieses gilt

sup |Xa| € LP(P)
n€Ny

und

| sup [Xulll, < g sup || Xyl < oo
n€elNy n€lNg

mit ¢ := ﬁ. Die Familie {|X,,|P : n € INy} ist gleichgradig integrierbar, und es gilt

X, — X P-fast sicher und in LP(P) fiir n — oo.

Beweis: Da X Martingal, ist (| X,|), ein nichtnegatives Submartingal nach 11.31 b). Fiir p > 1
wurden die ersten beiden Aussagen in 11.36 bewiesen. Gilt Z € LP(P) fiir Z := sup |X,|, so gibt es

ne Ny
wie im Beweis von 11.36 zu jedem € > 0 ein d > 0 so dass gilt

Ac A, P(A)<§ = /Zde < e,
A
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Nach Definition von Z impliziert dies

Ac A, P(A)<sd = sup/\XnP’dP < /Zde < ¢
nelNg J A A

und damit gleichgradige Integrierbarkeit der Familie {|X,|P:n € INg}, vgl. 2.25".
Wegen p > 1 kann man nun fiir n — oo den Hauptsatz 11.33 (Konvergenz X,, — X, P-fast sicher
und in L'(P)) mit dem Satz von der dominierten Konvergenz (p > 1) kombinieren und erhilt so die

letzte der vier Aussagen des Satzes. O
Wir schliessen das Kapitel mit einem Beispiel.

11.38 Beispiel: (Martingalstruktur in Verzweigungsprozessen, Fortsetzung von Beispiel 11.8) Seien
(Xn)nemn, wie in 11.8 der Verzweigungsprozess

X’IL

Xo=1; Xon =Z€n+1,j, n=01,...,

j=1
mit iid Kinderzahlen (&, ;)n,j, INo-wertig und in L'(P), definiert auf (Q, A, P). IF = (Fp)nen, ist
die von X erzeugte Filtration: F,, = 0(X;, 0 < j < n). Die mittlere Kinderzahl pro Individuum ist
E(&1,1) = m. Nach 11.8 ist M = (My)nemn,

X
M, = 72 , n€ Ny
m
ein (P, IF')-Martingal mit My = 1. M hat die folgenden Eigenschaften:
i) Wegen M,, > 0 fiir alle n ist M insbesondere ein nichtnegatives Supermartingal, konvergiert also nach

11.25+11.26 P-fast sicher gegen eine F..-messbare Limesvariable M., > 0; dabei gilt M., € L'(P)
und E(My) < 1.

ii) Verschiirft man die an die Kinderzahlen &, ; gemachten Voraussetzungen zu &1 € L?(P), 02 :=

Var(&1,1), so gilt (siehe Jagers 1975, S. 21-23)

m=1: Var(X,) = o%-n, n=12...
m#1: Var(X,) = aQ-m"ﬂ%, n=12,...
und damit
BOMZ) = o (Var(X,) + (B(X)))

iii) Betrachte den ’superkritischen’ Fall m > 1, unter der Bedingung &;1 € L?(P). Hier nach ii)

sup E(M?) < oo,
n€lNy

38



also ist M ein L?-Martingal, und 11.37 zeigt
M, — My, P-fast sicher und in L?(P) fiir n — oo.

Die L?-Konvergenz impliziert

0.2

2

E(Mx) = 1, E(MZ) = limE(M;) =

m2—m

Als L2-Martingal ist (M, )nemv, insbesondere ein gleichgradig integrables Martingal, und (Mo, Foo)
liefert fiir (M, IF') einen Abschluss als Martingal.

iv) Man mache sich klar, dass damit im ’superkritischen’ Fall m > 1 das Wachstumsverhalten der

Pfade des Verzweigungsprozesses beschrieben wird
fir P-fast alle w € { My, > 0} gilt: X, (w) ~ m" - My (w) fiir n — oo ;

dies ist exponentielles Wachstum n — m™ mit einer F,.-messbaren Zufallsvariable X, als Propor-
tionalitatsfaktor. Ein Zusatzargument mit wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen (Athreya und

Ney 1972, S. 7-10) zeigt, dass Aussterben die einzige Alternative zu exponentiellem Wachstum ist:

{Ms =0} = {X,, =0 fiir schliesslich allen} P-fast sicher .

v) Fiir m <1 weiss man (siehe Jagers 1975, Athreya und Ney 1972)
P(X,, =0 fiir schliesslich allen) = 1;

also gilt hier Mo = 0. Ein Abschluss von (My)nen, durch Hinzunahme der Limesvariable M
ist also kein Abschluss als Martingal, sondern nur ein Abschluss als nichtnegatives Supermartingal.
Insbesondere kann nach Satz 11.33 das Martingal (M, )nemn, im Fall m < 1 kein gleichgradig

integrables Martingal sein. O
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