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Ubungsaufgabe 10 :  Seien P, P’ zwei Wahrscheinlichkeitsmasse auf demselben (Q,A). Sei IF =

(Fi)e>0) eine Filtration in A; fiir 0 < t < oo bezeichne @Q; bzw. @} die Restriktion der Wahrschein-

lichkeitsmasse P bzw. P’ auf die Sub-o-Algebra F;. Unter der Voraussetzung

(%) fiir jedes 0 <t < o0 gilt Q) << @y

existiert fiir jedes 0 < ¢ < oo eine F;-messbare Festlegung L; : Q — [0, 00) der Dichte jggg auf Fi.
a) Zeige: der Prozess L = (L¢)¢>0 ist ein (P, IF')-Martingal.
b) Unter der zusitzlichen Voraussetzung P’ << P (dies bedeutet eine wesentliche Verscharfung der

Voraussetzung (x)!) gebe man fiir L einen Abschluss als Martingal nach rechts an.

Ubungsaufgabe 11 :  Sei M = (M;)>0 ein nichtnegatives Martingal auf (Q, A, IF = (F;);>0, P) mit
der Eigenschaft F(M;) = 1 fir alle ¢ > 0. Fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsmasse P’ auf (£2,.4)

bezeichne P/ die Restriktion auf F;, 0 < ¢ < oo.

Zeige: es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmass @ auf (2, \/ F;) so dass gilt:
>0

(Qt)

fiir jedes 0 <t < oo gilt Q¢ << P, und My ist eine Festlegung der Dichte Z(Pt) .

Ubungsaufgabe 12 :  Sei gegeben ein Wahrscheinlichkeitsmass v auf (IR, B(IR)), eine messbare Funk-

tion p : IR — (0,1), und eine Ubergangswahrscheinlichkeit K(.,.) auf (IR, B) mit der Eigenschaft
/ ly| K(z,dy) < oo fiir jedes x € IR .
R

Bezeichne G(q) die gedichtnislose Verteilung auf IN (d.h.: Gewichte (1 — q)¢"*~! auf k = 1,2,...) mit

Parameter 0 < ¢ < 1. Betrachte einen reellwertigen stochastischen Prozess der Form

X = (Xn)neﬂvo , Xn = (o 1{n<T} + G 1{T§n<oo} , n €Ny

("Ein-Sprung-Sprungprozess’), bezeichne IFX = (F,)nen, die Geschichte von X. Man setze voraus



e der Startwert (y wird ausgewiirfelt durch v

7 und (; sind bedingt unabhéngig gegeben (j

die bedingte Verteilung von 7 gegeben ( ist gedéchtnislos mit Parameter p((y)

e die bedingte Verteilung von (; — (o gegeben (p ist gegeben durch K ((p, )

und zeige:
a) T ist eine IFX-Stopzeit; A := (; — (o ist eine F,-messbare Zufallsvariable;

b) fiir jedes n € INp ist JF;, die von (o, T1{;<py und Alg <,y erzeugte o-Algebra, und es gilt

P(Xp1lFn) = G+ Al{fgn} + 1{T>n}(1 — p(Co)) /lRyK(C(L dy)

c¢) Die Semimartingalzerlegung von X beziiglich ¥ ist gegeben durch
X=Xo+M+ AT

wobei A den Prozess
n— Ay 0 (=) [ K Gdy)

(bedingt deterministisch gegeben (p) und M = (M,)nemn, das Martingal mit

M, = (Xn — E(Xp|Fp-1)) = Z (Xn = Xn—1) = E(Xn=Xn-1)|Fn-1)) , n=1
j=1

und Startwert My = 0 bezeichnet; fiir dieses gilt M gilt M = M™ nach Definition.



