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13.26 Hilfssatz: Betrachte (£2,.A) versehen mit einer rechtsstetigen Filtration IF' = (F¢)¢>0-
a) Fiir jede Abbildung T : @ — [0, oc] sind die folgenden Eigenschaften gleichwertig:

i) fiir jedes 0 <t <oogilt {T <t} € F¢;

ii) fiir jedes 0 <t < oo gilt {T' <t} € Fi.
b) Fiir jede Abbildung T':  — [0, 00] und jedes Ereignis in A € t\>/0 JF: sind gleichwertig:

i) fiirjedgsO_<_t<oogiltAﬂ{T$t}e}}; -

ii) fiir jedes 0 <t < oo gilt AN{T <t} € F.

Beweis: Sei T :  — [0,00] eine Abbildung. Setzt man die Eigenschaft a)i) voraus, so schreibt man

fiir festes ¢ > 0 mit geeignetem m € IN

[T<th= U{TSt—%} € F

A
€F. -1 CF
n
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und erhélt a)ii). Setzt man a)ii) voraus, so gilt fiir festes ¢ > 0

1
T2ty = [({T<t+=} € Fa

n>m

bei beliebig grossem m € IN, also wegen der vorausgesetzten Rechtsstetigkeit der Filtration IF

{T<ty € (Fpr = 7 = 7.

>t

Dies ist a)i). Den Beweis von b) fiihrt man mit analogen Argumenten. O

13.26’ Bemerkung: Gilt {T <t} € F; fiir jedes 0 <t < 00, so0 ist das System
{Ae\/F: An{T <t} € F; fiir alle ¢ € [0,00) }
t>0

eine o-Algebra. Der Beweis geht analog zum zeitdiskreten Fall genau wie in Bemerkung 11.10 b).

13.27 Definition: Auf (2,.A) versehen mit einer rechtsstetigen Filtration IF = (F¢);>0:
a) Eine IF-Stopzeit ist eine Abbildung T :  — [0, 0] mit den Eigenschaften i) oder ii) aus 13.26 a).

b) Fiir eine IF-Stopzeit T definiere die Vergangenheit bis zur Zeit T als die o-Algebra aller Ereignisse
A € \/ F; mit den Eigenschaften i) oder ii) aus 13.26 b):

t>0
Fr = {Ae\/F: An{T <t} F; fir alle t € [0,00) }
t>0
= {Ae\/R:An{T<t}eF firalle te (0,00)}.
t>0

Wir betonen: die in 13.27 gegebene Definition der Vergangenheit bis zur Zeit T' beruht wesentlich auf
der Rechtsstetigkeit der Filtration JF: ohne diese wiirde die zweite Formelzeile in 13.27 b) ein anderes
System beschreiben als die erste, und 13.26 a)i) eine andere Klasse von Abbildungen T : Q — [0, o0]
als 13.26 a)ii) (siehe dazu Dellacherie und Meyer, Band I 1975, Kapitel IV, IV.3.49 und IV.3.52). Nur
unter der Voraussetzung der Rechtsstetigkeit sind die beiden hier gegebenen Darstellungen dquivalent.

Das folgende Beispiel zeigt, wo die Schwierigkeit liegt:

13.28 Beispiel: Sei X = (X¢)>0 ein reellwertiger stochastischer Prozess auf (Q, A, P). Wir setzen
voraus, dass die Pfade von X samtlich rechtsstetig I .

a) Betrachte zwei Filtrationen 0 = (F)i>0 und IF = (F;)e>0 in A, definiert durch

Fo=o(X 0585, B =) Fl = [aX::0Se<r), =0

>t >t
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IFy ist die Geschichte von X gemiss 11.3’, und FF ist die kleinste rechtsstetige Filtration, an die der
Prozess X adaptiert ist. Man nennt IF die von X erzeugte rechtsstetige Filtration.

b) Fiir jedes a > 0 ist die level crossing Zeit
T, = inf{t >0: X; >a} (mit Konvention inf = co0)
eine JF-Stopzeit, jedoch nicht notwendig eine F0-Stopzeit. Dies sieht man so. Fiir jedes t > 0 gilt

(+) we{l, <t} < sup Xs(w) > a fiir beliebig grosse m € IN
0<s<t++

(wegen der vorausgesetzten € ,45( e { LL('.;‘L aller Pfade von X ist das ’sup ..." auf der r
rechten Seite in (+) als Supremum iiber abzahlbar viele rationale s eine wohldefinierte Zufallsvariable).

. Wegen (+) und Rechtsstetigkeit von IF gehort das Ereignis {7}, < t} zur o-Algebra Qf?+ ) Ft, fiir
Jjedes t > 0: damit ist T, eine JF-Stopzeit. Ohne den Blick 'infinitesimal iiber ¢ hinaus’ kann jedoch

fiir Prozesse mit stetigen Pfaden i.a. nicht entschieden werden, ob ein w € Q mit den Eigenschaften
Xsw)<a fir 0<s<t, Xi(w)=a

dem Ereignis {T, < t} zuzuordnen ist oder nicht. Daher ist T, i.a. keine IF°-Stopzeit. O

13.29 Satz: Auf (2, .A) versehen mit einer rechtsstetigen Filtration JF = (F;)¢>0 betrachte JF-Stop-
zeiten T', T7, T3, ... Dann gilt:

a) Jede IF-Stopzeit T ist eine Fr-messbare Abbildung von 2 nach [0, co].
‘ b) Aus Ty <T5 folgt Fry C Fry, .
c) Th ATy, T1 VT3, i.n>.f1 T,n, sup Ty, sind JF-Stopzeiten.
mz

m>1

d) Fiir jede fallende Folge T,, | T von IF-Stopzeiten gilt Fr =\ Fr, .
n

o8N ¢ a) 22 %
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Zum Beweis der umgekehrten Inklusion 'D’ betrachte ein Ereignis A € (| Fr,. Aus T, | T folgt
n

: Aﬂ{T<t}=An(Uﬂ{Tn<t}) =UN @n{Tu<t}) €F

m n>m m n>m
fiir jedes t > 0. Nach 13.27 gehért A damit zur o-Algebra Fr der Vergangenheit bis zur Zeit T' (auch
dieser Schluss nutzt die Rechtstetigkeit von I aus). O
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13.30 Satz: Betrachte auf (£2,.4) eine rechtsstetige Filtration IF' = (F;)i>0. Sei X = (Xit)e>0 ein
IF-adaptierter (siehe 11.3) reellwertiger stochastischer Prozess mit rechtsstetigen Pfaden. Fiir jede
IF-Stopzeit T ist der Zustand von X zur Zeit T, definiert durch

Xr(w) = Lrceo}(w) X(T(Ww),w), we
mit Schreibweise X (¢,w) fiir X;(w), eine Fpr-messbare Zufallsvariable Q — IR.
Bemerkung: Beachte wieder: die hier gegebene Definition impliziert
Xr =0 auf {T=o0}

und bezieht sich explizit auf einen Prozess, dessen Indexmenge den Punkt +00 nicht enthalt.

Beweis: 1) Sei IF = (Fy)s>0 rechtsstetig, sei T' eine IF-Stopzeit. Definiere zu T eine Folge
k
keIN

Wegen {5:,,—1 <T< 5’5—,} eF ke sind die T;, IF-Stopzeiten, n € IN, und nach Konstruktion gilt
T < T, auf {T'<o0},n21, {Th=o00}={T=00},n21, T, | T,n>00.

2) Fixiere n € IN. Da T, eine JF-Stopzeit ist, die nur abzihlbar viele Werte im Gitter %Wo annimmt,
gelten die folgenden Aussagen i)-iii):

i) T, ist eine Stopzeit beziiglich der diskreten Filtration (F ke )kelN, im Sinne der Definition 11.9. Of-
fenkundig hat man insbesondere {T, < £} € F s fiir jedes k € INp.
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ii) Der Begriff der 'Vergangenheit bis zur Zeit T}’ bleibt derselbe, ob er nun ’diskret’ beziiglich
(F & ke, nach Definition 11.9 b) oder ’zeitstetig’ beziiglich J' = (F;);>0 im Sinne von 13.27 ver-
2
standen wird. Nach Definition in 13.27 b) ist die Vergangenheit bis zur Zeit T, beziiglich der zeit-
stetigen Filtration IF' die o-Algebra
Fr, = {Ae\/ F: An{T, <t} € F; fiir jedes t >0 } ;
t>0

diese stimmt aber iiberein mit

{Ae \/.7-'§:;r:An{Tn52—n}e]-'?:cr fiir jedes k € INy } ,
keNo

d.h. mit der o-Algebra, die in 11.9 als Vergangenheit bis zur Zeit T, beziiglich der zeitdiskreten
Filtration (F & )remn, eingefiihrt worden war.
P
iii) Fiir den Zustand des Prozesses X zur Zeit T, stimmt die in der Formulierung des zu beweisenden
Satzes gegebene Definition iiberein mit der ’zeitdiskreten’ Definition aus 11.13. Nach Voraussetzung
ist X adaptiert an I, damit ist insbesondere der Prozess in diskreter Zeit (X iy )keN, adaptiert an
(F Iy )ken,- Die Stopzeit T, nimmt alle ihre Werte im Gitter 5=INp an. Satz 11.13 definiert den
Zustand von (X & JkeN, zur Zeit Ty, als Fr,-messbare Zufallsvariable
keNg
die auf {T;, = co} den Wert 0 annimmt. Dies kann geschrieben werden als
1T <o} (@) X(Ta(@),w) = Xp(w) = Y Xx @) Lp_kyW), weQ.
keNo

wie in der Formulierung des zu beweisenden Satzes. Dabei gilt {T}, = co} = {T = oo} fiir jedes n.

3) Da die Folge (Tn)n gegen T absteigt und da alle Pfade von X rechtstetig sind, hat man
Xr = lim Xp, ist messbar beziiglich ﬂan :
n—o0 i

Wegen der Rechtsstetigkeit von I gilt aber (| Fr, = Fr nach 13.29 d). Also ist X7 eine Fp-messbare
n
Zufallsvariable. O




