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Aufgabe 12.1 Schnitt und Summe der Unterrdume.
a) Zeigen Sie, dass
U= {(3«"17%2,9637%4,535) eR® ‘ (21,72, 73,74, 25) = (965,364,333,332,$U1)}
ein Unterraum von R5 ist.
b) Berechnen Sie den Durchschnitt U NV von U und dem Erzeugnis
vV =((1,1,1,0,0),(2,2,1,0,0))
und geben Sie eine Basis B von U NV an.
c¢) Bestimmen Sie Basen C von U und D von V, die B enthalten.

d) Wenn Sie die im Teil c¢) konstruierten Basen zusammenstellen, erhalten Sie eine Basis
CUD von U + V. Zeigen Sie dies.

Aufgabe 12.2 Lineare Gleichungssysteme

a) Entscheiden Sie, ob das lineare Gleichungssystem Az = b iiber R lésbar ist, indem
Sie die Matrix (A[b) in Zeilenstufenform bringen. Geben Sie die Losungsmenge an.

1 23 -2 1 ? 4
36 5 —4 3 2 5
A=11 9 7 4 1| #=|=| b=
2 4 2 -3 3 4 6

5

b) Geben Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = b iiber R in
Abhéngigkeit von A € R an.

9 -1 3 4 1 5
4 -2 5 6 e 7
A=1¢ 37 8| *= e I
A -4 9 10 T4 11

Aufgabe 12.3 Kern und Bild
a) Es seien V =R3 und f: V — V eine Abbildung mit
Y

x
fly|=|z—2z-vy
z zZ—X

Beweisen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.

Bestimmen Sie Kern und Bild von f, f2 = fo fund f2= fo fo f.

b) Es seien E = (e1,e2,e3) die Standardbasis von C3 und f : C3 — C? eine lineare
Abbildung mit

fler) = (1,3),
f(e2) = (2,0),
fles) = (2,1

Bestimmen Sie Ker f und Bild f.
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Aufgabe 12.4 Es seien £ die Standardbasis von V. =R3und P:V -V, D:V =V
lineare Abbildung mit Matrizen

1 2 2 2 2 0 0
PZEPE:E 2 5 —1| bzw.D=¢gDeg=10 -1 O
2 -1 5 0 0 4

a) Bestimmen Sie Kern, Bild und Rang von P. Geben Sie je eine Basis von Ker P und
Bild P an.

b) Bestimmen Sie Kern, Bild und Rang von B; = PD und By = DP Geben Sie je eine
Basis von Ker B; und Bild B; fiir ¢ = 1,2 an.

Aufgabe” 12.5 a) Entscheiden Sie, ob das lineare Gleichungssystem Az = b iiber R
losbar ist, indem Sie die Matrix (A|b) in Zeilenstufenform bringen. Geben Sie die
Losungsmenge an.

29 3 1 2 4
4 3 1 1 1 5
) A=|5 11 3 2|, «=|"], b=]2
2 5 1 1 3 1
1 -7 -1 2 4 7
8 6 5 2 21
3321 1 10
) A=[4 2 3 1|, z=|["], b=]38
35 1 1 3 15
745 2 T 18

b) Geben Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems Az = b iiber R in
Abhéngigkeit von A € R an.

Al 1 T 1
A=|1 X 1], z=1{z2], b=|1
11 A 3 1

Aufgabe” 12.6 Bestimmen Sie je eine Basis von Ker A und Bild A, wobei
1 0
A=1|0 1

2

W = N

1
1| e R¥*4.
-1 1

Aufgabe# 12.7

Es seien A,B : R" — R" lineare Abbildungen. Beweisen Sie: Bild(B o A) < Bild B,
Ker B < Ker(A o B) mit Gleichheiten fiir beliebige B genau dann, wenn A ein Isomorphis-
mus ist. (Vgl. Aufgabe 12.4.)

Aufgabe# 12.8 Es seien K ein Korper, V, W zwei K-Vektorrdume und A : V — W
eine lineare Abblidung.

a) Beweisen Sie: A ist genau dann injektiv, wenn Ker A = {0} ist, und genau dann
surjektiv, wenn Bild A = W ist.

b) Zeigen Sie: dim Ker A + dimBild A = dim V.
(Hinweis: Ergénzen Sie eine Basis von Ker A zu einer Basis von V.)

Aufgaben und Aufgabenteile mit # werden nicht korrigiert und miissen nicht abgegeben werden.



