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Übungsblatt 1

1. Es sei X eine Menge. Zeigen Sie, dass durch die beiden folgenden Definitionen jeweils eine Topologie
auf X definiert wird:

(a) T1 := {Y ⊂ X|X \ Y endlich} ∪ {∅} ;

(b) T2 := {Y ⊂ X|X \ Y abzählbar} ∪ {∅} .

Zeigen Sie T1 ⊂ T2 und geben Sie ein Beispiel einer Menge an, auf der T1 6= T2.

(25 Punkte)

2. Eine Abbildung f : X → Y heißt stetig, wenn für jede offene Menge V ⊂ Y das Urbild f−1(V ) ⊂ X
offen ist.

Eine Abbildung f : X → Y zwischen metrischen Räumen X = (X, dX) und Y = (Y, dY ) heißt
ε− δ−stetig, wenn für jedes ε > 0 und jedes x0 ∈ X ein δ > 0 derart existiert, dass für alle x ∈ X mit
dX(x, x0) < δ folgt, dass dY (f(x), f(x0)) < ε.

Zeigen Sie, dass für metrische Räume folgende Aussagen äquivalent sind:

(a) f ist ε− δ− stetig

(b) für jedes ε > 0 und jeden Punkt y ∈ Y ist f−1(Uε(y)) ⊂ X offen

(c) f ist stetig

(25 Punkte)

3. Es sei F ⊂ R2 eine sternförmige Menge mit Sternpunkt p ∈ F . Für Punkte x, y ∈ F definieren wir
dann

d(x, y) =

{
||x− y||, falls p auf einer Geraden durch x und y liegt
||x− p||+ ||p− y||, sonst.

Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf F ist und beschreiben Sie die ε−Umgebungen Uε(x) für ε > 0 und
x ∈ F bezüglich d. (Skizze)

(25 Punkte)



4. Es sei (X; d) ein metrischer Raum. Wir definieren die Abbildung d : X×X → R durch d(x, y) := d(x,y)
1+d(x,y) .

(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf X ist.

(b) Zeigen Sie, dass d beschränkt ist (d. h. es existiert ein c ∈ R mit d(x, y) ≤ c für alle x, y ∈ X.
Wie lässt sich d(x, y) aus d(x, y) berechnen?

(c) Zeigen Sie, dass beide Metriken die gleiche Topologie erzeugen.

Folglich wird die Topologie eines jeden metrischen Raumes bereits von einer beschränkten Metrik
erzeugt.

(25 Punkte)


