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1. Abschluss, Inneres, Komplement

Es sei X ein topologischer Raum. Fiir jede Teilmenge V C X ist

der Abschluss von V in X,

das Innere von V in X und V¢ := X \ V das Komplement von V in X.

Zeigen Sie, dass V° Cc V C V.
Zeigen Sie, dass aus V' C W sowohl W¢ C V¢ als auch V. C W und V° C W folgt.

a)

) —

) Zeigen Sie, dass (V)¢ =V,V =V und (V?)° = V° gelten.
)

)

2 o O

Zeigen Sie, dass V = ((V)°)¢ und V° = (V¢)°.
Zeigen Sie, dass (V°)° = V° und ((V)O)O = (V)° gelten. Koénnen Sie jeweils ein konkretes Beispiel

e

mit (V°)° # V° und ((V)°) # (V) angeben?

f) Leiten Sie aus c), d) und e) ab, dass sich maximal 14 verschiedene Teilmengen von X erzeugen
lassen dadurch, dass man auf eine Teilmenge V' die Operationen Abschluss und Komplement in
X beliebig oft und beliebig kombiniert anwendet.

(30 Punkte)

2. Konvergenz von Folgen

Es sei X = (X,dx) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,), in X heifit € — ng-konvergent, wenn ein
x € X existiert derart, dass fiir jedes € > 0 ein ng € Ny existiert mit d(z,,x) < ¢ fir alle n > nyg.

Die Folge (xy,)y heifit konvergent gegen x € X, wenn fiir jede offene Menge U C X mit € U ein
ng € Ny existiert mit z,, € U fiir alle n > nyg.

Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
a) Die Folge (zy,)n € — np—konvergiert gegen x.
b) fiir jedes € > 0 existiert ein ng € Ng mit z,, € U(x) fiir alle n > ng.

¢) Die Folge (), konvergiert gegen .

(10 Punkte)



3. Der projektive Raum

Es sei p : C"*1\ {0} — CP" die natiirliche Projektion auf den komplex-projektiven Raum CP". Zeigen
Sie: Die Abbildung

¢ : CP" — Herm"*(C) := {A € Cltx(mt) | g+ — A} ‘

definiert durch v — —Lvo*, v € C"*1\ {0} ist eine Einbettung (Homdomorphismus aufs Bild) von

CP™ in den Raum Herm™™!(C) der Hermiteschen Matrizen.

(30 Punkte)

4. Quadrat mit Kantenverklebungen

Gegeben sei ein Quadrat [0,1] x [0,1]. In (a) und (c) untersuchen wir Quotientenrdume, die durch
Verheften gegeniiberliegender Kanten aus dem Quadrat hervorgehen.

(a) Der zweidimensionale Torus T? entsteht durch gleichsinniges Verheften (via (0,t) ~ (1,t) und
(s,0) ~ (s,1)). Begriinden Sie, dass die Zuordnung f: [0,1] x [0,1] — C definiert durch (s,t) —

(€25 e2™it) eine Einbettung von T2 in C2 ergibt.

(b) Begriinden Sie, dass die Ringwurst (zweidimensionale Sphére modulo Verklebung des Nordpols
mit dem Siidpol) in R? einbettet.

(c¢) Begriinden Sie, dass bei Vorliegen einer gegensinnigen und einer gleichsinnigen Verheftung stets
eine Sphére mit zwei Kreuzhauben entsteht. (Hinweis: cut and paste)

(30 Punkte)



