Gravitationspotential einer Hohlkugel im Abstand R :
M Volumenelement dV* in Kugelkoordinaten
Gravitationspotential einer Punktmasse: V(R) = —y—
T

dV'=dr'-r'df -r'sin8de
Losung Gber Volumenintegration:

V(R) = —y j ng’ r
Volumen
2w ral R
V(R) = —ypj J " r'2sin@ dr' dode
0 0 r;

Mit Kosinussatz:
r2 =7 + R2 — 2r'R cos 6

Liese sich r im obigen Integral ersetzen und das Integral mathematisch l6sen:

2T

V(R) = —V,Doj Oj

Ta

2sin6
j dr’ dOde
k4 \/r’z + R%2 —2r'"Rcos @

l

Machbar, aber nicht die cleverste Losung
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Gravitationspotential einer Hohlkugel im Abstand R :
M Volumenelement dV in Kugelkoordinaten
Gravitationspotential einer Punktmasse: V(R) = —y—
T

dV'=dr'-r'df -r'sin8de
Losung Gber Volumenintegration:

Volumen
2w ral R
V(R) = —ypj J " r'2sin@ dr' dode
0 0 r;
Mit Kosinussatz: r? = r’z + R%2 —2r'"Rcos®
sinf dé dr
und seiner Ableitung (dr,d8): 2rdr = 2r'Rsinf df = =

Konnen wir die Integration liber df durch eine Integration Uber dr ersetzen:

Grenzen: 8 = 0 korrespondiert zur = R —r'und 6 = m korrespondiertzur =R + 1’ firR > 1, ;

Integral Uber ¢ ausfuhren

Tq T 040 Ta R+7' d 2 Ta R+1!
sin 'a T
V(R) = —2myp jj r'2 dr' = —Znypj j r'2 dr' = )/,Dj j drr' dr'’
Ti 0 ri R— —r! ri -
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rqa R+7’ 5 5 Ta
T R+’ T
V(R) = _[ _[ drr’ dr' = —ﬁ <r| ,>r’ dr' = —% 2r" dr’
R-r
Ti R— Ty Ty

Identisch dem Gravitationspotential einer Punktmasse
im AulRenbereich

4ty p M
VR = ——= (i —7’) =—v &

Grenzen: 8 = 0 korrespondiert zur =r'— Rund 6 = m korrespondiertzur =R+ 71’ furR <r;;

ra R+7’ 2 ) Ta
T R+’ T
V(R) = ——f f drr' dr' = yp <r >r’ dr' = _vp 2Rr'dr’
r'—R R
ri r'— i i
2 rf
V(R) = —4nyp > 5= const # f(R) = Keine Gravitationskraft im Inneren!

Gerhard Jakob, Tutorium WS2019/20



Gravitationspotential einer Vollkugel Radius R im Abstand r :

Im AuBenbereich r > R : Herleitung der Hohlkugel mit r=0!

Achtung R und r jetzt wie in Skizze unten!

_ 4mtyp 3 3\ M Identisch dem Gravitationspotential einer Punktmasse
V(r) = - 3 (rd —7r7) = V- im AuRenbereich
Auf der Kugel r=R
4ty p M
Vr=R)=———R3=—-y—
(r=1R) 3R "R

Im Innerenr <R :

Aus Masse m(r) in der inneren Kugel erhalten wir

47T]/pr3 R3 r?

Vo <R)=-—"=r’ o= —yM_

Aus Masse m(r) in der dulReren Hohlkugel mit r, = R und r; = r erhalten wir

2 2

R? 1r? 3R3  3R3r?
Vo(r) = —4myp | - — = | = —4myp

R \2R? 2

yM[(r? 3 °
V(i) =Vi(r) + V,(r) = — <_ - _> os |

Potentielle Energie steigt quadratisch <
= Kraft steigt linear mit r im Inneren der Kugel

3.2R  3R32

)

)

5
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Setzt man ohne nachdenken

(bzw. nur mit x=cos0)

die Integrale in ein

Algebrasystem ein

wird die Rechnung etwas langer;

(r=r’, s=R im Algebrasystem verwendet
wegen Lesbarkeit)

Gleich kurz wie in Folie 2 wenn man

k = \/r’z + R2—2r'Rcos 6

dk B 2r'Rsin @
do 2\/7"2 + R2 —2r'Rcos8

dk = r’RzinG 4o

im Integral substituiert

& WolframAlpha

Integrate r*2/sqrt(r*2+s*2-2*r*s*x) dx

f3a Extended Keyboard % Upload

Indefinite integral:

, ;
re r\f’r‘a—2r.s:1’+.s‘3
dx = -
s
\/i'2+52—2rsx

Integrate r*sqrt(r*2+s*2-2*r*s) dr

ffo Extended Keyboard * Upload

Indefinite integral:

o 5 r22r-3sVr-s7?
fr r-+s“-2rs dr =

6(r-s)
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