
Gravitationspotential einer Hohlkugel im Abstand R :

Lösung über Volumenintegration:

Gravitationspotential einer Punktmasse: 𝑉𝑉 𝑅𝑅 = −𝛾𝛾
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Liese sich r im obigen Integral ersetzen und das Integral mathematisch lösen:
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Machbar, aber nicht die cleverste Lösung
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Gravitationspotential einer Hohlkugel im Abstand R :

Lösung über Volumenintegration:

Gravitationspotential einer Punktmasse: 𝑉𝑉 𝑅𝑅 = −𝛾𝛾
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Können wir die Integration über 𝑑𝑑𝑑𝑑 durch eine Integration über dr ersetzen:

𝑉𝑉 𝑅𝑅 = −2𝜋𝜋𝛾𝛾𝜌𝜌 �
𝑟𝑟𝑖𝑖

𝑟𝑟𝑎𝑎

�
0

𝜋𝜋
sin𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟
𝑟𝑟′2 𝑑𝑑𝑟𝑟′ = −2𝜋𝜋𝛾𝛾𝜌𝜌 �

𝑟𝑟𝑖𝑖

𝑟𝑟𝑎𝑎

�
𝑅𝑅−𝑟𝑟′

𝑅𝑅+𝑟𝑟′
𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑟𝑟′𝑅𝑅

𝑟𝑟′2 𝑑𝑑𝑟𝑟′ = −
2𝜋𝜋𝛾𝛾𝜌𝜌
𝑅𝑅

�
𝑟𝑟𝑖𝑖

𝑟𝑟𝑎𝑎

�
𝑅𝑅−𝑟𝑟′

𝑅𝑅+𝑟𝑟′

𝑑𝑑𝑟𝑟 𝑟𝑟′ 𝑑𝑑𝑟𝑟𝑟

und seiner Ableitung 𝑑𝑑𝑟𝑟,𝑑𝑑𝑑𝑑 : 2𝑟𝑟𝑑𝑑𝑟𝑟 = 2𝑟𝑟′𝑅𝑅 sin𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 ⟹
sin𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟
=
𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑟𝑅𝑅

Grenzen: 𝑑𝑑 = 0 korrespondiert zu 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 − 𝑟𝑟𝑟 und  𝑑𝑑 = 𝜋𝜋 korrespondiert zu 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟′ für 𝑹𝑹 > 𝒓𝒓𝒂𝒂 ;  

Integral über  ϕ ausführen
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Identisch dem Gravitationspotential einer Punktmasse
im Außenbereich

Keine Gravitationskraft im Inneren! 
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Grenzen: 𝑑𝑑 = 0 korrespondiert zu 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟′ − 𝑅𝑅 und  𝑑𝑑 = 𝜋𝜋 korrespondiert zu 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 + 𝑟𝑟′ für 𝑹𝑹 < 𝒓𝒓𝒊𝒊 ;  
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𝑀𝑀
𝑟𝑟

Identisch dem Gravitationspotential einer Punktmasse
im Außenbereich

Im Außenbereich r > R : Herleitung der Hohlkugel mit ri=0! 

Gravitationspotential einer Vollkugel Radius R im Abstand r :

Im Inneren r < R :
R
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Aus Masse m(r) in der inneren Kugel erhalten wir

Auf der Kugel r = R
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Potentielle Energie steigt quadratisch 
⇒ Kraft steigt linear mit r im Inneren der Kugel
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Aus Masse m(r) in der äußeren Hohlkugel mit ra = R und ri = r erhalten wir
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Achtung R und r jetzt wie in Skizze unten!
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Setzt man ohne nachdenken
(bzw. nur mit x=cosθ)
die Integrale in ein 
Algebrasystem ein
wird die Rechnung etwas länger;
(r=r‘, s=R im Algebrasystem verwendet
wegen Lesbarkeit)

Gleich kurz wie in Folie 2 wenn man

𝑘𝑘 = 𝑟𝑟′2 + 𝑅𝑅2 − 2𝑟𝑟′𝑅𝑅 cos𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
2𝑟𝑟′𝑅𝑅 sin𝑑𝑑

2 𝑟𝑟′2 + 𝑅𝑅2 − 2𝑟𝑟′𝑅𝑅 cos𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑘𝑘 = 𝑟𝑟′𝑅𝑅 sin 𝜃𝜃
𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

im Integral substituiert
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