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Kapitel 1

Einfuhrung

1.1 Ein Beispiel

Betrachte eine Aktie. Wert heute: Sy = 400€. Wert morgen
500€ mit WS p = %,
S1 =
350€ mitWS1—p= %
Eine Européische Call-Option ist das Recht (aber nicht die Pflicht), eine Aktie zum Filligkeitstermin
(expiry oder maturity) T zum Ausfiihrungspreis (strike price) K zu erwerben.

Der Wert zur Zeit T ist
Cr=(Sr—K )+.

Analog ist eine Europiische Put Option ein Verkaufsrecht mit Wert
Pr= (K- Sr)".
Frage: Was ist der faire Verkaufspreis w(C) von C?

Im Beispiel fir K = 440%€.
Naiv: Preisung iiber den Erwartungswert

E[C] = E[(S; — K)"] = p(500€ — 440€) = 30€.
Denn der Wert der Option zur Zeit 7" = 1 ist
60€, falls der Kurs steigt,
- { 0, falls der Kurs fallt

In Wirklichkeit ist der faire Preis m(C') = 20€! Warum?
Fiir 20€ kann man die Option von Hand herstellen. Handelsstrategie (Hedge):

Zeit t = 0 Kaufe 0.4 Aktien je 400 €. Das kostet 160 €. Leihe dafiir 140 €von der Bank.
Verbleibende Kosten=Wert des Portfolios=20€.

Zeit t = 1 Fall 1: S; = 500€. Dann ist der Wert des Portfolios 0.4 - 500€ — 140€ = 60 €.
Fall 2: S; = 350€. Dann ist der Wert des Portfolios 0.4 - 350€ — 140€ = 0€.
In jedem Fall wird genau der Wert der Option nachgebildet.
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6 Einfiihrung

Wiire der Marktpreis w(C) fiir die Option > 20€, so konnte man einen sicheren Gewinn machen: Stelle
Option fiir 20€ her und verkaufe sie fiir 7(C) > 20€.

Wire 7(C) < 20€: Kaufe Option, Verkaufe 0.4Aktien, Verleihe 140€. In beiden Fillen erwirtschaftet
man einen sicheren Gewinn.

Bemerke: Der faire Preis 7(C) hingt nicht von p ab!
Gibt es einen Wert p*, sodass 7w (C) = E*[C]?
Ja: p* = % tut es, denn
E*[C] = p*(500€ — K)

 500€ — 440€

=20€.
3 0€

Allgemeiner: Sei
I HY falls S; = 500€,
T | H%, fallsS; = 350€,

ein contingent Claim (kurz Claim). Dann ist der faire Preis

m(H)=E*[H] =p"H" + (1 - p")H",

denn es gibt den Hedge
H® — H®
Kaufe 01 == W Aktien
Hb _ Ho
Verleihe 90 = Hb — W -500€.
Wert des Portfolios zur Zeit 1
H® — He H® — H®
500+ HY— =———-500=H"  falls S; =500€,
1S, + g0 = 150 150
H® — H® H® — H®
W?’E’O + H" — T500 =H%  falls S; =350€,

= H.
Kosten der Strategie (=Wert des Portfolios bei ¢t = 0)
m(H) = 0'Sy +6°

Hb _ Ho Hb _ He
= ————400+ H®* — ————500
150 + 150
1 2
=-H°+ZH"
3 + 3
:p*Hb—‘r (1 _p*)Ha
— E*[H].

Beachte: p* ist unabhingig von p und H.
Was ist p*?

p* ist eindeutig festgelegt dadurch, dass
E*[S1] = So.

Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmall P* heif3t heif3t risikoneutrales Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Problem: Nimmt S; drei oder mehr mogliche Werte an, so kann ein Claim im Allgemeinen nicht durch
einen risikofreien Hedge nachgebildet werden.



1.2. BINOMISCHES EIN-PERIODEN-MODELL

Marktannahmen

e Handel ohne Transaktionskosten

unbegrenzte Stiickzahlen (auch Bruchstiicke) handelbar

o Geld leihen und verleihen unbegrenzt moglich, eventuell mit Zinsen

Negativer Besitz an Aktien ist moglich (short position)

Keine Arbitragemoglichkeit (Profit ohne Risiko)

1.2 Binomisches Ein-Perioden-Modell

Handelszeitpunkte: T = {0, 1}

Bankkonto mit Verzinsung r > 0: 58 =1, 8y =1+r,Cash Bond*
Risikoanlage (S}):er

S1 ist eine Zufallsvariable in einem W-Raum (€2, F,P) mit

P[SI=(1+b)Sil=p, PISI=(1+a)Si]=1-p,
S
=:8b —.Sa

fiir ein p € (0,1). Um Arbitrage auszuschlieBen, muss a < r < b gelten. Wir setzen

Portfolio:

09 = Einheiten des Cash Bond S} in der Zeit (¢t — 1,1]
09 = Einheiten der Risikoanlage S} in der Zeit (¢t — 1,1]

Wert des Portfolios
Vo = 0?58 + 9%5% =:01-5)

Vi=00S) +0;S} =0,-5; fiir t > 1.

Claim
He, falls ST = (1 + a)S}
H, =

Hb  falls S§ = (1 +b)Sg.
Fairer Preis Hy = w(H) =? Wird durch Hedge 6 ermittelt. Dabei muss ein Hedge erfiillen
‘/0 = H07 ‘/1 = Hl'

Also
H*=(1+7)Vo+6;((1+a)S; — (L+7)S;)
HP = (1+7r)Vo+ 01 ((1+0)S5 — (1 +7)55).

Auflésen nach 6] ergibt

Hb _ Ho Hb _ He .
9% = b—a)st = e (sogenanntes ,,A*).

(1.1)



Einfiihrung

Nochmal Einsetzen (mit 8 = ﬁ) liefert
b _ 1ra

H'—H
H=(1 S+ ——(1 3
(+T)91+(b—a)85( +b)S;

Es folgt
1+b)H*— (1+a)H®
90 — (
1=8 b—a

und
Vo = 0155 + 6750

Hb — He (1+b)H“f(1+a)Hb
— B(1 H =H @«
S o b—a
=1
r(H® — H® bH® — aH®
S ACAL
b—a b—a
b—r r—a
_ Ha_ Hb_
g bfa+ bfa}
e nd e ad
=1—p* =:p*

Also ist
m(H) = Vo = B[(1 —p*)H" +p*H").

Neues W-Ma @ auf (£2, F) durch

So
~—~
=1

QST = (1+b)S5] =1-Q[S] = (1+a)Sj] =p*.

Dann ist
E?[3S1] = 555 [p"(1+b) + (1 —p")(1 + a)]
1-B(1+a) B(1+b)—1
_ ol
=S|+ + (1 +a)
= S;.
Das heift, der diskontierte Preis S} := 3!S}, ¢ € T ist ein Q—Martingal.
Nach Definition von @) ist
n(H) = Vo = E°[8H].

1.3 Binomisches Mehr-Perioden-Modell
Das Modell wird auch Cox-Ross-Rubinstein Modell genannt.

e Die Menge der Handelszeiten ist T = {0,1,...,T}.
e Es gibt einen Cash Bond, der mit Zinsrate r > 0 verzinst wird

S = (1+r)" fiirjedes ¢t € T.

Wir schreiben 3 := = fiir den Diskontierungsfaktor.
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e Esseien X,..., X1 unabhingige Zufallsvariablen auf einem W-Raum (2, 7, P) mit
PX,=1+b=1-P[X;=1+4a]=p€(0,1) fiirjedes ¢t e T,
wobei a < r < b.
e Es gebe eine Risikoanlage S*, die dargestellt wird durch
S} =S5-X;---X; fiirjedes t €T.

Wir schreiben S} = 3¢S} fiir die diskontierte Risikoanlage.

Ein Claim H isteine Zufallsvariable auf (2, 7, P), die nurvon Xy, ..., X7 abhéngt (also o(X1,..., X1)-
messbar ist). H; ist der faire Handelspreis von H zur Zeit t. Speziell ist Hr = H und 7(H) := Hy. Es
ist Hy dann o(Xy,...,X;)-messbar.

Riickwartsinduktion

Wir schreiben H;*>""* fiir den fairen Handelspreis von H zur Zeit ¢, wenn die Werte X1 = z1,..., X; =
x; bekannt sind. Analog schreiben wir S, “"** = S} - []._, . fiir den Wert der Risikoanlage zur Zeit
t, wenn die entsprechenden Werte bekannt sind. Dann ist wie im Ein-Perioden-Modell

H;l_,.l..,mT_l _ /8 [(1 _p*)Hml,...,xT_1,1+a +p*HI1 ----- ET—1,1+b]

und
00 :/8(1+b)H;1""5IT7131+a . (1 +G)H§«1""’IT71’1+b
’ b—a
1 HZC17-4~71’T—171+1) _ H$11-~~7$T71,1+a
07 = :
! (- a)S}’fiwﬂTﬂ
Sei (wie im Einperiodenmodell) p* = ;=2. Definieren wir @ auf (€2, F) so, dass Xi,..., X7 un-

abhéngig sind mit
QXe=1+4b=1-Q[Xt =1+a]=p* fiirjedes t €T,

S0 ist
H;hl..,wqul — EQ[ﬁH;I’“"wT’l’XT]
= EQ[ﬁHT| X1 = T1,... ,XT_1 = xT_l].

Ferner ist (Nachrechnen!)

E@ [BS}41]S) = s¢i] = s fiir alle moglichen s;.

Alsoist (S})er ein Q-Martingal.
Fiir den Induktionsschritt betrachten wir nun Hp_; = H;( i ’i“’XT’l als Claim in einem Modell mit 7" — 1
Handelstagen. Dann ist

H7 "2 = EQ[BHp 1| X1 = 21,..., X712 = T7_2)]

=EQ[B*Hr| X1 = 71,..., X1_2 = 27_2].



10 Einfiihrung

Induktiv erhalten wir
Hvo™ = EQB Hp| X1 = a1,..., X, = 4.

Speziell fiir ¢ = 0 erhalten wir die Preisformel

m(H) = Hy = E9[T Hr].

Wie oben erhalten wir fiir den Hedge

o (1 + b)Ht)(lanXt—lal-'ra . (1 + G)H§(17“.’Xt7171+b
=0 b—a

X1, Xe1,14b X1, Xe1,1
Htl t1+_Ht1 t—1,1+a

(b— a)Stl—l

o} =

Beispiel: Europiischer Call

Hp = (St — K)".

Dann ist
Q[St = Sy(1+ )" (1 +a)" ]

I
N
N
~__
S
*
SN—
<
—
|
i)
*
~
L

Also, mit A =min{t € N: S{(1+b)!(1+a)T~! > K},

Ho= Y ()0 0= [0 0TS - K]

—\t
st (v [T

Setzen wir nun p’ = p* 2 dannist p’ € (0,1) und 1 —p’' = (=p)0+a) Wir definieren die Vertei-

1+4r> 1+4r
lungsfunktion der Binomialverteilung
ny k n—k
1—
( k) ¢"(1—q)

bn,q(m) = Z
k=

(e}

und

i)n,q(m)

I
[]=
7N
> 3
N———
S
=
—
—
|
S
N—
i
ol

Dann erhalten wir die CRR-Formel
m(H) = Hy = S} by (A) — K BT by - (A).

Dies ist das diskrete Analogon zur Black—Scholes Formel, die wir spiter noch kennen lernen werden.
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1.4 Weitere Derivate

Europiischer Put P = (K — SH)™T.
Dann ist
Cr—Pr= (S - K)" — (K- S+)" =55 - K.

Fiir jedes ¢ € T ist also
C;—P,=8} -7 'K. (1.2)

Dieser Zusammenhang heifit die Call-Put Paritét fiir européische Optionen. Es reicht also beim

Preisproblem, nur Calls zu betrachten.

Amerikanischer Call/Put C'(A)/P(A) Filligkeit T, Ausfiihrungspreis K.
Ein amerikanischer Call/Put ist das Recht, zu einem beliebigen Zeitpunkt 7 < T, eine Aktie zum

Preis K zu kaufen/verkaufen.

ClA)=  swp  (SL-K)tpT
7<T Stoppzeit
P(A)=  sup (K-SHrpmT.

7<T Stoppzeit

Fiir amerikanische Optionen gibt es keine Call-Put Paritit.

Forward I’ Ein Forward ist ein Privatkontrakt (,,over the counter“=0TC), der vorsieht, dass ein Partner
(,,long™) zum Liefertermin 7" eine Aktie zum Lieferpreis K dem anderen Partner (,,short”) abkauft.

F=8%-K.

K ist dabei so gewihlt, dass der Kontrakt anfangs wertlos ist: Fy = 0. Wie muss nun also K

gewdhlt werden?
Hedge: 0} =1,t < T, ) = —-BTK.
Dann ist

Vi =0r-Sp =8 —pTKS) =S} - K=F.
Der Wert des Forward Kontrakts muss anfangs gleich Null sein:

Fo:=Vo = 0558 + 6950 = S8 — BTK =0,

also ist der Forward Preis
K=p8T1S;].
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Kapitel 2

Steilkurs Martingale

2.1 o-Algebren

Sei € eine hochstens abzédhlbare Menge von Elementarereignissen. Eine o-Algebra F auf ) ist ein
Mengensystem F C 2 mit den Eigenschaften

0,.QeF
Ae F= A°=Q\AeF

Ay, Ay e F= |JAn e F.

n=1
Interpretation
F = {A C €2 : A ist beobachtbares Ereignis}.

F gibt also den Informationsstand eines Beobachters an. Dieser Informationsstand kann durch zeitlichen
Verlauf wachsen.

Definition 2.1 Eine Familie F = (F})i=o,... v von Teil-o-Algebren heifit Filtration, falls

FoCF L CFyC...CFr CF

Interpretation: J; sind die bis Zeit ¢ beobachtbaren Ereignisse.

Beispiel 2.2 T—facher Miinzwurf. Q = {0,1}7, 7 = 2% F, = {4, x {0,1}7~" : 4, C {0,1}'}. 4,
beschreibt die moglichen Ausgiinge der ersten ¢ Wiirfe.

Definition 2.3 Eine Abbildung X : Q — R heiit F-messbar, falls X ~'(B) € F fiir jede Borel-Menge
B C R. Also, falls X € B ein F-beobachtbares Ereignis ist. Ist (Q, F,P) ein W-Raum, so heifit X eine
Zufallsvariable.

Definition 2.4 Ist X : Q — R eine beliebige Abbildung, so heif3t
o(X):={X'(B): B CR Borel-Menge}

die von X erzeugte o-Algebra.
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14 Steilkurs Martingale

o(X) umfasst alle Ereignisse, die sich mit Kenntnis von X beschreiben lassen.

Lemma 2.5 o(X) ist die kleinste o-Algebra G auf ), sodass X G-messbar ist. Ist speziell X eine
Zufallsvariable auf (2, F,P), soist o(X) C F.

Beweis Ubung! ]
Beispiel 2.6 2 = {0,1}2, X(w) = w; + wo.

o(X) = {0.{(0,0)}. {(0,1). (1,0)}. {(1, D}.{(0,0), (0. 1), (1,0)},
{(0,0), (1,1} {(0,1), (1,0), (1, 1)}, 2}

Definition 2.7 Sind X1,..., X, : Q@ = R, 50 heifit
(X1, ., Xn) = {(Xh . X)) YB): BcC R”}

die von Xq,...,X, erzeugte o-Algebra. Dies ist die kleinste o—-Algebra auf <), sodass Xi,...,X,
messbar sind.

Definition 2.8 Sind X, ..., X1 Zufallsvariablen auf (2, F,P), so heifit die durch
‘Ft::U(X07"')Xt)7 tG{O,,T}

definierte Filtration F die von X erzeugte Filtration.
Idee: F stellt den durch Beobachtung von X wachsenden Informationsstand dar.

Definition 2.9 Sei T := {0,...,T}. Eine Familie X = (Xi)icT von Zufallsvariablen auf (2, F,P)
heifit stochastischer Prozess. Ist F eine Filtration und X, F;—messbar fiir jedes t € T, so heiffit X an F
adaptiert. Ist X; auch F;_1—messbar fiir t > 1, so heifit X previsibel.

Beispiel 2.10 (Miinzwurf) Q = {—1,+1}T7, F = 2, P[{w}] = 277 fiir jedes w = (w1, ...,wr) € Q.
Setze
X() = 0

Xt(w):wt
Y= X, 4+...+ X,
Zt:X1+---+Xt71-

Dann ist F die von X erzeugte Filtration. XY, Z sind adaptiert, und Z ist previsibel.

2.2 Bedingte Erwartungen

Sei X eine Zufallsvariable auf (2, 7, P) mit E[|X|] < co und G C F eine Teil-o—Algebra. Fir A € G
mit P[A4] > 0 definieren wir
E[X14]

ELX14] = =5
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Dies ist der Erwartungswert von X beziiglich der bedingten Wahrscheinlichkeit

_P[-n4
Pl)= 5

Da (2 abzihlbar ist, gibt es eine endliche oder abzidhlbare Menge [ und disjunkte Ereignisse A, € G,
iel, A;NA; =0, i+ j,sodass

BeG«=3JCI mit B=|] A4,

jeJ
Die A; sind die unzerlegbaren Ereignisse oder Atome von G.
Fiir w € A; definieren wir
E[X|A;] = E[X14,]/P[A;], falls P[A;] > 0,
Y(w):= i
0, sonst.

Dann ist Y eine Zufallsvariable auf (Q, G, P) mit der Eigenschaft
E[Y14] =E[X14] fiirjedes A€ G.
Hierdurch ist Y eindeutig charakterisiert.

Definition 2.11 Die Zufallsvariable E[X|G] := Y heifit die bedingte Erwartung von X gegeben G. Ist
B € F, so heifit P|B|G] := E[1|G] die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben G.

Beispiel 2.12 Sei Q = {0,1}2, 7 = 2% und P[{w}] = 1 fiir jedes w. Ferner seien

g = {Qv {(0,0), (07 1)}’ {(170)7 (17 1)}7Q}a

X(w) = wy + wo,
Ap = {(an)v (Ov 1)}v A = {(1’0)7 (17 1)}

Dann ist
B Ay — BRI 3e0% gl L g o 223
R 1777 S R S
Also ist
1, falls w e A,
E[X|G)(w) =1 >
5 falls w € A;.

Wichtiger Spezialfall: G = o(Y") fiir eine Zufallsvariable Y.
Definition 2.13 Wir schreiben E[X|Y] = E[X |o(Y)].

Satz 2.14 (Faktorisierungslemma) Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (2, F,P) mit E[|X]|] < oo
und Y eine R¥-wertige Zufallsvariable. Dann existiert eine (bis auf Gleichheit Py -fast iiberall) eindeutig
bestimmte messbare Abbildung f : R® — R, sodass

EX|Y] = f(Y).

Fiir y € RY schreiben wir E[X|Y = y] := f(y).
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Satz 2.15 (Eigenschaften der bedingten Erwartung) Seien X und Y Zufallsvariablen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (0, F,P) mit E[|X|] < oo und E[|Y|] < oo. Ferner seien G1,Go und G Unter-o—
Algebren von F. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) (Linearitit) Fiir jedes A € R ist E]AX 4+ Y |G] = AE[X |G] + E[Y |G].

(ii) Ist Y G-messbar, so ist
E[XY|G] =YE[X|G]

E[Y|G] =Y.
(iii) (Turmeigenschaft) Ist G1 C Go, so ist
E[E[X|G\]|Ga] = E[E[X|G,]|G1] = E[X|Gi].

(iv) (Monotonie) Ist X >Y, so ist
E[X|0] > E[Y|d].
(v) (Jensen’sche Ungleichung) Ist ¢ : R — R U {+oo} konvex, so ist

oo > Elp(X)|G] = »(E[X]|G]).
(vi) Sind X und Y unabhingig, so ist E[X|Y] = E[X].

Beispiel 2.16 Seien X,Y unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist

E[X +Y|Y] = E[X|Y]+E[Y]|Y]
= E[X]+Y.

Beispiel 2.17 Seien Xi,..., X7 unabhingig, E[X;] =0, t=1,...,T, F = o(X1,...,X¢), S1 :=
X +...+ X,

Dann ist fiir ¢ > s
E[S:|Fs] = E[X1|Fs] + ... + E[X;|Fs]

=X+ ...+ X; +E[Xs11] + ... + E[X{]
=S

Korollar 2.18 (Bedingte Erwartung als Projektion) Sei G C F eine o-Algebra und X eine Zufallsva-
riable mit E[X?] < oc. Dann gilt fiir jedes G-messbare Y mit E[Y?] < oo

E[(X - Y)’] > B[(X ~ E[X])’]

mit Gleichheit genau dann, wenn Y = E[X|G].

Mit anderen Worten: E[X |g} ist die beste Vorhersage, die man iiber X machen kann, wenn man den
Kenntnisstand G hat, oder formal: E[X |Q] ist die orthogonale Projektion von X auf L2(2,G,P). (Hier-
beiist L2(2,G,P) der Raum der quadratintegrierbaren G-messbaren Zufallsvariablen.)

Beweis Sei Y messbar beziiglich G. Dann ist (nach der Turmeigenschaft) E[XY] = E[E[X|G]Y] und

E[XE[X|G]] = E[E[XE[X|d]|d]] = E[E[X|G]],
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also

2.3 Martingale

Definition 2.19 Sei (2, F,P) ein W-Raum, T = {0,...,T}, und F eine Filtration. Ein adaptierter
Prozess X = (Xt)ter mit E[|X¢|] < 0o, t € T heifst

Martingal, falls E[X|Fs| = X, fiiralle t > s
Submartingal,  falls E[X,|F,]| > X, fiiralle t > s
Supermartingal, falls E[X;|Fs] < X, fiiralle t > s

Bemerkung 2.20 Es reicht, jeweils nur ¢ = s 4+ 1 zu betrachten, denn
E[E[Xs+2|}—5] = E[E[Xs+2|}—s+1] |fs];
und wenn die definierenden Gleichung (bzw. Ungleichung) in einem Zeitschritt gilt, dann zieht sie sich

durch in den zweiten Zeitschritt und so fort.

Bemerkung 2.21 Wird die Filtration F nicht explizit angegeben, so wird stillschweigend angenommen,
dass F =: (X)) die von X erzeugte Filtration ist

Fi=o0(Xs, s <t).

Beispiel 2.22 Seien Y71, ..., Yr unabhingige Zufallsvariablen mit E[Y;] =0, t € T. F; := o(Y1,...,Y})
t

und X; := Z Y,. Dann ist X adaptiert, und fiir ¢ > s ist

s=1

E[Xt|]:8] = E[Xt - XS‘}—S] + E[Xs |J:S]

t
= Y E[Y;|F]+X,
r=s+1 -0
= X,.
Es folgt, dass X ein Martingal ist.

Analog impliziert E[Y;] > 0, dass X ein Submartingal ist, und E[Y;] < 0 dass X ein Supermartingal ist.

Beispiel 2.23 Wie oben, jedoch mit E[Y;] =1 und X; = HZ:1 Y;, Xo = 1. Dannist X adaptiert und

E[Xs+1 |]:5] - E[Y:s‘-‘rIXs |]:5]
= XSE[Y5+1 |]:S]
= X;.

Alsoist X ein Martingal.
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Beispiel 2.24 Ist Y eine Zufallsvariable mit E[|Y|] < co und F = (F;)ter eine Filtration sowie
X, =E[Y|F], teT.

Dann ist X ein Martingal. Ubung!

Tatséchlich hat jedes [F-Martingal diese Gestalt fiir eine gewisse Zufallsvariable X (man nehme X :=
X7). Bei unbeschrinktem Zeithorizont (T = Np) ist diese Strukturaussage nur unter Zusatzannahmen an
das Martingal giiltig.

Beispiel 2.25 (Diskretes Stochastisches Integral)

Sei S ein F-Martingal und (6;):er beschriankt und F-previsibel, 6 := 6;. Definiere den stochastischen
Prozess 0 o S durch

t
(008)=Vii=Y 0.8 — Se1).
s=1

Interpretation: V; Wert des Portfolios mit Anlagestrategie 6 und Kurs S.
Dannist V an F adaptiert und
E[Viy1 5] = E[Vi + 0141(Se41 — S1) | ]
= Vi + E[ft11 (5141 — So)| 7]
= Vi + 041 E[Se 41 — S| Fi]
—_— ——

=0

Also ist V' ein Martingal.
Lemma 2.26 Sei M ein previsibles Martingal. Dann ist M, = M fiir alle t.

Beweis Da M ein Martingal ist (erste Gleichheit) und previsibel (zweite Gleichheit), gilt

My — My = My — E[M;|Fi—1] = My — M, = 0. |
Satz 2.27 (Stabilitiitssatz fiir Stochastische Integrale) Ein adaptierter Prozess S ist genau dann ein Mar-
tingal, wenn fiir jeden beschriinkten previsiblen Prozess 6 das diskrete stochastische Integral 0 o S ein
Martingal ist.
Beweis ,,— “ Das wurde schon gezeigt.
,»<=" Wihle ¢y € T, Setze 0; = 1{;_,) Dann ist

OZE[(H.S)tO‘ftO*l] :E[Sto‘]:to*l] _St()*l' U

Satz 2.28 Sei X ein Martingal und ¢ : R — R eine konvexe Funktion. Ist E[|p(X7)|] < oo, dann ist
(p(X+))ter ein Submartingal.
Speziell ist fiir jedes p > 1 (| X¢|P)ter ein Submartingal, falls E[| X7|P] < cc.
Beweis Da ¢ konvex ist, existiert ein A € R mit ¢(x) > A -z + ¢(0) fiir jedes = € R. Es folgt, dass

E[p(X:)7] < |Al-E[|X¢]] + ¢(0)~ < co. Da ¢ konvex ist, ist auch ¢ : 2 + p(x)™ konvex, also nach
der Jensen’schen Ungleichung (und nach Voraussetzung)

E[p(X;)"] < E[p(X7)"] < E[jp(X7)|] < oo
Mithin ist E[|¢(X})|] < co. Nochmaliges Anwenden der Jensen’schen Ungleichung liefert
Elp(Xi11)[F] = 0(E[Xe41]F]) = o(Xe). O
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2.4 Doob’sche Zerlegung

Sei X ein adaptierter Prozess mit E[|X;|] < oo fiir jedes ¢ € T. Definiere fiir ¢t € T

M; = Xo+ Z (X5 — E[X | Fs-1])

s=1
und
t
A=Y (B[X,|Foor] — Xoon).
s=1
Dann ist
Xy = My + Ay, (Doob Zerlegung)

wobei M ein Martingal und A previsibel ist mit Ag = 0. Durch diese Eigenschaften ist die Zerlegung
schon eindeutig charakterisiert. Probe (dafiir, dass M ein Martingal ist):

E[M; — My;_1|Fi—1] = E[X; — E[X;|F, 1] | Fi1] =0,

Also ist M ein Martingal.

Sind X = M + A= M' + A’ zwei Zerlegungen, so ist M — M’ = A — A’ ein previsibles Martingal und
daher konstant nach Lemma 2.26. Es folgt M = M’ und A = A'.

X ist genau dann ein Submartingal, wenn A monoton wachsend ist, genau dann ein Supermartingal, wenn
A monoton fallend ist, und genau dann ein Martingal, wenn A; = 0 fiir jedes t € T.

Beispiel 2.29 Sei Y ein Martingal mit E[Y?] < oo. Nach Satz 2.28 ist
X = (Y)er

ein Submartingal. Es ist

t
At = ZE[Y52|./—'.9_1] - }/82—1
s=1

t
=Y E[(Y, —Yi1)’|Faca] = 2V7  +2  E[Y.1Yi|Fed]
—_— —————

s=1
=Y. Ely.|F._1)=y2 |

s—

= STE[(Y, - Y1) Fua].

s=1

Bezeichnung: (Y); := A; heifit quadratischer Variationsprozess von Y.

2.5 Stoppzeiten und Optional Sampling

Sei T=1{0,1...,7} und F = (F})ser eine Filtration auf (2, F, P).

Definition 2.30 Eine Abbildung
7:0 — TU {0}

heift Stoppzeit, falls {7 < t} € F; fiir jedes t € T.
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Beispiel 2.31 Sei X an [ adaptiert und K > 0. Dann ist
T:=inf{teT: X; > K}

eine Stoppzeit, denn
t

{r<t} = (J{X.>K} € A

s=1
Lemma 2.32 Sind o, 7 Stoppzeiten, dann auch

oV T, oAT, und o + T.

Beweis Exemplarisch fiir o V 7:
{ovr <t} = {o<tin{r <t} € F.
——— N——
cF c€Fy

Andere Aussagen dhnlich. O
Achtung: Mit 7 ist zwar auch 7 + 1, nicht aber 7 — 1 wieder eine Stoppzeit.

Definition 2.33 Ist 7 eine Stoppzeit, so wird mit
Fr={AeF: An{r <t} e F,teT}

die o—Algebra der T-Vergangenheit bezeichnet.

Anschaulich: Die Ereignisse in F sind beobachtbar bis Zeit 7.

Beispiel 2.34
T:inf{ti Xt > K}

A={max{X;, teT}>K-5}
B ={max{X;,t €T} > K +5}

Wegen {7 <t} C AVteTist An{r <t} = {r <t} € F. Alsoist A € F,. Jedoch ist im
Allgemeinen B ¢ F.

Definition 2.35 Ist (X;);cr adaptiert und T < oo eine Stoppzeit, so definieren wir die Zufallsvariable
X, durch

(XT)(w) = X'r(w) (w)
Lemma 2.36 X, ist F.—messbar.

Beweis Sei B C R und s € T. Dann ist

(X7 B) = ({r =t} n X, (B))

teT

also
S

= J{r=8n{X'(B)}) € F. i

t=0

S
N
L
X
D
pN.
9
IA
w
—
|

cF
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Lemma 2.37 Sind o < 7 Stoppzeiten, so ist

Beweis Sei A € F,.Dann ist
An{r <t} = An{o <t}n{r <t} e F,
—_————— ——
c€F €F

also A € F,. O

Satz 2.38 (Optional Sampling Theorem) Sei 7 < T eine Stoppzeit und X ein Martingal. Dann gilt
X, =E[Xr|F.].

Speziell ist

E[X,] = E[Xq].

Beweis Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes A € F, gilt
E[X114] =E[X;14].

Nun ist fiir t € T die Menge {7 =t} N A € F;, also

E[X;14] = ) E[X;11,—4n4l

E[E[X7|F]1;=t}na]

E[E[X7 141y |F]

NRPONGERINgENIngE

E[X7 1414

~+
I
o

= E[X714]. O

Bemerkung 2.39 Das OST gilt fiir Martingale mit unbeschrinktem Zeithorizont nur unter der zusétzlichen
Annahme: (Xy);er ist gleichgradig integrierbar. Hinreichend dafiir ist beispielsweise:

sup E[|X¢|P] < oo fiirein p > 1.
teNy

Korollar 2.40 Ist X ein Submartingal und sind o < 7 < T Stoppzeiten, so ist
X, < E[X,|F,]

und speziell E[X,] < E[X.].
Ist X ein Martingal, so gilt jeweils Gleichheit.
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Beweis Sei X = M + A die Doob’sche Zerlegung, also A previsibel und monoton wachsend, Ay = 0,
und M ein Martingal. Dann ist
Xoe = As+ M,
= E[Ag + M |]:g]

T>0
< E[A; + M7 |F,]

7277 gA, + E[Mr|F,]| F,]
= E[A, + M, |F,]
= E[X,|F,]. O

Satz 2.41 (Optional Stopping) Sei X ein (Sub-, Super-)Martingal beziiglich F und ™ <'T" eine Stopp-
zeit. Sei

X7 = (Xrat)ter

der gestoppte Prozess und F™ = (F] )ier = (Frat)teT-
Dann ist X7 ein (Sub-, Super-)Martingal sowohl beziiglich F als auch F7.

Beweis Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall, dass X ein Submartingal ist. Die anderen Fille ergeben
sich, weil dann —X ein Submartingal ist.

Sei also X ein Submartingal. Klar ist X7 an F und auch an F7 adaptiert. Wegen {7 >t — 1} € F;_;

1st
E[X:nt = Xoag—n) | Fi-1] = E[(Xe — Xo1)1r5i1y [ Fi-1]

1{T>t—1} E[Xt - X1 |]:t71]
> 0, da X ein F-Submartingal ist.

Alsoist X7 ein [F-Submartingal.
Hieraus folgt
E[X:ni| Fra-1)] = E[EXone| Foot][Frng-1)]

E[XT/\(t—l)|‘FT/\(t—1)] = XT/\(t—l)'
Alsoist X7 auch ein F"-Submartingal. O

Y

2.6 Die Doob’sche Ungleichung

Sei T=1{0,1...,7T} und X = (X;):er ein stochastischer Prozess. Wir schreiben

X* =sup{X;, t € T}
| X|* = sup{|X¢|, t € T}.

Proposition 2.42 Ist X ein Submartingal, dann gilt fiir jedes A > 0
AP[X* > A < E[X7rlix->y] < E[|X7|lix->xy])-
Beweis Die zweite Ungleichung ist trivial. Fiir die erste betrachte

T:=inf{teT: Xy > A} AT.
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Nach Korollar 2.40 ist

E[X7] > E[X;] =E[X; 1{x->)] + E[X; Lix-cny]

(Merke: 7 =T, falls X* < X.) Jetzt subtrahiere E[X71{x-cy]. m|

Satz 2.43 (Doob’sche LP-Ungleichung) Sei X ein Martingal oder ein positives Submartingal. Dann
gilt fiir jedes p > 1 und A > 0
AP P[|X]" >\ < E[|X7fP]

und fiir p > 1

Bllxelr) < B[0x1] < (525) Bl

Beweis Nach Satz 2.28 ist (|Xt \p) teT ein Submartingal, und es folgt die erste Ungleichung aus der Pro-
position.

Bei Teil 2 ist die erste Ungleichung trivial.
Fiir die zweite Ungleichung beachte, dass nach der Proposition gilt

AP[IX[* > Al < E[|X7|1x)>0]-

|X|* Ak
/ pAP~1 d/\]
0

k
=pE [/ AP sy d)\]
0

k
:p/ APUP[X]* = A dA
0

k
Sp )\piQEHXT|1{|X|*Z>\}]d)\
0

|X|* Ak
=pE [|XT|/ APQdA]
0

= LE[Xr |- (X[ AR,

Also ist fiir jedes £ > 0

E[(| X" A k)] = E

Die Holder’sche Ungleichung liefert dann
* * -1 1
E[(X[ AR < SEL R[] AR R

Hieraus folgt

Blx1 k] < (525 ) Bl

Lasse jetzt k — oo. O
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Kapitel 3

Mathematische Modellbildung
diskreter Markte

3.1 Wertpapiere und Portfolio

Im folgenden ist stets

e (Q,F,P) ein abzihlbarer Wahrscheinlichkeitsraum, F = 2.
e Zeithorizont T' € N

e Handelstage T = {0,1,...,T}

St = (SH)ier, i = 0,1,...,d die Preisverldufe von d + 1 Wertpapieren (asset, security)
Sy =(Si,i=0,...,d) € RiF!
S = (St)ter-

Annahme: S > 0Vt € T sowie S, i = 1,...,d sind deterministisch

F = (Fi)ter, wobei ‘
Fe=o0(S.,i=1,...,d,s<t).

Annahme: Fr = F.

o S heiBt die risikofreie Anlage oder Cash Bond.

Definition 3.1 Das Hexupel (2, F,P, T F,S) heifit ein Marktmodell, oder kurz: Markt.

Durch 38, = % wird der Diskontierungsprozess 5 = (3;):cr definiert. Fiir jeden stochastischen Prozess
t

X definieren wir den diskontierten Prozess X durch
X, = B X; fiirjedes t € T.
AX ist der Differenzenprozess

AX; =Xy — X1 fiirjedes ¢t € T\ {0}.

25
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Eine Handelsstrategie ist ein previsibler Prozess
0= ((gt)tzl,..‘,T = ((Qi)tzl,...,Ta i=0,... 7d)~

0} ist die Anzahl Wertpapiere vom Typ i, die in der Zeit (¢—1,t] gehalten werden. Der Wert des Portfolios
mit Strategie 6 ist
Vo(0) = 61 - So
d
Vi(0) =0,- S, => 0;S; fiirjedes ¢t € T\ {0}.

=0

Der Zugewinnprozess ist

Go(6) =0

t t d
Gi(0) =) 0.,-AS. =Y Y 0.(S.—S. ) firjedes t € T\ {0}.
s=1

Definition 3.2 Eine Handelsstrategie heifit selbstfinanzierend (self-financing), falls
Vi(0) = Vo(0) + Gi(0)  fiir jedes ¢ € T.

oder, dquivalent,

AVi(0) =0, - ASy  fiir jedes t € T \ {0}.

Die Gesamtheit selbstfinanzierender Handelsstrategien wird mit © bezeichnet. Aufierdem ist

0" ={#cO:P[Vi(§) >0]=1 VteT}.

Die Wertveridnderung einer selbstfinanzierenden Strategie ergibt sich also nur durch Kursverdnderungen,
nicht aber durch externe Quellen oder Kosten. Insbesondere entsteht keine Wertveridnderung durch das
Umschichten zur Zeit ¢ — 1:

Lemma 3.3
0 €O «— (Ab;)-S;—1=0 fiirjedes t € T\ {0}
< (A0)-S,_1 =0 fiirjedes t € T\ {0}.
Beweis Ubung! ]
Eine selbstfinanzierende Strategie § € © ist schon eindeutig bestimmt durch die Angabe von 6%, ..., 8%,

Es ist namlich AS; = 0, also

d t d
Vi(0) =07+ 0iSi =Vo(0)+ ) > 6.AS]
i=1 s=1 1=1
Es folgt
t d d
0] = Vo) + D D 0IAS, - > 0,5}
—~ s=1i=1 i=1

Startkapital

————
diskontierte Gewinne akt. Wert der Risikopapiere
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Definition 3.4 Eine Zufallsvariable H auf (0, F,P) heifst Claim. H heif3t absicherbar oder replizierbar
(attainable), falls es eine selbstfinanzierende Strategie 0 € © gibt mit

Vr(0) = H.
0 heifit dann ein Hedge fiir H.

Definition 3.5 Ein Markt, in dem jeder Claim absicherbar ist, heif3t vollstindig.

Beispiel 3.6 Das Cox-Ross-Rubinstein Modell ist vollstindig. Wir hatten in Abschnitt 1.3 fiir jeden Claim
explizit einen Hedge angegeben.

3.2 Arbitrage

Eine Arbitrage bezeichnet die Mdglichkeit, durch Handel einen risikofreien Profit zu erzielen.

Definition 3.7 Eine Arbitragemaiglichkeit ist eine selbstfinanzierende Strategie 0 € © mit

0 heif3t starke Arbitragemoglichkeit, falls zudem 0 € ©7 gilt.
Ein Marktmodell heifst arbitragefrei, falls es keine Arbitragemoglichkeit gibt.

Ist H ein Claim, so heift jeder adaptierte stochastische Prozess (Hy)ier mit Hy = H mit der Eigenschafft,
dass der um das Risikopapier St = (H;)icr erweiterte Markt arbitragefrei ist, ein Arbitragepreis-
Prozess fiir H. Speziell heifit dann jeder Wert w(H ) := H, ein Arbitragepreis oder fairer Handelspreis fiir
H.

Lemma 3.8 Sei 6 € © und 7 eine Stoppzeit. Dann wird durch

o — 0y, falls t <,
t— 1 (V,,0,...,0),  falls t > T,

eine selbstfinanzierende Strategie 07 € © definiert.
Idee: Sell-and-Go, zur Zeit 7 wird alles verkauft und der Erlos ins Bankkonto gebracht.

Beweis Per Konstruktion ist 87 previsibel. AuBerdem ist 67 selbstfinanzierend, denn:

t<rT1: AHZ-?t_l :Aﬁt-gt_l :0,
t>7+1: Af] =0,

t=7+41: A0, -S, =005, 075, =V,(0)-V.(0)=0. O

Satz3.9 Ist 6 € © mit Vp(0) > 0 und P[Vi(0) < Ofiireint € T] > 0, so existiert eine starke
Arbitragemoglichkeit.

Beweis Sei
Ty :=sup{t € T: P[V;_1(0) < 0] >0}
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der spditeste Zeitpunkt, zu dem V;(6) < 0 sein kann. Nach Voraussetzung ist 1 < Ty < T Definiere die
Stoppzeit 7 durch
S { Ty — 1, falls VTo—l(e) < 0,
00, sonst.

Definiere ¢ := 60 — 7 € ©. Dann ist Vy(¢) =0 und

Vi(¢) =Vi(0) = Vi(07)
= (Vi(0) = Ve(07) L ismy
= (Vi(0) = Vi(07) ) L>1y, viry -1 (0)<0)
>0 <0
>0,

sowie P[V 1 (¢) > 0] > P[V,—1(0) < 0] > 0. Alsoist ¢ € OF und ¢ eine starke Arbitragemdoglichkeit.

O
Korollar 3.10 Ein Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn es keine starke Arbitragemoglichkeit gibt.
Korollar 3.11 Ist der Markt arbitragefrei und 6 € © mit Vr(0) = 0, so ist V;(0) = 0 fiiralle t € T.
Beweis Satz 3.9 mit § und —f anwenden! o

Korollar 3.12 (Existenz und Eindeutigkeit des Arbitragepreises) Ist der Markt arbitragefrei und H ein
replizierbarer Claim, so ist der Arbitragepreis-Prozess (Hy):cr und speziell der Arbitragepreis w(H) ein-
deutig und durch den Werteprozess eines jeden Hedges fiir H gegeben.

Beweis Ist 6 ein Hedge fiir H, so ist 0 := (60,01, ...,69 —1) eine selbstfinanzierende Strategie in dem
um S = (H;);cr erweiterten arbitragefreien Markt mit V;(6) = V;(0) — H;. Da 6 eine Hedge ist, ist
Vr(0) = 0, also V;(6) = 0 fiir jedes t € T und damit V;(0) = H, fiir jedes t € T. O

Ubung 3.1 Man zeige: Sind H' und H? Arbitragepreis-Prozesse fiir den Claim H, so ist fiir jedes A €
[0, 1] die Konvexkombination AH! + (1 — \)H? ebenfalls wieder ein Arbitragepreis-Prozess. Speziell ist
die Menge der moglichen Arbitragepreise m(H) ein Intervall. &

Aus technischen Griinden brauchen wir noch den Begriff der beschrinkten Handelsstrategien, wobei nur
der Besitz der Risikopapiere beschrinkt ist, nicht jedoch das Bankkonto.

Definition 3.13 Fiir N > 0 bezeichnen wir mit
Oy :={0€0:|0)| <N firale i=1,...,d; t €T}
die Menge der durch N beschrinkten selbstfinanzierenden Strategien und mit

o= | ex

N>0

die Menge der beschrdnkten selbstfinanzierenden Strategien.

Satz 3.14 Ein Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn es keine beschriinkte starke Arbitragemoglichkeit
¢ € Obnoet gibt
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Beweis Wir nehmen an, dass es eine Arbitragemoglichkeit gibt. Nach Korollar 3.10 kénnen wir dann eine
starke Arbitragemdoglichkeit § € ©7 finden.

Definiere fiir N > 0 4
™ :=inf {t € T: max{|0},,|,i=1,...,d} > N}.

Da 6 previsibel ist, ist 7%V eine Stoppzeit und wir erhalten die Sell-and-Go Strategie
07" coNnet.
Ferner gilt 7V 1 oo fast sicher. Also ist
N N
V(o) =0, va(o) =0

und
P[Vr(07") > 0] > P[Vr(0) > 0] - P[rN < oc] =5 P[Vr(6) > 0] > 0.

Also existiertein N > 0 mit P [Vy (QTN) >0] >0und ¢ := 07" € ©°NO™ ist eine Arbitragemoglich-
keit. O

3.3 Martingalpreise
Erinnerung: 5, = % und X; = B: X,.

Definition 3.15 (i) Seien P und Q zwei W-Mafle auf einem Messraum (), F) mit der Eigenschaft
fiirjedes Ae F gilt: P(A)=0= Q(A)=0.
Dann heifit () absolutstetig beziiglich P, symbolisch () < P.
(ii) Sei Q < P. Die eindeutig bestimmte Zufallsvariable Z auf (Q, F, P) mit Q[A] = EF[142] fiir

d
alle A € F heifst Dichte von Q) beziiglich P, oder Radon-Nikodym-Ableitung £ = Z. Ist Q
abzdhlbar, so kann Z auf den Atomen Ai, Ao, ... € F definiert werden durch

Q(4) , _
Zw) = P(Ay) falls A; > wund P(A;) >0,
0, sonst.

(iii) Gilt Q < P und P < Q, so heiffen P und @ dquivalent: : P =~ Q.
Beispiel 3.16 (Miinzwurf)
Q= {0,1}7, F =22 Fiir p € [0,1] sei

T

Tp = ® ((1 = p)do + pdy)

i=1
das Produktmal auf €2 mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, also

T

m({w}) = [[p* (1 —p)~.

i=1
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Es seien P =7, und @ = 7.
Ist p € (0,1),soist P({w}) > 0 fiir jedes w, also @ < P.
Ist p € {0, 1}, so ist genau dann ) < P wenn p = q ist.
Es gilt also
P~Q@ <= p,qe(0,1)oderp=yq.

- fin 1) (=)

i=1

Fiir p € (0,1) ist

Definition 3.17 Ist Q ~ P und (S;):er ein Q—Martingal, also jedes S* ein Martingal auf (2, F,Q,F),
so heifit Q ein dquivalentes Martingalmafp (AMM) fiir den Markt (Q, F,P,F,T,S). Die Menge der
dquivalenten Martingalmafie bezeichnen wir mit P*

Beispiel 3.18 Tm CRR Modell ist Q = {0,1}7, F = 2% P =7, fiirein p € (0,1).
SY = (1+7), X¢(w) =w; und
t

St=]]0+a+@®-a)X]}),

i=1

1
147

wobei a <r <b, f= sowie

Fi = O'(Sl s < t) = O'(XS, s < t).

s

Sei ¢ = ;=

und @ = 7y. Unter @ sind also (X;);=1, . unabhidngig und Berg-verteilt. Dann ist

EC[S}|Fi1] =E© B(14+a+(b—a)Xe)S ’]:t—l]

1 _
T E°[(1+a+ (b—a)Xy)|Fi1] Sy

l+a+(b—a)g— -
:1—M)St71 = S

Alsoist S! ein Q—Martingal. Wegen S° = 1 istauch S ein Q—Martingal.
Die Rechnung zeigt: Q ist das einzige AMM

P* = {Q}.

Proposition 3.19 Ist P* # () und Q € P*, so ist fiir jedes § € O der diskontierte Wertprozess V (0) =
(B:Vi(0))ter ein Q—-Martingal.

Beweis Wegen AS® =0 ist
d

Vi(0) = V() + Z (670 5%),,

i=1
wobei 6% @ S* das stochastische Integral aus Beispiel 2.25 ist:

t
(6" S"), = 6.ASL.

s=1

Da 6 beschriinkt ist, ist §” @ S? ein (Q-Martingal. Also ist auch V(f) ein (Q—Martingal. 0
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Satz 3.20 Ist P* # 0, so ist der Markt arbitragefrei.

Beweis Sei P* # () und QQ € P*. Wir nehmen an, dass der Markt nicht arbitragefrei ist. Dann existiert
nach Satz 3.14 eine beschrinkte starke Arbitragemoglichkeit § € ©% N ©%. Es gilt dann

P[V5(0) = 0] = 1 = Q[Vo(0) = 0]
P[Vr(0) > 0] = 1 = Q[Vr(9) > 0]
o PVr() >0 >0 = Q[Vr(0)>0>0
Ferner ist
EC[Vr(6)] = E?[Vo(9)] = 0,
also Q[Vr(6) = 0] = 1. Widerspruch! O

Satz 3.21 Sei P* # () und H > 0 ein absicherbarer Claim. Dann ist fiir jedes QQ € P* der diskontierte
Arbitragepreisprozess H ein QQ-Martingal. Speziell ist

Ft = EQ[ﬂTHLFt}

und
m(H) = E9[3rH].

Beweis Sei 6 € © ein Hedge fiir H: Vp(0) = H > 0. Da P* # ( ist, ist der Markt arbitragefrei
(Satz 3.20), also ist § € ©F (Satz 3.9). Falls 6 € OV ist, so liefert Proposition 3.19 die Aussage.
Im allgemeinen Fall miissen wir eine approximierende Folge 6%V — 6§, N — oo in ©% konstruieren.

Wie im Beweis von Satz 3.14 definieren wir fiir N > 0 die Stoppzeit
™ :=inf {t € T: max{|0},,|,i=1,....d} > N}.

und 97" € ©* N OF die entsprechende Sell-and-Go Strategie.

N, N—oco

Wegen ¥ 1 0o und {07 # 6}  {rV < T} gilt V,(67" ) "=5° V,(6) Q—fast sicher. Um hieraus die
L'-Konvergenz zu folgern, weisen wir im Folgenden eine integrierbare Majorante Y nach und verwenden
den Lebesgue’schen Konvergenzsatz.

Nach dem Lemma von Fatou ist gilt fiir jedes ¢t € T
7 s s 55 a N .. N
EC[V,(0)] < liminf E?[ V(67 )] = lim inf E Vo (07 )]
=Vu(0)
=1 (0) < 0.
Klar ist

T
0< V(07 ) =Vonn(0) <D Vi(0) =Y.

s=0

Nach dem eben gezeigten ist E9[Y] = (T + 1)V, (6) < co. Also ist
— N i i —
EQ [|Vt(9T ) - Vt(e)u = EQ HVTN/\t(e) - Vt(e)’ 1{TN§T}]

N —oc0

< EQ [(Y + Vt(e)) 1{.,.N§T}] — 0.
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(Etwas direkter geht das mit dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz und Y als Majorante.) Also gilt

EQ[[EC[Ve(6) = Viea(8) | Fira] [ S BO[] EC[VA(07) = Veer(07) | Fica] ]

=0,da V(67") ein Q-Martingal ist

+EQ(|V,(07") — V.(0)]] + EQ[[Vea(07") = Vi (0)]]

N—oc0
—

0.
Es folgt E?[V(0) | Fi—1] = Vi—1(0) Q-fs. Alsoist V(6) ein Q-Martingal. O
Satz 3.22 Ist der Markt vollstindig, so ist |P*| < 1.

Beweis Sei der Markt vollstindig. Ist P* = (), so sind wir fertig. Sei nun P* # () angenommen und
Q,Q € P*.Ist A€ F,soist H =14 > 0 ein absicherbarer Claim. Nach Satz 3.21 ist

Q[A] = E9[L4] = n(H) = E¥[14] = Q'[A]. o

3.4 Fundamentalsatz der Preistheorie (fiir endliche Mirkte)

Ein Markt (2, 7, P, T,F, S) heiBt endlich, falls |Q2| < co. Ohne Einschriinkung kénnen wir dann F = 2
und P[{w}] > 0 fiir jedes w € €2 annehmen.

Lemma 3.23 (Trennsatz) Sei (V, (,)) ein euklidischer endlich-dimensionaler Vektorraum und U C V
ein linearer Unterraum sowie C C V konvex und kompakt mit C N U = ().

Dann existiert ein x € V' mit
(x,y) =0 fiiralle y €U

(x,y) >0 fiiralle y € C.
Beweis Sei 7y : V' — U die orthogonale Projektion. Dann ist 77 (C') kompakt, und das Infimum

d(U,C) :==inf{jlu—c|: ue U, ceC}
=inf{|lu —¢|: v € ny(C), ce C}

wird angenommen fiir ein ug € U und ¢y € C. Speziell ist d(U, C) = |up — co| > 0.
Klar ist ug = 7wy (co), also mit x := cg — ug

(x,u) = {co — my(co),uy =0 fiiralle u € U.
AuBerdem gilt fiir jedes ¢ € C' und A € [0, 1] aufgrund der Konvexitit von C

co+Ac—cp) €C und Jug — (co + A(c —co))| > |uo — co| > 0.

Also ist
d 2 _ 4y
0< JWO —co— Ac— CO)|’/\:O = a()\ (¢ —co,c—co) +2X\{c — co,co — uo>)|/\=0
:2<C_Co,x>-

Es folgt (c,z) > (co,z) = (co — ug, x) = |z|* > 0. O
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Satz 3.24 (Fundamentalsatz der Preistheorie) Ein endlicher Markt ist genau dann arbitragefrei, wenn
es ein dquivalentes Martingalmaf} gibt.

Beweis ,,<—“ Sei P* # (). Nach Satz 3.20 ist der Markt arbitragefrei.
,,== * Sei nun der Markt arbitragefrei. Bezeichne V = L2?({2, F,P) den Raum der Zufallsvariablen auf
(Q, F,P) mit Skalarprodukt (X,Y) = E[X - Y].
Es sei
d . —
U:{Z(@Z.S%: ee@} cV
i=1

die Menge der moglichen Zugewinnprozesse selbstfinanzierender Handelsstrategien. U ist linear, weil ©

linear ist. SchlieBlich sei
C={XeV:X>0E[X]=1}.

C' ist konvex und abgeschlossen. Fiir jedes X € Cund w € Qist 0 < X (w)P[{w}] < E[X]. Also ist C
eine abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge

[T0.1/P{w}].

weN

Daher ist C' auch kompakt.

Offenbar gilt
Markt ist arbitragefrei <= CNU = 0.

Nach Lemma 3.23 gibtes ein X € V mit

(X,H)=0 firalle HeU
(X,Y)>0 firalle Y e C.

Fir Ae F, A#0Dist Yy := % € C. Alsoist E[X14] > 0 und damit X (w) > 0 fiir jedes w. Setze

QA=

Dann ist Q[A] > 0 fiir A # 0 und Q[Q] = 1, also Q ~ P ein W-MaB. Sei 7 € {1,...,d}, t € T,
A € F,. Definiere 0 € © durch 67 = 0, falls j € {0,4} und

fir A e F.

0 =14 1550y
Das heifit, bei Eintritt von A wird zur Zeit ¢ ein Papier vom Typ 4 gekauft und gehalten. Dann ist
Vr(0) = Vi) = (ST — 5})1a €T,

e 0= (X, Vr(0) ~ Vi(0)) = B[X - (7r(0) ~ V:(0))]

=E2[Vr(0) - V(0)] - ELX]

= E?[(St - 5}) 1] - E[X].
Da A € F; beliebig war, folgt nach Definition der bedingten Erwartung, dass EC[SL|Fi] = Si. Also ist
S ein Q-Martingal, und damit ist @) € P*. ]
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Satz 3.25 In einem endlichen Markt gelten:
(i) Markt ist arbitragefrei = [P >1

(ii) Markt ist vollstindig und arbitragefrei = [P =1

Speziell ist ein arbitragefreier endlicher Markt genau dann vollstindig, wenn es ein eindeutiges dquiva-
lentes Martingalmayf; gibt.

Beweis Zu zeigen ist nur (ii).

,»== “ Ist der Markt arbitragefrei, so ist P* # () nach Satz 3.24. Ist er zudem vollstéindig, so ist |P*| =1
nach Satz 3.22.

,, <= Der Markt sei arbitragefrei, aber unvollstindig. Zu zeigen ist: |P*| > 2.
Nach Satz 3.24 ist P* # (). Sei also Q € P* und X ein nicht absicherbarer Claim. Seien

Vi=L*Q,F,Q) mit(X,Y)=E?XY],
U:={Vr(9): 6O} CV.

Dannist X ¢ U und
X =X"+X",

wobei X € U replizierbar ist (,,a* fiir attainable) und (X*,Y) = 0 fiir alle Y € U, und nach Voraus-
setzung X+ # 0.
Sei 0 <e<1/sup{|X*(w)|:weN} und

Q-[A] =E9[(1+eX")14] fiirjedes A€ F.
Wegen 1 € U ist E?[X 1] = (X1,1) =0 und
Q:19] = E“[1] + eE9[X*] = 1.
Also ist (). ein W-MaB. AuBlerdem ist
E9[X*] = cE?[(X1)?] £0=E?[X"],

also Q. # Q.
Wie im Beweis von Satz 3.24 ist fiir i = 1,...,d, t € T und A € F; dann (S% — S%)14 € U, also

E9[(Sh, —Si)14] = E?[(S4 — S}) 14] +eEC[X*H (S —S}) 14]

=0daSi Q—Mart. —0da xteul
und (55, -5H14€U
= 0.
Es folgt, dass S ein Q-—Martingal ist, also ist ). € P*. Insbesondere ist also |P*| > 2. O

Wir wollen nun die Wirksamkeit der beiden vorangehenden Sétze an zwei uns schon bekannten Beispielen
nachpriifen: dem Cox-Ross-Rubinstein Modell und einem Modell mit dreifacher Verzweigung im Preispro-
zess. Entgegen der fritheren 6konomischen Argumentation konnen wir nun ganz formal die Bedingungen
fiir Existenz und Eindeutigkeit eines AMM priifen, um den Markt auf Vollstindigkeit und Arbitragefreiheit
hin zu untersuchen.
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Beispiel 3.26 (Cox-Ross-Rubinstein Modell) Im Cox-Ross-Rubinstein Modell ist Q = {0, 1}7, F = 2%
und P = 7, fiirein p € (0, 1). Wir definieren die Zufallsvariablen X,;(w) = w, firt = 1,...,7 und den
Preisprozess des Risikopapiers S durch

t
H (1+a+(b—a)Xs(w)) firteT,

wobei a < b Parameter des Modells sind. SchlieBlich definieren wir den Cash-Bond S° durch SP =
(1+r)t, wobei r > 0 die konstante Zinsrate ist.

Ist @ nun ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmal}, so ist der diskontierte Werteprozess des Risikopapiers
St = ((1+7)7%S})ier genau dann ein Q-Martingal, wenn

1 +bQ[Xy = 1| F—1] + aQ[X: = 0] F—1]
147

l+a+ (b—a)Q[X; =1[F—]

147 '
Diese Bedingung ist aber dquivalent dazu, dass Q[X; = 1|F;—1] = ¢ fiir jedes t = 1,...,T, wobei
q = ;= Nunist ) durch alle bedingten Wahrscheinlichkeiten bereits festgelegt (wie man etwa in der
Schule lernt, wenn man die Wahrscheinlichkeitsbdume malt), also ist ) = m,. Ohne dass wir die Existenz
von () explizit voraussetzen, konnen wir schlielen, dass ein dquivalentes Martingalmall () stets eindeutig
ist, was wiederum &dquivalent dazu ist, dass der Markt vollstindig ist.

L= (1+7) "E°(1 4+ a+ (b= a)X;)| Fioa] =

Damit das Mall () = 7, ein W-MaB ist und dquivalent zu P ist, ist notwendig und hinreichend, dass

€(0,1) <= a<r<b <= derMarktist arbitragefrei.

Ist der Markt nun also vollstindig und arbitragefrei, so erhalten wir den Arbitragepreis eines Claims als den
Martingalpreis beziiglich des eindeutigen dquivalenten Martingalmafles. Im Falle des europdischen Calls
C = (S5 — K)T istist

m(C) =E® [(1+7)"T(S} — K)*]

1+7) TZ( ) )T~ l[(1+b)l(1+a)T_l—K]+

1=0
wie in Abschnitt 1.3.
Beispiel 3.27 Sei Q = {1,2,3}, F = 2%, P[{w}] > 0 fiir jedes w, und T = {0, 1}. Ferner gebe es den
Cash-Bond SY = 1 (keine Verzinsung) und das Risikopapier S* mit
Sg=1 und S} (w)= s,
wobei s1 < So < S3.

Ist s7 > 1, soist E® [SH > s1 > 1 fiir jedes @, also P* = (), und der Markt ist nicht arbitragefrei.
Ebenso, falls s3 < 1.

Seinun s; <1 < s3 und z.B. so > 1 sowie

82—1 83—1
q € )
S92 — 81 83— S1
s3 —1—qi(s3 — s1)

S3 — S2
3=1—q—q.

q2 =



36 Mathematische Modellbildung diskreter Mirkte

Dann definiert Q[{w}] := ¢, ein WahrscheinlichkeitsmaB (), das ein AMM ist (Nachrechnen!). Speziell
ist |P*| = oo, also ist der Markt nicht vollstindig.



Kapitel 4

Amerikanische Claims

Amerikanische Claims unterscheiden sich grundsitzlich von europdischen Claims dadurch, dass der Kaufer
bis zum letztmoglichen Filligkeitstermin der Option den Ausiibungszeitpunkt der Option selber bestimmt.
Dabei muss sich der Kédufer nicht vorher festlegen, wann er die Option ausiibt, sondern kann dies nach Be-
obachtung des Marktes dynamisch entscheiden. Das wesentliche neue Problem (fiir den Kéufer) in diesem
Zusammenhang ist es, einen optimalen Ausiibungszeitpunkt zu finden. Der Verkdufer muss hingegen fiir
die Preisgestaltung die optimalen Strategien kennen.

Wir werden das auftretende Problem zunichst in einem konkreten Zusammenhang betrachten. Es folgt ein
Abschnitt iiber die allgemeine Theorie des optimalen Stoppens. Schlielich wenden wir die Ergebnisse an,
um Hedges und Arbitragepreis fiir amerikanische Claims zu bestimmen.

4.1 Einfiihrung

Wir betrachten einen vollstindigen arbitragefreien Markt mit einem Wertpapier S* und mit AMM Q.

Definition 4.1 Sei (f;)ier ein adaptierter nichtnegativer Prozess. Ein amerikanischer Claim C/ mit
Auszahlungsfunktion (fi)ier gibt dem Kiiufer zur Zeit T die Auszahlung f,, wobei 7 < T eine vom
Kdiufer frei gewdhlte Stoppzeit ist.

Beispiel 4.2 Amerikanischer Call mit Ausfiihrungspreis K: f; = (S} — K)*.
Amerikanischer Put mit Ausfiihrungspreis K: f, = (K — S})*.

Definition 4.3 Fiir t € T sei
T = {T ist Stoppzeit: t < 1 < T}
und T = To.

Lemma 4.4

m(CT) > sup E[B, f,].
T€T

Beweis Annahme: 7(CY) < sup, . E?[B, f,]. Wihle 7 € T mit E?[3, f,] > 7(C7). Kaufe C7 und
verkaufe den (europdischen) Claim ﬁ;lﬂT f- fiir E9 [Br f+] mit sicherem Gewinn. m]

37
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Definition 4.5 Ein Hedge fiir C7 ist eine selbstfinanzierende Strategie 6 € © mit
Vi(0) > fi  fiir jedes t € T.

Ein Hedge heifst minimal, falls es eine Stoppzeit 7 € T gibt mit V.(0) = f.
Satz 4.6 Gibtesein 7 € T mit

EQ[ﬁT* fT*] = sup EQ[BTfT]?
TET

und gibt es einen minimalen Hedge 0, so gilt V.« () = f.- und
W(Cf) = EQ[BT*fT*] = Vo(0).

Beweis Da ¢ minimal ist, existiert eine Stoppzeit 7 € T mit der Eigenschaft V,(0) = f,. Da 6 ein
Hedge ist, ist zudem (.« V;«(0) > B« f7+. Also gilt

EC[B, f-] = E°[B,V.(0)] = Vo = E°[B-V;- ()] > E[B,- f--] > E?[B, f,].
Da iiberall in der Kette Gleichheit herrscht, folgt fr« = V,-. O

Aus den bisherigen Betrachtungen erkennen wir die Notwendigkeit, die Stoppprobleme besser zu verstehen.
Dies passiert im folgenden Abschnitt.

4.2 Optimales Stoppen

4.2.1 Existenz optimaler Stoppzeiten

Wir beginnen mit einem technischen Begriff. Bekanntlich ist das Infimum (wie auch das Supremum) von
abzidhlbar vielen Zufallsvariablen wieder eine Zufallsvariable. Dies gilt so nicht mehr, wenn wir das In-
fimum von iiberabzéhlbar vielen Zufallsvariablen bilden. Da wir es mit Optimierungsproblemen {iiber die
Klasse aller Stoppzeiten zu tun haben (die im Allgemeinen iiberabzidhlbar grof ist), miissen wir hier einen
geeigneten Begriff finden.

Definition 4.7 (Essenzielles Infimum) Sei I # () und (U', i € I) eine Familie von Zufallsvariablen
auf einem beliebigen W-Raum (), F,P). Eine Zufallsvariable X : @ — R U {—oo} heifit essenzielles
Infimum

X = essinf U':=essinf{U", i € I},

falls folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) P[X <UY =1 fiiralle i € I.

(ii) Ist Y eine Zufallsvariable mit P[Y < U'| =1 fiiralle i € I, soist P[Y < X] = 1.
Analog definieren wir das essenzielle Supremum durch ess sup;¢ Ul = —essinf;c; —U".

Satz 4.8 Das essenzielle Infimum existiert stets, und es gibt eine abzdhlbare Teilmenge J C I mit

essinf U? = inf U*.
iel i€

Speziell ist fiir abzihlbares I das essenzielle Infimum gleich dem Infimum der U*.
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Beweis Indem wir gegebenenfalls zu Ui = % arctan U? iibergehen, kénnen wir annehmen, dass |U ’| <
1 gilt.

Setze

Fir n € N wihle J,, C I,

Jn| < |N| mit

Setze J := U Jy, und X = 125 U'. Fiir jedes 4 € I ist also
7

n=1

E(X -U)T|=E[X - X AU" = E:\[)ﬂf E L%f{} UJ} <0.

>b

Hieraus folgt aber, dass P[X < U?] = 1.

Ist nun Y eine weitere Zufallsvariable mit P[Y < U] = 1 fiir alle i € I, so ist fast sicher Y < ing U' =
1€

X. Damit ist X das essenzielle Infimum von (U?, i € I). o

Anstelle der im einleitenden Abschnitt betrachteten diskontierten Auszahlungsfunktion (/3; f:) wollen wir
die diskontierte Auszahlung nun X nennen. Sei also X = (X;):er ein adaptierter Prozess mit E[|X;|] <
oo fiiralle ¢t € T.

Definition 4.9 Eine Stoppzeit T € T heifst optimal, falls

E[XT] = Sup E[XU]
o€T

Durch ein einfaches (Riickwirts-)Rekursionsschema wollen wir uns optimale Stoppzeiten verschaffen. Da-
zu definieren wir den Prozess Z = (Z;)ter rekursiv durch

ZT = XT

, 4.1
Zt—l = Xt—l \/E[Zt|ft_1} fir t = 1,...,T.

Setze nun
T i=inf{s >0: Z;, = X}

7 =inf{s >t: Z;, = X}
Satz 4.10 Es gilt
(i) ™ €T und 1 € T;.

(it) Z; = esssupE[X | F] = E[X,:
TET: )

Fi)  fiirjedes t € T.

Insbesondere ist T* optimal.



40 Amerikanische Claims

Beweis (i) X und Z sind adaptiert, also ist 73 € ;.
(ii) Fiir t = T ist die Aussage trivial.
Sei nun (ii) fiir ¢ schon gezeigt. Sei 7 € T;_1 beliebig. Dannist 7V t € Ty, also

E[X,|Fi 1] = Xi 1l + E[X vl [ Fid]
= Xi11rmi—1y + Lo E[E[X v | B | Fiot ]
LV.
< Xi1lpg—iay + Yoy E[Ze | Fia]
< X1 VE[Z | Fo1) = Z4 1.
Wegen {1} { =t —1} ={X,_1 > E[Z,|F,_1]} ist
E[Xo [ Fial = 1{Xt712E[zt|ft,1]}Xt—1 + 1{XH<E[zt\ft,l]}E[Ztu'—t—ﬂ

=X, \VE[Z|Fio1] = Zi_s. 0

4.2.2 Die Snell’sche Einhiillende

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, den oben explizit hergestellten Prozess Z zu charakterisieren als kleinstes
Supermartingal, das nicht kleiner als X ist. Hierzu miissen wir zunichst zeigen, dass Infima von Supermar-
tingalen wieder Supermartingale sind.

Lemma 4.11 Sei I # () und {Y*, i € I} eine Familie von Supermartingalen. Es gebe einen stochasti-
schen Prozess X mit X; <Y f.s. und E[|X,|] < oo fiir jedes i € I und t € T. Dann ist

Y = (es_s inf Y;’)
i€l teT

ein Supermartingal mit Y > X f.s.

Beweis Nach Voraussetzung ist (fiir beliebiges ¢ € I)
X, <Y, <Y fs,
also
Vil < [Xe| VIV < X+ Y7
Es folgt
E[|Y;|] <E[Y{|] + E[|X¢[] < oo fiirjedes t € T,
also ist Y integrierbar.

Fiir jedes ¢ € I ist
EY:[Fia] SE[Y]|Fia] <Yy

Also ist
E[Y;|Fi] <essinfY, =Yi,
1€

und damit ist Y ein Supermartingal. m|



4.2. OPTIMALES STOPPEN 41

Proposition 4.12 Sei X = (X,);c1 an F adaptiert mit E[|X,|] < oo fiir alle t, und sei
SMx :={Y > X : Y ist F-Supermartingal}.
Dann ist SMx # 0 und essinf(SMx) € SMx.
Beweis Setze Y; := E[X;" + X:jrl +...+ X;f | 7¢]. Dann ist Y; > X; und
E[Y, =Y, 1| Fia] = X7, <0
Alsoist Y € SMyx.Nach Lemma 4.11 ist dann essinf(SMx) € SMy. a

Definition 4.13 Wir nennen essinf(SMx) die Snell’sche Einhiillende von X.

Satz 4.14 Sei X wie oben und Z aus Satz 4.10. Dann gilt

Z = essinf(SMx).

Beweis Klarist Z > X. Qua definitionem ist

Zy_1 < E[Z|Fi_1]

E[|Z[] <E

Z|Xt|] < 0.

teT
Es folgt, dass Z € SMx.

Um zu zeigen, dass Z minimal in SMx ist, betrachten wir ein weiteres ¥ € SMx und zeigen per
(Riickwirts-)Induktion, dass Y; > Z; fiir jedes ¢t € T. Klar ist Yy > X7 = Zp. Sei nun fiir ¢ € T die
Aussage Y; > Z; schon gezeigt. Dann ist

Y1 > E[Y | Fioa] VX4
>E[Z | Fia)V Xio1 = Z4—a.

Also ist tatsidchlich Y > Z und damit Z = essinf(SMx). a

Satz 4.15 Ist X ein Submartingal, so ist die Snell’sche Einhiillende Z, = E[Xr|F;| ein Martingal. Dies
ist klar, weil Z7 = X1 und

Zt,1 = Xt,1 \ E[XT|.Ft,1] = E[XT |~7:t71} ﬁ'jrjedes t= ]., PN ,T.

4.2.3 Charakterisierung optimaler Stoppzeiten

Lemma 4.16 Sei Y ein Supermartingal und o < T eine Stoppzeit. Dann sind dquivalent
(i) E[Yy] = E[Y, ]
(ii) E[Yy] < E[Y,]

(iii) Y7 = (Yont)ter ist ein Martingal.
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Beweis (i) = (ii) klar.
(iii) = (i): E[Yo] = E[YY] = E[Y?] = E[Y,].
(il) = (iii): Sei E[Yy] < E[Y,]. Nach dem Optional Stopping Theorem ist Y7 ein Supermartingal, also

Y7 > EY7|F] = E[Y | F.

Also ist
E[Y)] > E[Y{] > E[E[Y, | ]| = E[Y,] > E[Y;].

Hieraus folgt Y,° = E[Y, | 7;] und damit ist Y? ein Martingal. O
Lemmad4.17 Z7 istein Martingal.

Beweis Wegen
{’T* >t — 1} C {Zt,1 > thl} = {Zt,1 = E[Zt|ft,1]}

ist
E(Z] - Z] | Fioa] = E[(Z — Zi1)1resio1y | Fii]
= (E[Zt |]:t] — thl) 1{7*>t,1} =0. O

Satz 4.18 Eine Stoppzeit T € T ist genau dann optimal, wenn die beiden folgenden Bedingungen gelten

(1) ZT - XT

(ii) Z7 ist ein Martingal.

Speziell ist T* die kleinste optimale Stoppzeit.

Beweis Der Zusatz folgt direkt aus Satz 4.10 und der Definition von Z (siehe (4.1)).
»<—" Gelte (i) und (ii). Nach Lemma 4.16 ist E[Zy] = E[Z,+]. Also ist nach Lemma 4.16

E[X.] = E[Z,] = E[Z) = E[Z,-] = E[X,-].

Es folgt, dass 7 optimal ist.
»==“Sei 7 optimal. Wegen Z, > X, ist

E[Zy] = E[X,«| = E[X,] <E[Z,] < E[Z].
Alsoist X, = Z,, und nach Lemma 4.16 ist Z7 ein Martingal. O
Ziel: Wir wollen aus allen optimalen Stoppzeiten die maximale auswiihlen.

Lemma 4.19 Sei Z = M — C die Doob’sche Zerlegung des Supermartingals Z, also C previsibel und
monoton wachsend mit Cy = 0, sowie M ein Martingal. Sei

v=inf{t <T —1: Ciy1 >0} AT. 4.2)

Dann ist v € T, und fiir jede Stoppzeit T sind dquivalent

(i) T<v,
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(ii) Z7 ist ein Martingal.

Beweis Da C previsibel ist, gilt fiir jedes ¢t € T, dass {v <t} = {Cy11 >0} € F;. Alsoist v € T.

Gelte (i). Dann ist
Z{ =Mpy —Crpp =M[, also Z" = M".

Gelte (ii). Dann ist C'; > 0 und
E[C;]| = E[Y, — M,] =E[Y, — My] =0.

Also ist C'; = 0 und damit 7 < p. O

Satz 4.20 Sei Z = essinf(SMx) die Snell’sche Einhiillende von X. Dann ist v die maximale optimale
Stoppzeit fiir X.

Beweis Nach Satz 4.18 und Lemma 4.19 reicht es zu zeigen, dass Z, = X, ist.

Auf {v =T} istdies klar.
Firt <T und v =1t ist Cy =0 und Cyy1 > 0, also

Iy > E[Zt+1 |]:t] auf {V = t}.

Es folgt Z; = X;. O

4.3 Hedges und Preise Amerikanischer Claims

Wir betrachten einen Claim A7 mit Auszahlungsfunktion (f;);cr. Weiter nehmen wir an, dass es ein
eindeutiges AMM gibt, das wir mit ) bezeichnen.

Sei f, = Bif: und Z > f die Snell’sche Einhiillende von f beziiglich ). Dann ist
Zr = [r
Zt,1 = ?t71 \/EQ[ZHFt,l]

Es sei o
™ =inf{teT: Z; = f,}.

und
Z=M-C

die Doob’sche Zerlegung von Z in ein (Q-Martingal M und einen previsiblen wachsenden Prozess C' mit
Cp =0.

Da der Markt nach Voraussetzung vollstéindig ist, existiert ein Hedge 6 fiir M7 . Klar ist dann M =V(0).
Klarist V(0) > f, firallet € T. Wegen C~ = 0 ist

fri = Zpo = My = Vo (0).
Also ist 6 ein minimaler Hedge fiir A7, und A7 besitzt nach Satz 4.6 den Arbitragepreis

r(Af) = E9f,.) = Vol0) = Z.
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Bezeichnet

Z/:inf{th—lz Ct+1>0} AT,

so ist v die maximale optimale Stoppzeit und
V.(0)=2Z,.

Da Z~ ein Martingal ist, ist

Vu/\t (9) = Zl//\t firalle t € T.

Andererseits ist fiir t € T - B

Zur Zeit t muss Z, vorritig gehalten werden, um A/ abzusichern. Nach Zeit v kann dem Hedge-Portfolio

sukzessive Geld entnommen werden, ndmlich jeweils AC;.

Aus diesen Betrachtungen sehen wir, dass es sinnvoll ist, Verallgemeinerung der bisher betrachteten Han-
delsstrategien zuzulassen. Genauer gesagt wollen wir von der Bedingung der Selbstfinanzierung abriicken.

Definition 4.21 Eine Handels— und Konsumstrategie ist ein Paar (0,C) von previsiblen Prozessen mit

Werten in R und R, wobei C monoton wachsend ist, Cy = 0, und sodass

(AG,) - Sy + AC, =0 fiir jedes t € T \ {0}.

4.3)

gilt. C heifit der Entnahmeprozess oder Konsumprozess. Der Wert des Portfolios betrigt

Vi(0,C) =6, - S,.
Die Menge der Handels- und Konsumstrategien bezeichnen wir mit Op.
Lemma 4.22 Definiere 0 durch

{ 0°+C,,  falls i=0,
Gt = ~

01, falls i=1,...,d.

Dann ist

0,C) € Op «— { 0o

Beweis Klar.

Beispiel 4.23 0 Hedge fiir A’ und Z = M — C. Dann ist V(0) > V(9,C) = Z.

Beispiel 4.24 Amerikanische Call-Option C¥

fi=(St —K)".

Cy = 0, C ist monoton wachsend und previsibel. } '

Wir nehmen an, dass die Zinsrate nichtnegativ ist (was durchaus der Erfahrung entspricht), also dass S°
monoton wachsend ist. Dies ist natiirlich dquivalent dazu, dass (5;);ct monoton fallend ist.

Es ist daher

ft = 5t(St1*K)+

(Si - ﬁt—lK)+

v

(§t1 - 5zt—1K)+ + (?% - ﬂtK)Jr A (51:71 - Bt)K
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Die Abbildung z — (x — 3;_1 K)™ ist konvex, also liefert die Jensen’sche Ungleichung

E°[f,| Fi1]

Y

EC((S} - BiaK) " | Fia]
(BR[SHFioa] — B K) "
= (?%_1 *ﬂt—lK)Jr = 7t—1'

Alsoist f ein (Q—Submartingal. Nach Satz 4.15 ist daher

v

Z; =E°[B,(Sp — K)* | Fi,

also Z ein (Q-Martingal. Die maximale optimale Stoppzeit ist v = T..
Wir halten fest, dass wir keinen Vorteil durch frithzeitiges Ausiiben der Option erzielen kdnnen.

Der Konsumprozess ist C; = 0, der Wertprozess
Vi(0) =E®[Br(St — K)"|F],

sowie der Preis zur Zeit 0

m(CX) = E9[Br (S} — K)T]. 4.4)

Wertprozess und Preis sind genau wie beim europidischen Call. Also ist auch der Hedge der gleiche wie
beim européischen Call.

Beispiel 4.25 Amerikanische Put Option P
ft = (K - Stl )+.

Wir nehmen wiederum nichtnegative Zinsen an. Bei europdischen Optionen konnten wir den Put durch die
Paritét (Gleichung (1.2) auf Seite 11) mit der Calloption berechnen. Fiir amerikanische Optionen gibt es
diese Call-Put Paritit nicht. Wir miissen daher explizit rechnen.

Wie oben fiir den Call ist
?t = Bt(K - St1)+
= (L1 K — g%)+ — (B K —§%)+ A (Be—1 — By K.

Wegen des Minuszeichens ist aber diesmal f kein (Q—Submartingal. Es folgt, dass wir in fiir die amerika-
nische Put-Option keine einfache Losung angeben konnen.
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Kapitel 5

Ito-Kalkiil

5.1 Prozesse in stetiger Zeit

(Q, F,P) W-Raum. Bisher: €2 abzihlbar. Das war keine groBe Einschrinkung, da Mirkte mit endlich vie-
len Handelszeitpunkten und endlich vielen Risikopapieren sonst ohnehin nicht vollstindig sind. Wir zielen
jetzt auf Mirkte, bei denen der Handel kontinuierlich moglich ist. Daher ist jetzt €2 im Allgemeinen nicht
mehr abzdhlbar. Das zwingt zu einer kleinen Modifikation der Begriffe *messbar’, ’erzeugte o-Algebra’
und so weiter.

Eine Abbildung Y : Q — R? heift F—messbar, falls
{Yy~(B): B c R?offen} C F.

Aquivalent dazu wire B abgeschlossen, oder kompakt zu fordern. Fiir £ C 2% schreiben wir ¢ (&) fiir
die kleinste o—Algebra, die jedes E € £ enthilt und nennen o(£) die von £ erzeugte o-Algebra. Wir
nennen die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra

B:=o({BCR?: B istoffen}) C R’
die Borel’sche o—Algebra. Wir schreiben
o(Y):={Y Y(B): BeB}
=o({Y"Y(B): B c R?offen}).

Im Gegensatz zu der Definition fiir abzihlbares €2 konnen wir jetzt nicht mehr alle Teilmengen aus R¢
betrachten. Das hat technische Griinde, die uns hier nicht beschiftigen oder beunruhigen sollen. Wichtig ist
nur, dass eine Kompatibilitit der Begriffe ’stetig’ und *messbar’ hergestellt wird, die im Folgenden niitzlich
ist und von der wir stillschweigend Gebrauch machen.

Handelszeitpunkte T = [0,77] oder T = [0, 00). F = (F})ser Filtration, falls
Fs C Fi, s <t

Weitere Filtration F* = (F; )¢cr definieren durch

]:tJr:ﬂ]:s-

s>t

F heiBt rechtsstetig, F* = F. Im allgemeinen ist jedoch F* 2 FF.

47
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Beispiel 5.1 Sei Z Bernoulli und ¢y > 0 sowie
Xy =(t—to)"(2Z - 1).
Die natiirliche Filtration ist

{0,Q}, fiir ¢ < to,

-F: st St:
t=o(Xs s <) {U(Z), fiir ¢ > to.

Also ist
{@,Q}, fir t < t,
Fiy = .
o(2), fiir ¢t > to.

Speziell ist Fi4 2 Fi. Alsoist [F' nicht rechtsstetig.

Analog zur diskreten Situation sind die Begriffe: stochastischer Prozess, adaptiert, Stoppzeit (wobei {7 <
t} € F; gefordert wird), 7—Vergangenheit, Martingal.

Definition 5.2 Ein stochastischer Prozess X heifit stetig, falls die Abbildung T — RY, t — X,(w) fiir
P—fast alle w € Q) stetig ist. X heifst cadlag (continu a droite, (et pourvu de) limites a gauche) oder RCLL
(right continuous, left limits), falls fast sicher die Abbildung t — X,(w) rechtsstetig ist und die Limiten
Xi—(w) :=limgys Xs(w) existieren.

Wir brauchen die Einschrinkung auf RCLL Prozesse, da sonst Ausdriicke wie X, im Allgemeinen nicht
messbar sind.

Definition 5.3 Sei X adaptiert und RCLL sowie T eine Stoppzeit. Dann definieren wir
Xr(w) = X7 (w)(w) Siir w e Q.
Bemerkung 5.4 X ist F,—messbar (also insbesondere eine Zufallsvariable), weil X RCLL ist.

Beispiel 5.5 Typische Stoppzeiten sind Eintrittszeiten in Mengen
Ta:=inf{t € T: X; € A} fir A c RY.
Ist X stetigund A abgeschlossen, so ist 74 eine Stoppzeit, denn
(r<t)= {inf{d(XS,A) Ls<t) = o}

stete {inf{d(X57 A):s<tseQ}= 0}

1
= U ﬂ {d(XS,A) < } e F.
s<t,seQneN " _
eF

Ist X RCLL und A offen, so ist 74 im Allgemeinen keine F-Stoppzeit, jedoch eine F+—Stoppzeit.

Beispiel 5.6 Sei X wie ein Beispiel 5.1 und A = (0, c0). Dann ist

b, fir Zz=1,
T o, fir Z=0.

Alsoist {r4 <to} ={Z =1} € Fi 4, nicht aber in Fy,.
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Fiir RCLL Martingale gelten die aus dem Diskreten bekannten Sétze:

e Optional Sampling mit beschrinkten Stoppzeiten 7 < T,
e Optional Stopping mit beschrinkten Stoppzeiten 7 < T,

e Doob’sche LP-Ungleichung.

Definition 5.7 Ein adaptierter RCLL Prozess X (mit Werten in R?) heifst Markovprozess, falls fiir alle
t > s und f € Cy(RY) gilt

E[f(Xe) [ Fs] = E[f (X0) | Xs] =: P f(Xs).

(Ps.t)s<t heifit die Familie der Ubergangskerne.

Beispiel 5.8 Seien 7, Z5, Z3, ... unabhingig exponentialverteilt mit Parameter A > 0, also
P|Z, <z = e_)‘/ e M dt, x> 0.
0
Wir definieren
n+1
X, ::inf{neNO: >z >t}.
i=1
X heil3t Poissonprozess. Sei F die von X erzeugte Filtration. Dann ist
N )\k—XS
P X, =k|F]=1 T
[ t | ] {X,<k}€ (k—XS)'

Nachrechnen!

Brown’sche Bewegung

Sei N, 2 die Normalverteilung mit Erwartungswert £ und Varianz a2

Definition 5.9 (Brown’sche Bewegung)
Ein stetiger reellwertiger stochastischer Prozess B heifst Brown’sche Bewegung, falls

e By=0,

o Fiir tg < t1 < ... < t,, sind die Inkremente (Bti+1 — Bti)i
vertelilt.

_, ., unabhingig und Noy, .+,

EEREE)

Aus der Definition folgt sofort, dass B ein Markovprozess ist. Aufgrund der Zentriertheit der Zuwichse
haben B und einfache Transformierte die Martingaleigenschaft.

Satz 5.10 Ist B eine Brown’sche Bewegung mit erzeugter Filtration F, dann sind F-Martingale
(i) B

(ii) (B} —t)ier
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(iii) (exp(oB; — %t))ter, 0 > 0.

Beweis (i) E[B; — Bs|Fs] =E[B, — Bs] = 0.

(i1)
E[(Bf —t) — (B} = )| F,] = E[B} — BZ — (t — 5))| ]
=E[(B; — By)” = (t — 5))| ]
=E[(B; — B,)* = (t — 5))]
= E[Bt2 s] (t - S)
(iii) Sei Z ~ Npi—s. Dann ist
eaZ _ 1 > eaxe*% zzear"(tfs)
Ele”) 27 (t — s) [oo o d ’

Also ist

E[eoBt—ét |]_~5] — eﬂBS_%tE[ea(Bt_

_ 0B 77tE[6U(Bt7BS)]
—— ——
602(t75)
:eUBS %s

5.2 Integrale

Wir machen einen kleinen Riickblick auf das Lebesgue-Stieltjes-Integral.

Sei G : Rt — RT monoton wachsend mit G(0) = 0. Sei ¢ > 0 fest gewihlt und fiir jedes n € N eine

Zerlegung 7, von [0,t] gegeben durch
0=ty <t <...<ty=t.

Wir nehmen an, dass die Feinheit der Zerlegungen immer besser wird

7] = sup [t — 7] "5 0.
i<n

Fiir stetiges f : R — R definieren wir

=Y fEN(G(E) = G(D).

i<n

Das Lebesgue-Stieltjes Integral ist definiert durch

/f AG(x) = lim I,(f).

Dabei ist leicht einzusehen, dass der Limes existiert: Ist ji, 1=, ., G(t} | —

auf R* mit Verteilungsfunktion G, so gilt y,, — p schwach, also

G(t))dr und p das MaB
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Das LS-Integral lésst sich fiir Funktionen GG mit beschrinkter Variation ausdehnen
G llzv = Jim D IG(t) = G(E)] < oo
<n

(Mit der Jordan Zerlegung ldsst sich solches G namlich als Differenz zweier monotoner Funktionen schrei-
ben.)

Fiir die Brown’sche Bewegung ist aber

E =n-/2/myn "= .

n—1
> 1Bis1)/n — Binl
i=0
Mit einem geeigneten Gesetz der groflen Zahl erhélt man sogar

P

n—1
S By — Byal 25 4 -
1=0

Speziell ist also fast jeder Pfad ¢ — B; von unendlicher Variation. Fiir Brown’sche Bewegungen lisst sich
mithin kein Lebesgue-Stieltjes Integral [ f dB definieren.

Um nun Integrale auch fiir so irregulére Integranden wie die Brown’sche Bewegung zu definieren, brauchen
wir einen neuen Begriff.

5.3 Das pfadweise Ito-Integral

Definition 5.11 Fiir stetiges G : RT — R definieren wir

(@)= Tim 3 (G(H) = G,

i<n

falls der Limes existiert. Wir nennen (G) die quadratische Variation von G. G heift von stetiger quadra-
tischer Variation, falls t — (G)y stetig ist.

Bemerkung 5.12 (G) ist stets monoton wachsend.

Beispiel 5.13 Ist G stetig und von endlicher Variation, so ist (G) = 0, denn

D (Gt - G < sup G(t) — G| =Y |G(E ) — G-
i<n =n i<n
—0,da G glm. ste. auf Kpkt. SHG| |2y <oco
[0,¢]

Wir haben gesehen, dass Brown’sche Pfade nicht von endlicher Variation sind, also eine Chance haben, eine
nicht-triviale quadratische Variation zu besitzen. Es gilt der folgende Satz von Paul Lévy.

Satz 5.14 (Lévy) Fiir die Brown’sche Bewegung gilt

P[(B), =t fiiralle t e R*] =1.
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Beweis Da (B) monoton ist, reicht es ¢t € Q7 zu betrachten, also zu zeigen, dass
P[(B), =t firalle t € Q"] =1.
Dafiir ist notwendig und hinreichend, dass
P[(B),=t] =1 firralle t € Q.
Aufgrund der Skalierungseigenschaft der Brown’schen Bewegung
(Bt)i>o = (VKB /i )i>0 fiiralle K >0

reicht es zu zeigen, dass

P[(B);=1]=1
Wir zeigen hier
2" -1
Z (Blit1)2-n — Bip-n)?"=%°1 fast sicher.
i=0

Wir betrachten also nur die Zerlegungsfolge 7, = {k2™ ",k = 0,...,2"}. Fiir allgemeinere Zerlegungs-
folgen ist das Argument etwas schwieriger.

Zunichst ist

2" 1 2" —1
E | (Bisnen — Big-n)ﬂ = > E[(B(i1)2-n — Bia-)’]
i=0 i=0
=2".27" =1.
AuBlerdem ist die Varianz
2n 1 2n—1
Val‘ Z (B(i+1)2—n - Bi2n)2‘| = Z Var[(B(i+1)2—n - BiQ—n)2]
i=0 i=0

= 2"(E[(By-)*] — E[(By-1)2?)
=2".2.272"=92.27",

Es ist also sogar

oo 2" —1
ZVaI‘ Z (B(i—‘rl)Q*" — B,L‘Qn)Q‘| =1<o0.
n=1 =0

Mit dem Borel-Cantelli Lemma folgt also das starke Gesetz der grolen Zahl

2m—1
Z (Blit1)2-n — Bijg-n)? "=3°1 fast sicher. m|
i=0

Ist ¢t — X, stetig und von endlicher quadratischer Variation (X), so konnen wir das Lebesgue-Stieltjes
Integral beziiglich (X) durch Summen approximieren.

Lemma 5.15 Fiir f:[0,00) — R stetig gilt

Jim 37 (X, = Xe)® = [ 16 ).

i<n



5.3. DAS PEADWEISE ITO-INTEGRAL 53

Beweis Wie fiir die Variation setzen wir

Hn = Z(Xty+1 - Xt;l)zfst;f

i<n
und
([0, 5]) := (X)s, s20.
Dann gilt u,, "3 v schwach, also [ f du, =3 [ f dp. O

Satz 5.16 (It6-Formel) Sei ¢ — X, stetig und von endlicher quadratischer Variation (X) sowie F :
R — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir t > O die Ito-Formel:

F(X;) — F(Xo) :/0 F'(X,)dX +%/0 F'"(X,)d({X)s, (5.1)

wobei wir das Ité-Integral definieren durch

t
A FI(XS) dXS = nlLII;OZF/(th)(Xt?+1 —tht) (52)

i<n

Beweis Wir miissen zeigen, dass der Limes in (5.2) existiert und dass (5.1) gilt. Die Existenz des Limes
gilt natiirlich nur, weil F' zweimal stetig differenzierbar ist.

Wir kiirzen ab A} := X ., — Xt;z. Die Taylor-Formel liefert

1
F(Xen ) — F(Xpn) = F'(Xi)A? + §F”(Xt7) (AM? + R, (5.3)

i+1
wobei wir das Restglied
1
R = (F"(€) = F"(Xpp) - 5(A7)?

(2

(fiir eine geeignete Zwischenstelle § € [t7', ¢} |]) wie folgt abschitzen. Da X stetig ist, ist C' := {X :
t € [0, 7]} kompakt und F”‘C gleichmiBig stetig. Zu jedem ¢ > 0 gibt es also ein § > 0 mit

|F"(Xs) — F"(Xs)| < e falls s,8" €[0,t] mit | Xs — Xo| <§.

n—oo

Da auch X gleichmiBig stetig ist auf [0,¢] und |7, — 0, gibt es (zu jedem § > 0) ein Ny, sodass

sup sup |AZ| < 6.
n>N;s i<n

Alsoistfiir n > Ns und i < n
1
IRY| < Se(AT)2,

Summieren wir nun in (5.3) {iber ¢, so erhalten wir

z_: (F(thgl) - F(Xty)) = F(X;) — F(Xo).
i=0
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n—1 n—1
Z (R < ¢ Z(Xt?H a Xt?)Q’
=0 =0

n—

—>OO(X>t<oo

da £ > 0 beliebig war, also
n—1
S IR S 0.
i=0

Weiter ist nach Lemma 5.15

n—1 +
1 n—oo 1
> 5P (Xip) AT =g 3 / F"(X)d(X)s.
i=0 0
Dabher existiert dann auch der Limes in (5.2). O

Korollar 5.17 Im klassischen Fall, wo X beschrinkte Variation hat, gilt (X) =0, also

F(X;) - F(X,) = /0 F'(X,)dX,.

Differentielle Schreibweise

1
dF(X) = F/(X)dX + F'(X)d(X)  lto-Kalkil.
Lemma 5.18 Fiir F' € C'(R) hat t — F(X,) die quadratische Variation
¢
(PEO) = [ ()2 ).

Beweis Da F’ gleichmiBig stetig ist auf kompakten Mengen, ist

sup  sup |F'(2) = F'(Xyp)] =30,
i<n mGX([t?ﬂf;ﬂA])

Also ist nach Lemma 5.15
n—1

n—1 t
Jim SP(X,) = PO = lim 3 /(X (X, = X = [ FXPA00).. 0
i=0 =0

Lemma 5.19 Sei X, = M; + A;, wobei t — Ay stetig ist mit (A) = 0. Dann ist
(X) = (M).

Beweis Es ist nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

n—1
(X = (M)] = 2 lim Zg(Mml - Myp) (A, = Ary)
n—1 n—1
< 2lim > (Mo, = Mi)? | D (A, — A )?
=0 =0
beschrinkt n2sey
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Lemma 5.20 Sei f € C'(R). Das It6-Integral M, := fot f(Xs)dX, hat die quadratische Variation
¢
a0y = [ P dx)..
0
Beweis Sei I’ = f, also F eine Stammfunktion von f. Dann ist
1t
M, = F(Xy) — F(Xo) — 5/ F(Xs)d(X)s.
0

Es hat ¢t — fot f(Xs)d(X)s beschriinkte Variation und ist stetig. Nach Lemma 5.18 und Lemma 5.19 gilt
daher

My = (POO) = [ ) ax). 0
5.4 Das Ito-Integral der Brown’schen Bewegung

Definition 5.21 Sei B eine Brown’sche Bewegung. Mit H? := H?(T) bezeichnen wir den Hilbertraum
der messbaren quadratintegrierbaren Funktionen

T
W%ijEm&ﬁm<m.

Satz 5.22 Sei B eine Brown’sche Bewegung und F = o(B) die erzeugte Filtration. Ferner sei f €
H2 N CH([0,T)). Dann ist das Ité-Integral

t
M/ ::/O f(B,) dB,

ein quadratintegrierbares F—Martingal mit

<M%=Afmww

und

wmﬁzmmmzjiwm%&

0

Beweis Sei (7,)nen eine Zerlegungsfolge von [s,¢] mit verschwindender Feinheit. Es ist

EM/ — M!|F]=E [ / t f(BT)dBMS}
-1

(5.4)
fS] |

Wir sind fertig, wenn wir rechtfertigen konnen, dass Erwartungswert und Limes vertauschbar sind. Zu dem
Zweck reicht es zu zeigen, dass das zweite Moment beschrinkt bleibt. Um zu zeigen, dass M/ quadratin-

-k Lﬂ% > 1B B, ~ By
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tegrierbar ist, Wir bemerken, dass
Var[f(By)(Byy,, — Byy)| = E[f(Biy)* (Ber,, — Biy)?]
= E[{(By)"E[(By, - By)’| P
(tiq =tV E[f(B)?],

und dass die Kovarianzen verschwinden. Nun ist nach Voraussetzung

n—1 n—1 t
Var |3 f(Bin)(Bin,, — Bir)| = > _E[f*(Bw) (t71 — t7)] =5 / fA(B,) dr < cc.
i=0 i=0 s

Wir koénnen also in (5.4) Grenzwert und Erwartungswert vertauschen und erhalten

n—1

E(M/ — M!|F] = lim STE[f(By) (Ba, - By)| |
=0

n—1
= lim Y E|f(By) E[By,, — By | Fiy] | Fs
1=0

=0

=0.
Alsoist M/ ein Martingal.

Es ist also

n—1 2
E (Z f(Bin)(Bin, | — Bt?)> = Var
=0

n—1
> f(Bi) (Biz,, — Biy)
=0

n—1

= > Var[f(Bi) (Buy, — Biy)]
=0
n—1 9

=D (th — ) E[f(By)7].
=0

Nach dem Lemma von Fatou ist also

t
B[4/ 7] < [ Elf(B)?) ds
0
Ist || flleo < 00, so gilt hier sogar Gleichheit. Um das zu zeigen, rechnen wir das vierte Moment aus. Als
Vorbereitung betrachten wir zwei unabhiingige Zufallsvariablen
Xi~Noo2,  i=1,2.
Dann ist das gemischte vierte Moment

01»20?, falls i # j,

E[X?X7] =
307,  falls i =j.

Fiir 7 < j ist (Bt;l+1 — Bt?) unabhiingig von Fi», also
E[(Biy) (Bu,, — By)f(Biy) (Buy,, —By)”|

- E[f(Bi;L) (Bt?ﬁ—l o Bt?) f(Bi_?)?)} E[(Bt_ﬁ—l - Bt")g} =0
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Analog verschwinden auch die anderen gemischten Terme und wir erhalten

n—1 4 n—1
’ (Z F(Biy) (B, - Bt?)) = >0 E|P(Ba) (B ) (B, — Bu)*(Bey,, — By’
i=0 ,5=1
n—1
<3Ifll% D (i — )ty — 1)
ij—1
=3 fl% .

Da die vierten Momente beschrinkt sind, folgt die Konvergenz der zweiten Momente aus der fast sicheren
Konvergenz. Wir erhalten also

n—1 2 n—1 2
E | lim <z; F(Bey)(Buy,, — Btﬂ) B (Z FBer) (B, — Btﬂ)

- / E[f*(B.)] dB..

Ist nun f nicht beschrinkt, so existiert eine approximierende Folge (fn)nen in H2 N CL([0,7]) mit
N— 00

/3 lloe < N und ||f — fnllaz — 0.Wegen M7 = M7=F~ 4 M/~ ist mit der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung

LM )?] — EI(M{™)2)| = |2B[M] I~ Mf] + E[(f ~)?)
< o\E[(M/ I PIBIOMY ) + B[] )2
= 2 /1 — vl 113 + 1 = Fvlee
N8,
Speziell ist also
E[(M)?) = lim E[(M/)?] = lim |Ifnl3e = I 0

Korollar 5.23 Ist F € C*(R) und fOTE[F’(BS)Q] ds < oo, dann ist

(F(Bt) — F(Bo) — ;/Ot FU(BS)dS)te[O,T]

ein quadratintegrierbares Martingal.

Beispiel 5.24 F(z) = 22. Dann ist
(Bf = t)izo
ein Martingal.

Bemerkung 5.25 Man kann zeigen, dass das Ergebnis von Satz 5.22 auch fiir nur messbares f mit || |2 <
oo gilt. Ist ndmlich M?2([0,T]) der Vektorraum der stetigen quadratintegrierbaren Martingale mit stetiger
quadratischer Variation und mit der Norm ||M||; = \/E[MZ], dann ist nach dem Gezeigten

I: HX(T)nC([0,1]) — M>([0,T])

T (5.5)
7 H/O f(B.) dB.,
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eine Isometrie. D.h.

IL(A)l2 = 1 fll2- (5.6)

Da H2(T) N C*([0,1]) € H2(T) dicht liegt beziiglich || - ||z, kann man I eindeutig zu einer Isometrie
I:H?(T) — M?([0,T)) fortsetzen.

Jetzt hat man eine groflere Klasse von integrierbaren Funktionen. Als Preis hat man bezahlt, dass man das
Integral nicht mehr fiir jede einzelne Realisierung von B angeben kann.

Beispiel 5.26 Sei f(x) = sign(z) = 219 oc)(z) — 1. Dann ist M/ = fg f(Bs)dBs ein stetiges qua-
dratintegrierbares Martingal mit (M), = ¢. Wir werden spiter sehen, dass hieraus schon folgt, dass M7
eine Brown’sche Bewegung ist.

Der Satz 5.22 ldsst sich ohne weiteres auf stetige quadratintegrierbare Martingale (X;)yc[o,7) mit stetiger
quadratischer Variation (X) iibertragen. Wir geben hier nur ohne Beweis das Ergebnis an.

Satz 5.27 Sei f € CY(R) mit E[fOT f2(Xy) d(X)] < oo. Dann ist

t
M/ r=/ F(X,)dX, (5.7)
0

ein stetiges qudratintegrierbares Martingal mit

t
an = [P
0
Ist f differenzierbar und F eine Stammfunktion von f, so ist

M = F(X)=F(X0) - 5 [ P/ d(x)..

Durch eine Variante der Isometrie (5.5) ldsst sich (5.7) auf messbare f mit E[fOT F2(X) d(X)] < o0
fortsetzen.

Korollar 5.28 Sei X wie oben. Dann ist E[(X; — X0)?] = E[(X)].

Beweis Sei F(z) = z2. Dann ist

E[(X; — Xo)’] = E[X} - X{]

Korollar 5.29 Ist X ein stetiges Martingal mit (X) =0, so ist X; = X,.

Beweis Sei oy := inf{t > 0 : |X;| > N}. Nach dem Optional Sampling Theorem ist XV ein
quadratintegrierbares Martingal und (X°V); = (X),, ¢ Nach Korollar 5.29 ist X, : = Xo. Wegen
on 1T oo giltauch X; = Xj. O
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Korollar 5.30 Sei g € H> N C*(R) und

t
X, = / o(B.) dB..
0
Dann ist

F(X:) — F(Xo) = /0 F'(X,)g(Bs)dBs + %/O F"(X,)g*(B,) dBs.

Beweis Klar, weil d(X); = g(B;) dt. O

Bemerkung 5.31 Hat man fg f(Xs)dX, etabliert, sieht man, dass man fiir die Martingaleigenschaft des
Integrals nur braucht, dass f(Ss) Fs—messbar ist, nicht aber, dass der Integrand nur von X, abhingt. Man

erhilt also fiir jeden adaptierten RCLL Prozess H mit E[ fOT HZ2d(X),] < oo das Itd-Integral

S

t
(H.X); = / H,dX,. (5.8)
0

als quadratintegrierbares Martingal mit

t
(HX); = / H2d(X)s. (5.9)
0

5.5 Mehrdimensionale Ito-Formel
Im folgenden: X,Y : [0.7] — R stetig mit stetiger quadratischer Variation (X) und (V).

Definition 5.32 Die quadratische Kovariation wird definiert als
(X,Y); := RILII;OZ (Xt;;l — Xum) (Y;s;grl —Yin),
<n
sofern der Limes existiert.

Lemma 5.33 (Polarisation) (X,Y) existiert genau dann, wenn (X +Y') existiert. Es gilt dann die Pola-
risationsformel

(X,Y) = S((X+Y) —(X) — (V).

N | =

Speziell ist, falls (Y) =0, auch (X,Y) =0.
Beweis Ubung! ]

Lemma 5.34 (X,Y") ist von endlicher Variation, und es gilt

< VLX) (Y )

oy
-

[0,t]
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Beweis Nach der Definitionsgleichung gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung

n—1 n—1
(X,Y)e < hgisolip (Xfy+1 - Xt;”)2 (Yt;b+1 - Yt?)z
i=0 i=0
= V(X)) ()
Alsoistfir n € N und 0 = t% <t} <th =t
n—1
S IX V), — (X V)l < Z VX, = (X0n) (M, — (V)
i=0
n—1 n—1
=\ 2 (X, = X0 )y [ D2 (Ve = (Vi)
i=0 =0
= V(X)) (V) |

Beispiel 5.35 Sind B! und B? zwei unabhingige Brown’sche Bewegungen, so ist (B!, B?) = 0 fast
sicher.

Klar, denn B := /1/2 (B! + B?) ist eine Brown’sche Bewegung. Also ist (B + B?); = 2(B); = 2t.
Es folgt (B!, B?) = 3(2t —t —t) = 0.

Seinun X := (X!,..., X%):[0,00) — RY stetig mit stetigen (X*, X!), k,l=1,...,d.

Satz 5.36 (Mehrdimensionale Ito-Formel) Ist F' € C?(R%), so gilt

d

t 1 t 82F
F(X;) - F(Xy) = VF(X,),dX, - X)) d(X*F xh,, 5.10
() - F(x) = [ (9P >+2/0k;18xkaxl<>< e G10)
wobei das mehrdimensionale It6-Integral definiert ist durch
t n—1
/0 (VF(X,),dX,) = lim Z()(VF(th) (Xin, — Xim).
1=
Ferner ist
t
VF,dX,) o) dXk. 5.11
X z / (X G.11)
Beweis Wie fiir die eindimensionale It6-Formel. Der Zusatz (5.11) folgt mit der Taylor Formel. O

Korollar 5.37 (Produktregel)

t t
XY = XoYp +/ Y, dX, + / X, dY, + (X,Y),.
0 0

Beweis Itd-Formel mit F'(z,y) = xy. a
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Korollar 5.38 Sei F' € C%(R?) und X : [0,00) — R stetig mit (X stetig. Dann gilt
¢
1
F (00 = FO0) + [ R0 (00X, + [ Qo+ BE) (X, (X).)d0X)..
0

Beweis Setze X := (X;, (X);) und wende die Itd-Formel an. a

Satz 5.39 (Fubini fiir Ito-Integrale) Sei X stetig mit stetiger quadratischer Variation (X). Sei g :
[0,00)2 — R stetig mit stetiger Ableitung in der zweiten Koordinate Ozg. Dann gilt

[ ([ ownan)ax. = [ ([ stwoax.) 612

Beweis G(t,v) := [} g(u,v) du hatendliche Variation und stetige Ableitung 8>G(t,v) = [ dag(u,v) du.
Daher ist (G(t ) X) = 0. Nach der Produktformel gilt daher

/Os (/Otg(u,v)du> ix, /OSG(t,v)dX

G(t, )X, — G(t,0) X — / X,0,G(t, v) do.
0

Da v +— X, und v — 0ag(s,v) stetig sind, vertauschen die Integrale

/va (tvdv—/ </xazgw )du.

So erhalten wir (wieder mit der Produktformel)

/0 TGt v)dX, = Gt $) X, — Gt 0)Xo — /O t ( /0 " Oagl, )X, dv) "

= G(t,5)X, — G(t,0) X0 + /Ot (/Osg(u, v) dXv) du
-/ " (9, )X, — g(u,0)Xo) du

_ /Ot (/Osg(u,v) dXU> du. 0

Korollar 540 Seien X und g wie oben. Mit dem selben Beweis erhdilt man auch

/OS (/ng(u, v) dU> dX, = /0 (/:g(u, v) dXQ,) du. (5.13)

Korollar 5.41 Ist f € C%([0,00)?) und Y, := fo f(t,v)dX,, dann ist

Y,-Y, = / f(v,v)dX, —l—/ </0T81f(7',v)dXv) dr, (5.14)

t

oder formal

dY, = f(t,t)dX, + < 81f(t,v)dXv> dt. (5.15)

0
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Beweis Nach dem Korollar 5.40 ist

/: (/Oralf(r,v)xv) dr:/o (/s;alf(r,v)dr> X

-/ () = FsV 0,0) dX,
= v)dX, — ’ s,v)dX, — t c,v)dX, .
/Oﬂt,)X /Of( ) dX /Sf( ) dX (5.16)

t
=Yt—YS—/ f(v,0)dX.. =
S

Martingaltransformierte

Wie in Abschnitt 5.4 kénnen wir Martingaltransformierte definieren. Seien X', ..., X¢ stetige quadratin-
tegrierbare Martingal mit stetigen (X%, X!), k.l =1,...,d. Sei F € C?(R¥*!) mit

d T
E Z/ OLF (X, s) - O F(Xs,s)d(X* X1, | < occ.
k=170

Wir setzen f(z,t) = f(2!,...,2%t) = V. F(z,t) := (01, ...,04)F(x,1).

Satz 5.42 Unter den angegebenen Bedingungen ist

t
M/ ::/ (X, s)dX,
0

ein stetiges quadratintegrierbares Martingal mit

d t
(M) =" / OF (X, s) - O F(Xs,s)d(X* X1,
k=170

Weiter ist

1 [t
Mtf = F(Xt,t) — F(Xo,O) — 5/ Z 8k81F(X8,3) d<Xk’Xl>S
0 k=1

t
f/ 0sF (X5, s) ds.
0
Korollar 5.43 Sind B',..., B unabhingige Brown’sche Bewegungen und B = (B, ..., B%), so ist
t t 1
F(By,t) — F(By,0) = / V.F(Bs,s)dBs + / <2AmF+6‘sF> (Bs, s) ds.
0 0

(Hierist: Ay = 03 + ...+ 33.)

Beispiel 5.44 Ist F(z,t) = exp(oz — 50°t), so ist

1
§@F+@qu
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Also ist
1
M; = exp <0’Bt — 20215)

ein quadratintegrierbares Martingal mit
t t
(M) = / (0.F (Bs,5))*ds = 02/ M? ds.
0 0
Beispiel 5.45 Sei B eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung. Ferner sei R > 0 und = € R? mit
r = ||z|| < R. Wir interessieren uns fiir die Stoppzeit
TR := inf{t : || By + z|| > R}.

Wie groB ist E[7g]? Nach der Ito6-Formel ist
t
| B; + |2 —d~t:2/ (Bs 4 z) dB,
0

ein Martingal. Fiir jedes IV € N ist 7, AN eine beschrinkte Stoppzeit. Daher liefert das Optional Stopping
Theorem, dass
E[|Broan + 2|* — 7o A N] = E[| By + z]|*] = r*.
Also ist
E[rg] = lim E[rg AN]—7*= lim E[||Byan +|> —r* = R* —r?.
N—oc0 N —oc0

Beispiel 5.46 Sei B eine Brown’sche Bewegung, b > 0 und
To = Tlb,00) = inf {t >0: By > b}

die F-Stoppzeit des ersten Passierens von b. Es gilt 7, < oo fast sicher.
Fiir jedes A > 0 ist nach Beispiel 5.44 (mit o = v 2\)

M} = exp (\/ﬁBt—)\t), t>0,

ein F—Martingal. Daher ist nach dem Optional Stopping Theorem fiir n € N

E[M}

To AN

| =E[M}] = 1.

Klarist Br,pn < b,also 0 < M2, < eV2b Wegen 7, An "=3° 7, folgt

v /AT

MY, M =exp (\/ 20\b — )\Tb) fast sicher.

)

Also auch U
1= lim E[M,,] = E[M}] = eV P Ele™ "]
Wir erhalten
E[e ] = V2t X >0. (5.17)

Daraus kann man ableiten (hier ohne Beweis)

Plr, € dt] =

bZ
exp (—> dt, t> 0. (5.18)
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5.6 Lokalzeit und Tanaka-Formel

Dieser Abschnitt kommt ohne Beweis und ist nur als Ausblick gedacht.

Sei B eine Brown’sche Bewegung.
Definition 5.47 Ein stochastisches Feld (L}, t > 0, a € R) heifpit Lokalzeit von B, falls

o (t,a) — LY ist stetig (fast sicher)

c t
/ L? da = / 1[17,0] (Bg) dS
b 0

Satz 5.48 Die Lokalzeit der Brown’schen Bewegung existiert.

e Fiir b < c ist fast sicher

Wir sagen, dass B in (a,t) eine Aufkreuzung der Hohe A hat, falls

] Bt:a

e ds>t: Bs=a+h, B, >a Vrelt,s].

Wir schreiben
N{" = #{s <t: B hat Aufkreuzung der Hohe h in (a,s)}

Satz 5.49 (Lévy) Fiiralle a € R und t > 0 gilt

1
1 =lim oo [ LB s (5.19)
.1t
— glﬁ})g i Lig,ate)(Bs)ds (5.20)
4
= lim — N/ ™% (.21
e—0 ¢
2
= lim ~N/*° (5.22)
e—0 ¢

Wir konnen jetzt die Ito-Formel verallgemeinern auf konvexe (statt C?) Funktionen. Wir geben das hier
nur fiir die Betragsfunktion an.

Satz 5.50 (Tanaka Formel) Fiir a € R gilt

t

|B; — al = |a —|—/ sign(Bs — a) dBs + Ly, (5.23)
0
t
1
(B; —a)t =a~ —|—/ 1ia,00)(Bs) dBs + 5[;? (5.24)
0

Beweis (5.24) folgt aus (5.23) wegen

(Bi— o) = 5((Bi— )+ 1B —al)
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und
(1 + sign(B, — a))

DO =

1[a,00)(BS) =
mit der trivialen Formel .
By —a = —a+/ dB;.
0
Fiir (5.23) approximieren wir f : x — |z — a| durch

T — a, falls © —a > ¢,
feix a—z, falls * —a < —¢

((z —a)? +%)/(2e), falls | —a| <e.

Dann gilt ||f — felloo = 0, € = 0, also f.(B) — |B; — al, € — 0. Nunist aber f'(z) = sign(z — a),
xz # a,und || fL— f'|lgz = 0, € = 0, weil sup.~ [|f/]|oc =1 und fl(z) — sign(z—a), ¢ = 0, z # a.
Da das Ito-Integral iiber die Isometrie definiert ist, gilt

tfs(Bs)st— tSlgn( s —a)dB,
0 0

Entlang einer geeigneten Teilfolge ¢, | O gilt dann auch fast sichere Konvergenz und wir erhalten

2
— 0 fir e — 0.

|Bt — (l‘ = hm fEn(Bt)
n— oo

lim. [fg /f )dB, + /f }

\a|+/ sign(Bs —a)dBs + lim —/ Lia—c, aten)(Bs)ds
0

n—oo 2¢ 0

t
|al +/ sign(Bs — a) dBs + L. O
0

5.7 Lokale Martingale

Sei T =[0,T], falls T < oo, und T = [0, 00), falls T' = co.

Definition 5.51 (Lokales Martingal) Ein adaptierter RCLL Prozess (Xi)icr heifit lokales Martingal,
falls es Stoppzeiten gibt Tn T1, N — o0, fast sicher, und

X™ = (Xryat)teT

ist ein Martingal fiir jedes N € N. Eine solche Folge (™) heift lokalisierende Folge fiir X. Der Raum
der (stetigen) lokalen Martingale mit stetiger quadratischer Variation wird mit Mo (Moc,c) bezeichnet.

Beispiel 5.52 (i) Jedes RCLL Martingal ist ein lokales Martingal nach dem Optional Sampling Theo-
rem.

(i1) Ist X ein lokales Martingal und 7 eine Stoppzeit, so ist auch X7 ein lokales Martingal. Ist zudem
E[|X;]] < co0,s0ist X7 sogar ein Martingal.
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Beispiel 5.53 Sei X ein stetiges lokales Martingal und
on i=inf{t € T:|X;| > n}.

Dann ist fiir jedes n X °~ ein beschrinktes stetiges Martingal, denn

N— .
XOonATN TS0 xon fast sicher

und wegen | X7"""N| < n fiir alle s, N konvergieren auch alle bedingten Erwartungen.

Beispiel 5.54 Ist X ein stetiges Martingal mit stetiger quadratischer Variation (X), soist X2 — (X) ein
lokales Martingal, aber im Allgemeinen kein Martingal.

Beispiel 5.55 Ist X € M, und 7y :=inf{¢t > 0: (X), > N}, dannist X"~ ein quadratintegrierba-
res Martingal, denn

E[(X/¥)?] = E[X] ] = E[(X)ryn] < N
Beispiel 5.56 Sei A > 0 und B eine Brown’sche Bewegung. Dann ist
t
M; = exp(AB?) — / (A +2X\*B?) exp(AB?) ds
0
ein lokales Martingal, aber kein Martingal. Nach der (pfadweisen) It6-Formel ist ndmlich
t
M; = 1+ / 2B, exp(\B?) dB,.
0
Mithin ist fir 7y := inf{¢: |B,| > N}
TNAL
MY = 1+ / 2\B, exp(AB?) dBs.
0

Klar ist dann der Integrand beschrinkt, also M ™ ein Martingal. Andererseits ist

2 1 > 2 2
E[e?P] = t/ A e 2y = oo,
T J -0

oz

falls 2t\ > 1. Alsoist M kein Martingal.

Lemma 5.57 Ist X € Mo sowie f: R2 — R stetig, dann ist das It6-Integral
M = /Otf(Xs,s> X,
in Migee mit (MF), = [ f2(X, 8) d(X)s.
Beweis Fiir jede Stoppzeit 7 gilt
i =l =[xz ax:.

Speziell fiir o, = inf{t : |X;| > n} ist X7 quadratintegrierbar und Sup,c(_, ., sejo,¢ |f (2, 8)| < 0.
Also ist nach Satz 5.27 (M/)? ein stetiges Martingal, also M7/ € M, .

Die Formel fiir die quadratische Variation gilt zunichst fiir (A7)~ und dann als monotoner Limes auch
fiir M/, ad
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Bemerkung 5.58 Sei
. T
H = {Hist adaptiert und RCLL mit / Hy(w)2d(X), < oo, f.s.}.
0

In Bemerkung 5.31 hatten wir das Itd-Integral (H.X) definiert, in dem Fall, wo X ein quadratintegrierbar
Martingal ist und E[fOT H2d(X)s] < oo. Durch Lokalisieren mit o, = inf{t : |X;| + fot H2d(X), >
n} erhalten wir sogar: Ist X € M, und H € f], so ist das Ito-Integral (H.X); = fot H,dX,
wohldefiniert und in Mo, mit (H.X), = [y H2 d(X)s.

Wir kommen jetzt zu einer Charakterisierung der Brown’schen Bewegung als lokales Martingal mit einer
gewissen quadratischen Variation.

Satz 5.59 (Lévy’sche Charakterisierung der Brown’schen Bewegung) Sei X € M;,. . mit Xy = 0.
Dann sind dquivalent

(i) (X2 —t)ier ist ein lokales Martingal,

(ii) (X); =t fiir alle t,

(iii) X ist eine Brown’sche Bewegung.

Beweis (iii) = (i) ist klar.
(i) = (ii): Nach der Produktregel (Korollar 5.37) ist

t
X2 - (X), = 2/ X, dX,
0

ein lokales Martingal. Nach der Voraussetzung (i) ist dann auch ({X); — t);cT ein lokales Martingal. Ist
(7,,) eine lokalisierende Folge, so ist ((X); — ¢),, A: ein stetiges Martingal von beschrinkter Variation.
Nach Korollar 5.29 ist ({(X): — t)-, r+ = 0, also nach Grenziibergang n — oo auch (X); =t.

(i) = (iii) Fiir eine Zufallsvariable Y auf R ist dquivalent (mit ¢ = y/—1)
E[ei)\Y] — 67(02/2)/\2, ) ER, — Y ~ Ny 2.
Es reicht daher zu zeigen, dass fiir A € F, (wobei F = o(X) die erzeugte Filtration ist)

pan(t) = BeME X0 1,] = PlA] e (7072,

Anwenden der It6-Formel auf Real- und Imaginirteil ergibt (wobei nach Voraussetzung d(X "), = d(r A

Un))
t tNo,
; on 1 an . ) In 3
ez)\Xt _ ez)\XS — / Z)\ez)\XT dX;T" i / (_)\262)\Xr) dr.
s s

2 NOp,
Es folgt
E[eMX =X F] —1

t
= E |:/ Z’)\eik(X'gn_X:n) dX:'n

S

1 tAo, )
}"8} N [/ €A X g | }'S] :
2 SAOp,
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Der erste Summand verschwindet, da das Integral ein Martingal ist. Im zweiten Summanden ist der Inte-
grand beschriankt und konvergiert fast sicher. Es folgt

E[ei/\(Xt—XS)

1 L
Fl-1= - NE [/ eNE =X g | Fy |
Ist A € Fg, so liefert der Satz von Fubini
Yax(t) —pan(s) = E[ei’\(x‘fxs) 14] — P[4]

t
%V / E[eM X=X 1] dr

1 t
= —5)\2/ LPA7/\(7') dT.

Das heifit ¢4, ist die Losung des linearen Anfangswertproblems

panx(s) = P[4]
d 1
—oan(t) = =5 pan(t).
dt@A,/\( ) 5 wax(t)
Die eindeutige Losung ist 4. (t) = P[A] e (t=)/2, o
Korollar 5.60 Ein Prozess X = (X',..., X 4) ist genau dann eine d—dimensionale Brown’sche Bewe-

gung (d.h. X',..., X% sind unabhiingige Brown’sche Bewegungen), wenn

(i) X' ..., X" € Mipee
(ii) (X', X7) =1pipt.
Beweis ,,— “ ist klar nach Beispiel 5.35.

,,<=* Nach dem vorangehenden Satz ist jedes X' eine Brown’sche Bewegung. Wir miissen zeigen, dass
X' ..., X? unabhingig sind. Nun ist fiir jedes \ € R?

1
YVi=—) \X
Pk 2
ein lokales Martingal mit quadratischer Variation

V) = — ST X, = S N =
A3 4 1Al

Also ist Y eine Brown’sche Bewegung. Speziell ist aber damit fiir alle ¢ > s der Vektor X; — X eine
GauB—Verteilung auf R¢ mit Kovarianzmatrix (¢ — s)I, wo I die Einheitsmatrix ist. Unkorrelierte GauB—
Zufallsvariablen sind aber unabhingig. O

5.8 Der Ito’sche Martingaldarstellungssatz

Der 1t6’sche Darstellungssatz wird uns spéter die Vollstdndigkeit von Mirkten liefern.

Sei B eine Brown’sche Bewegung und F = o(B) die erzeugte Filtration.
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Satz 5.61 (Darstellungssatz) Ist M ein quadratintegrierbares F-Martingal, dann ist
t
M, :M0+/ H, dBs
0

fiir einen messbaren adaptierten Prozess H mit fg E[H?]ds < oo fiir alle t > 0.

Speziell ist jedes lokale F—Martingal stetig.

Beweis Wir skizzieren hier nur den Beweis. Der Ablauf ist Zhnlich wie der Beweis von Satz 3.25. O.E. sei
My = 0.

1. Schritt Sei

t
L= {H.B : / E[H?]ds < oo fiiralle ¢t > 0}.
0

Durch orthogonale Projektion auf L zerlegt man M in ein stochastisches Integral und einen senk-

rechten Anteil
M =HDB+N (Kunita—Watanabe Zerlegung)

wobei N € Lt, dh. E[Ny(H.B),] =0 fiiralle ¢, H.
2. Schritt Durch Lokalisieren erreicht man || N < oo.

3. Schritt Fir 0 < e < W definiert man ein Wahrscheinlichkeitsma @) auf (£, F) durch

QA =EP[(1+eNy)1a], Ac€F.

Nach Konstruktion ist Q|}_ ~P fiir alle t.

|7
4. Schritt Zeige: B istein (Q,F)-Martingal: Fiir ¢t > s, A € F, und H, := 141} »)(7) ist
E?[(B; — By)14] = E°[(H.B)/]

= E[(1+eN;)(H.B)4]

= E[(H.B);] +¢E[N, (H.B),]

= 0.

Also ist E[B; — B,|F,] = 0 und damit B ein (Q,F)-Martingal.

5. Schritt Wegen (B); = t (-fast sicher ist dann B eine Brown’sche Bewegung unter Q@ (Lévy Cha-

rakterisierung).
Also stimmen die endlich-dimensionale Randverteilungen von @ und P {iiberein. Damit ist P = )
und N = 0. |

5.9 Stochastische Differentialgleichungen

Seien m,n € N und M (m,n) der Vektorraum der m x n Matrizen mit Norm

IAl' = /Sp(AAT) =
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Es seien zwei messbare Abbildungen
o :R™ x [0,T] = M(m,n)
und
b:=R™x[0,T] - R™

gegeben, sowie unabhiingige Brown’sche Bewegungen B!,..., B™. Wir schreiben B = (Bl,..., B")
und nehmen an, dass F = o(B) die erzeugte Filtration ist.

Definition 5.62 Ein adaptierter stetiger Prozess X mit Werten in R™ heifst (starke) Losung der stocha-
stischen Differentialgleichung
dXy = b(X, t)dt + o(Xy,t) dB; (5.25)

mit Anfangswert Xo = x, falls fiir alle t € T

t t
X, =z +/ b(Xs,s)ds + / 0(Xs, s) dBs, (5.26)
0 0

wobei wir annehmen, dass die Integrale existieren. X heifit auch Diffusionsprozess mit Drift b und Dif-
Sfusionskoeffizient o.

Ziel dieses Abschnittes ist es, unter gewissen Regularititsannahmen an b und o Existenz und Eindeu-
tigkeit von Losungen zu zeigen. Schon aus der Theorie der klassischen (deterministischen) DGLen ist
bekannt, dass die Existenz von Losungen schwichere Bedingungen erfordert als die Eindeutigkeit, die im
Allgemeinen Lipschitz-Bedingungen benotigt. Wir werden hier nur unter der starken Annahme der Lip-
schitzstetigkeit von b und o nachweisen, dass es eine eindeutige starke Losung von (5.25) gibt.

Als Hilfsmittel brauchen wir ein Lemma.

Lemma 5.63 (Gronwall) Seien f,g:[0,7] — R integrierbar und C > 0 so, dass

x

f@) < o) +C | J@d,  welnT) (5.27)

Dann ist

f(x) < Ge©®
Beweis Seien i
F(z)= [ f(t)dt wund h(z)=F(z)e °®
Dann ist . i
S-h(z) = flx)e=C" — CF(z)e ©"

Integration liefert

Einsetzen in (5.27) liefert

f@) < gl@)+CF(x) < gla) + C / " () €0 gy, 0



5.9. STOCHASTISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 71

Satz 5.64 Seien b und o Lipschitz-stetig in der ersten Koordinate. Das heifst, es existiere eine Konstante
K > 0 mit

lo(z,t) — oz, )| + ||b(x,t) — b(z',t)|| < K|z — 2’|, Vx,2’ € R™, teT. (5.28)

Ferner gelte die Wachstumsbedingung
lo(, )] + b, > < K2A + «|*),  zeR™ teT. (5.29)

Dann existiert fiir jeden Anfangswert x € R™ eine starke Losung X der SDGL (5.26). Diese Losung ist
eindeutig.

Beweis Ohne Einschriankung sei 7' < oo.
Wir zeigen zunichst die Eindeutigkeit der Losung. Seien X, X’ Losungen von (5.26). Dann ist

Xy — X, = /O(b(XS,s)—b(X;,s))ds—&—/O(U(X&s)—U(Xg,s))st.

Daher ist

2 2

/0 (0(Xs,s) —o(X.,s))dBs

1%, - X)P < 2”/ (X, 5)) ds

+2)

Wegen (BY, BY) =0, i # j, erhalten wir in Erwartung

|

Mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir den ersten Summanden erhalten wir so

2

/(U(Xs,s)—a(xg,s))st = / E[|lo(X,,s) — o(X],9)|]%] ds
0 0

Bl - X7 < 2 [ B SIP] ds

2 / [l (X, 5) — (X2, )2 ds

Schreiben wir f(t) = E[|| X; — X/||?] und C := 2(T + 1)K?, so erhalten wir

< O/Otf(s)ds

Gronwalls Lemma (mit g = 0) liefert daher f = 0.

Existenz
Wir wenden eine Variante des klassischen Picard’schen Iterationsverfahrens an. Fiir jedes N € N definie-
ren wir iterativ einen Prozess X durch

XY =x

und
t t
xN ;:x—i—/ b(XN1s) ds+/ o(XN™!,s)dB, (5.30)
0 0
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Wegen der Wachstumsbedingung (5.29) kann man sukzessive zeigen:

T T
/ E[|X|*dt < 2(T+1)K? <T+/ E[| X7 dt)

< T+ KN (1+||z]?) < oo fiir N eN.
Also ist in jedem Schritt das Itd-Integral wohldefiniert.

Wir betrachten nun die Differenzen

t t
XN XN = /0 (U(XS{V,S)—J(Xé\[*l?s))dBS—}—/O (XN, s) = b(XN1,5)) ds.

=:1; =:J¢

Wir benutzen die Doob’sche L?~Ungleichung fiir das nichtnegative Submartingal (||7;|?):er (siehe Satz 2.43)
und die Isometrie und erhalten

E [sup ||fs|2}
s<t

IN

E[||I¢|]

4EU o(XY,5) — o (XN, 8)|* ds (5.31)

< ar [T X2 as
0

Fiir den zweiten Term bekommen wir mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung

A t/ [, ) = XN 9)| | ds
Also ist +
E[sup||Js||2] < tE[/ Hb(XSN,s)—b(XsN‘l,s)H2d5]
s<t ot (5.32)
<er? [E[XY - XY as
0
Setzen wir

AN(t) .= E [sup | XN — XSN_1||2] ,
s<t
so erhalten wirmit C' := 2K2(4+T) vV 2(T + 1)K*(1 + ||z||?)

t
ANTL(t) < C’/ AN(s)ds fir N > 1
0

und
Alt) < Qt/ |b(z, s)||* ds + 2/ llo(z,s)|]? ds
< 2T +1) K*(1+ ||2]?)
< Ct.
nach der Wachstumsvoraussetzung (5.29). Per Induktion zeigt man dann
HN
AN(t) < (O>

- N!
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Es folgt mit der Markov-Ungleichung

oo

IN

P [sup X2~ XX > 2]
N=1 Lsst

IN

Nach dem Borel-Cantelli Lemma ist

P {sup (XN — XN=1)2 > 27 fiir nur endlich viele N] =1.
s<t

Mithin ist fast sicher (X”)xyen eine Cauchy-Folge in dem Banachraum (C([0,7]), | - [|oo)- Also kon-
vergiert X7 fast sicher gleichmiBig gegen ein X. GleichmiBige Konvergenz impliziert Konvergenz der
Integrale, also ist X eine starke Losung von (5.26). O

Beispiel 5.65 (Ornstein—Uhlenbeck Prozess)
Seien m =n =1 und C,o > 0 sowie

dXt = —OXt dt+O'dBt, XO = XT.
Dann existiert eine eindeutige starke Losung. In diesem Fall kann man sie sogar ausrechnen

t
X, =e %o+ / €Y dB,.
0

Denn:

dX;

t
—Ce “rdt — <C’/ eC(St)crst) dt + o dB,
0

= *CXt dt + O'dBt.
X heiit Ornstein—-Uhlenbeck Prozess.

Beispiel 5.66 0 >0, p € R
dX; = 0X;dB; + pX.dt, Xo=1
Nach dem Satz existiert eine eindeutige starke Losung. Man kann sie sogar explizit ausrechnen:
X¢ =exp (0B, + (u— 0?/2)t).

Denn nach der It6-Formel ist

dXy

o? 1,

= O'XtdBt + ,Udt

X hei3it geometrische Brown’sche Bewegung.

Satz 5.67 (Markoveigenschaft der Losungen) Seien o, b und X wie in Satz 5.64. Dann ist X ein Mar-
kovprozess.
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Beweis Sei FX = o(X) die von X erzeugte Filtration. Fiir s > 0 und y € R™ bezeichne X =
(X7®)i>s die starke Losung des AWP

XVS =y, dXP® = b(XVC,t)dt + o(XP*,t)dB,.
Klar ist dann X = X%0 und X; = X;**** fiir ¢ > s. Insbesondere ist fiir f € C,(R™) und ¢ > s
E[f(X)|FS] = E[f(X{)|F] = E[f(X7)]X,].

Also hat X die Markoveigenschaft. o

5.10 Die Girsanov Transformation

Fiir die Finanzmathematik ist es wichtig, ein zum urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsmall P &quivalentes
Wahrscheinlichkeitsmall P ~ P zu finden, sodass die Preisprozesse Martingale sind. Bei den diskreten
Modellen konnte man dieses Maf} elementar herstellen. Fiir die kontinuierlichen Modelle braucht man dazu
die so genannte Girsanov Transformation.

Mittelfristiges Ziel: B, == B, — ut durch MaBwechsel zu einer Brown’schen Bewegung beziiglich P zu
machen.

Zunichst wollen wir die Grundidee an einem elementaren Beispiel erldutern.
Beispiel 5.68 Seien X7,...,X,, unabhingig und N ;—verteilt auf dem W-Raum (2, 7, P). Schreibe:
X =(X1,...,X,).Sei p=(p1,...,pn) € R". Wirsetzen X; := X; — p;.

Wir definieren eine Zufallsvariable Z durch

z = (4 X) = 3ul?).

Dannist Z > 0 und

E[Z] = HE[@’“XF“?N} = 1.

i=1
Wir definieren ein neues W-MaB P durch

P[A] = E[Z1,4] fir Aec F.
Mit anderen Worten, es ist P ~ P mit Dichte

dP
=2z
dpP

Dann ist also

P[X e dz]

1 . z+ pl]?
exp () = gl ) 2m) 2 exp (<15 o

1 €T 2 2
= m 2 ewp (o) + Il ) exo (<155 oy - 20 0

= P[X € dx].

Das heiBt: unter P sind ()A(: Tyeeo, )Z'n) unabhingig und Ny ;-verteilt.
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Diffusionen

Sei T < o fest. Sei B = (B, .. -,Bg)te[o,T] eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung und F =
o(B) die erzeugte Filtration und F = Fr. Seien (Gi)te[o’ﬂ, 1 =1,...,d, F-adaptierte RCLL Prozesse
(i.A. reicht: adaptiert und (w,t) — 6}(w) ist F ® B-messbar) mit

T
P / (0)*dt <oco| =1 fir i=1,...,d. (5.33)
0

Dann ist das It6-Integral

t
M} = / 6! dB! (5.34)
0

wohldefiniert (iiber die Isometrie) und ist in M, . mit quadratischer Variation (M*); = f(f (09)2 ds.
Ebenso ist M := Y% M in My, mit

t
any = [ 6. ds. (535)
0
Wir setzen )

Zt = exp (Mt — 2<M>t> . (536)

Nach der It6-Formel ist .
Zy=1 —|—/ ZsdMs. (5.37)

0

Alsoist Z € Mjoec und Zy = 1.

Wir geben hier ohne Beweis ein Kriterium dafiir an, dass Z sogar ein Martingal ist.

Proposition 5.69 (Novikov Bedingung) 7 ist ein Martingal, falls

E {exp <;<M>T>} < o0. (5.38)

Istnun Z ein Martingal, dann definieren wir ein neues W-Maf3 P ~ P durch

P[A] =E[Zp14] fir Ae F.

Satz 5.70 (Girsanov Transformation) Ist Z ein Martingal, dann ist der durch
By = B} — / 0.ds fir i=1,...,d
0

definierte Prozess B= (gtl, e Eg)te[O,T] eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung auf (Q, F, 15, F)

Wir beginnen mit zwei Lemmas zur Vorbereitung auf den Beweis des Satzes.

Lemma 5.71 Seien 0 < s <t <T und Y eine Fy—messbare Zufallsvariable mit E[|Y|] < co. Ist Z ein
Martingal, dann ist

E[Y|F,] = ZLE[YZJ}'S] P—fs. und Pfs.

S
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Beweis Es ist
E[YZ,|F) = E[E[Zr|F]|Fs] = E[Y Zr|Fs).
Also ist fiir A € F;
E[14Z]'E[Y Z|F]] = E[1aZ; ' Zr E[Y Zr|F.]]
E[14Z; ' E[Zr| F)E[Y Zr| F.]]
E[14E[Y Z7|F]]

|

=

= ?
S

)-.<

S AT

Erinnerung: M?OC)C = {N € Mioe,e : No = O}. Analog leoc,c, /K/IV?OM fiir (Q,}",f’,F).
Lemma 5.72 Wir nehmen an, dass Z ein Martingal ist. Sei X € Mlopc und
~ t
Xe =Xy —/ —d(X,Z)s,, t € [0,7].
0 Zs
Dannist X € ./\/lloC o

Beweis Durch Lokalisierung konnen wir annehmen, dass X, Z~1, Z, (X), (Z) beschrinkt sind. Die
Cauchy-Schwarz Ungleichung (siehe Lemma 5.34) liefert dann

t
[ x| <1z oy,
< N2 oo V(X)e(2)e -
Also ist auch X beschrinkt.
Sei .
Ay = X, Z)s X — X
0 s

Dann ist (A) =0 und

Die Produktregel (Korollar 5.37) liefert
LXy = Xy — LAy

t t t t
/ZSdXS + | X.dZ,+(X,2), —/ASdZS —/ZSdAS
0 0 0 0

t t
= / stXer/ XsdZs.
0 0

Es folgt Z Xe MO, Fiir t > s gilt nach Lemma 5.71 (hier brauchen wir X beschrinkt, um die Integrier-
barkeitsbedingung abzusichern)

o~ 1 ~ ~ ~

E[X;|F] = 7E[ZtXt | Fs] = X fast sicher (P und P).
Es folgt X € MO,
Da wir die Beschrinktheitsannahmen nur durch Lokalisieren erreicht hatten, gelten die Aussagen alle nur
lokal. Das heif3t, wir haben fiir den allgemeinen Fall nur X € M?DC’C gezeigt. a
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Beweis von Satz 5.70

Es ist 1
7d<Z, BY, = 0'ds,

S

also

t
. . 1 _
EI’L [;’L / d<277 E{Z>S'
t t o Zs

Nach Lemma 5.72 ist daher B € M? _ Weiterist (B’ — B') = 0, also

loc,c®
(B',B%), = (B',B) = t1p.

Nach der Lévy’schen Charakterisierung (Satz 5.59) ist B dann eine d-dimensionale Brown’sche Bewe-
gung auf (Q, F, P, F). O

Beispiel 5.73 Brown’sche Bewegung mit konstanter Drift — .
Et = Bt — ,Ltt

Dann ist 0y = p, My = uBy, (M); = p*t und

1 1
Zi = exp (Mt - 2<M>t> = exp (uBt - 2u2t>

ist ein Martingal nach Beispiel 5.44. Das neue Mal} der Girsanov Transformation ist
P(dw) = eBr@ (/2T p(q,y)
und B ist eine P-Brown’sche Bewegung.

Dies Beispiel hilft uns, die folgende Stoppzeit zu untersuchen

Ty o= inf {t >0 pt+ B, > b}. (5.39)
Lemma 5.74 Fiir A > 0 ist
E[e ] = ebnbVi?2n, (5.40)
Speziell ist
P, < o0] = { e,lel}l: Z i 8' (5.41)

Beweis Aus (5.40) folgt (5.41), denn

P =lmE [e™ ] .
[Th, < 0] lim e ]

Nun zu (5.40). Wihle 7' > 0. Danniist (B;).c[o,r] eine Brown’sche Bewegung auf einem Raum (27, Fr, Pr).
Wihle jetzt P wie in Beispiel.
Es sei B

’Fb,# = inf{t >0: By + ut > b} = Tb,0-
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Dann ist

E; [e_A(TWAT)] - E; -e—)\(?b,“/\T):|
— ET _E_A(Tb’o/\T)]

— ET -ZT€7)\(TI°’O/\T)1|

- E; [E[Zr | Fry on] e—A(n,MT)}

Z Mart. Er [ZTWAT e—A(rb,o/\T)} .

Wir brauchen jetzt P nicht mehr und bekommen

E [B—A(Tb,HAT)} " |:Z'rb AT e—)\(rbyo/\T):I )

Klar ist Z;, a7 < €* und

A(m,0AT) T30 Zr,
,0

7)\7'}),0

ZTbyo/\T e €

— eub—(MQ/Q)Tb,o e~ ATb.0
Also konvergieren auch die Erwartungswerte und wie in Beispiel 5.46 bekommen wir

E [e*’\”’ﬁ] = lim E [e*A(”v“AT)}

T—o0

CAY) ehl gm0V 2+

) [e*(k+#2/2)n,o]

Beispiel 5.75 (Ornstein—Uhlenbeck Prozess) Sei ¢ > 0 und X Losung der SDGL
dXt = —CXtdt + dBt,

also

t
Xt = —C/ Xsds—l—Bt
0

X heif3t Ornstein—Uhlenbeck Prozess (siehe Beispiel 5.65). In der Notation von oben ist

t
Xt:Bt:Bt—C/XSdS,
0

also

t
Mt:c/ X,dBs
0

und

i
(M), = 02/ X2ds.
0

(5.42)

(5.43)
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Zp = exp (Mt - ;<M>t>

t t .2
= exp <c/ X, dB, —/ —Xx? ds)
0 0o 2
t t .2
= exp (c/ X, dX +/ —Xf ds)
0 0o 2

t 2

. 1

Prodrege exp <;(Xt2 — (X)) —|—/ %Xf ds)
0

t 2
= exp (;Xf — gt + %Xf ds) .
0

Wir setzen P = Z;P, dann ist X eine P-Brown’sche Bewegung (bis 7).

Andersrum: Ist P, sodass X eine Brown’sche Bewegung ist. Dann definieren wir ein W-Mall P = Z 'p.
Esistdann B aus (5.43) eine P-Brown’sche Bewegung.

Mithin ist die Girsanov Transformation auch ein Verfahren, um (schwache) Losungen von SDGLen her-
zustellen. Dabei heif3it die erreichte Losung eine schwache Losung, weil wir nicht zu einer vorgegebenen
Brown’schen Bewegung eine Losung hergestellt haben (starke Losung), was im Allgemeinen stirkere Be-
dingungen an die Koeffizienten erfordert als die Konstruktion schwacher Losungen.

Im Fall des Ornstein—Uhlenbeck Prozesses konnten wir in Beispiel 5.65 allerdings auch eine starke Losung
explizit angeben.

5.11 Erginzungen

Sei M ein stetiges lokales Martingal. Dann ist (M?) ein lokales Submartingal. Ahnlich wie die Doob-
Zerlegung im diskreten Fall (Abschnitt 2.4) liefert im kontinuierlichen Fall die Doob-Meyer Zerlegung
von (M}?) die Existenz eines eindeutigen wachsenden adaptierten (sogar previsiblen) Prozesses A, sodass

(M7 — Ay,

ein lokales Martingal ist.

Man kann zeigen, dass die quadratische Variation in solchen Fillen existiert und stetig ist.

Satz 5.76 Ist M ein stetiges lokales Martingal, dann gilt schon M € M, . undesist A= (M) stetig.
Speziell ist (M2 — (M)) ein stetiges lokales Martingal.

Die Tatsache, dass jedes stetige lokale Martingal M stetige quadratische Variation besitzt, kann man sich
zu Nutze machen, um M als zeittransformierte Brown’sche Bewegung zu beschreiben. Wir nehmen im
Folgenden zur Einfachheit einen unbeschriankten Zeithorizont 7' = co an.



80 It6-Kalkiil

Satz 5.77 (Dubins und Schwarz) Sei M € M,,.. auf (0, F,P,F). Wir nehmen an, dass F = F+
rechtsstetig ist und dass

P {lim (M), = oo} -1

t—o0

Dann ist fiir jedes s > 0
Te 1= inf{t >0: (M), > s}

eine F-Stoppzeit. Wir setzen
gs = -7:7'37 G:: (gs)SZOa BS = Ts? SZO
Dann ist B eine Brown’sche Bewegung auf (Q, F,P,G) und

.Z\I)g:B(]\/j)t7 tZO

Beweis Klar istjedes 7, eine FT—Stoppzeit, also auch eine F—Stoppzeit. Wegen
{n<sh={r 2t} eF, =g,

ist (M); eine G-Stoppzeit. Speziell ist damit B wohldefiniert.

1. Schritt: B stetig.

Wire (M) strikt monoton wachsend, dann wire s — 7, stetig und damit auch s — B, stetig. Wir miissen
also die konstanten Stiicke von (M) behandeln.

Fiir t > 0 sei

opi=inf {s > t: (M), > (M)} = 7y, -

Wir setzen
Nz = Mzn/\(t-&-s) - Mt fir s Z 0.

Dannist N* € Mpe,o((Fiis)s>0) und
(NY s = (M) g nt+s) — (M)y =0  P-fast sicher.
Nach Korollar 5.29 ist P[N* = 0] = 1. Sei A; := {N* =0}. Auf A; ist M,, = M,. Also gilt fiir
A= (] A,
teQt

P[A] =1 und
M,, = M, fir t € Q".

t

Da M stetig ist, gilt dann auch
M,, = M; fir t € RY.

Klarist s — 7, rechtsstetig, also s — B, rechtsstetig. Andererseits ist 7, = o,,_. Also ist auf A
B =M, =M, =M, =B,

Also ist B stetig mit Wahrscheinlichkeit 1.
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2. Schritt: B € M.

Sei so > s3 > 0. Nach Beispiel 5.55 ist X™=2 ein quadratintegrierbares Martingal. Nach dem Optional

Sampling Theorem ist daher

E[BS2 |gsl] = E[MT52 |]:TS1] = Mrsl = Bs,,
E[(B., — B.,)?|G.,] = EIM2, — M2 |F, |
= E[<M>TSQ fTsl] - <M>T§1
= S92 — S§1.

Alsoist B € M}
Charakterisierung.

und (B)s = s. Also ist B eine G-Brown’sche Bewegung nach der Lévy’schen

O
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Kapitel 6

Das Black—Scholes Modell

6.1 Modelle in stetiger Zeit

Wir betrachten kontinuierlichen Handel mit d Risikopapieren und einem Bankkonto, deren Kurse sich
ebenfalls stetig verdndern.

e Handelszeitpunkte T = [0, 7], wobei T € (0, 00) fest ist.

Risikopapiere S*, ..., S? sind (adaptierte) Diffusionsprozesse auf einem filtrierten Raum (Q,F,P,F),

Bankkonto: S° > 0 adaptierter stetiger Prozess auf (€2, F, P,F) mit stetiger endlicher Variation.
Spiter: St1 = e"t fiir eine Zinsrate r > 0.

Startwerte S{, ..., S¢ deterministisch, SJ = 1.

Diskontierungsfaktor: 3; = (SY)~!. Ist X ein Prozess, so bezeichnet

X = (B Xy)ier

den diskontierten Prozess.

Eine Handelsstrategie ist ein messbarer F-adaptierter Prozess 6 = (6, ...,6%) mit

T T
/ 09| dt < 0o und / (0))%dt < oo fiir i=1,...,d fastsicher. (6.1)
0 0

Der Wert des Portfolios zur Zeit ¢ ist
d . .
Vi(0) = 0,- S = > _0;S]. (6.2)
i=0
Definition 6.1 Eine Handelsstrategie 0 heif3t selbstfinanzierend (self—financing), falls
Vi(0) = Vo(6) + > / 0. ds}, (6.3)
i=0 70

83
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oder formal

Die Menge der selbstfinanzierenden Handelsstrategien wird mit © bezeichnet. Aufierdem schreiben wir

et .= {96@: V:(0) > 0 fiir alle tET}.

Um die Integrale zu definieren, brauchen wir (6.1). Eine dquivalente Formulierung der Selbstfinanzierungs-
bedingung in dem Fall, wo alle 6% von beschrinkter Variation sind, ist

d . .
> Sido; =o.
i=0
Ebenfalls #quivalent sind alle Bedingungen mit S, V statt S, V.
Definition 6.2 Ein selbstfinanzierende Handelsstrategie 0 € O heifit Arbitrageméglichkeit, falls
Vo(0) =0 wund P[Vp(0) >0]>0.
Definition 6.3 Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 Q ~ P auf (0, F) heiffit dquivalentes (lokales) Martin-

galmap, AMM (ALMM), falls jedes S°, i = 1,...,d, ein (lokales) (Q,F)-Martingal ist. P bzw. Pjo.
bezeichnet die Menge der AMM bzw. ALMM.

Satz 6.4 Ist Py, # 0, so ist der Markt arbitragefrei.

Beweis Sei Q € P und 0 € O mit V,(#) = 0. Dann ist V() ein lokales Martingal. Sei (7,) 1
T eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten. Dann ist V™ ein nichtnegatives Martingal und nach dem
Lemma von Fatou

EC[V ()] < liminf E9[V,, ()] = 0. O

n— oo

Bemerkung 6.5 Die Umkehrung des Satzes, die wir aus dem Diskreten kennen, ist hier nicht mehr richtig.
Man braucht eine allgemeinere Form der Arbitrage, um eine Umkehrung zu erhalten. Dazu bezeichnen wir

OF = {9 €0: PVi(0) > —K firalle te T =1} und 0= [J OF.
K>0

Wir nennen eine Folge (6,,) in ©°° eine Arbitrage mit verschwindendem Risiko, falls

1) Vp:= f.s.—nli_>nolo Vr(6,) existiert
(i) P[Vr>0]>0
(D) [V (0n) [l "= 0.
Delbaen und Schachermayer (1994) haben gezeigt:

Proc # 0 <= Es gibt keine Arbitrage mit verschwindendem Risiko.

Annahme 6.6 Im folgenden nehmen wir stets an, dass P # () und dass @ € P fest gewdhlt ist.
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Definition 6.7 Eine Strategie 6 € © heift zuldssig (admissible), falls es eine Zufallsvariable Z > 0 gibt
mit E9[Z] < 0o und
Vi(0) > —E°[Z| Fi]. (6:4)

0% := {6 € O ist zulissig}.

Die Idee ist, dass wir nur Strategien zulassen wollen, bei denen der Verlust durch eine integrierbare Zufalls-
variable beschriinkt ist. Das schlie3t Strategien wie die Verdoppelungsstrategie aus. Es gilt sogar:

Lemma 6.8 Ist 6 € 0%, soist V() € Mgc . ein Q-Supermartingal.

Beweis Ubung! (Hinweis: Lemma von Fatou) O

Definition 6.9 Ein Claim ist eine Fr—messbare Zufallsvariable C > 0. C heift absicherbar (attainable),
falls es einen Hedge 0 € ©% gibt mit

C = Vi(0).

Ein Marktmodell heifst vollstiindig, falls jeder beschrénkte Claim absicherbar ist. Ein Hedge 0 heifit Mar-
tingalhedge, falls V(0) ein Q-Martingal ist.
Mit

m(C) :=inf {V,(0): 6 € ©F, V() > C}

bezeichnen wir den Verkaufs—Arbitragepreis.
Der hier vorgestellte Arbitragepreis ist der Preis, den der Verkidufer verlangen muss, um sich abzusichern.

Proposition 6.10 (i) Es gilt stets
m(C) > E[BrC].

(ii) Existiert ein Martingalhedge 0, so ist
7(C) = E9[BC).

Wir nennen dann 7(C') den Arbitragepreis oder den fairen Preis.

Beweis (i) Fiir jeden Hedge 6 € ©F ist V() ein Supermartingal, also

Vo(0) > E[Vr(0)] = E?[BrC).

(ii) Istnun V(C) ein Martingal, so ist auch

7(C) < V() = EX[BrC. o

Ohne Beweis bringen wir hier den Fundamentalsatz der Preistheorie.

Satz 6.11 (Harrison und Pliska, 1981) Ein Markt ist genau dann vollstindig, wenn |P| < 1.
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6.2 Eindimensionales Black—Scholes Modell

Wir betrachten den Fall von nur einem Risikopapier (d = 1) und fester Zinsrate r > 0, also
S? = e,

Sei B eine Brown’sche Bewegung und F = o(B). Ferner seien ¢ > 0 und p € R fest gewdhlt. Der
Aktienkurs S' folgt der stochastischen Differentialgleichung

dS} = oS} dB; + S} dt

mit Anfangswert S3. Die Losung der Differentialgleichung ist

1 1 o
S; =8y exp|oB: + b= t].

D.h., S! ist eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift 1 und Volatilitiit o. Dieses Modell heift
Black—Scholes Modell mit einem Risikopapier.

Es ist )
St = e S = Slexp (aBt + <(M —r)— O2> t) .

und
dSt = oS} dB; + (u—1r)S}dt.

Definition 6.12 Die Grifie v := “=" heifit Risikoprimie (market price of risk). Sie misst wie viel Zin-

saufschlag pro Volatilitdt vom Markt verlangt wird.

Wir wollen nun ein dquivalentes Martingalmall () herstellen, indem wir die Girsanov-Transformation ver-
wenden.

Setze nun

Et:Bﬁ(“_T)t. 6.5)
ag

Dannist 0 dB; = o dBy + (i — ) dt und
dS! = o5} dB,.

Wir machen jetzt die Girsanov-Transformation und setzen
- 1 —r\?
thzexp<—('u )Bt—<’u ) t)
o 2 o

d ~
Wir definieren das W-Mal3 @@ durch d—g = Zp.Dannist B eine ()-Brown’sche Bewegung, und damit ist

auch S' ein Q-Martingal. Es folgt, dass () ein dquivalentes Martingalmall (AMM) ist.

Sei C' eine Fr—messbare Zufallsvariable mit E9[C?] < oo. Dann ist

M, == E°[BrC | F]
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eine quadratintegrierbares (Q,F)-Martingal mit M, = E?[37C]. Nach dem Itd’schen Martingaldarstel-
lungssatz (Satz 5.61) existiert ein messbarer adaptierter Prozess H mit

T
/ EC[H?]dt < oo
0

und
t

H,dB, + EQ[3rC] = EP[BrC|F).
0

Definiere eine Strategie 6 durch

H H
thzftl und 9?—Mt——t.
oS} o
Dann ist (wegen SV = 1)
— H H
Vt(e) == Mt - 715 + f = Mt
und speziell
Vr(0) =C

Weiter ist . .
0ldS! — / 510! dB,

H.dB,
0

= Mt_MO = Vt(G)—VO(G)

Also ist 6 selbstfinanzierend. Da V() ein Martingal ist, ist § € ©%. Also ist § ein Martingalhedge fiir
C, und damit ist der faire Preis fiir C'

m(C) = E®[BrC). (6.6)

Wir wollen jetzt noch eine andere Beschreibung dieser Preisformel mit dem urspriinglichen W-Mal3 P statt
mit ) geben. Da C' Fp—messbar ist, konnen wir schreiben:

C = C(sh).
Setzen wir S*(§) als Losung von
dS}(8) = S}H()(ddt + o dBy), (6.7)
dann ist S} = S} (u) und
ds} = S{(pdt+odB;) = S}(rdt+odB,). (6.8)

Also ist Vert®[S* ()] = Vert®[S*(r)]. Insbesondere ist E¢[37C] = EF [rC(S"(r))] ist unabhingig
von !

Wir fassen das Hergeleitete in einem Satz zusammen.

Satz 6.13 (Preis fiir Black—Scholes Claims) Das Black—Scholes Modell mit Volatilitit o und Drift p mit
einem Risikopapier ist vollstindig und arbitragefrei. Das dquivalente Martingalmaf3 () hat die Dichte

aQ o w—r 1/ pu—r 2
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Ein Q—quadratintegrierbarer Claim C' hat den fairen Preis
m(C) = E9 [e7TC] = E[e7"TC(S(r))], (6.9)

der nicht von | abhdngt.

6.3 Europiische Optionen und Black—Scholes Formel

Wir betrachten eine europdische Option von der Form
C = f(Sp).

Dabei nehmen wir an, dass f : (0,00) — R™ die folgende Wachstumsbedingung erfiillt, die dann Quadra-
tintegrierbarkeit sichert: es existieren ¢, & > 0 mit

0< flx) <elx® +279), x> 0.
Es ist dann E@[C?] < oco. Also existiert ein Martingalhedge 6 fiir C
C =Vr().

Sei
dSé (r) = Stl (r) (r dt +o dBt),

1 1 o’
Sy (r)=Syexp | 0B + T t).

Satz 6.14 Der faire Preis fiir C = f(Sk) ist

also

7(C) =e " F(T, S}), (6.10)

F(t,x) == L/OO f <$exp (<r — 02) t+cry\/7?>) eV’ /2 dy. (6.11)
’ V21 ) o 2

Der (Martingal-)Hedge 6 ist gegeben durch

wobei

0F = e " T=D9, F(T —t,S))
(6.12)
0) = e "I (F(T —t,5;) — S 9. F (T —t,5}))

Der Werteprozess ist
Vi(0) = e T T R(T —t, S}).

Bemerkung 6.15 Die Grofie

d .
Ay = ——EC[C|S]] = e " T F(T — 1, S})
dsS;
wird im Jargon der Broker als das Delta der Option bezeichnet. Ein Hedge mit 6} = A, wird demnach als
A-Hedge bezeichnet. Vergleiche auch (1.1).
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Beweis Gleichung (6.10) folgt direkt aus Satz 6.13, da

SL(r) = exp <<r - U;) T+ m/fy) ,

wobei Y := T—1/2B; standardnormalverteilt ist (unter P).

Sei nun 6 der Hedge fiir C. Dann ist mit der Markoveigenschaft
V() =E? [e7"T f(S1)| F]
=E® [e7"T f(S7)IS}]
=e "TF(T —t,8}).
Setze G(t,z) = F(T —t,e"x). Dann ist
Vi) =e"TG(t, S)).
Mit der It6-Formel ist also
_ _ 1 5 — _ o
AV () = e*’“T([ala(t, S+ 50%(Sh 3G, Sg)] dt + 9,G(t, S} dStl).

Wir erhalten so

t
Ny :=V(0) — Vo(0) — e_TT/ DoG(t,S})dS}
0
t 1 o .
- e*’”T/ (81 + 202(55)2%) G(u, SL) du.
0
Auf Grund der Definition in der ersten Zeile ist N € M?,l oc- Aus der Darstellung in der zweiten Zeile
liest man jedoch ab, dass N endliche Variation hat. Also ist (N) = 0 und damit auch N = 0 (siehe

Korollar 5.29). Damit verschwindet auch die rechte Seite fiir alle ¢, also ist auch der Integrand gleich Null,
und G erfiillt diese Variante der Black—Scholes Differentialgleichung:

1
OG(t, x) + §a2an§G(t,x) =0

(6.13)
G(T,z) = f(e"Tx).
Vergleich mit der Selbstfinanzierungsbedingung liefert
dV(0) = e " 0,G(t,5})dS} = 6} dS},
also B
0F = e "T9,G(t,S}) = e " TV (T — t,81).
Die Formel fiir 6 ergibt sich aus
e "TR(T —t,8})=V(0) =6 +065}. o

Als Anwendung berechnen wir den Preis der europdischen Call-Option C' = (S — K)™. Sei

1 v
(b(y):7%/ € t/th

die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
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Satz 6.16 (Black und Scholes, 1973) Der faire Preis der europdischen Call-Option C = (Sk — K)*
ist gegeben durch die Black—Scholes Formel

m(0) = S§@(yt) — Ke "™ ®(yr), (6.14)

wobei
+ log(S§/K) + (r +0%/2)t

Yyp i (6.15)

Der Hedge ist gegeben durch

Htl = Q)(y}'_t), 02 = —efrTKq)(y;_t).

051

0.4 ]

0.3

02

011

0 0.6 0.8 1 1.2 1.4
)

Volat.=0.0
Volat.=0.02
Volat.=0.1
Volat.=0.3

Abbildung 6.1: Black-Scholes Preis des europdischen Calls als Funktion des aktuellen Kurses, Strikepri-
ce=1, Maturity=1, Zinsrate=0.03.

Bevor wir zum Beweis der Black-Scholes Formel kommen, wollen wir einen Schwachpunkt beleuchten.
Die Formel gibt nur dann den fairen Preis an, wenn wir durch die Handelsstrategie 6 den Claim risikofrei
nachbilden konnen. Allerdings ist #* nach Konstruktion von unbeschriinkter Variation. In einem realen
Markt miissen jedoch Transaktionskosten bezahlt werden, sodass praktisch die Strategie 6 nicht ausfiihrbar
ist.
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Beweis Es ist nach dem vorigen Satz

F(t,z) = J%/C: [a:exp (qu/f—&- (r— U;) t) —Kre“z/2 du

_ 7T cuVit+(r—o?/2)t —u?/2
= e e du—K(1 - ,
o /y ( (y))

2
T exp (Uy\/f—&— (r— 2) t> =K,

y— log(K/z) — (r — 02 /2)t
oVt

Es folgt (mit quadratischer Ergidnzung im Exponenten)

wobei y definiert ist durch

also

=y, =oVt—y

xet [ 2
F(t,z) = e V2 du— K(1—®(y))
="

— 2e(1— By — avi)) — K(1 - b(y).
Wegen 1 — ®(y — 0/t) = ®(ov/t —y) = ®(y;) und 1 — ®(y) = ®(—y) = ®(y; ) ist nun
F(t,x) = ze"®(y") — K(y; ).

Die Preisformel (6.14) folgt nun mit 7(C) = e~ "7 F(T, S3).

Weiter ist (nach(6.12))
0f = e " TV F(T — t,2) = ®(yf_,)

und
0f =Vi(0) = 0,51 = e "TF(T —t,8]) — e S[ ®(y7_,)
= "'Si(y_,) —e K (yr_,) —e S ®(yf_,)
— e TK®(yr_,)- o
Bemerkung 6.17 Der Preis des européischen Puts P = (K — S1.)T errechnet sich wie im Diskreten durch

die Call-Put Paritit
P=C— (S} - K).

6.4 Mehrdimensionales Black—Scholes Modell

Jetzt betrachten wir die Situation mit einem Bankkonto S? = e"* und d > 1 Risikopapieren S',..., S9.
Die Dynamik ist durch die SDGL gegeben

dS; = Si | pidt+>_ NijdB] |, (6.16)

j=1
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wobei m € N, p = (p1,...,q) € R und A = (\;;) € M(d,m) eine d x m-Matrix ist, sowie
B = (B',..., B™) eine m—dimensionale Brown’sche Bewegung mit F = o (B). Dieses Modell heifit das
Black—Scholes Modell mit d Risikopapieren, oder kurz d—dimensionales Black—Scholes Modell.

Wir konnen (6.16) 16sen:
2

St = exp KM - 02> t+ (ABt)Z—] , (6.17)
wobei
Y= (O’ij) = AAT = (Z >\ik)\k:j>
k=1 ij
die Kovarianzmatrix ist.

Ist Rang(A) < m, dann ist F := ¢(S) C o(B) = F. Klar kann man dann nicht jeden Claim C' hedgen,
da C janur Fr—messbar zu sein braucht, zum hedgen aber nur die S zur Verfiigung stehen. Mithin ist
der Markt unvollstindig, falls m’ := Rang(A) < m.

Lemma 6.18 Es gibt eine m'—dimensionale Brown’sche Bewegung B = (BY,...,B™) und A € M(d,m’),
sodass .
AB = AB.
Insbesondere stimmen die BS-Modelle mit (A, B) und mit (A, B) iiberein.
Beweis A hat eine Darstellung N
A=AP,

wobei A € M(d,m’) und P € M(m/,m) so, dass PPT = I, die m’ x m’ Einheitsmatrix ist. Setze

B = PB.Dannist B ein Martingal und
(B, B’); = (PB)',(PB)’);
= Z P, Py (B*, B,
k=1
=t-Y PyPj
k=1

=t (PP")y; =t Lz

Es folgt, dass B eine m’—dimensionale Brown’sche Bewegung ist (Lévy—Charakterisierung). o

Wir konnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass Rang(A) = m. Speziell ist dann
auch d > m.

Nun wollen wir mit Hilfe der Girsanov Transformation ein dquivalentes Martingalmall () finden. Wir
betrachten die diskontierten Preisprozesse

Si=e 8!
dSt =8 ((ui—r)dt+ (AdBy);), i=1,...,d.

Betrachte die lineare Gleichung
Ay=p—rl (6.18)
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(Hierist 71 = (r,...,r).) Ist v eine Losung von (6.18), dann setze
Bl =Bl +~t, i=1,...,d

Es ist dann

dSi =Si(AdBy);, i=1,....d
Sei )
2= exp (~0,30 — b
Dann ist Z ein Martingal und wir kénnen ein Wahrscheinlichkeitsmafl ) ~ P definieren durch

dq
— =Zr.
ap
Mit dieser Girsanov Transformationist B eine (QQ-Brown’sche Bewegung und damitist S ein (Q—-Martingal.

Es folgt, dass @ ein AMM ist.

Es konnen drei Moglichkeiten auftreten:

(i) (6.18) hat keine Losung. Dann ist P = (), und es gibt keine Arbitragemdglichkeit.

(ii) (6.18) hat mehrere Losungen. Dann ist [P| > 1, also ist der Markt unvollstindig. Diese Moglichkeit
haben wir durch die Annahme Rang(A) = m ausgeschlossen.

(iii) (6.18) hat genau eine Lsung. Dann ist P = {Q}, also ist der Markt arbitragefrei und vollstindig.

Bemerkung 6.19 Ist das d-dimensionale Black—Scholes Modell arbitragefrei und vollstdndig, so heif3t
manchmal auch die Losung v € R™ von Ay = p — rl die Risikoprimie (market price of risk). Diese
Begriffsbildung ist allerdings etwas problematisch, denn: _

Ist M € O(m) eine orthogonale Matrix, dann ist das Black—Scholes Modell mit A = AM in Verteilung
gleich dem mit A. Allerdings 4ndert sich die Risikoprimie zu 7 = M ~14. Es ist also nur ||| eine
beobachtbare Modelleigenschaft. Der ,,Winkel“ von ~ héngt noch von der konkreten Wahl von A ab.

Man betrachte nun folgendes Beispiel. Sei 2 € R? mit Z?Zl x; = 1. Wir definieren eine selbstfinanzie-
rende Strategie 6 durch o
0,5} = x;Vi(0).
Das heif3t: zu jeder Zeit ist der Anteil z; am Gesamtwert des Portfolios im Papier Nummer ¢ angelegt. Wir
konnen das umschreiben zu
d
0; = ;(S) 1> ;008
j=1
Fiir festes ¢ hat diese lineare Gleichung einen eindimensionalen Losungsraum, und durch die Selbstfinan-
zierungsbedingung zusammen mit dem Startwert V(#) wird die Losung eindeutig.

Es ist dann (nachrechnen!) V() eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift (¢ — r1,z) und
Volatilitit +/(z, Xx). Optimieren iiber x ergibt

(u-rlaz)  (u-rL3)

sup = —= 17>
w x4 tag=1 +/{(x, 2T) (z,%7) l
wobei
- Y '(p-rl)
T=c—F—.
1= = D)l

In diesem Sinne ist ||y|| die optimal erzielbare Risikoprimie fiir das Portfolio 6.
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Kapitel 7

Amerikanische Optionen in stetiger Zeit

In diesem Kapitel betrachten wir das Black—Scholes Modell mit Handelszeiten
T =1[0,T7, T € (0,00),
einem Risikopapier S = S! und Volatilitit o > 0 sowie Drift ;4 € R und Zinsrate » > 0. Das heift, es

gibt ein Bankkonto SY = e" (mit Diskontierungsprozess 3; = e~"') und das Risikopapier S := S* ist
eine geometrische Brown’sche Bewegung

2
S; = Spexp <aBt + (u - 02> t> . 7.1

Wir schreiben manchmal S%? fiir
o2
Sh* = rexp (o(BS — By) + (u - 2) (s — t)) , s>t (7.2)

Das heiBt, (S%%),>¢ ist eine geometrische Brown’sche Bewegung mit Startwert S}* = .
Es sei F = o(B) die von der Brown’schen Bewegung B erzeugte Filtration.
Es sei () das dquivalente Martingalmaf.

7.1 Allgemeine Amerikanische Claims

Definition 7.1 Eine Amerikanische Option CY mit Auszahlungsfunktion f : Rt x T — Rt gibt dem
Kciufer zur Zeit T die Auszahlung f(S;,T), wobei T eine vom Kdiufer frei gewdihlte F-Stoppzeit ist.

Im folgenden nehmen wir an, dass f(x) hochstens polynomial wichst, wenn = — 0 oder  — oco. Dies
soll Integrierbarkeit der Auszahlung sichern, sogar wenn wir zum dquivalenten MartingalmaB {ibergehen.

Beispiele 7.2 (i) Amerikanischer Call: f(z,t) = (z — K)*
(ii) Amerikanischer Put: f(x,t) = (K — )"
(iii) Amerikanischer Straddle (Stellagegeschiift): f(z,t) = |K — z|
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Definition 7.3 Fiir s,t € T, s <t ist
Ts = {T ist F=Stoppzeit und s < 7 < t}.
Fernerist Ts = Tgr und T = To 1.
Definition 7.4 Ein Hedge fiir C7 ist eine zulissige Strategie 0 € © mit der Eigenschaft
Vi(0) > f(Si,t)  fiirjedes t € T. (7.3)

Ein Hedge heif3t minimal, falls es eine Stoppzeit 7 € T gibt mit V-(0) = f(S;, 7).

Definition 7.5 Ein Paar (5, C) heifit eine zuldssige Handels- und Konsumstrategie, falls C' = (Ct)ier

adaptiert und monoton wachsend ist, sowie 0 eine zuldssige Strategie, wobei die Selbstfinanzierungsbedin-
gung (6.3) ersetzt wird durch

Vi(0,C) = Vy(0,C) + / 0°dS? + / 0'dS, — C;. (7.4)
0 0

Hier ist Vt(g, Q) := 505? + 618, der Wertprozess.
Definition 7.6 Fiir t € T ist

T = {7'* eT;: EQ[e_TT*f(ST*’T*) | F] = esssupEQ[e_”f(ST,T)|]-'t]} (7.5)
T€T:

die Menge der optimales Stoppzeiten nach t. Wir setzen T* := T .
Satz 7.7 Setze fiir jedest € T

Z; := esssupEC[e™ " £(S,, )| Fi (7.6)
T€T:

und Z; = e"' Z,. Dann existiert eine zuliissige Handels— und Konsumstrategie (5, (), sodass
Zt = ‘/1‘/(97 C)
Beweis Das funktioniert dhnlich wie im Diskreten. Wir skizzieren hier nur die Ideen.

(i) Analog wie in Satz 4.14 zeigt man: Z ist die Snell’sche Einhiillende von (e~"*f(S,t))seT, also das
kleinste Supermartingal, das (e ™" f(Sy, t))teT dominiert.

(i) Als Supermartingal besitzt Z eine Doob—Meyer Zerlegung
Z=M-C
inein (Q,F)-Martingal M und einen monoton wachsenden adaptierten Prozess C' mit Cy = 0.

(iii) Nach dem Martingaldarstellungssatz (Satz 5.61) existiert eine selbstfinanzierende zuldssige Strategie
6 € ©% mit V(0) = M. Setze nun 6 = 0 und 0° = §° — C. m]

Bemerkung 7.8 0 ist ein minimaler Hedge fiir C7.
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Sei (6,C) wie oben. Setze
r=inf{s>t: Z,=e " f(55)}. (7.7)

Wie im Diskreten gilt (vergleiche Satz 4.10 und Lemma 4.17)
Proposition 7.9 Fiiralle t € T gilt

(i) Aus 77 € T, und o € T,* folgt o > /.

*

(ii) (7? )selt,7) ist ein Q—-Martingal. Speziell ist Cr- = 0.

Satz 7.10 Der Arbitragepreis von C/ existiert und ist
n(CT) =B f(S-, 7)) = Vo(), (7.8)
wobei 0 der Hedge aus dem Beweis von Satz 7.7 ist.

Beweis Esist § minimal, denn wegen C.« = 0 ist
VT* (6) = V‘r" (57 O) = 77’" = e_rT*f(ST* 5 T*)'

Also ist B

Vo(0) = EQ[V - (0)] = EC[e™" (S, 7%)].
Lige der Kaufpreis von C/ unter V;(6), dann hiitte man eine Arbitragemoglichkeit durch: Kaufe C/ und
tibe zur Zeit 7" aus. Zudem lege ein Portfolio -7 (Sell-and-Go, siehe Lemma 3.8) an. Das heifSt, man

hélt # und die Option bis Zeit 7*, 16st die Position von 6 auf, iibt die Option aus und legt den Erlos im
Bankkonto an. Hieraus ergibt sich ein sicherer Gewinn.

Lige der Verkaufspreis iiber Vj(6), dann verkaufe C/ und hedge die Option durch (6, C). Sobald der
Kunde die Option austibt, wird 6 aufgelost. Hieraus ergibt sich ein sicherer Gewinn. O

7.2 Der Amerikanische Put

Die Analysis der amerikanischen Call Option ist dhnlich wie im Diskreten und liefert (bei » > 0) die
Aquivalenz von amerikanischem und europiischem Call.

Da es fiir amerikanische Optionen keine Call-Put Paritit gibt, miissen wir den amerikanischen Put geson-
dert anschauen. Das geht im Black—Scholes Modell leichter als in den diskreten Modellen, weil wir hier
Differentialgleichungen als Hilfsmittel zur Verfiigung haben.

Sei K > 0 fest.

Definition 7.11 Fiir t € T und xz € Rt setzen wir

*

P(a,t) = Qe O (K — 5,)*[S, = a]

7.9
— sup EQ[e "0 (K — §,)*(, = 1] 79
TET:

Nach Satz 7.10 (angewandt auf einen Markt mit Handelszeiten [¢,T7]) ist P(S,t) der Arbitragepreis des
amerikanischen Put zur Zeit ¢.
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Nach Proposition 7.9 ist
o =inf{s>t: P(S,,s) = (K —S,)*"} (7.10)

die kleinste optimale Stoppzeit nach t.
Das Ziel dieses Abschnitts ist die Untersuchung von (7.9) mit Methoden der Analysis.
Lemma 7.12 (i) x+— P(x,t) ist konvex und monoton fallend fiir alle t.

(ii) t+— P(x,t) ist monoton fallend.

(iii) P(w,t) > 0 fiir jedes x > 0 und t € [0,T).

(iv) V't ist x — P(x,t) Lipschitz-stetig mit Konstante 1, also 0, P(x,t) > —1.

(v) (x,t) — P(x,t) ist stetig.

Beweis (i) Esist
Pa,t) = sup E°[e 70 (K — §2%)7].
T€T:

Die Abbildung = — (K — ax)" ist konvex fiir jedes o € R™. Positive Linearkombinationen
konvexer Funktionen sind konvex, also ist fiir festes 7

z = EQ[e " (K — §t®)F]

konvex. Suprema konvexer Funktionen sind konvex, also ist z — P(x,t) konvex.
Die gleiche Beweiskette gilt mit ,.fallend statt ,,konvex‘.

(ii) Die Zeithomogenitit der Brown’schen Bewegung liefert

P(z,t)= sup EC[e (K — §%)*].
TETo, T—t

Alsoist t — P(z,t) fallend.

(iii) Es ist (nach der Markov-Ungleichung)

P(z,t) > %e_TQ inf{SH" s e [t,T]} < % ~ 0.

(iv) Wir benutzen ein Kopplungsargument mit zwei Aktienkursen S%* und S™¥, die durch die selbe
Brown’sche Bewegung definiert werden. Sei ¢ € T und y > z. Sei T € T; eine optimale Stoppzeit
fiir S4%, d.h.
P(z,t) = E9[e "™ (K — SL)*].

Dann ist 7 auch eine Stoppzeit fiir S*¥ wenngleich nicht notwendig optimal.
Fiir a < b ist (K —a)t — (K —b)T < b— a. Also ist, wegen SL* < Stv

P(a,1) = P(y,t) =E2 [0 (K — sL)*] = P(y,1)
< B9 im0 (K — 580y — 1 = 5290
<EQ [0 (8ty — i)
=y -7,

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass S%% und S*¥ (Q-Martingale sind.
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(v) Hier machen wir uns wieder zu Nutze, dass die Brown’sche Bewegung stationér ist, also die Mirkte
mit Handelszeitpunkten [¢,7"] und [0, 7 — ¢] dquivalent sind. Dies ermdglicht wieder ein einfaches
Kopplungsargument, um zum Resultat zu kommen.

Sei t; <ty.Sei 7 € Tor_¢, mit P(x,t) =E9[e™"7(K — 8%%)*].
Dann ist 7 A (T — t2) € To,r—¢, jedoch nicht notwendig optimal, also ist

T

+
P(z,t3) > E? [6““””” (K= %) } '

Esist S%¢ = (e7755%%) cr ein Q-Martingal, also ist (]S%* — Sy, |)S€[T*t2’T7t1] ein positives
(Q-Submartingal. Es folgt mit dem Optional Stopping Theorem (angewandt auf die Zeiten 7 und

T— t1 > T)
0. < P, 1) = Pla,t2) S E? [T (K = 89%)F — e Tl (g — 507, )]
[ —rT 0,2\ —r(tA(T— <0,z +
=E¢ (7K - S27) " ~ (e R ST/\(T_t2)> }

r _ _ +
<E?|(eK - ng)Jr - (efrTK - SSX(T—@)) }

[ <Q0,x o0,z
<E° _’sT — S )

OST
Q || g0,z o0,z
< E HST—t1 _ST—t2

)

— 0, fiirts | 1,

Alsoist t — P(z,t) stetig. Da x — P(x,t) sogar Lip(1)-stetig ist, ist auch (z,t) — P(x,t) stetig.
O

Definition 7.13 Seien
C={(z,t): P(z,t) > ( )

K —1)"}
D={(x,t): Pa,t) = (K —2)"}

Wir nennen C den Fortsetzungsbereich und D den Stoppbereich.

(7.11)

Klarist CUD = R* x T, weil P(z,t) > (K — x)*". AuBerdem ist
r =inf{s€[t,T]: (Ss,s) ¢C}

Lemma 7.14 Seifiir t € T
Ci:={z: (z,t) €C}

={x: P(z,t) > (K —2)"}

der t-Schnitt der Menge C. Dann ist C; von der Form
Cy = (S}, 00)
fiir ein S} € (0, K).

Beweis Setze S; = inf C;. Wir miissen zeigen:
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(i 57 ¢C

(i) Aus y >z € C; folgt y € Cy.

(i) Fir Sy =0 folgt dies aus P(0,t¢) = K. Fiir S; > 0 ist P(z,t) — (K — )" =0 fiir z € (0, S;),
also aufgrund der Stetigkeit von P auch P(S;,t) — (K — S;)* =0, also S} & C;.

(ii) Nach Lemma 7.12(iv) ist
P(y,t) > P(z,t) = (y —2) > (K —2)" —(y —2) > K —y.

Wegen P(y,t) > 0 istauch P(y,t) > (K —y)*,also y € C;. O
Wir nennen S* den kritischen Preis fiir die Option.
Proposition 7.15 t — S} ist monoton wachsend und S} < K fiir t <T.

Beweis Weil ¢ — P(x,t) fallend ist, ist fiir s > ¢t auch Cs C Cy, also
S¥ =infCs > infC; = S}.

ach Lemma 7.12(iii) ist P(K,t) > 0= (K — K)%,also K € C;, t <T. a

7.3 Ewige Put-Option

Um S* zu untersuchen, ist es mathematisch bequem, einen unbegrenzten Zeithorizont zu betrachten. Klar
werden solche Optionen nicht am Markt gehandelt. Wir leiten hier das Grenzverhalten von S* und P(x,t)
her, wenn T — oo.

Im folgenden erhalten alle GroBen, die fiir festes 7' definiert sind, zur Kennzeichnung einen Index 7.

Wegen PT(x,t) = PT=%(z,0) ist T ~ PT(z,t) monoton wachsend und der Limes

P(z) := lim P¥(x,t) = sup PT(z,t) fiirjedes t >0, (7.12)

T— o0 T>0

hingt nicht von ¢ ab.

Wir schreiben
C*:={z>0: P(z) > (K —z)"}

= Jcf firt>o, (7.13)
T>0
und
S§* =infC® = inf $77 = lim SP7  fiir ¢ >0. (7.14)
T>0 T— o0
Es ist dann

€™ = (5%, 00).
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Satz 7.16 Sei A\ = 2-. Dann ist

A
S*=—-K 7.15
A+1 (7.15)
und
K —z, falls x < S*,
P(z) = .Y (7.16)
(K — 5% (s) . falls @ > S*.
Beweis Setze
=inf {t € [0,T]: SP* ¢Cr'}.
Dies ist die optimale Stoppzeit bis T also
PT(x,t) = ES [ (K - 8%)* ]
Setze nun noch
=inf{t>0: )" <z}
und
720, = 7%, =inf {t > 0: §"" < 5%}
=inf{t>0: S} ¢C>}.
Aus Stetigkeitsgriinden gilt: 7. i Too- Es folgt
o, +
P(z) = Th_r)I;OEQ { (e AT) (K ST;L) ,\T)
Setze nun N
— Q | —r (12 AT) ( 0,z )
u(z) : Th—EI;oE [ K- S’Too AT } (7.17)
Dann ist
supu(z) = u(S*) = P(x). (7.18)
2>0

Wir miissen also das Maximum von u bestimmen, um S* und P(z) zu berechnen. Wir unterscheiden die
Fille z > x und z < x.

Fall 1: Fir z > z ist 7.°, = 0, also u(z) = (K —z)™".
Fall 2: Fiir z < z ist SE;‘E = z, also

u(z) = (K —2)* lim E$ { —r(rss, AT)}

T—o0

0 > o’
S," = wexp (chtJr (7‘ 2) t> ,

wobei B, = By — L= E=Tt eine Q—Brown’sche Bewegung ist. Mit v = o -1 (7" — %2) ist dann

2
T;f’zzinf{tEO: <r 0>t+0Bt<1og(;)}

:inf{tzo: (=B, > — *Hog(%)jwt}.

Wir brauchen die explizite Form

[\)
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Nach Lemma 5.74 ist dann (merke: —B ist (Q-Brown’sche Bewegung)
B o] = o (0 Va7 o) s (D))

Wegen v + /72 + 2r = 2 = X istdann
u(z) = (K —2)* (%))\, z <.
Fassen wir die Fille 1 und 2 zusammen, so erhalten wir in Summe:
(K —x)* falls z >z A K,
ue) = { (K—2)(2)"  falls 2 <z AK.

Fiir z < x A K ist daher

Es folgt:

1) Ist x > 2* := %HK, dann ist « minimal in z* mit

(i) Ist x < 2*, soist u maximal in x mit u(z) = (K —z)™.

Wegen (7.18) ist S* = z*, und der Satz ist bewiesen.



Kapitel 8

Rentenmarkte

Wir geben eine kurze Einfiihrung in die Begriffe des Rentenmarktes und untersuchen in den folgenden
Abschnitten dann Zinsstrukturmodelle unterschiedlichen Schwierigkeitsgrades.

8.1 Einfiihrung

Wir haben bisher immer ein Bankkonto als gegeben angesehen. Dieses hatte die Eigenschaften:

e jederzeit Ein- und Auszahlungen moglich
e Einlagen sind risikolos
e die Zinsrate ist moglicherweise verdnderlich
Das Bankkonto ist jedoch nicht das natiirliche Objekt am Finanzmarkt. Es muss erst aus anderen Objekten

hergestellt werden. Die natiirlichen Objekte am Markt sind die Rentenpapiere, auch (festverzinsliche)
Anleihen genannt. Es gibt Staatsanleihen, Unternehmensanleihen usf.

Der Vorgang ist immer der selbe: Der Emittent gibt Papiere aus, die zu einem Filligkeitstermin einen ge-
wissen Auszahlungsbetrag versprechen. Aulerdem konnen innerhalb der Laufzeit Auszahlungen vereinbart
sein, so genannte Zinscoupons. Der Ausgabe- und Handelspreis wird am Markt gebildet. Kenngrofen einer
Anleihe sind also

o Filligkeitszeitpunkt 7' < T, (wobei T der Handelshorizont ist)
e Auszahlungswert zur Zeit T'

e Zinscoupons (¢t ), i = 1,...,n zu Zeitpunkten ¢y, ..., t,.
Im folgenden wollen wir die Annahmen treffen:

e Der Auszahlungswert ist stets 1. Da wir sowieso auch Handel mit Bruchstiicken erlauben wollen, ist
dies keine Einschrinkung.

e Es gibt keine Zinscoupons. Die Bonds heiflen dann auch Zero Bond oder Nullcouponanleihe. Auch
dies ist keine wesentliche Einschriankung, weil Zinsertrige sonst wieder angelegt werden koénnen.
Rechnerisch ist der Fall ohne Coupons etwas einfacher.
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e Es gibt kein Ausfallrisiko des Emittenten. Dies ist eine wesentliche Annahme, die im Markt durch-
aus nicht immer gegeben ist. In der Tat, spielt die Bonitit des Emittenten eine grofie Rolle bei der
Bildung des Handelspreises. Einfache mathematische Modelle miissen jedoch erst einmal ohne die
Behandlung des Ausfallrisikos auskommen.

Offenbar haben zwei Zero Bonds mit gleicher Filligkeit stets den selben Handelswert.

Definition 8.1 Mir B(t,T) bezeichnen wir den Handelswert zur Zeit t eines Zero Bonds ohne Ausfallri-
siko, der bei Flligkeit zur Zeit T' die Auszahlung 1 liefert.

Wir nehmen einen Markt an, in dem zu jedem Filligkeitstermin 7" € T = [0, 7] ein Zero Bond existiert.

Definition 8.2 FEin Zinsstrukturmodell (term structure model) ist ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Mo-
dell, bestehend aus einem filtrierten Raum (Q, F,P,T,F) und F-adaptierten positiven RCLL Prozessen
(B(t,T))iepo,r)y T € T, mit B(T,T) = 1.

Die Bonds zu verschiedenen Filligkeiten stehen in einem komplexen Verhiltnis zueinander, das wir wei-
terhin untersuchen wollen.

Wichtige Kenngroflen

Definition 8.3 Die Rendite (Yield) des Bonds B(t,T) ist definiert als

log(B(¢,T))

R(t,T) := Tt

t<T<T". (8.1)

Fiir festes t heift die Abbildung T — R(t,T) die Ertragskurve (Yield curve) oder Zinsstrukturkurve.

Typische Ertragskurven sind wachsend und konkav, da lang laufende Papiere stirker im Kurs schwanken
und einen Risikoabschlag verlangen.

Tatsdchliche Renditen von gewissen Bundesanleihen (Nullcoupon, mit Falligkeit jeweils zum 04.07. eines
Jahres, soweit vorhanden), aus dem Internet ausgesucht am 31.05.2017:

Restlaufzeit | Rendite Restlaufzeit | Rendite
in Jahren | in % in Jahren | in %
0| -0.69 11 | 0.39
1| -0.78 12.5 | 0.48
2 | -0.72 13.5 | 0.55
3| -0.67 17 | 0.73
4 | -0.57 19.5 | 0.85
51 -041 22 | 0.92
6 | -0.25 23 | 0.95
7 | -0.11 25 | 1.04
8 | 0.03 27 | 1.12
9 1 0.20 29 | 1.15
10 | 0.28

Tatsichliche Renditen von gewissen Bundesanleihen (Nullcoupon, mit Filligkeit jeweils zum 04.01. eines
Jahres), aus dem Internet ausgesucht am 15.02.2005:
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Ertragskurve von Nullcouponanleihen der Bundesbank

© 4
-
o
-—— Stand 02/2002
o /
.
Ca—a—a—a
< ./ AAAAAAAA { -
/ aat
.
- TSN
g N
e © - A
= w4
@ A
5 g
2
5
o N~
-~ e
e Stand 05/2017
o /./
/'/
.
e
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Abbildung 8.1: Zinsertragskurve vom 31.05.2017, Bundesanleihen

Restlaufzeit | Rendite Restlaufzeit | Rendite
in Jahren | in % in Jahren | in %
1] 2.286 14 | 3.878
2 | 2.547 15 | 3.927
3| 2.762 16 | 4.005
4 | 2929 17 | 3.993
5 | 3.079 18 | 4.025
6 | 3.211 19 | 4.057
7 | 3.334 20 | 4.088
8 | 3.447 21 | 4.105
9 | 3.447 22 | 4.121
10 | 3.638 23 | 4.137
11 | 3.708 24 | 4.151
12 | 3.777 25 | 4.167
13 | 3.829 26 | 4.171

Zum Vergleich Anleihen mit dhnlichen Laufzeiten, ausgesucht am 28.01.2002:

Restlaufzeit in Jahren | Rendite in %
2 2.76
4 3.51
5 3.92
10 4.75
15 543
20 5.61
25 5.90

Die beiden Tabellen dhneln sich darin, dass die Ertragskurve konkav ist und monoton wachsen. Insgesamt
sind jedoch die Zinsen im Februar 2005 deutlich niedriger als im Januar 2002.
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In Zeiten erwarteter Zinssenkungen, beispielsweise in der Hochzinsphasen 1973/74, 1980-82, 1991-93,
oder auf Grund einer erwarteten Verschlechterung der wirtschaftlichen Entwicklung, kann die Kurve auch
fallend sein. Man spricht dann von einer Inversion.

Im Extremfall sehr kurzfristiger Anlagen erhalten wir:

Definition 8.4 Die momentane Zinsrate (instantaneous interest rate) ist definiert als

d
re = R(t)t) = _ﬁ IOg B(t,T)| 5 (82)

T=t

falls die Ableitung existiert.

Bemerkung 8.5 Die Abbildung B — R ist eineindeutig mit
B(t,T) =exp (— R(t,T) - (T —t)). 8.3)

Jedoch ist die Abbildung B — r nicht eineindeutig. Es reicht also nicht, ein Modell fiir » aufzustellen.

Anleihen-Termingeschifte

Um eine vollstindige Beschreibung des Zinsmarktes durch kurzfristige Anlagen zu erhalten, miissen wir
zudem Termingeschifte (Forwards) iiber kurzfristige Anleihen betrachten.

Zur Erinnerung (Siehe Abschnitt 1.4, Seite 11): Ein Termingeschift ist die Vereinbarung zwischen zwei
Handelspartnern (short und long), dass zu einem Falligkeitstermin ein Partner (short) dem anderen (long)
ein bestimmtes Gut zu einem vereinbarten festen Preis K abkauft.

Welches ist aber, bei einem zur Zeit ¢ eingegangenen Termingeschift der ,faire” Preis K fiir ein Termin-
geschift mit Filligkeit 77 > ¢ iiber einen T5—Zero Bond (15 > T17)?

Das Arbitrageprinzip liefert den fairen Preis durch Angabe einer Replikationsstrategie (Hedge), hier fiir die
short Position: Zur Zeit ¢ kaufe K Anleihen mit Falligkeit 77 und verkaufe eine mit Filligkeit 75. Zur
Zeit T; liefern die T}—Anleihen eine Auszahlung K, mit dem dem Partner eine 7To—Anleihe abgekauft
wird. So ist das Portfolio wieder auf Null. Die Anfangsinvestition muss Null sein, also ist

_ B(t,T)
K= B(t,T)

der faire Preis. Wir erhalten so zur Zeit ¢ die Termin—Rendite

log K log B(t,T) — log B(t, 1)

T, T, T — T,

Lassen wir 75 | T} gehen, so erhalten wir:

Definition 8.6 Die Termin—Zinsrate ist definiert als

d
F(8.T) = = log B(1,T). (8.4)

Speziell ist ry = f(t,t).
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Bemerkung 8.7 Offenbar gelten

F(.T) = R(,T) + (T = )7 R, T) 3)
und .
B(t,T) = exp (—/ ft,u) du) . (8.6)

Speziell ist B — f eineindeutig.

Das Bankkonto

Das Bankkonto erhalten wir nun durch sukzessives Investment in Anleihen mit sehr kurzer Restlaufzeit.
Wir betrachten fiir festes ¢ > 0 die Handelsstrategie 6°, die festgelegt ist durch: Zur Zeit ¢t = 0 ist der
Wert V5(6°) = 1.

Zur Zeit 0: kaufe ﬁ Anteile der e—Anleihe

1

B Anteile der 2e—

Zur Zeit ¢: verwende die Auszahlung der e—Anleihe und kaufe % .
Anleihe

Zur Zeit ne:  verwende die Auszahlung der ne—Anleihe und kaufe H B(ke, (k+1)e)~! Anteile der
k=0
(k + 1)e—Anleihe

Wir nehmen an, dass geniigend Stetigkeit im Modell ist, so dass der Limes

S0 = 1lim V(6°)

e—0

existiert und stetig ist. Wenn wir zudem noch annehmen (was nicht ganz unrealistisch ist), dass B(t,T") <
1, t < T,soist S9 wachsend, stetig und von endlicher Variation, sowie F—adaptiert. Wir konnen SO also
als Bankkonto betrachten.

Wenn wir ein solches Bankkonto haben, dann definieren wir noch den Diskontierungsfaktor g; := %
t

sowie fiir jeden stochastischen Prozess X den diskontierten Prozess X durch X, = 3, X;.

Bemerkung 8.8 Nach Konstruktion gilt

t
S? = exp (/ Ty ds) . 8.7)
0

Um Arbitrage auszuschlieen, machen wir die folgende Annahme.

Mafkta}nnahme Es existiert ein eindeutiges dquivalentes Martingalmafl ). D.h. @ ~ P und
(B(t, T)) et istein (Q—Martingal fiirjedes’ 7" € T

Diese Annahme impliziert starke Bedingungen fiir die Zinsstruktur, wie wir gleich sehen werden. Insbeson-
dere gilt:
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Lemma 8.9 Ist Z handelbar (also Werteprozess einer Strategie), stetig und von endlicher Variation, mit
Zo=1,s0ist Z =5,

Beweis 7 ist ein stetiges ()—Martingal mit endlicher Variation, also fast sicher konstant

_ -z
1:%:&:%.
t

Bemerkung 8.10 Durch die alleinige Angabe des Bankkontos ist der Zinsmarkt nicht vollstindig be-
stimmt. Speziell ist der Markt (Q, 7, P,F, T, S°) im Allgemeinen nicht vollstindig, weil beispielsweise
der konstante Claim B(0,T) nicht repliziert werden kann. Es ist aber (8;B(t,T)),c(o.1) €in (Q,F)-

Martingal, also
1 T
B(t,T) = SYE® [SO‘}}} — E¥% [exp (—/ T ds> | 72
T t

Allgemeiner gilt fiir jeden replizierbaren Claim C' (mit Filligkeit 7°), dass der Handelspreis C; zur Zeit ¢

gegeben ist durch
T
C - exp (—/ Ty ds) ’ft] . 8.9
t

(8.8)

Cy = SPE° [BrC| F] = E¢

Termingeschiifte

Sei S! ein weiteres handelbares Gut, also S! ein stetiges (@, F)-Martingal. Welches ist zur Zeit ¢ der
faire Terminpreis fiir S* zur Filligkeit 7'?

Hedge (fiir die long Position):
1

S
Zeit 0: Kaufe S! und verkaufe 2] (0? T) T—Anleihen.

Zeit T:  Verkaufe dem Partner ,,short* das Papier S! zum Preis %
Wir erhalten:

Lemma 8.11 Der faire Terminpreis zur Filligkeit T fiir das Papier S* ist zur Zeit t < T

St

F(t,T):= Ba.T)

(8.10)

8.2 Zinsratenmodelle

Wir betrachten jetzt Modelle, bei denen der einzige Zufall in der momentanen Zinsrate r liegt. Also ist

¢
F = o(r) die von der Zinsrate erzeugte Filtration und S = exp ( / Ts ds) sowie
0

T
B(t,T) = SYE? [Slo\]-"t} = E¢ lexp (/ Ts ds> |]-"t] , (8.11)
T t

wobei ) das eindeutige AMM ist. Im folgenden betrachten wir nur noch ) und lassen es in der Notation
weg. Wir suchen ein geeignetes Modell fiir eine Dynamik von r.
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Im scheinbaren Gegensatz zu Bemerkung 8.5 kann hier die gesamte Zinsstruktur B aus r zuriickgewonnen
werden. Dieser Gegensatz 16st sich auf, wenn man bedenkt, dass in der allgemeinen Situation die Filtration
F groRer ist als o(r). Dann ndmlich ist die rechte Seite von (8.11) nicht mehr nur eine Funktion von r.

Bevor wir zwei solche Modelle vorstellen (Vasicek und Cox-Ingersoll-Ross), wiederholen wir noch einmal
die Warnung zur Brauchbarkeit solcher Modelle: Durch Modelle, die nur die Zinsrate modellieren, kénnen
die Feinheiten des Verlaufs der Ertragskurve nicht realistisch dargestellt werden. Zinsratenmodelle sind also
immer zu grob.

8.2.1 Vasicek Modell

Definition 8.12 In dem Modell von Vasicek (1977) ist v ein Ornstein—Uhlenbeck Prozess, also (starke)
Losung der stochastischen Differentialgleichung

d’f’t = a(b — Tt) dt + O'th, (812)

wobei 1o, a,b,0 > 0 und W eine Brown’sche Bewegung ist, sowie F = o(W).

Die SDGL besitzt die Losung

0

t
r=e % (7’0 +b(e™ — 1)+ 0’/ e qu> . (8.13)

Speziell ist r ein Gauf3’scher Prozess (alle endlich-dimensionalen Verteilungen sind normal) mit stetigen
Pfaden. Der Erwartungswert ist
E[r] =e * (ro + b(e* — 1)), (8.14)

sAt 2
( / e qu>
0

SAt
_ 67u(t+s)0'2/ 620Lu du
0

die Kovarianz ist

Cov[ry, ] = e 1+ 52K

(8.15)
2
— gﬁaefa(ﬂrs) (62a(5/\t) _ 1)
2
— i (67a|tfs| o efa(tJrs)) )
2a
Insbesondere ist )
a —2a
Var[r;| = % (1—e2). (8.16)

Nach der Markoveigenschaft von 7 ist der Preis des Zero Bonds

B(t,T)=E lexp (— /T T ds) ’]—}] =E lexp <— /T Ty ds) ‘rt] 8.17)

. T . .
Gegeben 7 ist aber | . Tsds normalverteilt mit Erwartungswert

T T
E[/ rsds|ry] = / e (1 4 p(e2 7D — 1)) du
t t

= b(T —t) + (ry — b) (1 - e_“(T_t))

(8.18)



110 Rentenmarkte

und Varianz

T T T
Var / 7o du rtl = / du/ dv Cov [ry, 7y |re]
t
— / du/ dU —a\u v| _ —a(u+v 2t)> (8.19)
_ _ —a(T—t) _ —2a(T t)
23( 34 2a(T — ) + de )
Ist X ~ N, ,2 normalverteilt, so ist E[e™*] = e=1+o*/2 Also ist
B(t,T) = e *T=D0(T — t,r, — b), (8.20)
wobei
U(s,xz) =e 7§(17€7GS)+L2(20,8*3+467QS — e 209) (8.21)
@) =exp | — 10 . .
Die Rendite ist dann log B(:.T) log W(T ¢ )
og L(1, og — LT =
R(t,T) =— =b— .
&) T-—t T—t
Klar ist 52
R :::FI%OR(t,T) b— 22
und wir kénnen R(t,T") ausdriicken durch die Differenz zur asymptotischen Rendite
R(ET) = R — ———— (oo — r)(1 — =) — 12(1 — emat)?2
’ < a(T —t) ot 2a2

Ein Vorteil des Vasicek Modells ist, dass r Gauf3’sch ist und man daher alles miihelos ausrechnen kann.
Der Nachteil ist, dass r; negativ werden kann. Dies wird im folgenden Modell vermieden.

8.2.2 Cox-Ingersoll-Ross Modell

Im Cox—Ingersoll-Ross Modell (CIR) soll eine Dynamik fiir die Entwicklung der Zinsraten angegeben wer-
den, die keine negativen Zinssitze zulésst. Die Idee ist, den Abstand vom Ursprung eines mehrdimensiona-
len Ornstein—Uhlenbeck Prozesses zu nehmen. Wir diskutieren kurz letztgenannten Prozess und analysieren
dann das CIR Modell.

Motivation: Betrachte den n—dimensionalen isotropen Ornstein—Uhlenbeck Prozess, der definiert ist durch
die stochastische Differentialgleichung

. b . .
dxg:—§X;dt+gng, i=1,...,n, (8.22)
wobei B = (B!,..., B") eine n—-dimensionale Brown’sche Bewegung ist und b,o > 0. Betrachte den

Prozess
Y= (X)) +.. + (XM

:i( /OtQngng)

=1
n t
/ ( —b( X;’)2> ds—l—Z/ oX!dB.
0 =1 70

n

Dann ist nach der Itd6-Formel

<

=

7

—
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Es folgt, dass
t 2
Zy =Y, —/ (n— —bY;)ds
O 4

ein stetiges Martingal ist mit quadratischer Variation

t
<Z>t = 0'2/ de
0

Alsoist Y die Losung der stochastischen Differentialgleichung
no?
dY; = <4 — bY}) dt + 20/ Y: dWy, (8.23)

wobei W eine Brown’sche Bewegung ist. (8.23) hat keine Lipschitz—Koeffizienten, aber man kann dennoch
zeigen, dass diese Gleichung eine eindeutige starke Losung hat.

Die eindimensionale Brown’sche Bewegung kehrt fast sicher unendlich oft zum Ursprung zuriick, die zwei-
dimensionale Brown’sche Bewegung kehrt fast sicher gar nicht zum Ursprung zuriick. Ahnlich verhilt es
sich mit Y. Man kann zeigen, dass

Ist n < 2,s0ist P[Y; = 0 unendlich oft | =1

. . (8.24)
Ist n > 2,s0ist P[Y; =0 fiirein ¢t > 0] =0

Definition 8.13 Das Cox-Ingersoll-Ross Modell (CIR) ist dasjenige Zinsstrukturmodell, wo die Zinsrate

r die Losung ist von
dry = (a—bry)dt + o\/r dW,. (8.25)

Dabei ist a,b,o,r9 > 0 und W eine Brown’sche Bewegung sowie F = o(W).

Ist n = 4a/0? ganzzahlig, so ergibt sich die Interpretation wie oben. In jedem Fall gilt (8.24). Wir nehmen
also im Folgenden n > 2 an.

Gleichgewicht des CIR Modells

Wir betrachten die Frage nach dem Langzeitverhalten des Modells. Gibt es einen Gleichgewichtszustand,
gegen den 7; konvergiert?

Dazu schauen wir uns erst einmal den Fall an, wo n := i—‘; € N ganzzahlig ist. In diesem Fall hat r die
Darstellung
Tt = Z(XZ )27
i=1
wobei X!,..., X" unabhiingige Ornstein—Uhlenbeck Prozesse sind, also Lésungen von

4 b .
dXZ:—ngdt—k%ng, i=1,....n,

wo B',..., B" unabhiingige Brown’sche Bewegungen sind. Dabei konnen wir als Startbedingung anneh-
men
Xy =vro, Xi=..=XJ=0.
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Es sind dann X/, ..., X* unabhingig und normalverteilt mit Erwartungswerten
E[X}]=e"2/r, EX?]=...=EX}]=0
und Varianz
i o —bt
EX;|=K := E(l —e ).

(Siehe (8.14) und (8.16).) In dem Fall, wo ro = 0 ist, ist 7;/K also x?-verteilt mit n Freiheitsgraden,
hat also die Dichte )
n_q
2

= 9n20(n)2)"

Hier ist T' die iibliche Gamma—Funktion. Allgemeiner ist 7;/K y?-verteilt mit n Freiheitsgraden und
Dezentralititsparameter

e ™2 1>0.

4bTU
o2(ebtt — 1)
Wir wollen die Verteilung hier nicht explizit ausrechnen, sondern stattdessen nur das Gleichgewicht, al-
so den Limes ¢t — oo betrachten. Offenbar konvergiert jedes X in Verteilung gegen No o2 /4b- Also

konvergiert ;%’rt in Verteilung gegen die x?—Verteilung mit n Freiheitsgraden. Mit anderen Worten, die
Limesverteilung von r; fiir £ — oo hat die Dichte

zZ =

2b

o2

2a/0?
p(dz) = ( > I'(2a/02) " p(2a/o")=1=(20/o%)r, (8.26)

Kolmogorov’sche Vorwirtsgleichung
Wir haben diese Formel bislang nur fiir n ganzzahlig hergeleitet. Es ist instruktiv, einen weiteren Zugang
zu betrachten, der fiir alle Werte von n das Gleichgewicht charakterisiert.

Wir nehmen an, dass 7o zufillig ist und verteilt wie das Gleichgewicht, also P[r, € dz| = p(x)dz fiir alle
t > 0 und x > 0. Betrachte eine Testfunktion f : (0,00) — R mit kompaktem Triger, die zweimal stetig
differenzierbar ist. Dann ist

E[f ()] = Elf(ro)] = / " p(@)f () d

fiir alle ¢, also

Nach der It6-Formel ist aber

52
df (re) = (a = bry) f'(re) dt + o/re f' (1) dW; + 77"tf”(7‘t) dt.

Also ist mit partieller Integration

0=E {(a —bry) £ (re) + U;nf”(rt)]

—/0 ((a— bx)f'(z) +

2

S af'(@))p(a) do

2

p.1 /0°° {_(a —bx)p'(z) + bplx) + %(afp"(a:) +op )| fla)da.

—
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Da f beliebig war, muss p die folgende Differentialgleichung erfiillen

0.2

?l‘p”(l‘) + (bz +0® —a) p'(z) + bp(z) = 0.

Durch die Nebenbedingung p(z) > 0 und f0°° p(z)dx =1 ist p dann eindeutig festgelegt als
p(z) = CT(2a/02)7167(2b/a2)r,

wobei die Normierungskonstante C' gegeben ist durch

(2()/0’2)2&/02

¢= I'(2a/0?)

Bond Preise

(8.27)

Wie im Vasicek Modell hat r die Markoveigenschaft und ist zeitlich homogen. Also hat der Bondpreis die

Gestalt
B(t,T)=E

T
exp (—/ rs ds)
t

Tt‘|
= \I/(T - tart)a

U(t,z) = E {exp (— /Ot ry ds) ’ro _ x} .

. .. . . t
Wir miissen also die Laplace-Transformierte von fo rs ds ausrechnen.

wobei

Lemma 8.14 Seien a’,z' > 0, i = 1,2,3 und seien r’ = r* i, Lisungen von
dri = (a* — bry)dt + oy/ri dW}, ry =,
wobei W', W2, W3 unabhiingige Brown’sche Bewegungen sind. Dann ist
rl,al,xl + T2,a2,x2 2 r3,a1+a2,w1+a;2
Beweis Klarist 7} +r2 = 2! + 22 = r3. AuBerdem ist
0oTTo 0

t
Zs =1t +1r? —/ (a1 +a? —b(r! —l—r?)) ds
0

t t
:/ a\/EdW§+/ o\/r2dW?
0 0

ein stetiges quadratintegrierbares Martingal mit quadratischer Variation

¢
(Z) = / o? (ri+r?) ds.
0

Also gilt
d(rl +1r2) = (al +a® = b(rf + rf)) dt + or/ri + 12 dW,,

wobei W eine Brown’sche Bewegung ist. Dies ist aber genau die Definitionsgleichung fiir 3.

(8.28)

(8.29)
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Proposition 8.15 Es gibt Funktionen C' und D, sodass

t
E [exp (—/ Ts ds)} = ¢ ToC(H)=aD ()
0

1 2,a,0

Beweis Sei 7 =r! + 12, wo r! = 1070 und 12 = r

E e <—/d>} —E |ex <_/d)} B oy (_/d)}

=: f(ro) - g(a).

unabhingig sind. Dann ist

Seiennun x,y > 0 und 7' = 71:0% sowie 71 = 72:0¥ unabhingig und wie in Lemma 8.14. Dann ist

f<x+y)=E[exp (—/Ot?§+?€ds)]

= f(z+y).

Also ist f monoton fallender Gruppenhomomorphismus (R, +) — (R, -). Also ist f differenzierbar
und f(x) = exp(f’'(0)z). Setze nun C(t) = —f(0).

Analog: D(t) = —¢'(0). O
t

Lemma 8.16 D(¢) = / C(s) ds.
0

Beweis Sei ¢ > 0. Seien r! = 110 42 = p

zeitlichen Homogenitit von r
t+e o [t t
/ r;ds:/rfder/rfds.
€ 0 0

Da r! die Markoveigenschaft hat, gilt auch

t+e D t t . £
/ r;ds:/ r?der/ r§d5+/ ’I‘;dS.
0 0 0 0

Wir kiirzen ab: R = f(f rids, also D(t) = —logE[e’Ri], i =1,2.Bsist E[rl] < s, also E[R}] < £2.

2.1.0 ypd 73 = 307 Nach Lemma 8.14 gilt wegen der
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Damit ist dann

%D(t) — 7% (log Efexp(—R})])
= P L)

dt

Nach Voraussetzung ist der diskontierte Bondpreis ein Martingal

t
B(LOT) =U(T —t,ry)exp —/ rsds | .
S 0

Also verschwinden die dt—Terme in

d(exp ( — /Ot Ty ds)\IJ(T — t,"'t))

t
= exp ( — / Ty ds) {—rt\ll dt + 0LV dr; + %822\11 d(r)yy — 0¥ dt}
0

Wegen d(r); = o?r; dt ist dann

0.2

0=—rVv+ ?Tt(?%\l/ + (a = bry) ¥ — 01 V. (8.30)

Nun ist aber
T—t
U(T —t,r:) = exp (—nC(T —t)— a/ C(s) ds) ,
0

also

RV =-C(T —-1t)¥

03V = CHT —t)¥

"V = (—rC"(T —t) —aC(T —t)) ¥.
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Einsetzen in (8.30) liefert
2
—1+C’+%02+b0:0, C(0) = 0. 8.31)
Diese DGL erster Ordnung vom Riccati-Typ lédsst sich eindeutig 16sen:

B 2(e7t —1)
e = ¥ —b+ert(y+b)

) 2yet(r+0)/2
D(t) = - lOg — " s
o v —b+er(y+0)

(8.32)

wobei
v = Vb + 202

Zusammenfassend haben wir:

Satz 8.17 (Bondpreis im CIR Modell) Zur Zeit t betriigt der Preis fiir eine Nullcouponanleihe mit Fil-
ligkeit T' im CIR Modell

B(t,T) = exp ( —rC(T —t)—aD(T — t)),

wo C und D durch (8.32) gegeben sind.

8.3 Das Heath—-Jarrow—Morton Modell

Wir betrachten jetzt ein Modell, bei dem nicht nur die Zinsrate r einer zufilligen Dynamik unterliegt, son-
dern die gesamte Zinsstruktur verdnderlich ist. Wie in Abschnitt 8.1 gesehen, kann ein Zinsstrukturmodell
dquivalent durch die Angabe der Termin—Zinsraten

d
f(th) = 7d7T logB(t,T)

bestimmt werden. Die Idee ist, dass die Funktion
T =1[0,7*] — [0,00), T~ f(0,7)

als Anfangsdatum genommen wird. Danach folgt ¢ — f(¢, -) einer zufélligen Dynamik. Genauer: Wir
nehmen an, dass T eine Brown’sche Bewegung ist und F = o(W) die erzeugte Filtration. Ferner seien
zufillige, hinreichend glatte Funktionen (¢,7) — a(¢t,T7) € R und (¢,T) +— o(t,T) > 0 gegeben, sodass
fiir jedes T € [0, T*]

(a(t,T))ieo,r), (o(t,T))teo,ry sind F-adpatiert und messbar

sowie - -
/ o2(t,T) dt < oo, / la(t, )| dt < oo.
0 0

Definition 8.18 I/m Heath—Jarrow-Morton Modell (HJIM) ist die Termin—Zinsrate die Losung der sto-
chastischen Integralgleichung

t t
f@&T)=7(0,T) +/ o(u, T)dW, +/ a(u,T) du, 0<t<T. (8.33)
0 0
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In welchen Zusammenhang miissen o und a stehen, damit der Markt arbitragefrei ist? Wir miissen priifen,
unter welchen Bedingungen ein dquivalentes Martingalmal} existiert.

T
B(t,T) = exp (—/t ft,u) du> ,

die Zinsrate ist 7, = f(¢,t). Das Differential im Argument der Exponentialfunktion ist also (siehe Korol-

Jar 5.41)
T T
d (/t ft,w) du) = [f(t,t) dtf/t dif(t,u) du]

T
= rydt — / [a(t,u) dt — o(t,u) dWy] du
t

i [/tTa(t,u) du] b — [/ o(t,u) du] dW,

= rydt —a*(t,T)dt — o*(t, T) dW,,

Der Bondpreis ist

wobei wir abgekiirzt haben

T T
a*(t,T) ::/t a(t,u) du, o*(t,T) ::/t o(t,u) du. (8.34)

Wir wollen das Differential des diskontierten Bondpreises [;B(t,T) bestimmen. Dabei ist wie iiblich

B =1/SY und S? das Bankkonto
t
SY = exp (/ fu, ) du) .
0

A3 B(t,T) = B B(t, T) <[a*(t,T) + ;(a*(t,T))ﬂ dt — " (t,T) th) .

Dann ist mit der It6-Formel

Damit dies ein Martingal ist, miissen die dt—Terme verschwinden, also muss gelten

2
T T
/ a(t,u)du—i(/ U(t,u)du> , 0<t<T<T™. (8.35)
¢ ¢

Durch Ableiten nach 7" bekommen wir die dquivalente Bedingung
T
a(t,T) = ot T)/ o(t,u) du, 0<t<T<T™" (8.36)
t

Jede diese Bedingungen ist dquivalent dazu, dass P ein Martingalmal} ist. Wir haben aber noch eine
Freiheit, um aus P ein dquivalentes Martingalmall zu machen via Girsanov—Transformation. Sei dazu
v : [0,7*] — R messbar und adaptiert. Wir nehmen zudem an, dass ~ die Voraussetzungen des Satzes
von Girsanov (Satz 5.70) erfiillt, also beispielsweise die Novikov Bedingung (vergleiche Proposition 5.69)

1
E [exp (2/ (7¢)? dt)] < 00. (8.37)
0
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Wir bezeichnen

t 1t
Zy = exp (/ Voo AW, — 7/ 75 du) (8.38)
0 2 Jo

t
W, =W, —/ Yo A
0

und

Unter dem neuen Wahrscheinlichkeitsmall dQ) = Zp-dP ist W eine Brown’sche Bewegung.

Das Differential des diskontierten Bondpreises ist
d(BeB(t,T)) = B B(t,T) ({—a*(t,T) + %(a*(t,T))Q — " (&, T)y | dt —o*(t,T) th> .
Alsoist 8;B(t,T) genau dann ein (Q,F)-Martingal, wenn
a*(t,T) = % (o*(t,T))* — o™ (t, T)ve, 0<t<T<T (8.39)

oder dquivalent dazu

a(t,T) =o(t,T)o*(t,T) — o(t, T)y, 0<t<T<T" (8.40)

Wir haben damit gezeigt:

Satz 8.19 (Heath—Jarrow—Morton (1992)) Das Heath—Jarrow—Morton Modell ist arbitragefrei, falls
o(u,T) > 0 fiir alle u, T, und falls es ein -y gibt, das (8.38) und (8.39) (oder dquivalent (8.40)) erfiillt.

Bemerkung 8.20 Unter Q hat B(t,T)c(o,7) die Drift

1
B(t,T) (rt —a*(t,T) + 2(0*(t,T))2> dt

und Volatilitit o* (¢, T'). Die Drift iibertrifft die aktuelle Zinsrate um

* 1 * 2
Wir konnen also die Grofie

a*(t,T) + 3(o*(t,T))*

o*(t,T)

als Risikoprdmie (market price of risk) auffassen. Vergleiche dazu Definition 6.12. Die Risikoprdmie muss
fiir Anleihen jeder Filligkeit 7' gleich sein, damit der Markt arbitragefrei ist, also darf der Ausdruck in

(8.41) nicht von T' abhiingen. Diese Eigenschaft ist dann aber gleichwertig zu (8.38), denn wir kdnnen
dann setzen

(8.41)

a*(t,T) + 5(c*(t, 7))
o*(t,T)

Tt =
Bemerkung 8.21 Unter der Bedingung (8.39) gilt
t t
£ = FO.)+ [ (000 T)o" . T) ~ 0w Th) du+ [ o(u,7)dW,
0 0

:f(O,T)+/O o(u,T)o*(u,T) du+/0 o(u,T) dW,
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Um ein HIM Modell in der Praxis einzusetzen, braucht man also a gar nicht. Die Modell-Parameter sind
f(0, -) und o, und wir kénnen das arbitragefreie HIM Modell definieren durch

t t
f(t,T) :f(O,T)+/ o(u, T)o*(u, T) du+/ o(u, T)dW,,. (8.42)
JO 0

Alternativ zu o kann man natiirlich auch eine differenzierbare Funktion o* vorgeben mit o*(7,T) = 0
und

t,7).

d *
o(t,T) = T° (

Es gilt dann
d:Bi(t,T) = B(t,T) (r¢ dt — o™ (¢, T) dWy) . (8.43)

8.4 Zinsratenmodelle als HJM Modelle

Die in Abschnitt 8.2 betrachteten Zinsratenmodelle fallen bei genauerer Betrachtung auch in die Klasse der
HIM Modelle. Wir betrachten dafiir jetzt ein Zinsratenmodell, wo r die (starke) Losung einer stochasti-
schen Differentialgleichung ist:

th = a(rt, t) dt + 6(7}, t) th, (844)

fiir geeignete, nicht-zufillige Funktionen o und S. Dann ist 7 Markov’sch. Sei F = ¢(W). Dann ist der
Bondpreis (siehe (8.6))

T
B(t,T) = exp <—/ f(t,u) du) = ¢~ 9(ret D)
t

T
9(z,t,T) := —logE lexp </ Tsd5> Ty x] .
t

Speziell ist P schon das Martingalmal fiir dieses Modell.
Proposition 8.22 Sind o und 3 hinreichend glatt, so ist das durch (8.44) definierte Zinsratenmodell ein
HJM Modell mit

wobei (siche (8.17))

o(t,T) = B(r,t)0183g(re, t,T)

und
U* (Ta T) = ﬂ(’r‘tv t)alg(rb tv T)

Beweis Wir nehmen an, dass die zweiten partiellen Ableitungen von g existieren und vertauschen. Dann
ist
aSQ(Tta ta T) = f(tv T)

Nach der It6-Formel ist
1
dtg(rtv ta T) = alg(rh ta T) dT.t + 829(7'157 ta T) dt + 58129(7’}, ta T) d<7n>t

1
= Bog(re, t,T)dW,; + <82 + ad; + 2ﬁ23f> g(re, t,T) dt



120 Rentenmarkte

Also ist das Differential des diskontierten Bond Preises

d; (B (t’T)) _ BT (—dtg(rt,t,T) + Sdlg(re,t, 7)) — 7. dt)

S7 Sy
B(t,T
= - (SO ) Balg(’rh ta T) th (845)
t
B(t,T)

1 1
<0 [— ((92 + ad; + 2,328f> g(re, 6, T) + 5(&819)2 - rt} dt
t

Da wir schon wissen, dass (B(t,T)/(S?)):c(0,r ein Martingal ist, verschwindet der d¢~Term und es bleibt
d,B(t,T) = B(t,T) [~o*(t,T) dW,; + r; dt] ,
wobei o*(t,T) = S(rs, t)01g(re, t, T). Also ist das Modell ein HIM Modell mit Volatilitdt o*. O

Bemerkung 8.23 Man kann auch direkt mit der It6-Formel zeigen, dass in (8.45) der Ausdruck in den
eckigen Klammern verschwindet. Schreiben wir namlich Hy(r) = exp(— ftT rsds) und

F(x,t) = EY"[H, (1)),
dannist g(z,¢,T) = —log F(x,t) und

d
aHt(T) = Tth(T).

Die Kolmogorov’sche Riickwirtsgleichung fiir r liefert jetzt
0 F(x,t) = —a(z,t)00 F(x,t) — %BQGfF(t, x) +zF(t,x).
Also ist OF 1. F
Oog(x,t,T) = al? + 5521? —x
= —adhg — 56%0%0 + 5 (Phg) —

Im Gegensatz zur Vorwirtsgleichung (siehe Seite 112) treten hier die Ableitungen nach dem Startzeitpunkt
t des Markovprozesses 7 und nicht die nach dem Endzeitpunkt 7" auf. a

Vasicek Modell

Im Vasicek Modell ist a(x,t) = a(b—x) fiir a,b > 0 und B(x,t) = 8 > 0. Der logarithmische Bondpreis
ist (siehe (8.21))

g(x,t,T) = b(T — t) + = a— b(l _emaT=1)y _ % <2a(T ) — 34+ de~oT-D _ 672a(T7t)) ‘
Also ist 01 g(z,t,T) = %(1 _ efa(T—t)) und

o(t,T) = Bdsdrg(ry,t, T) = Be~ T~
Weiterhin erhilt man die Anfangsbedingung aus

£(0,7) = 108 B0,T) = ds9(r0,0.7)

2
—a —aT\2
=b+ (ro —b)e T—%(l—e ™.
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Cox-Ingersoll-Ross Modell
Hier ist
dry = (a —bry) dt + o/ry dWh,
also a(z,t) = (a — bzx), B(x,t) = o/x. Der logarithmische Bondpreis ist
—log B(t,T) = g(r,t,T)

WO
gz, t,T) =axC(T —t) + aD(T — t)

istmit C' und D(t) = [} C(s)ds aus (8.32):

C(t) = 2 1) v =12 1 202,

Sy —btert(y+b)

Es ist dann i

= Toc,(T) + CLC(T)

und
U(t7 T) = /B(rtv t)a?)alg(xv ta T)

= o/ C'(T — t).

8.5 Mehrfaktoren HJM Modell
Im HIM Modell konnen wir die Zinsrate bestimmen als
t t
re = f(t,t) = £(0,1) +/ o(u,t)dW, +/ a(u,t) du. (8.46)
0 0

Speziell ist r also an F = (W) adaptiert. Unter schwachen Voraussetzungen an o (z.B. strikt positiv fast
sicher) gilt aber auch F = o (r). Wir haben also mit dem HIM Modell doch nur wieder ein Zinsratenmodell
hergestellt — mit all den Unzulénglichkeiten, die diese Modelle haben. Zum Beispiel sind alle Termin-
Zinsraten perfekt korreliert.

Reichere Modelle, bei denen sich die Filtration nicht aus der Zinsrate zuriickgewinnen lédsst, erhdlt man
durch die folgende einfache Verallgemeinerung des HIM Modells. Seien W1, ... W™ unabhingige Brown’sche
Bewegungen und a(t,T) und o;(¢,T), i = 1,...,n, Funktionen, mit

T T
/ la(t, T)| dt < oo, / (os(t,T))*dt < .
0 0

Definition 8.24 Das Mehrfaktoren HJM Modell mit n Faktoren ist dasjenige Zinsstrukturmodell, bei
dem die Termin—Zinsrate die Losung der folgenden stochastischen Integralgleichung ist

t n t
f(t,T) = f(0,T) +/ a(u, T) du—l—Z/ oi(w, TYdWi, — 0<t<T. (8.47)
0 i=1 70
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Beispiel 8.25 (Ho-Lee-Modell mit zwei Faktoren) Dieses Modell ist ein HIM Modell mit zwei Faktoren.
Die Integralgleichung fiir die Termin—Zinsraten ist

t t t
F(6,T) = £(0,T) + / o1 dW} + / 02 T AW 4 / alu,T) du, (8.48)
0 0 0
wobei 01, 03, A > 0 Konstanten sind und

2
a(t,T) = o2 + ‘L; (1 - e—MT—f)) e NT=1), (8.49)

Die Bedingung (8.49) stellt sicher, dass P das Martingalmal ist.

Interpretation:

e W, produziert Fluktuationen, die im ganzen Verlauf der Zinskurve in gleicher Weise zu spiiren sind.

e W5 produziert kurzreichweitige Fluktuationen.

Der Bondpreis kann berechnet werden zu

T
—1og(B(t,T)):/t F(t,u) du

¢ ¢ t T (8.50)
=0 (T —t)+ % (e_’\t - e_’\T) / erdW? + / f(0,u) du + / / a(s,u) duds.
0 0 0 Jt
Die momentane Zinsrate ist
¢ ¢
re = o W} + 0'26_/\t/ er dW? + £(0,t) —l—/ a(s,t)ds. (8.51)
0 0

Insbesondere sieht man, dass nicht ! und W, beide aus r rekonstruiert werden koénnen. Mithin 14sst
sich auch B nicht aus r rekonstruieren. Wir haben also ein Modell vorliegen, das echt reicher ist, als ein
Zinsratenmodell.
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