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Yorwort

Stochastik ist die mathematische und rechnerische Untersuchung aller Phinomene, die mit Zufall zu tun
haben. Dabei unterteilen wir die Stochastik in zwei Teilgebiete:

1. Wahrscheinlichkeitstheorie (W-Theorie) Diese bildet mathematische Modelle, die zufilliges Ge-
schehen beschreiben sollen und untersucht diese Modelle quantitativ und qualitativ.

2. Statistik Die Statistik mochte zu konkret vorgegebenen Datensitzen (moglicherweise zufilliger)
Beobachtungen ein w-theoretisches Modell finden, das in gewissem Sinne gut zu den Daten passt und
diese ,,erkldren” kann. Auflerdem ist die Statistik natiirlich behilflich bei der Planung von Versuchen,
damit die gewonnenen Datensitze auch brauchbar sind im Sinne einer statistischen Auswertung.

Es bleiben noch die Fragen:

Was ist Zufall?

Genau genommen beschiftigt sich die Mathematik mit dieser Frage gar nicht, sondern rechnet mit Mo-
dellen, deren Interpretation dem einzelnen iiberlassen wird. Grob gesprochen ist ein Experiment zufillig,
wenn man vor dem Experiment auch bei genauer Kontrolle der Experimentierbedingungen den Ausgang
nicht vorhersagen kann. Dies kann einerseits an grundsétzlicher Unmoglichkeit der Vorhersage liegen, wie
die Quantenmechanik nahe legt, oder lediglich daran, dass man die Bedingungen eben doch nicht genau
genug kennt, beziehungsweise aus ihnen den genauen Ausgang des Experiments nicht vorhersagen kann.
Bei einem Wiirfelwurf ist der Ausgang zufillig, da wir die Startbedingungen nicht genau kennen. Bei der
Geburt eines Kindes ist das Geschlecht meist vorher bekannt. Wenn man aber prinatale Diagnostik igno-
riert, so kann man es als zufillig betrachten. Zufall beschreibt also immer auch den subjektiven Grad der
Unkenntnis.

Was ist Wahrscheinlichkeit? Um Zufall zu quantifizieren, mochten wir jedem Ereignis A, das bei einem

Zufallsexperiment auftreten kann, eine Zahl P[A] € [0, 1] zuordnen, die angibt, wie sehr wir das Eintreten

von A erwarten. Die vielleicht prignanteste Deutung ist die frequentistische Deutung: Wir gehen von der

prinzipiellen unabhéngigen Wiederholbarkeit des Experiments aus. Tritt dann bei n Experimenten h,, (A)-
n—oo

mal A ein, so sollte h,,(A)/n — P[A] gelten. Diese Deutung des Zufalls wird in den Gesetzen der
grofen Zahl formalisiert.
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Kapitel 1

Grundlagen

Der Begriff des Ereignisses und der Wahrscheinlichkeit werden an die Spitze der Betrachtungen gestellt und
danach als gegeben angesehen. Nachdem wir den formalen Rahmen abgesteckt haben, bringen wir einige
wichtige Beispiele von Wahrscheinlichkeitsrdumen.

1.1 Ereignisse

Sei 2 eine nichtleere Menge. Jedes w € (2 stellt ein Elementarereignis dar. Durch €2 sind alle irgendwie ge-
arteten Ausgiinge eines betrachteten Zufallsexperimentes kodiert. Mit 2 bezeichnen wir die Potenzmenge
von €. Mit A C 2% bezeichnen wir das Mengensystem der (beobachtbaren) Ereignisse.

Beispiel 1.1 Werfen eines sechsseitigen Wiirfels.

Q={1,2,3,4,5,6}, A= 2%

A>3 A=1{1,3,5}
= ,ungerade Augenzahl”. &

Beispiel 1.2 Dreimaliges Werfen eines sechsseitigen Wiirfels.
Q=1{1,2,3,4,5,6}% = {(w1,wa,w3) : wi,wz,wsz € {1,...,6}},
A =2
Wir betrachten die Ereignisse A und B

A3 A={w=(wi,w2,w3) €EQ:ws +wy =4}
= ,,Augensumme der ersten beiden Wiirfe ist genau vier
A>3 B={w=(w,wz,w3) €EQ:w) +wa+ws>T7}
= ,,Augensumme aller drei Wiirfe ist mindestens sieben®. &

Beispiel 1.3 Wie Beispiel 1.2, jedoch konnen wir den dritten Wurf nicht mehr beobachten. Dann ist

Q={1,2,3,4,5,6}°

1
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und

A:{Ax{1,...,6}: Ac{l,..-,ﬁ}z}

= {{(wl,wg,W3) €0: (wi,w) €A}, AC{1,...,6}2 }

Dann ist A € A, aber B ¢ A. Klar, denn die Augensumme kennen wir nicht, wenn wir den letzten Wurf
nicht kennen. <

Beispiel 1.4 Ein Gliicksrad bleibt bei einem zufilligen Winkel « € [0, 27) stehen. Wir konnen den Winkel
nur mit einer Genauigkeit %” messen, wobei N € N die Anzahl der Skalenstriche des Winkelmessers ist.
Genauer: das Messgerit liefert auf Vielfache von QW“ abgerundete Werte & = 27 [ﬂaJ . Wir wihlen

N L27
Q=10,2m)
- ~ 2 27 2w
A= {A+ [0,27/N): A {07W’2W"' 7(N—1)—}}
27 | N ~ ~ 27 27 27
{{oea: § || cd):dc o ok v-0 5}
S 2T 2w 2m
_ -1 . = _ -
_{X (A).Ac{o,N,zN, (N 1)N}}
Dabei ist X die Abbildung, die die Projektion des Winkels auf die vom Messgerit darstellbaren Winkel
beschreibt: ) ) ) ) N
™ 7 ™ 7

Es tritt also A = A + [0,27/N) genau dann ein, wenn unser Messgerit einen Wert & € A anzeigt. Der
wahre Wert liegt dann in & + [0, 27/N). <&

Wir fiihren folgende Sprechweisen ein (fiir A, B € A):

Formal in Worten

0 das unmogliche Ereignis

Q das sichere Ereignis

A ,, A tritt ein‘

Ac:=Q\ A ,,»A tritt nicht ein”, A€ heilt Gegenereignis von A.
ANB ,,Aund B treten ein‘

AUB ,,A oder B treten ein*

AAB = (A\ B)U(B\ A) ,»A oder B treten ein, aber nicht beide™,

ACB ,,A impliziert B*.

Damit alle logischen Implikationen, die wir aus der Beobachtung von Ereignissen ziehen kdnnen, auch
wieder Ereignisse sind, muss .4 gewisse Abgeschlossenheitsbedingungen erfiillen. Es miissen gelten:

(i) 0 e A,
(i) Ac A = A€ A,
(iv ABe A= AUuBe€ A
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Um Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zuzuordnen und Limiten von Folgen von Wahrscheinlichkeiten zu
betrachten, ist es niitzlich, statt (iv) sogar zu fordern:

(ii) A1, As,...€ A= [ A, € A

n=1

Definition 1.5 Erfiillt A (i), (ii) und (iv), so heifit A eine Algebra auf Q). Erfiillt A (i), (ii) und (iii), so
heifit A eine o-Algebra auf Q). Das Paar (), A) heifit dann ein Messraum oder Ereignisraum. Die Ele-
mente A € A heifen Ereignisse.

Im Folgenden werden stets Messrdaume den Grundraum an Ereignissen liefern.

Satz 1.6 Ein Mengensystem A C 2% ist genau dann eine o-Algebra, wenn folgende Eigenschaften erfiillt
sind:

(i’)) Qe A

(i'’) ABe A= B\AcA

(iii’) A1, Az,...€ A= (] An€A

n=1

Beweis Wir zeigen nur, dass fiir jede o-Algebra A die Aussagen (i’), (ii’) und (iii’) gelten. Die andere
Richtung geht analog.

Es gelten also (i), (i), (iii).

(i’) Nach (i) und (ii) ist Q = @€ € A.

(ii”) Seien A, B € A.Danmnist B\ A= BN A°= (B°UA)° ¢ A

(iii’) Seien A1, Ao, ... € A. Nach den de Morgan’schen Regeln (und (ii) und (iii)) ist

ﬁ An = <
n=1

Beispiele 1.7 (i) Ist Q # () beliebig, so sind {(, 2} und 2 die grobste und die feinste o-Algebra auf Q.

A;) c A O
1

n=

(ii) Ist €2 endlich, so ist jede Algebra auf €2 auch eine o-Algebra.
(iii) In den Beispielen 1.1-1.4 ist stets A eine o-Algebra. O

Sei £ C 2. Wenn wir das Eintreten (oder Nichteintreten) von jedem A € £ beobachten kénnen, wie sieht
dann das System aller beobachtbarer, oder sich logisch erschlieBender, Ereignisse aus?

Satz 1.8 Der Schnitt aller o-Algebren A', die £ enthalten,

o(€) = ﬂ A

A'DE: A ist o-Algebra

ist eine o-Algebra.
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Definition 1.9 o (&) heifst die von £ erzeugte o-Algebra. Gilt A = o(E), dann heifit £ ein Erzeuger von
A. & heif3t schnittstabil (oder N-stabil), falls (A, B € £ = AN B € E).

Beweis (i) Offenbarist () € o(£).

(i) Ist A € 0(&),s0ist A € A’ fiir jede o-Algebra A’ D &. Alsoist A° € A’ fiir jede o-Algebra A’ D £.
Mithin ist A° € o(E).

(iii) Sind Ay, As,... € o(£), so ist jedes A,, € A’ fiir jede o-Algebra A’ D £. Alsoist | J,—; A, € A’
fiir jede o-Algebra A’ O € und damit |, A, € o(&). O
Beispiele 1.10 (i) Seien Q = {1,...,6} und & = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6} }. Damnist (&) = 2.
(i) Seien
Q=1{1,...,6}%
A={{weQ:w eA}: Ac{1,...,6}} und
E={{1,....k} x{1,...,6}, k=1,...,6}.
Dann ist o(€) = A.
(>iii) Seien

Q0
A:{A+[0,27r/N): AC{O%W}} und

NN)> ke {0,...,N71}}.
Dannist A = o ().

(iv) Seien @ = RYund € = {U C R? : Uistoffen}. Dann ist € ein schnittstabiler Erzeuger der so
genannten Borel’schen o-Algebra B¢ := B(RY) := ¢(&) auf R%. &

Wir kommen jetzt zu einem Satz, der Aufschluss iiber die Struktur von o-Algebren auf abzihlbaren Rdumen
Q gibt.

Satz 1.11 Seien (92, A) ein Messraum und Q abzdhlbar. Dann existieren Ey, Fs, ... € A mit

E;NE; =0, falls i#j, )

| Ei=A fiirjedes Ac A, (ii)
i B;CA

o({E;, i e N}) = A. (iii)

Die E; heiffen unzerlegbare Ereignisse oder Atome von A. Bis auf Nummerierung sind die Atome eindeutig
festgelegt (dies folgt aus (ii)).

Beweis Zu jedem w € 2 bilden wir

E(w) = m A.

A: A Adw

Dies ist im allgemeinen ein iiberabzihlbarer Schnitt, also nicht automatisch in A. Setze fiir w, w’ €

Cw}w/:{AEA:weA,wlgA}.
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Ist Cy, v = 0, so setze A, := 2, andernfalls wihlen wir ein beliebiges
Aw,w’ € Cw,w’-

IstCy, . =0, soistw’ € A fiirjedes A € Amitw € A, also istw’ € E(w) und damit {w’ : C,, . =0} C
E(w). Mithin gilt (wegen w’ & A, ., falls Cy, ., # 0)

Ew)C (] Aww = [l Aww C {0 Cow =0} C Ew).
w' €Q\{w} W' e€N:C,, 1 #D

Insgesamt ist also
Ew= ()] Aww€eA
w' €\ {w}

als abzihlbarer Schnitt.
»s(i)¢ Per Konstruktion gilt fiir w, w’ € Q stets entweder E(w) = E(w’) oder E(w) N E(w') = 0.
(i) Sei A € A. Offenbar istw € E(w) C A, fallsw € A, also
Ac |JEwc |J Ew cA
weA w:E(w)CA
Hieraus folgt die zweite Eigenschaft.

(i) Bilde jetzt eine Abzéhlung {E1, Es,...} von {E(w) : w € Q}. Falls n := #{E(w) : w € Q} <
00, so setze B, 1 = E,y2 = ... = (). Da die Vereinigung in (ii) abz#hlbar ist, ist jedes A € A auch in
o({E;, i € N}). Wegen E; € Afirallei € Nisto({E;, i € N}) = A O

Indem wir alle Punkte in den FE; identifizieren, konnen wir annehmen, dass jedes F; einelementig ist oder
leer. Es ist also (2, .A) dquivalent (i.e.S. isomorph) zu (€2, 2), wobei Q := {E; : i € N, E; # (0}. Es reicht
daher bei abzihlbaren Riumen  stets, A = 2% zu betrachten. Dessen ungeachtet ist es aus systematischen
Griinden manchmal niitzlich, kleinere o-Algebren zu betrachten (vergleiche Beispiel 1.3).

Definition 1.12 Ist Q abzihlbar; so nennen wir (2, 2*?) einen diskreten Messraum.

Ist @ = R?, so kénnen wir auf 2¢ in vielen Beispielen nicht in konsistenter Weise Wahrscheinlichkeiten
definieren. Hier wihlen wir typischerweise die Borel’sche o-Algebra A = B(R?).

Spater werden wir den folgenden Satz bendtigen, dessen Beweis beim ersten Lesen ausgelassen werden
kann.

Satz 1.13 Sei fiir z = (z1,...,14) € R?
L, :=(—00,z1] X ... X (—00, 4]

Dann ist
£:={L,: xR}

ein schnittstabiler Erzeuger von B(R?).

Beweis Offenbar ist £ schnittstabil, denn L, N L, = Lypny, Woz Ay = (21 A Y1, ..., Ta A Yd)-
Da (L)¢ offen ist, ist (L, )¢ € B(R?), also L, = ((L.)°)¢ € B(R?). Daher gilt 0(£) C B(RY).
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Sei

L,=(-00,21) X ...X (—00,2q).

Dann ist
L, = U L:zzf(l/n,m,l/n) € 0-(8)
neN

Also ist fiir z € R? und € > 0 (mit e’ der i-te Einheitsvektor)

Que ={y R [lz —yllo <€}

2

Fiir jede offene Menge () # U C R existieren ', 22, ... und €', €2, . . ., so, dass

U= U Qmi,si S 0'(5)

i=1

Also ist B(RY) C o(€). O

1.2 Wahrscheinlichkeit

Wir betrachten einen Messraum (£2,.4) und wollen jedem Ereignis A € A eine MaBzahl P[4] € [0, 1]
zuordnen, die wir als Wahrscheinlichkeit interpretieren. Offenbar muss die Abbildung P : A — [0, 1] ein
paar einfache Eigenschaften erfiillen:

@) P[] =0, P[Q] = 1.

(ii) Sind 4, B € Amit AN B =, so gilt P[AU B] = P[A] + P[B].

Statt (ii) fordern wir Additivitdt auch fiir abzidhlbare Folgen disjunkter Ereignisse.

Definition 1.14 (Kolmogorov’sche Axiome) Sei (2, A) ein Messraum. Eine Abbildung P : A — [0, 1]
heifit Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (2, A), (oder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung) falls gilt:

(i) Normierung: P[Q] =1,

(ii) o-Additivitit: Fiir jede Folge A1, As, ... € Amit A; N Aj = 0 fiir alle i # j gilt

U
i=1

oo

=> PlA]

i=1

P

Das Tripel (2, A, P) heifst Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum).

Ist Q héchstens abzdhlbar und A = 2%, so nennen wir (0,22, P) einen diskreten Wahrscheinlichkeits-
raum. Ebenfalls nennen wir das Paar (Q, P) einen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum.
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Beispiel 1.15 Sei (€2, .A) ein beliebiger Messraum und sei x € 2. Dann wird durch

1, falls z € A,
Pl =14(@) = { 0, falls 2 A

ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (2, .A) definiert. Wir nennen ¢,, := P das Dirac-MaB in = oder die Ein-
heitsmasse in z. %

Beispiel 1.16 Seien (2 endlich und P[A4] = j’;—é. Dann ist (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
Wir nennen P die Gleichverteilung auf Q. Das Paar (€2, P) nennen wir einen Laplace-Raum. &

Beispiele 1.17 (i) Einfacher Wiirfelwurf mit einem fairen Wiirfel. Q@ = {1,...,6}, P[A] = %#A.
(Q, P) ist augenscheinlich ein Laplace-Raum.

(i) Dreifacher Wurf eines fairen Wiirfels. @ = {1,...,6}%. P[A] = 51 #A. Auch hier ist (€, P) ein
Laplace Raum.

(iil) Wurf einer gefilschten Miinze. Seien 2 = {Kopf,Zahl} und P[{Kopf}] = p fiir ein p € [0, 1].
Dann ist P[{Zahl}] = 1 — p. Wir nennen ein solches Zufallsexperiment mit nur zwei Ausgéingen ein
Bernoulliexperiment. Interpretieren wir ,,Kopf* als Erfolg, so nennen wir p die Erfolgswahrschein-
lichkeit.

Das WahrscheinlichkeitsmaB Ber,, auf Q = {0, 1} mit Ber,({1}) = p nennen wir Bernoulli Ver-
teilung mit Erfolgsparameter p.

(2, Ber,,) ist genau dann ein Laplace-Raum, wenn p = 3 gilt.
(iv) Bernoulli-Experiment der Linge n. Seien 2 = {0,1}" und
Pl{w}] = p==“i(1—p)" ==, w=(w,...,wn) € (1.1)

Dann beschreibt (2, P) die n-fache ,,unabhingige” Ausfiihrung eines Bernoulli-Experiments mit Er-
folgswahrscheinlichkeit p. (Wir haben hier einen intuitiven Begriff der Unabhingigkeit angenommen.
Mathematisch wird die Unabhingigkeit gerade durch (1.1) definiert. Eine ausfiihrliche Definition der
Unabhingigkeit folgt im néachsten Kapitel.)

Fiir p =  ist (€2, P) ein Laplace-Raum. <&

Beispiel 1.18 Ist 2 hochstens abzihlbar und p : Q — [0, 1] eine Abbildung mit ), p(w) = 1, so wird
durch
PlA] =) pw) fir ACQ,
w€EA
ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf (2, 2) definiert. Wir nennen p die Gewichtsfunktion von P und p(w)
das Gewicht auf w. &

Beispiel 1.19 Sei n € N und seien (Q;,P;), i = 1,..., n diskrete Wahrscheinlichkeitsriume. Dann wird
auf
Q=01 x...xQ,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P definiert durch die Gewichtsfunktion

p(wiy ..y wn) = P{(wi,...,wn)}] = HPi[{wi}].
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Wir nennen

P = épz = P1®®Pn
i=1

das ProduktmaB der Py, ..., P,,. Der Produktraum (Q,P) = ([}, Q;, &, P;) beschreibt die un-
abhingige Ausfiihrung der Experimente (Q;, P;).

Ist speziell 2 = ... = Q, und P; = ... = P, so schreiben wir (2, P) = (Q}, P{"). Das Bernoulli-
Experiment der Linge n ist ein Produkt von (einfachen) Bernoulli-Experimenten. <&

Definition 1.20 (Fast sichere Eigenschaften) Sei E(w) eine Eigenschaft, die dem Punkt w € Q zukommen
kann. Wir sagen, dass FE fast sicher (oder P-fast sicher), kurz ,f.s.“, gilt, wenn es eine Menge N € A mit
P[N] = 0 gibt, so dass E(w) fiir jedes w € Q\ N gilt.

Beispiel 1.21 Seien Q = N und A = 2%. Ferner sei P wie in Beispiel 1.18 durch die Gewichte p(n),
n € Ny definiert. Sei p(n) = ()27 firn = 0,1,...,10 und p(n) = 0 fiir n > 11. Dann ist n < 10 fast
sicher.

Etwas klarer wird die auf den ersten Blick vielleicht etwas klobige Definition von ,.fast sicher, wenn
wir auf 2 = Ny die o-Algebra A betrachten, die durch £ = {{0},{1},...,{10}} erzeugt wird. Fiir
A C {0,...,10} setzen wir P[4] = 3" _, (}°)271°. Dies ist im wesentlichen der selbe W-Raum wie
oben, jedoch kénnen die Punkte n > 11 nicht unterschieden werden, denn {11}, {12} usw. sind keine
Ereignisse. Dennoch gilt beispielsweise n < 15 fast sicher. Zwar ist P[{0, ..., 15}] nicht definiert, weil
{0,...,15} kein Ereignis ist. Aber N = {11,12, ...} ist ein Ereignis mit P[N] = 0, und es ist n < 15 fiir
jedesn € Q\ N = {0,...,10}.

Der Grund fiir die zunichst etwas merkwiirdige Definition von ,fast sicher liegt also darin, dass man sich
nicht darum sorgen mochte, ob die Menge der w, denen F(w) nicht zukommt, ein Ereignis ist, oder lediglich
Teilmenge eines Ereignisses, das aber Wahrscheinlichkeit Null hat. <

Wir fassen ein paar elementare Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmalen in einem Satz zusammen.
Satz 1.22 Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Fiir jedes A € A gilt P[A°] = 1 — P[A].
(i) P[] = 0.
(iii) Fiir A,B € Amit A C B gilt P[A] < P[B].
(iv) Fiir A,B € Agilt P[AU B] = P[A] + P[B] - P[AN B].

(v) Fl;t'rAl,A%... € Agll[

oo

Ja

i=1

P

< P[4;].
i=1
(vi) Seien A, Ay, As, ... € Aund gelte A,, T A (das heifft: Ay C Ay C As...C Aund ), Ap, = A)
oder A, | A (das heifit: Ay D Ay D As... D Aund ﬂzo:l A, = A). Dann gilt

lim P[A,] = P[A].

n—oo

Beweis (i) A und A€ sind disjunkt. Daher gilt P[A] + P[A°] = P[AU A°] = P[Q] = 1.
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(ii) Wie (i) mit A = 0.
(i) P[B] = P[AU (B\ A)] = P[A] + P[B\ 4] > P[Al.

(iv)
P[A] + P[B]

P[ANB]+P[A\ B] + P[B|
= P[ANB|+P[(A\ B)UB]|
= P[ANB|+P[AUBJ.

(v) Seien By = Ajund B, = A, \ U;”:_f A; C A, firn =2,3,...Dann gilt B,, N B,, = 0 fiirm #n
und UZOZI Bn = U,Zozl An, also

P GAn =P GBn = f:P[Bn] < f:P[An].
n=1 n=1 n=1 n=1

(vi) Gelte A,, 1 A. Setze formal Ay = (. Die Mengen (A; \ A;_1)ien sind paarweise disjunkt, und es
gilt A, = U?:l(Ai \ Aifl). Dabher ist

P[4] = P fin\A,'_1

4 n— o0
=1

Fiir den Fall A4,, | A beachte A 1 A° und verwende (i). O

1.3 Der MaBfortsetzungssatz

Um ein WahrscheinlichkeitsmaB P auf einem Ereignisraum (£2,.4) zu definieren, ist es meist nicht prakti-
kabel, P[A] fiir alle A € A explizit festzulegen. Dafiir ist A im Allgemeinen viel zu groff. Oftmals reicht
es auch, P[A] fiir A aus einem geeigneten Teilsystem £ C A aller Ereignisse zu definieren.

Beispiel 1.23 Seien = Ny und A = 29,
(i) Esreicht, P[{n}] fiir jedes n € Ny zu kennen. Denn fiir beliebiges A € A ist wegen der o-Additivitit

von P
P[A] = P[{n}].

neA

Wir kénnen also £ = {{n} i n € Q} wihlen, das Teilsystem aller einelementigen Teilmengen von
Q. Offenbar geht dies fiir jeden diskreten Wahrscheinlichkeitsraum.

(ii) Esreicht, P[{0,...,n}] fiir jedes n € Ny zu kennen. In der Tat koénnen wir hieraus
P[{n}] = P[{0,...,n}] —P[{0,...,n—1}] fir neN

berechnen. Nach (i) reicht dies wiederum aus, um P vollstindig zu kennen. <&

Eine niitzliches Kriterium dafiir, ob ein Mengensystem £ C .A ausreichend grof ist, um P eindeutig fest-
zulegen, ist Schnittstabilitét.

Satz 1.24 Sei (2, A) ein beliebiger Messraum und sei € ein schnittstabiler Erzeuger von A. Sind P und Q
Wahrscheinlichkeitsmafle auf (2, A) mit P(A) = Q(A) fiiralle A € €, soist P = Q.
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Wir wollen diesen Satz in dieser Vorlesung nicht beweisen, sondern verweisen auf die ,,Stochastik I, be-
ziehungsweise auf [9, Lemma 1.42]. Haufiger noch als die Situation, in der wir ein W-Mal bereits haben
und uns nur noch um die Eindeutigkeit sorgen, ist diejenige, wo wir lediglich die Werte P[E], E € £ haben
und uns ein W-MaB P auf A wiinschen, das auf A eben diese Werte annimmt. Mit anderen Worten, wir
wollen eine Funktion P : £ — [0, 1] zu einer Funktion P : A — [0, 1] so fortsetzen, dass sie ein W-MaB
ist. Offenbar miissen wir hierfiir ein paar minimale Anforderungen sowohl an £ als auch an die Werte von
P auf £ stellen. Beispielsweise muss P[A] < P[B] gelten, wenn A, B € £ sind mit A C B. Auflerdem
muss £ wieder grofl genug sein.

Definition 1.25 Ein Mengensystem £ C 2% heifst Semiring, falls gilt:

(i) D €&,

(ii) fiir je zwei Mengen A, B € & ist B\ A endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Mengen aus
g,

(iii) & ist schnittstabil.
Beispiel 1.26 Sei 2 = R". Fiira,b € (R)",d.h.,a = (a1,...,a,), b= (b1,...,b,) mita;,b; € [—o0, 0]
definieren wir den Quader

Qup = ((al,bl] X e X (an,bn]> R,

falls a < b, d.h,, falls a; < b; fiir alle ¢ und Q. = () sonst. Man beachte, dass der Schnitt mit R” nur den
Sinn hat, dass wir fiir einzelne (oder alle) b; den Wert co zulassen konnen und dennoch einen Quader in R™
erhalten.

Essind dann & = {Qup : a,b € R"} und &' = {Qqp : a,b € (R)"} Semiringe. Speziell fiir n = 1 ist
E={(a,b]: —c0<a<b<oolund & =EU{(—00,b]: beR}U{(a,0): a € R} <&

Satz 1.27 (Fortsetzungssatz fiir MaBle) Sei (€2, A) ein Messraum, und sei £ ein Semiring auf {2 mit ) €
E, der die o-Algebra A auf Q) erzeugt. Sei P : £ — [0, 1] eine Funktion mit den Eigenschaften

(i) P[0] = 0und P[] = 1.

(ii) (Additivitit) Fiir je endlich viele paarweise disjunkte Mengen A1, ..., A, € Emit|J;_, A; € € gilt

UA,» = Zf’[Ai].
i=1 =1

P

(iii) (o-Subadditivitiit) Fiir je abzdhlbar viele A, A1, As, ... € Emit A C U;ﬁl A; gilt
P(4] < > P[4
i=1

Dann existiert ein eindeutig bestimmtes W-Maf3 P auf A mit P[A] = f’[A] fiir jedes A € E.

Beweis Siehe [9, Satz 1.53]. O
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Mit den beiden vorangehenden Sitzen konnen wir nun auch Wahrscheinlichkeitsmafe auf Rdumen 2 defi-
nieren, die nicht abzihlbar sind. Speziell sind wir an = R und © = R interessiert. Der folgende Satz ist
eine einfache Schlussfolgerung aus Satz 1.27.

Satz 1.28 (i) Seien Q = R? und f : R —

[0,
/ / flay,. ... ,xq)dxy---dxy = 1.

Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (R%, B(R?)) mit

P[(z1,51] x - X (24, yd]] / /ft17~~.7td)dtd-"dt17

fiir x; <wy;, i =1,...,d. P heifpt Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R? mit Dichte f.
(ii) Sei Q2 = R. Die Abbildung F : R — [0, 1] habe die Eigenschaften

00) eine (Riemann-) integrierbare Funktion mit

(a) F ist monoton wachsend,
(b) F ist rechtsstetig,
(c) limg—_oo F(z) = 0 und lim, o, F(z) = 1.
Dann wird durch
P[(a,b]] = F(b) — F(a) fiir a < b,
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf (R, B(R)) definiert. F heif3t die Verteilungsfunktion
von P.

Umgekehrt wird fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (R, B(R)) durch Fp : x — P[(—o0, z]] eine
Verteilungsfunktion auf R definiert.

(iii) Die Aussagen aus (i) gelten auch, wenn wir Q € B(R?) und A = {A € B(R?) : A C Q} wiihlen.
Speziell also fiir Intervalle, Quader, Kugeln und so weiter.

Beweis Sei im Folgenden £ der Semiring der Quader in R beziehungsweise der halboffenen Intervalle in
R (siehe Beispiel 1.26).

»({)*  Wir priifen die Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 1.27.
(i) und (ii) sind trivial.
Zu (iii): Seien A, A1, Ay, ... € Emit A C |, A,. Dann ist

1a < 1y~ a4, < Z]—An-

n=1
Also gilt (beachte, dass die Vertauschung von Integral und Reihe erlaubt ist, weil der Integrand nichtnegativ
ist)

P[A]:/ flz1, .. za)lalxy,. .., xq)dzg -+ day

S/ / Zf(ﬂ:l,...,xd)lAn(zl,...,ajd)dxd..,dzl
- —® n=1

= g / / flay,. .. zq)la, (z1,...,2q)dag -+ dzq
n=1Y —°° —00



12 Grundlagen

»(ii)**  Wir priifen wiederum die Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz 1.27.
Setze formal F(0co) = 1 und F(—o0) = 0 sowie P[] = F(—c0) = 0 und P[R] = F(oo) = 1. Dann ist
(i) trivial.
Zu (ii): Seien Ay, ..., A, € & paarweise disjunkt und |J;'_; 4; € &, etwa (ag,a,] := U}, A;. Ohne
Einschriankung kdnnen wir annehmen, dass die Intervalle Ay, ..., A, aufsteigend geordnet sind, also

A1 = (ao,al], A2 = (al,ag], ey An: (an_l,an].

Dann ist

P[(ao, an]] = F(an) — F(ag) =

-

Il
_

(F(a;) — F(ai—1)) = Z P[A;]

2

Zu (iii): Seien (a,b], (a1, b1], (az,bs],... € & mit

(@

(a,b] C (an, by)-

3
Il
—

Sei e > 0. Da F rechtsstetig ist, existiert ein a® € (a,b] mit F'(a®) — F(a) < €/2. Wihle fiir jedes n € N
ein b5, > b, mit F (b)) — F(b,) < €2~ (™1, Wenn wir zeigen kénnen, dass

] <> Pllan,b]] (*)

gilt, dann folgt

Pl(a.b] < 5 +P[(@*

N ™
l\')\m

Z (an,b5]] < e+ > P[(an, by]

Da e > 0 beliebig war, folgt Bedingung (iii).

Wir miissen also nur noch (*) zeigen. Nach Konstruktion gilt (a,b] C |~ (an,b5). Da [a®, b] kompakt
ist, gibt es ein N € N mit [a®,b] C U,Ile(ak, b%). Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass
a; < as < ... < ay gilt (ansonsten nummerieren wir die Intervalle um). Wenn fiir ein £ < N gilt, dass
by, < bf_y, soist (ag,b3,) C (ak—1,b5_;), und das k-te Intervall wird nicht bendtigt. Da die rechte Seite
in (*) nur kleiner wird, wenn wir diese Intervalle entfernen, konnen wir annehmen, dass b7 < ... < b%.
Da die Vereinigung dieser Intervalle zusammenhéngend ist, gilt b}, > a4 fiirjedesk =1,...,N —1.Es
folgt (beachte b5, > bund a; < a®)

P((a%,b] = F(b) — F(a®)
< F(by) — F(a1)
N—
F(by) )+ F(ak+1))

H

=
—

Also gilt (x), und wir sind fertig.

»(iii)** Dies wird hier nicht gezeigt. m|
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Bemerkung 1.29 (i) Die Verteilungsfunktion F'p erfiillt (a) — (c) aus Satz 1.28(ii), denn:
(a) Fiiralle z,y € R mit x < y gilt (nach Satz 1.22(iii))
Fp(x) = P[(=00,2]] < P[(—o0,y]] = Fe(y).
Also ist F'p monoton wachsend.

(b) Seien z € R und (z,,),en eine Folge reeller Zahlen mit x,, | x. Nach Satz 1.22(vi) (Stetigkeit
von P von oben) gilt

lim Fp(z,) = lim P[(—o0,,]] = P[(—00,z]] = Fp(z).

n—oo n— o0
Also ist Fp stetig von rechts.
(c) Wiederum nach Satz 1.22(vi) (Stetigkeit von P von oben bzw. unten) gelten

lim Fp(z) = lim P[(—o0,z]] = P[0] =0
und

lim Fp(z) = lim P[(—o0,z]] = P[R] =1.

T—>00 Tr— 00

(if) Die Verteilungsfunktion Fi5_ des Dirac-Mal3es ¢, ist

Fi) = Loy (®) = {

Offenbar ist F;_ in x nicht stetig.

1, falls ¢t > x,
0, falls ¢t < x.

(iii) Habe das Wahrscheinlichkeitsmall P auf (R, B(R)) die Dichte f. Dann ist die Verteilungsfunktion
Fp differenzierbar, und es gilt

Fp(x) = /w f(t)dt und Fp(z)= f(z) firalle z € R. O

Beispiel 1.30 Seien Q =R, u € R, 02 > 0 und
1 (x — p)? ;
fuo2(x) == — exp <—%‘2 fir z € R.

Dann ist f,, ;2 die Dichte einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, der so genannten Normalverteilung
mit Parametern £ und o2, kurz NV}, 2.

Dichte der Normalverteilung mit Parametern =1 und o®=4 Verteilungsfuntion der Normalverteilung mit Parametern p=1 und o®=4

0.20
1

e

f(x) = 1 o (xw?/20°

0.8
1

0.10 0.15
1 1
0.4 0.6

0.05
1

0.2

0.00
1
0.0
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Zu zeigen ist an dieser Stelle nur, dass ffooo fwﬂ (z)dx = 1 ist. Durch lineare Substitution folgt, dass
wir dies nur fiir f := f; ; /o zeigen miissen. Jetzt verwenden wir den Satz von Fubini sowie Integration in

Polarkoordinaten und erhalten
%) 2 oo oo
([ swa) = [ [ s@swava
1 oo oo
;/ / exp(—(2® + %)) dy dx
1 o0

= 7/ 2mr exp(—r?) dr

™ Jo

Beispiel 1.31 Seien (2 = Rund 6 > 0. Sei
fo(z) = 01 )(x) e fiir 2 € R.

Dann ist fp die Dichte der so genannten Exponentialverteilung mit Parameter 0, kurz exp,. Fiir die Ver-
teilungsfunktion gilt
Foxp, () = max{lfe*%, O}. O

Beispiel 1.32 Seien a,b € R, a < b, und Q = [a,b] sowie f(z) = 71—, z € [a,b]. Dann ist f die
Dichte der Gleichverteilung auf [a, b], kurz U, ;). Manchmal wollen wir [a, b] als Teilmenge eines groferen
Raums 2 = R auffassen. Dann miissen wir fiir die Gleichverteilung auf [a, b] die Dichte schreiben als

f(l’) = ﬁ 1[a,b] (I) ©

Beispiel 1.33 (Buffon’sches Nadelproblem) Auf eine sehr grof3e ebene Flédche sind parallele waagerechte
Linien im Abstand a zueinander gezeichnet. Aus groler Hohe wird eine Nadel der Linge | < a fallen
gelassen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Nadel eine der Linien beriihrt?

/

/

Abbildung 1.1: Buffon’sches Nadelproblem.

Fiir das Experiment ist nicht die absolute Lage der Nadel entscheidend, sondern nur ihre relative vertika-
le Lage zu einer der Linien, sowie der Winkel zu dieser Linie. Wir betrachten die Spitze der Nadel und
bezeichnen ihre vertikale Position gegeniiber der nichsttieferen Linie mit wy € [0, a), ihren Winkel ge-
geniiber der Horizontalen mit wy € [0, 27). Aufgrund der Experimentanordnung gehen wir davon aus, dass
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w1 und wo unabhingig sind und gleichverteilt in ihrem Wertebereich. Mit anderen Worten, wir nehmen als
Wahrscheinlichkeitsraum

Q:=1[0,a) x [0,27) = {(w1,w2) € R?: w; €[0,a), ws € [0,2m)}

mit der Borel’schen o-Algebra A und P der Gleichverteilung, also

1 27 a
PlA] = — d dwi 1 .
[A] 3ma J, Wz/o w1 La((wr,w2))
Ist speziell A ein rechteckiges Flichenelement A = [x1, 2] X [a1,a2] (mit 0 < z7 < 29 < a und
0<a; <ag <2m),soist
1 [e %} T2 _ _
PlA] = — dw2/ doy = Bzmo)las—an)
274 J o, a1 2ma

Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir A proportional zum Flicheninhalt von A, aber unabhéngig von der
konkreten Lage. Insbesondere ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Spitze der Nadel genau auf einer Linie

liegt Null: Sei B := {w € Q : w; = 0} das entsprechende Ereignis. Dann ist P[B] = 2r(0=0) _

2ma
Wir betrachten nun das Ereignis
A =, Nadel trifft eine Linie"

=A,UA,,

wobei
A, = ,Nadel trifft untere Linie

A, := ,Nadel trifft obere Linie".
Offenbar gilt A, N A, = 0, also P[A] = P[A,] + P[A,]. Weiter ist klar, dass (beachte [ < a)

1 27 —Isin(wa)
P[Au] = Ira / dwy | dws
™ ™ 0

-1 27

5ma | sin(ws) dwa

- 2L (cos(27r) — cos(?r))

Ta

l

a’
Analog erhalten wir P[A,] = Wia Insgesamt haben wir also

pla = 2 o

1.4 Urnenmodelle

Wenn man iiber ein Zufallsexperiment mit endlich vielen moglichen Ausgédngen nichts weiB3, ist die Gleich-
verteilung auf () eine natiirliche Annahme. Bei komplizierteren Experimenten ist es aber manchmal auf-
windig, die Kardinalitit von €2 zu bestimmen. Auflerdem ist die Gleichverteilung manchmal nicht die rich-
tige Annahme. Dies trifft insbesondere auf abgeleitete Experimente zu. Wollen wir beispielsweise fiir einen
zweifachen Wiirfelwurf die Augensumme betrachten, so ist eine Moglichkeit, Q@ = {2, ..., 12} zu wihlen.
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Offenbar ist hier aber nicht die Gleichverteilung anzusetzen, sondern P[{k}] = %' In der Tat ist es
einfacher, zuniichst einen groferen Raum Q = {1,...,6}2 mit der Gleichverteilung P zu betrachten und
dann nach der Wahrscheinlichkeit von

Ak:{QEQZLD1+w2:k}

zu fragen. Offenbar ist #A4;, = 6 — |7 — k| fiir k = 2,...,12, also P[4;] = w. Wie sieht es aber aus,
wenn wir 25 mal wiirfeln? Hier sind die Formeln nicht mehr ganz so direkt einsichtig und wir miissen die
Abzihlschemas systematisch beschreiben.

Die meisten dieser Probleme lassen sich auf vier Typen von so genannten Urnenmodellen zuriickfiihren,
die wir im folgenden beschreiben.

(I) mit Zuriicklegen, mit Reihenfolge In einer Urne seien n Kugeln, die unterscheidbar gekennzeichnet
sind, beispielsweise, indem sie mit den Nummern 1 bis n beschriftet sind. Wir ziehen k-mal zufillig eine
dieser Kugeln aus der Urne und notieren die Nummern der Reihe nach. Das Ergebnis dieses Experiments
ist ein k-Tupel

W= (wi,...,wg) € Q := Qr(n, k) := {1,...,n}"
Offenbar beschreibt die Gleichverteilung auf 2; dieses Zufallsexperiment, und es gilt

#Qr =n". (1.2)

(IT) ohne Zuriicklegen, mit Reihenfolge Wir verindern nun das Experiment, indem wir entnommene
Kugeln nicht wieder in die Urne zuriicklegen. Dies erfordert natiirlich k£ < n. Das Ergebnis ist ein k-Tupel
in

Q= Qu(n,k) == {(w1,...,wp) € {L,...,n}*: w; #£w; fiir i # j}.
Wir berechnen die Kardinalitét leicht durch

#Qur=nn—-1)---(n—k+1)= (1.3)

(n— k)’

Auch hier ist wieder die Gleichverteilung die natiirliche Verteilung.

(III) ohne Zuriicklegen, ohne Reihenfolge Wir wollen nun wie oben ohne Zuriicklegen ziehen. Zudem
wollen wir aber nur notieren, welche Kugeln iiberhaupt gezogen wurden, nicht jedoch in welcher Reihen-
folge. Als Grundmenge wihlen wir

Q= Qur(n, k) == {A c{l,...,n}: #A= k}
= {{wi,...,wr} s wi € {1,...,n} fiiralle i und mit w; # w; fiir i #j}.
Offenbar ist fiir jede Menge A C {1,...,n} mit #A =k
#{(w1,...,w) € (1,0} {wr, .. w) = A} =kl

. #QH o n o n!
#Qqr = i <k‘> = 7(71 myATEE (1.4)

Auch auf Qj; gilt wieder die Gleichverteilung.

Also gilt

An dieser Stelle wollen wir noch eine alternative Beschreibung angeben. Wir konnen, ohne das Ergebnis zu
verdndern, die Nummern der gezogenen Kugeln der GroBe nach sortieren. Damit ist 2;;; gleichwertig mit

Q[H = Q[H(n,k) = {(wl,...,wk) S {L...,n}k: wp <wg... <wk}.
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(IV) mit Zuriicklegen, ohne Reihenfolge Wir wollen nun wie in (I) die Kugeln zuriicklegen, aber wie in
(III) nicht die Reihenfolge der Kugeln beachten. Hier konnen natiirlich Kugeln mehrfach gezogen werden,
so dass wir auch notieren, wie oft eine Kugel gezogen wurde. Die geschickteste Formulierung eines geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraums erhalten wir, wenn wir, wie in Q 777 die Nummern der Kugeln der Grofle
nach sortieren (wobei hier natiirlich mehrfache Eintrdge auftreten konnen):

Qv = Qrv(n, k) = {(wl,...,wk) e{l,....n}"w <ws... gwk}.

Betrachte die Abbildung

(;S:le(n,k) — Q]][(n+k71,k)
w (wl,wQ+1,w3+2, ...,wk—l—k—l).

Offenbar ist ¢ eine Bijektion, also ist

(1.5)

By (n k) = #Qum(n+k—1,k) = (”“;”).

Aquivalent hierzu ist die Beschreibung des Experiments dadurch, dass wir zu jeder Kugelnummer angeben,
wie oft sie gezogen wurde: B
Qry = {ZENZ}: ll+...+ln:k}.

Auf diese Weise lisst sich auch €777 schreiben als

Qur={1e{0,1}": li+...+ 1, =k}.

Obacht! Auf 27y ist nicht die Gleichverteilung anzusetzen. In der Tat: Beim zweifachen Wiirfelwurf ohne
Beachtung der Reihenfolge ist die Wahrscheinlichkeit fiir (B,B) gleich %, hingegen fiir (B,@)
gleich %. Wir miissen also die Anzahl der Reihenfolgen beriicksichtigen, die ein bestimmtes Ergebnis
ohne Beachtung der Reihenfolge liefern. Wir kdnnen uns vorstellen, dass wir zunéchst mit Zuriicklegen
unter Beachtung der Reihenfolge die Kugeln ziehen und dann die Reihenfolge vergessen. Dieses Vergessen

wird beschrieben durch die Abbildung
¢ : Q[ — ﬁ]v
W (#{ié (kY rw =1} #lie {1, k) w; :n}).

Offenbar ist .
Prli)] = Prluty] = FL D (P,
wobei der Multinomialkoeffizient
k!
(I;) _ (ll k l ) ) T falls Iy + ...+ 1, =k, (16)
vrrn 0, sonst,

die Kardinalitit von 1y~ *({/}) angibt. (Ubung: man zeige dies durch Induktion iiber n.)

Beispiel 1.34 Wie grof} ist beim vierfachen Wiirfelwurf die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, dass
man vier unterschiedliche Augenzahlen erhilt? Wir wihlen als Wahrscheinlichkeitsraum

Q= Q,(6,4)
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mit der Gleichverteilung P. Es ist dann
A= 911(6,4) C 9,

also 40,16, 4) " -
B 170, _ ! _ 5
Plal = #Q7(6,4)  (6-4)6* 18 ©

Beispiel 1.35 (Hypergeometrische Verteilung) Wir betrachten jetzt eine Abwandlung des ,,Ziehens ohne
Zuriicklegen, ohne Beachtung der Reihenfolge™. Wir nehmen an, dass in einer Urne W weifie und S schwar-
ze Kugeln liegen. Wir ziehen daraus n Kugeln (ohne Zuriicklegen) und fragen nach der Wahrscheinlichkeit
p = ps,w.n(s), dass wir genau s schwarze Kugeln ziehen (und damit n — s weile). Um p zu berechnen,
denken wir uns zunéchst die Kugeln nummeriert von 1 bis W + .S, wobei die ersten .S Kugeln schwarz
sind, die Kugeln mit den Nummern S + 1,...,S 4+ W hingegen weifl. Wir sind also in der Situation von
Qpr (S + W, n). Das gesuchte Ereignis ist

Ay i={w={w,...,wn} € Uy : #wn{L,...,5}) =s}.

Offenbar gibt es genau (f ) s—elementige Teilmengen von {1, ..., S} und (nvi/s) (n — s)—elementige Teil-

mengen von {S +1,...,5 + W}. Also ist

#=()0)

HA, ()

- #Qr (W + S,n) (S';W) )

und

ps,wn(s) = P[A]

Das WahrscheinlichkeitsmaB auf {max(0,n—W),..., min(S, n)} mit Gewichten ps w . (s) heiBt hyper-
geometrische Verteilung mit Parametern (.S, W, n), kurz

Hyps w..({s}) = W (L7
&

Beispiel 1.36 Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Geben beim Skatspiel Spieler A genau
drei Asse besitzt? (Beim Skat gibt es 32 Karten, von denen jeder der drei Spieler 10 Karten erhilt, zwei
weitere Karten gehen in den Skat. Vier der Karten sind Asse.) Wir verwenden also die Hypergeometrische
Verteilung mit Parametern W = 28, .S = 4 und n = 10 und erhalten als gesuchte Wahrscheinlichkeit

4y (28
O _ o .
32 :
(o) 899
Beispiel 1.37 (Binomialverteilung) Wir fiihren ein Bernoulli-Experiment der Lange n mit Erfolgsparame-

ter p durch und fragen nach der Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A, genau k Erfolge zu erhalten. Formal
ist @ = {0,1}" und P = Ber?™, also

Hyp4’28’10({3}) =

Pl{w}] = pZ=i=i@i(1 — p)" " Zi=% fiir w = (wy,...,wn) €9,

sowie

Ap ={weQ: w +... +w, =k}
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Offenbar ist #A;, = (}) und P[{w}] = p¥ (1 — p)"~* fiir jedes w € Aj. Also gilt

P[4, = (Z’)pk (- p)

Die Verteilung b,, ,, auf {0, ...,n} mit

by ({}) = (Z)pk (1= p)"* fir ke {0,....n}, (18)
nennen wir Binomialverteilung mit Parametern n und p. <

Beispiel 1.38 (Spiegelungsprinzip) Wir spielen ein Gliicksspiel iiber » Runden, bei dem wir in jeder Run-
de mit Wahrscheinlichkeit % einen Euro gewinnen, oder einen Euro verlieren. Das Anfangskapital betrédgt
k Euro.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Ruin zu erleiden?

Als Modell wihlen wir Q = {—1,1}" und P die Gleichverteilung auf 2. Dabei gibt w; an, wie sich unser
Kontostand in der /-ten Runde verzndert. Also ist

Sw):=k4+w+...+w firl=0,...,n,
der Kontostand zur Zeit . Dann ist
P{weQ: S(w)=Fk—n+2j}] =by1/2({j}) fiir j=0,...,n.

Sei
R:={weQ: S(w) <0 firein [ <n}

das Ruinereignis. Fiir w € R sei
L(w) :=min{l: S;(w) <0}

der Ruinzeitpunkt. Wir definieren eine Abbildung ¢ : Q — Q durch

Sw), : { wy,  falls we R° oderfalls | < L(w),
1=

—wy, sonst.
Offenbar ist ¢ eine Bijektion mit ¢~ = ¢, und es gilt (R) = R. Also gilt fiir jedes Ereignis A C

_#A_ #eH(A) _

Pl = To = T2 — Pl ()

Betrachte nun
A={weQ: S,(w)>0}.
Dann ist klar A¢ C R, also

P[RN A = P[A°] = P[{w € Q: S, (w) < 0}]

nd
! P[RNA =P[p ' (RNA)]=P[RN{weQ: S,(w) < 0}]

=Pl{w e Q: S,(w) < 0}].
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Insgesamt erhalten wir

PR =P[RN A]+P[RN A]

n—k
=P{weQ: 8,(w)=0}] +2> P{weQ: Sy(w) = —s}] 19)
n—=~k
- 2 b (D).
({ 2 }> 0<j<(n—k)/2
wobei by, 1/2({2}) = 0fiirz € {0,...,n}. <&

1.5 Weitere ganzzahlige Verteilungen

Beispiel 1.39 (Geometrische Verteilung) Wir wollen ein Bernoulli Experiment mit Erfolgsparameter p €
(0, 1] so oft durchfiihren, bis wir den ersten Erfolg sehen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit p(n) dafiir,
dass wir exakt n Misserfolge sehen, bevor der erste Erfolg eintritt? Um diese Wahrscheinlichkeit auszu-
rechnen, reicht es, ein Bernoulli Experiment der Linge n + 1 zu betrachten, also £2,, = {0, 1}7“rl und
P, = Ber?("ﬂ). Es ist dann

p(n) =Pu[{(0,....,0, )} =p (1 —p)".
Die Verteilung vy, auf Ny mit
vp({n}) =p (1 —p)* fir n e Ny, (1.10)
heilit geometrische Verteilung mit Parameter p.

(Manche Autoren bezeichnen als geometrische Verteilung die Verteilung der Anzahl der Versuche bis (nicht
bevor) der erste Erfolg eintritt. Folglich wird die geometrische Verteilung gelegentlich als die um Eins
verschobene Verteilung auf N (statt N) definiert.) O

Beispiel 1.40 (Negative Binomialverteilung, Pascal Verteilung) Wir wollen nun die Bernoulli Experi-
mente so oft durchfiihren, bis wir den k-ten Erfolg sehen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit py,(n) dafiir,
dass dieser genau beim (n + k)-ten Versuch eintritt? Wir gehen wie oben vor und betrachten das Ereignis

n+k—1
Ay = {w € {0,1}”+k P Wptkr =1 und Z w; =k — 1}.

i=1

Dann ist b1
n+r—
A =
# Ak ( ko1 )

und P[{w}] = p*(1 — p)™ fiir jedes w € Aj. Also ist fiir n € Ny

by = = ("1 )t

- (k) (=1 p" (1 =p)",

n

(1.11)

wobei wir fiir « € R und n € Ny definieren

<a> _ala—1).. . (a-n+1)

n n!
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Die Verteilung b,;_p auf Ny heiflit negative Binomialverteilung oder Pascalverteilung mit Parametern p
und k. Man beachte, dass bip =, gilt. O

Beispiel 1.41 (Poisson-Verteilung) Es sei A € [0,00). Auf Q@ = Ny = {0,1,...} definieren wir eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung durch

/\k
Poiy({k}) = e T fir ke Np. (1.12)
Wir nennen Poiy die Poisson-Verteilung mit Parameter . <&

Die Bedeutung der Poisson-Verteilung wird durch den nichsten Satz klarer. Wir zeigen, dass sich die
Poisson-Verteilung als Limes fiir die (zuféllige) Anzahl seltener Ereignisse auffassen lasst.

Satz 1.42 (Poissonapproximation der Binomialverteilung) Es seien A € [0, 00) und (py,)nen eine Fol-
ge in [0, 1] mit lim,,_, o np, = \. Dann gilt fiir jedes k € Ny

lim bn,pn({k}) = POiA({k})~

n—oo

Beweis Sei k € Nj. Offenbar ist

und daher
. 7 n\ i . n o —k
i b, (06) = i ()0 (0= p (1= )
—1
= lim n (" (npn)* (1 — pn)"
n— oo k " "
k
= E nh_{go(l - pn)
= /\—k lim ((1—p, )1/p")np"
k! n5oo "
Ak Up A A
2 5 _ /Pn
= 1 (= pn) )
/\k
= —_— eiA’
k!
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass (1 — t)/* — e~ fiir ¢ | 0. O

1.6 Zufallsvariablen

Oftmals interessiert man sich nicht fiir das gesamte Zufallsexperiment, sondern nur fiir einen Teilaspekt,
nimlich fiir gewisse Beobachtungsgrofien. Beispielsweise mochten wir einen dreifachen Wiirfelwurf durch-
fiihren, sind aber letztendlich nur an der Augensumme interessiert. Aus systematischen Griinden ist es
niitzlich, dennoch mit 2 das gesamte Experiment zu kodieren, also

Q={1,...,6}°
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mit der Gleichverteilung P zu wihlen und danach die Abbildung

X:Q—{3,...,18}

W — W1 + wg + w3

zu betrachten, die uns die Augensumme angibt. Damit wir Teilmengen A’ aus dem Bildbereich von X
Wahrscheinlichkeiten

PX € A] := P[X }(4A)] = PlweQ: X(w) € A}

zuordnen konnen, miissen wir sicher stellen, dass X ~1(A’) ein Ereignis ist. Daher treffen wir die folgende
Definition.

Definition 1.43 (Zufallsvariable) Seien (2, A) und (', A") Messrdume. Eine Abbildung X : Q —
mit der Eigenschaft
X YAYe A firalle A € A' (1.13)

heifft A — A'—messbar oder eine Zufallsvariable auf (2, A) mit Werten in (', A').

Ist (O, A') = (R?, B(RY)), so sagen wir kurz, dass X eine d-dimensionale Zufallsvariable ist. Ist d = 1,
so heifit X kurz eine reelle Zufallsvariable.

Beispiel 1.44 Ist A = 2%, so ist jede Abbildung X : Q — €)' eine Zufallsvariable auf (€2, 2%). o

Ist (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit Werten in (', .A’), so ist wegen
(1.13) fiir jedes A’ € A’ die Wahrscheinlichkeit P[{w € Q : X (w) € A’}] wohldefiniert. Wir verwenden

die Schreibweisen

(XA} = {weQ: X(w)ed} = X 1A -
PX € A] := P[X }(4))]. (19

Ist speziell X reellwertig, so schreiben wir auch
PX <t] = P{we Q: X(w) <t}] firteR,
und so weiter.

Satz 1.45 Ist £ ein Erzeuger von A', also o(E') = A', und ist X : Q — Q' eine Abbildung mit der
Eigenschaft
X"YE'Ye A fiiralle E' €&,

so ist X schon A — A'—messbar.
Beweis Setze
Fli={Aed: X1(A) e A}

Offenbar ist X~ 1(Q) = Q € A, also ist Q' € F'. Sind A',B’, A}, Ay, Ay... € F', so sind
XY A\ B)=X"YA)\X(B') € A also A\ B’ € F, und

X! (ﬁ A%) = ﬁ XA e A
n=1 n=1

Also ist (2, A!, € F'. Mithin ist 7’ eine c—Algebra. Ferner ist 7/ O &’ nach Voraussetzung. Also ist
F' oA O
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Fiira,b € R mita; < b;, i =1,...,d, setzen wir
[a,b] = [al,bl] X ... X [ad,bd]

und analog [a, b) etc.

Satz 1.46 Sei X : Q2 — R? eine Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) X ist eine Zufallsvariable auf (2, A) mit Werten in (R?, B(R?)),
(ii) X~'((—o0,b]) € A fiiralle b € RY,
(iii) X~1((—o0,b)) € A fiiralleb € RY,
(iv) X ([a,b]) € A fiiralle a,b € R a < b,
v) X'((a,b]) € A fiiralle a,b € R%, a < b,
(vi) X~ *([a,b)
'((a,b)

Beweis Nach Satz 1.13 ist

)
) €A fiirallea,b € R% a < b,
)

(vii) X~ €A firallea,beR% a <b.

o({(—o0,b] : b€ RY}) = BRY).

Nach Satz 1.45 folgt daher die Aquivalenz (i) <= (ii). Die anderen Aussagen gehen analog und verbleiben

zur Ubung.

O

Korollar 1.47 Ist (2, A) = (R, B(R?)) und ist X : Q — R" stetig, so ist X eine n—dimensionale

Zufallsvariable.

Beweis Fiir jedes b € R™ ist (—oo,b] C R™ abgeschlossen. Da X stetig ist, ist X !

abgeschlossen, also in B(RY).

((—00,0]) C R?

O

Korollar 1.48 Sind X1,...,X,, reelle Zufallsvariablen, dann ist (X1,...,X,) : @ — R" eine R"-

wertige Zufallsvariable.

Beweis
n

(X1, Xn) " (=00, b)) = () X ((—o00,bi]) € A

i=1

Korollar 1.49 Es seien X1, Xo, . .. reelle Zufallsvariablen auf (0, A, P). Wir setzen

Z1 = inf X, Zo = sup X,
neN neN
Z3 = limsup X, Z4 = liminf X,,.
n—o00 n—oo

Dann sind auch 71, Zs, Z3 und Z4 Zufallsvariablen.

Beweis Seib € R. Dann ist -
{(Z1 <b} = |J{Xn<b} €A
n=1

Die anderen Aussagen verbleiben zur Ubung.



24 Grundlagen

Satz 1.50 Seien (02, A), (', A") und (", A”) Messriume und ¢ : Q@ — Q und ¢ : Q' — Q" messbar.
Dann ist 1 o ¢ : Q — Q" messbar beziiglich A — A"

Beweis Fiir jedes A” € A" istp~1(A”) € A, also
(o) H(A") = ¢~ (v~ 1(A")) € A o

Korollar 1.51 Seien X undY reelle Zufallsvariablen, dann sind auch X +Y, XY, XVY := max(X,Y)
und X \Y = min(X,Y) reelle Zufallsvariablen.

Beweis Die Abbildungen f1, fo, f3, f1 : R2 = R, fi(2,y) = v + vy, f2(2,y) = zy, f3(x,y) =z Vyund
fa(z,y) = z Ay sind stetig also messbar. Mithin sind f; o (X,Y), ¢ = 1,2, 3,4, Zufallsvariablen. O

Korollar 1.52 Ist Y = (Y1,...,Y,) : Q — R" eine Zufallsvariable, so ist jedes Y;, i = 1,...,n eine
Zufallsvariable.

Beweis Die Projektion 7 : R™ — R, (1,...,x,) — x; ist stetig, also messbar (beziiglich B(R™)-5(R))
und damit ist auch Y; = 7 o Y messbar. O

Satz 1.53 Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit Werten in (', A").
Dann wird durch
P'[A]:=P[X e A] fir AeA,

ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P’ auf (', A’) definiert.
Beweis Offenbar ist
P[] = PX c Q] =P X ()] = P[Q] = 1.

Seien A}, A, ... € A’ paarweise disjunkt. Dann sind X ~1(A}), X 1(4}),... € A paarweise disjunkt,

also
P A =P x4 =D Plx14)] =D P4 o
i=1 i=1 i=1 i=1

Definition 1.54 (BildmaB) (i) Fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf3 aus dem vorangehenden Satz schreiben
wir L[X] := Px := Po X1 := P’ und nennen es das Bildmap von P unter X oder die Verteilung
von X.

(ii) Sind X und Y Zufallsvariablen mit dem selben Wertebereich und Px = Py, so schreiben wir
X LY und sagen, dass X und'Y identisch verteilt sind oder in Verteilung iibereinstimmen.

(iii) Ist Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (', A’), so sagen wir, dass X nach Q) verteilt ist, falls P x =
Q, und schreiben kurz X ~ Q).

(iv) Sind X1, ..., Xq reelle Zufallsvariablen und Y := (X1,...,Xg), so heifst Py = P(x, . x, die
gemeinsame Verteilung der X1, ..., X4. Hingegen heifit P x, die i-te Randverteilung von'Y.

Bemerkung 1.55 Offenbar legt die gemeinsame Verteilung stets die Randverteilungen eindeutig fest. An-
dererseits legen die Randverteilungen nicht die gemeinsame Verteilung fest. Hierzu betrachten wir folgen-
des Beispiel. Zunichst wird ein gewohnlicher sechsseitiger (fairer) Wiirfel geworfen. Sei X das Ergebnis
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dieses Wurfes. Je nach dem Ergebnis wird eine von sechs unterschiedlich gefidlschten Miinzen ausgewihlt
und geworfen. Die i-te Miinze soll dabei Wahrscheinlichkeit p; = /6 fiir einen Kopf und 1 — p; fiir eine
Zahl haben. Mit Y bezeichnen wir das Ergebnis dieses Miinzwurfs. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass etwa der Wiirfel eine Vier zeigt und die Miinze Kopf zeigt: P x y[{(4, Kopf)}] = & &. Wir tabellieren
die Werte der gemeinsamen Verteilung P (x y:

EEEEEE
i | 5| & &2 & 0] &
Py | L 1| L] 1| 1] 1

6 | 6 | 6 | 6 | 6 | 6

Die letzte Spalte und die letzte Zeile geben dabei jeweils die Randverteilungen Py und P x an. Von der
Lage am Rande der Tabelle riihrt der Name ,,Randverteilung* her.
Man iiberlegt sich leicht, dass es etliche gemeinsame Verteilungen gibt, die die selben Randverteilungen

wie in dieser Tabelle haben. Beispielsweise sei diejenige genannt, die zu dem Experiment gehort, wo stets
die selbe unfaire Miinze geworfen wird, und diese die Wahrscheinlichkeit % fiir einen Kopf hat:

YAX [ ] ] Py
Kopf | & | & | & | 5| | % | 1
Zahl | & | S5 | B | B | 5| 5| &

Py 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6

Definition 1.56 Sei X cine reelle Zufallsvariable. Dann heifit die Abbildung
Fx:R—[0,1], z~ P[X <z]
die Verteilungsfunktion von X (eigentlich von P x ).

Offenbar ist P x durch Angabe von Fx eindeutig festgelegt (Satz 1.28). Andererseits konnen wir zu gege-
bener Verteilungsfunktion F' stets eine Zufallsvariable X finden mit F'x = F'.

Satz 1.57 (Existenz von Zufallsvariablen mit gegebener Verteilung) Sei F' : R — [0, 1] eine Vertei-
lungsfunktion (monoton wachsend, rechtsstetig, lim F(z) = 0, lim F(x) = 1). Dann existiert eine
r—r—00 T—r 00

reelle Zufallsvariable X mit P[X < x] = F(z) fiir alle © € R. Die Verteilung P x ist durch F eindeutig

bestimmt.

Beweis Seien 2 = (0,1) und P die Gleichverteilung auf €. Definiere die (linksstetige) Inverse F'~ 1 :

(0,1) — R durch
F7'(t) == inf {z e R: F(z) >t}. (1.15)

Dann ist (wegen der Rechtsstetigkeit von F')

Flt)<z < t<F(2).
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(Merke: fiir die rechtsstetige Inverse ¢ — inf{z € R : F(x) > t} gilt keine ebenso schone Darstellung.)
Speziellist {t € Q: F~1(t) <} = (0, F(x)] N (0,1), also ist F~1 : (9, A) — (R, B(R)) messbar und

P[{t: F7!(t) < z}] = F(x).

Mithin ist X (w) := F~!(w) die gewiinschte Zufallsvariable.
Die Eindeutigkeit von P x folgt aus Satz 1.28(ii). O

Beispiel 1.58 Wir wollen mit dem Computer Zufallszahlen mit einer gegebenen Verteilungsfunktion F her-
stellen. StandardmiBig verfiigen viele Programmiersprachen tiber Zufallszahlengeneratoren (zweifelhafter
Qualitit, aber das sei dahingestellt), deren Ausgabe eine Zahl x in [0, 1] ist. Mit etwas gutem Willen kann
man das Ergebnis als zufillig und gleichverteilt auf [0, 1] annehmen. Bilden wir nun F'~!(x), so haben wir
eine Zufallszahl, deren Verteilungsfunktion F’ ist.

Dies ist manchmal praktikabel, zum Beispiel fiir die Exponentialverteilung F'(z) = 1 — exp(—6z), > 0.
Hier ist
F7t) = =67 log(1 —t).

Fiir andere Verteilungen, wie etwa die Normalverteilung, kann man F' 1 nicht explizit angeben. &

Zum Abschluss bringen wir noch einen Satz, der angibt, wie sich die Dichten von Verteilungsfunktionen
(falls existent) unter monotonen Abbildungen transformieren.

Satz 1.59 (Dichtetransformationsformel) Sei X eine reelle Zufallsvariable, und habe P x eine Dichte

fx: )
Fx(z) = / fx(@)dt fiiralle x € R.
Sei I C R ein (méglicherweise unbeschrinktes) Intervall mit P[X € I| = 1. Ferner sei J C R ein

Intervall und sei ¢ : I — J stetig differenzierbar mit Ableitung ' und streng monoton wachsend, oder
streng monoton fallend. Dann hat die Verteilung P ,(x der Zufallsvariablen ¢(X ) die Dichte

Sl (@)
fox) (@) = o' (e~ (@)
0, falls x € R\ J.

falls x € J,

Beweis Das ist die Substitutionsregel aus Analysis 1. a

Beispiel 1.60 Seien U uniform verteilt auf (0, 1] und p(z) = — log(z). Dannist o(U) ~ exp,. (Vergleiche
Beispiel 1.58.) %

Beispiel 1.61 Seien X normalverteilt mit Parametern y und 02, also X ~ N, ,2, und sei p(t) = at + b
fiir gewisse a,b € R, a # 0. Dann ist

Fo0(®) = = fuoa (2 = D))

1

1 (22— p)?
e ) S R
V2maZo? P 202

= exp (

V2ma?o

= fau,+b,a202 ($)
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Also gilt
aX +b = (p(X) ~ Nameb,a?o’z- <&

Als Erginzung formulieren wir den Satz liber die Dichtetransformation nochmal allgemeiner fiir n—dimensionale
Zufallsvariablen. Den Beweis findet man wiederum in Lehrbiichern zur Analysis II unter dem Stichwort
»Iransformationssatz* oder ,,Substitutionsregel”.

Satz 1.62 (Dichtetransformationsformel im R™) Sei X = (X1,...,X,,) eine R"-wertige Zufallsvaria-
ble und habe P x eine Dichte fx:

Xy T
P[X1§117,Xn§xn]:/ dtl/ dtnfx(tl,...7tn), $:($1,...7$n)€Rn.

— 00 —0o0

Sei I C R™ eine offene (oder abgeschlossene) zusammenhingende Menge mit P[X € I| = 1. Ferner
seien J C R"™ offen oder abgeschlossen und zusammenhdngend, sowie ¢ : I — J bijektiv und stetig
differenzierbar mit Ableitung ¢'. Dann hat die Verteilung P x der Zufallsvariablen (X)) die Dichte

fle™(2))
fv?(X)(Z‘) = |det(@/(@—1(x)))|,
0, falls x e R"\ J.

falls x € J,
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Kapitel 2

Unabhangigkeit und bedingte
Wahrscheinlichkeiten

2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 2.1 Wir werfen einen fairen sechsseitigen Wiirfel und betrachten die Ereignisse

A := {Augenzahl ungerade},
B := {Augenzahl drei oder kleiner}.

Offenbar ist P[A] = 1 und P[B] = 1. Wie groB ist aber die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt, wenn wir
schon wissen, dass B eintritt?

Wir modellieren das Experiment auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P), wobei 2 = {1,...,6},
A = 22 und P die Gleichverteilung auf 2 ist. Dann ist
A={1,3,5} und B=1{1,2, 3}

Wenn wir nur wissen, dass B eingetreten ist, liegt es nahe, auf {1, 2, 3} die Gleichverteilung zu vermuten.
Wir definieren also auf (B, 2%) ein neues WahrscheinlichkeitsmaB P durch

Pg[C] #C fiir jedes C' C B.

= 35

Indem wir Punkten in 2 \ B die Wahrscheinlichkeit Null geben (die konnen ja nicht eingetreten sein, wenn
B eingetreten ist), konnen wir P g auf ) fortsetzen durch

B
P[C|B] := Pg[CNB] = #COB) fiir jedes C' C Q.
#B
So erhalten wir
P[A|B] = M - g &
#{1,2,3} 3

Durch das Beispiel motiviert treffen wir die folgende Definition.

29
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Definition 2.2 (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Seien (), A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und B €
A. Dann definieren wir die bedingte Wahrscheinlichkeit gegeben B fiir alle A € A durch

P[AN B
P[A|B] = P[B] ’
0, sonst.

falls P[B] > 0, o1

Bemerkung 2.3 Die Festsetzung in (2.1) fiir den Fall P[B] = 0 ist v6llig willkiirlich. In der Literatur findet
man gelegentlich auch andere Festsetzungen. <

Satz 2.4 Ist P[B] > 0, so ist A — P[A| B| ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (Q2, A).

Beweis Trivial!

Satz 2.5 (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Seien I eine hochstens abzdhlbare Menge und
(B;)ic1 paarweise disjunkte Mengen in A mit P [ J,.; B;| = 1. Dann gilt fiir alle A € A

P[A] = > PIA|B]P[B]. (2.2)

Beweis Wegen der o-Additivitit von P ist

=Y PlANB] = Y P[A|B]P[B. -

icl i€l

P[A] = P ([ J(ANB))

icl

Satz 2.6 (Bayes’sche Formel, 1763) Seien I eine hichstens abzihlbare Menge und (B;)ic; paarweise
disjunkte Mengen in Amit P [\J,; B;] = 1. Dann gilt fiir alle A € A mit P[A] > 0 und jedes k € 1

PIBIA = it B piE] 23

Beweis Es gilt

P(B,|4] = P[f@fﬂ _ P[Algz[«gwky

Setze jetzt (2.2) fiir P[A] ein. a

Beispiel 2.7 Bei der Produktion gewisser elektronischer Bauteile sind 2% der Ware defekt. Ein schnelles
Testverfahren erkennt ein defektes Bauteil mit Wahrscheinlichkeit 95%, meldet aber bei 10% der intakten

Bauteile falschen Alarm.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein als defekt erkanntes Bauteil wirklich defekt?

Wir machen die folgende Modellierung. Seien

A := {Bauteil wird als defekt deklariert}
B := {Bauteil ist defekt}
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sowie

P[B] =0.02, P[B] =0.98
P[A|B] =095 P[A|B] =0.1.

Die Bayes’sche Formel liefert nun

_ P[A|B|P|[B]
PIBIAl = BOATETPB] + P[A| B PB
_ 0.95-0.02 19 ~ 0.162.

0.95-0.02+0.1-0.98 117
Andererseits ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein nicht erkanntes Bauteil dennoch defekt ist
0.05-0.02 1

P[B|A°] = = — =~ (0.00113. <
[B14°] 0.05-0.02+0.9-0.98 883

2.2 Konstruktion von W-Riumen durch bedingte Wahrscheinlich-
keiten

Beispiel 2.8 (Polyas Urnenmodell) Zunichst befinden sich & rote und n — k blaue Kugeln in einer Urne.
Es wird jeweils eine Kugel gezogen und zusammen mit einer weiteren Kugel der selben Farbe zuriickgelegt.
Zur Zeit i € N befinden sich also n + ¢ Kugeln in der Urne, wobei die Anzahl S; der roten Kugeln zufillig
ist. Wir schreiben fiirs = 1,...,n

X, 1, falls die -te Kugel rot ist,
0, falls die i-te Kugel blau ist.

Also ist S; = k + X1 + ... + X;. Wir suchen einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P), auf dem alle
Zufallsvariablen X1, ..., X, definiert werden kénnen. &

Wir betrachten jetzt die allgemeine Situation.

Sei (20, Pg) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und seien €, ..., €, diskrete Rdume. Wir méchten
zufillige Beobachtungen X; mit Werten in 2; machen (¢ = 0, ..., n). Und zwar mochten wir annehmen,
dass X wie P verteilt ist. Fiir jedes ¢ = 1, ..., n hingegen soll die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass X; den
Werte w; € €); annimmt davon abhingen, welches die bisherigen Beobachtungen Xy, . .., X;_; waren. Mit
anderen Worten, wir wollen fiir jedes ¢ = 1, ..., n und fiir jede Wahl von wy, . . . ,w;_1 ein Wahrscheinlich-
keitsmal} F,,,, . ., , auf ; vorschreiben, sodass

P[Xo = wo] = Po[{wo}]
(2.4)
P[X; =w;|Xo=wo,...,Xi-1 =wj—1] = Pug,...r_, {wi}),
gilt, jedenfalls wenn P[ Xy = wo, ..., X;—1 = w;_1] > 0 ist.

Was brauchen wir? Einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und Zufallsvariablen X; : Q —
Q;, so, dass (2.4) gilt.

Satz 2.9 Es existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und Zufallsvariablen X; : Q — §;, so,
dass (2.4) gilt fiir jedes i = 1, ... ,n und jedes w € Q mit P[Xg = wo, ..., X;—1 = w;—1] > 0.

Die gemeinsame Verteilung von X, . . ., X,, ist eindeutig festgelegt.
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Beweis ,Existenz. Seien 2 := Qg x Q1 X ... x Q,, und

X; Q= Q, wrw; fir i=0,...,n.
Definiere P durch
Pl{w}] = Po({wo}) [ Puo.wis {will-
i=1

Dann ist fiir ¢ =0,...,n (wegen Pwo,...,wj,l(Qj) = 1fiirjedesj =1,...,n)

P[Xo :wo,...,Xi :wi]

— Z Z P[XOZCUO,...,X”:Wn]

Wit1€Qi41 wn €y

= Z Z Po[{wo}]HPwo ..... Wj—l({wj})

Wit1€Q441 wn €y Jj=1

=Pol{wol] T Poscoy i) TT D0 Parcrsma ()

j=1 J=it+1w;€Q,

Speziell gilt (fiir ¢ = 0) P[{wo}] = Po[{wo}] und (fiir i > 0)

P[X():wm...,Xi:wi]
P[Xi =W |X0 =wp,..., Xj—1= Wifl] = P[Xo —wo,.. ., Xi | = Wi—l] = Pwo ----- wi—l({wi})v

falls der Nenner nicht verschwindet. Insgesamt gilt also (2.4).

»Eindeutigkeit* Gilt (2.4), so ist
P[{W}] = P[X’n. = Wn; .- aXO = WO]
=P[X, =w,|Xn1 =wn-1,...,Xo=wo| - P[Xn_1 =wp_1,..., X0 = wo]

:Pwo ..... wn_l({wn})'P[anl :anlau'aXO:wO]

2.3 Markovketten

Beispiel 2.10 (Wettermodell) Wir betrachten ein einfaches stochastisches Modell fiir das Wetter. Das Wet-
ter kann drei Werte annehmen: S (fiir ,,Sonne*), B (fiir ,,bedeckt*) und R (fiir ,,Regen’). Wir machen tiglich
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je eine Wetterbeobachtung an den Tagen 0, 1,...,n und erhalten so Realisierungen von Zufallsvariablen
Xo, X1,..., X, mit Werten in E := {S, B, R}.

Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass morgen die Sonne scheint, wenn sie heute scheint,
gegeben ist durch A(S, S) = 0.6. Ahnlich kann man vielleicht die Wahrscheinlichkeiten fiir die anderen
Uberginge empirisch bestimmen, zu

A(S,S)=0.6, A(S,B)=0.3, A(S,R) =0.1,

A(B,S)=0.3, A(B,B)=0.2, A(B,R) = 0.5,

A(R,S)=0.0, A(R,B)=0.1, A(R,R) =0.9.
Die Ubergiinge sind also durch eine Matrix mit nichtnegativen Eintriigen gegeben, deren Zeilensummen
jeweils Eins sind. Ziel dieses Abschnittes ist es, mit der Konstruktion aus dem vorangehenden Abschnitt

die entsprechenden Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum zu konstruieren. Ferner wollen wir
Gleichgewichtsverteilungen und das Langzeitverhalten untersuchen. <&

Sei stets E eine abzédhlbare Menge.
Definition 2.11 Eine reellwertige Matrix A = (A(z,y))s yecE heifit stochastisch, falls

A(z,y) >0 fiiralle x,y € E und Z A(z,z) =1 fiiralle z € E.

zeE
Sei A eine stochastische Matrix. Fiir ¢ € N und wq, w1, . ..,w; € E sei

Pw0,~~-7wif1({wi}) = A(wi—lawi)-

Ferner sei i1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf E. Dann existieren nach Satz 2.9 fiir jedes n € N ein (diskre-
ter) Wahrscheinlichkeitsraum (E™, P,,) und Zufallsvariablen Xy, . .., X,, auf diesem Raum, so, dass

P,[Xo=2z] = p({z}) firjedes z € E,

P/L[Xi =T |X0 =20,..., Xj_1 = 551’—1] = P,L[Xz' =T; |Xi—1 = 931‘—1] 2.5
= A(wi—1,2;)
firallei = 1,...,nund alle zo,...,z; € Emit P,[Xo = zo,...,X;-1 = x;_1] > 0. Ist p = J, so

schreiben wir auch P, := P;s_ . Man bemerke, dass der wesentliche Punkt ist, dass die Ubergangswahr—
scheinlichkeiten nur vom letzten Zeitpunkt abhéngen und nicht von der kompletten Historie der Beobach-
tungen. Diese Gedéchtnislosigkeit wird auch Markov-Eigenschaft genannt.

Definition 2.12 (Markovkette) Eine Folge X = (X,)ien,,i<n von Zufallsvariablen mit Werten in E
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (0, A, P ) und mit der Eigenschaft (2.5) heifit Markovkette mit
Zustandsraum E, Ubergangsmatrix (oder Ubergangswahrscheinlichkeiten) A und Startverteilung 1. Ist
n < 0o, so sagen wir, dass X die Linge n hat.

Satz 2.13 Sei A eine stochastische Matrix auf dem abzihlbaren Raum E, und sei p ein Wahrscheinlich-
keitsmaf3 auf E. Dann existiert hierzu eine in Verteilung eindeutige Markovkette X mit Verteilung P ,,.

Beweis Fiir n < oo ist das eine triviale Schlussfolgerung aus Satz 2.9. Fiir n = oo konnen wir die Kette
nicht auf einem diskreten Wahrscheinlichkeitsraum definieren. Wir fiihren eine ad hoc Konstruktion in
Abschnitt 2.5 durch (Beispiel 2.40). Eine systematische Konstruktion folgt in der Vorlesung Stochastik 1.00
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Beispiel 2.14 (Gamblers Ruin) Wir betrachten ein Gliicksspiel zwischen Peter und Paul. Peter hat zu Be-
ginn k Euro, Paul hat n — k Euro. In jeder Runde des Spiels wird eine Miinze geworfen, die mit Wahr-
scheinlichkeit p Kopf zeigt. In diesem Fall gewinnt Peter von Paul einen Euro. Andernfalls verliert er an
Paul einen Euro. Wir modellieren Peters Kontostand als Markovkette mit Zustandsraum E = {0,...,n}
und Ubergangsmatrix A, gegeben durch

A(0,0) =1,
A(n,n) =1,
A(z,z+1) =p, falls z € {1,...,n—1},
Alz,z —1)=1—p, falls z € {1,...,n—1},
A(z,y) =0, sonst. O

Beispiel 2.15 (Irrfahrt) Die symmetrische einfache Irrfahrt auf Z< ist die Markovkette auf £ = Z9 mit
Ubergangswahrscheinlichkeiten

Alzy) &,  falls [z —yl. =1, o
’ 0, sonst.

Sei im Folgenden stets X die zu A gehorige Markovkette auf E.

Fiir n € N bezeichnen wir mit A" die n—te Matrixpotenz von A.
Lemma 2.16 Es gilt P,[X,, = y] = A" (z,y) fiir alle x,y € E und n € Ny.
Beweis Das geht einfach per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Fiir n € Ny ist

zeFE

= Y Az y) A, 2) = A (2,y), o

zeE

Satz 2.17 (Gleichgewichte von Markovketten) Seien E eine endliche Menge und A eine stochastische
Matrix auf E mit der Eigenschaft

fiiralle x,y € E existiert ein N = N(x,y) mit AN(z,y) > 0. (2.6)

Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf3 m auf E mit

TA({x}) := Z m({yDA(y,x) = w({z}) fiiralle x € E. 2.7)

yekE

Weiter gilt m({x}) > 0 fiir alle z € E.

Wir nennen w die Gleichgewichtsverteilung der zugehorigen Kette X. Es gilt ndmlich

P.[X, =z] =7n({z}) fiiralle x € E und n € Ny. (2.8)

Mit anderen Worten: wenn der Zustand der Kette zur Zeit Null zufillig ist und wie 7 verteilt, dann gilt dies
ebenfalls fiir jeden spiteren Zeitpunkt.
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Beweis ,Existenz.“ Waihle ein xy € E. Fiir jedes n € N ist

ap, = (711 i Ai(xo,:r)>
i=0

ein Vektor in [0, 1]¥. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf existiert also eine Folge (1) xen mit ng T oo
so dass die Folge a,,, konvergiert. Wir definieren jetzt

z€E

ng—1

m({z}) = lim — Z Al(xg, x

k—o0 N =0

(Mit anderen Worten: 7 ist definiert als ein Haufungspunkt der Folge der Cesaro-Mittel.) Die Linearitét des
Limes liefert

A({a}) = lim — Z Al (z0,y)Aly, x)

:klgrolonkaZAzxo, Y, )

I
B
| —
=
+
—
8
e

I
£
\
;'t
?
+
Ig
|
=
D
&
h
g

Also gilt mA = 7.

Gelte nun mA = 7 und w({z}) > 0O fiir alle € E. (Fiir das folgende Argument brauchen wir nicht, dass
Y wep™{x}) = 1) Sei & € E so gewihlt, dass m({Z}) > 0 ist. Dann ist fiir jedes z € E (und mit
N = N(z,z))

n({a}) = 7AN({z}) = > w({y})) AV(y,2) = x({&}) AV (F,2) > 0 2.9)
yeE

nach Voraussetzung.

»Eindeutigkeit.“ Sei u eine weitere Gleichgewichtsverteilung und sei xy € E' so gewihlt, dass

B P70 R W)
A= {w})’ EE} w({z0})

Setze v := Am — p. Dann ist vA = v, v({zo}) = 0 und v({z}) > O fiir alle z. Gibe es ein Z mit
v({Z}) > 0, so wiire aber v({z}) > 0 fiir alle z € E. Also ist v = 0 und damit y = 7.

Zusatz. Die Aussage (2.8) folgt aus Lemma 2.16:

P, X, =z] = 1A"({z}) = n({z}). O
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Beispiel 2.18 Wir kommen auf das Beispiel 2.10 mit der Wettervorhersage zuriick. Dort ist (mit der Kodie-
rung ,,Sonne“=1, ,bedeckt“=2, ,Regen“=3) der Zustandsraum E = {1, 2, 3} und die Ubergangsmatrix

0.6 0.3 0.1
A=1 03 02 05
0 01 09

Das charakteristische Polynom ist

7 7
_ .3 _ 2 - — _ _

Die Eigenwerte sind also Ay = 1, A = 7/10 und A3 = 0. Wir berechnen von Hand (oder mit Hilfe
eines Computeralgebra-Programms) zugehorige Links-Eigenvektoren: v1 = (3,4,23), vy = (—3,—1,1),
vy = (1,—2,1). Die invariante Verteilung 7 ist ein auf 1 normierter Linkseigenvektor zum Eigenwert 1,

also
T™= i, i,§ . &
307 30" 30

Beispiel 2.19 Wir betrachten eine Markovkette mit fiinf Zustianden,
E = {1,...,5}, siehe Grafik. Eine Spielfigur darf von Feld zu
Feld springen. Es wird dabei in jedem Schritt zufillig einer der
Nachbarn (entlang der Linien) ausgewéhlt. Wir erhalten also als
Ubergangsmatrix

0 1/3 1/3 0 1/3
1/3 0 1/3 0 1/3
A=| 1/4 14 0 1/4 1/4
0 0 1/2 0 1/2
1/4 1/4 1/4 1/4 0

Mit Hilfe eines Computeralgebra-Programms bestimmen wir schnell die Eigenwerte (absteigend nach ihren
Betrigen geordnet)

5 73
A5 = —— + V73 0.1477.

1 1
M=1 Ap=ogn - SR 05643, A =g M=, TRy

Als Gleichgewichtszustand erhalten wir den auf 1 normierten Links-Eigenvektor zum Eigenwert 1:
(3 3 4 2 4
TT\16" 167 16" 16" 16

Man bemerke, dass die Gewichte proportional zur Zahl abgehender Kanten im jeweiligen Punkt sind. <

Der folgende Satz wird erst in der Vorlesung Stochastik II bewiesen.
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Satz 2.20 (Langzeitverhalten von Markovketten) Seien FE eine endliche Menge und A eine stochasti-
sche Matrix auf E mit der Eigenschaft, dass ein N € N existiert mit

AN(z,y) >0 fiiralle x,y € E. (2.10)

(i) Dann gilt fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmafs p auf E:

lim P,[X, =z] = n({z}) fiirjedes x € E.
n—oo
(ii) Fiir x € E undn € N sei
1, .
an(z) = —#{i=0,....n—1: X; =z}
n

die mittlere Aufenthaltszeit der Kette in x bis zur Zeit n. Es gilt der so genannte Ergodensatz

lim a,(z) = 7({z}) P,-fastsicher

n—oo

Bemerkung 2.21 (Konvergenzgeschwindigkeit) Man kann zeigen, dass fiir ein beliebiges W-Mal p auf
E der Abstand ||pA™ — 7||oc & |A2|™ ist fiir groBe n. Dabei ist Ay der betragsmiBig zweitgroBte Eigenwert.

Die Bedingung von Satz 2.20 sichert, dass |A2| < 1 ist. &

Beispiel 2.22 Die Markovketten in Beispiel 2.18 und 2.19 erfiillen die Bedingungen des Satzes. In Bei-
spiel 2.18 ist die Bedingung mit N = 2 erfiillt:

9 1 3
20 4 10
2_| 6 9 2
A - 25 50 50
3 11 43

=
o
o
=
=
o
w
o

In der Tat konvergiert A™ schnell gegen eine Matrix, deren jede Zeile gleich

3 4 23
= (30, 30° 3()) = (0.1,0.133333333...,0.766666666 . . .)
ist. Wir berechnen etwa
0.1005699448  0.1335233149 0.7659067403
A% = 0.1002279779  0.1334093260 0.7663626961

0.09988601105 0.1332953370 0.7668186519

und
0.1000000128 0.1333333376 0.7666666495

A% = | 0.1000000051 0.1333333350 0.7666666598
0.09999999743  0.1333333325 0.7666666701

Zum Vergleich: nach Bemerkung 2.21 sollte die Abweichung zu 7 nach 20 Schritten von der Gré8enordnung
|A22° = 0.72° = 0.0007979226630 sein und nach 50 Schritten 0.7°© = 1.8 - 10~8. Man vergleiche dies

mit A%0 und A5,
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In Beispiel 2.19 ist

5 1 7 1 7

18 6 36 6 36

i s 7 1 7

6 18 36 6 36

A2 = 7 7 1T 1 7
- 48 48 48 16 24
i1 1 1 1

4 4 8 4 38

xr r 7 L 17

48 48 24 16 48

Das heif3t, die Bedingung von Satz 2.20 ist erfiillt mit N = 2. Tatsdchlich ist etwa

0.1875010098 0.1875010095 0.2499981873 0.1250016060 0.2499981873

0.1875010095

0.1875010098

0.2499981873

0.1250016060

0.2499981873

A% = | 0.1874986405 0.1874986405 0.2500024408 0.1249978375 0.2500024408
0.1875024091 0.1875024091  0.2499956749 0.1250038320 0.2499956749
0.1874986405 0.1874986405 0.2500024408 0.1249978375 0.2500024408

Zum Vergleich: 7 = (0.1875,0.1875,0.25,0.125,0.25) und |\2|?° ~ 0.5643%° = 0.0000107. &

Beispiel 2.23 Wir betrachten eine Markovkette dhnlich wie in Bei-
spiel 2.19, jedoch auf einem anderen Graphen, siehe nebenstehende
Grafik. Esist also £ = {1,2,3,4} und

01 0 1
111010
A’i 01 0 1

1 010

Diese Matrix A erfiillt die Bedingung von Satz 2.17, nicht aber die
von Satz 2.20, denn fiir jedes n € N ist

1010 01 0 1
11010 1 11101 0

2n __ -~ 2n+1 _ —

AT=51101 0 und AT = 01 0 1
01 0 1 101 0

In der Tat ist das eindeutige Gleichgewicht 7 = (1/4,1/4,1/4,1/4). Andererseits kann die Verteilung einer
in Xy = 1 gestarteten Markovkette X nicht gegen 7 konvergieren, denn Xo,, € {1,3} und X5,,4+1 € {2,4}
fiir allen € N. <&

2.4 Unabhingigkeit von Ereignissen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und seien A, B Ereignisse. Wenn das Eintreten von A keine
Information iiber das Eintreten von B liefert, so verstehen wir intuitiv B als unabhingig von A. Formal
heif3t dies

P[B|A] = P[B].

Dies koénnen wir umformen zu P[A N B] = P[A4] - P[B]. Dies liefert die formale Definition der Un-

abhingigkeit im Sinne der Stochastik.
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Beispiel 2.24 (Zweifacher Miinzwurf) Seien 2 = {0, 1}? und P die Gleichverteilung. Seien
A={weQ: w =1} ,Erster Wurf Kopf*

und
B:={weN: wy =1} »Zweiter Wurf Kopf*

Dann gilt P[A] = P[B] = £ und P[AN B] = 1. Also ist P[A N B] = P[A] P[B] und damit sind A und
B unabhiingig.

Sei nun weiter
C:={weN: w #ws}.

Dann gelten auch P[C] = 1 und P[ANC] = 1. Es sind also A und C unabhingig. Ferner ist P[BNC] = 1,
also sind auch B und C' unabhingig. Wir konnen hieraus jedoch nicht schlussfolgern, dass P[A N BN C]
gleich dem Produkt P[A] P[B] P[C] wire. In der Tat ist ja P[A N B N C] = 0 und P[A] P[B] P[C] = .
Dies spiegelt unsere intuitive Vorstellung wider, dass die Familie (A, B, C) nicht unabhiingig ist. Fiir den
Begriff der Unabhéngigkeit von Familien von Ereignissen ist also mehr notwendig als die Unabhingigkeit
aller Paare aus der Familie. <

Definition 2.25 (Unabhéngigkeit von Ereignissen) (i) Zwei Ereignisse A und B heiffen unabhdingig,
falls
P[AN B] =P[A]-P[B].

(ii) Seien I # () eine beliebige Indexmenge und (A;, i € I) eine Familie von Ereignissen. Gilt fiir jede

endliche Teilmenge J C I die Produktformel

P (4| =[Pl 2.11)

JjeJ JjeJ

so heift die Familie (A;, i € I) unabhiingig.

Sind A und B unabhingige Ereignisse, dann ist
P[A°NB] = P[B]-P[AnB] = P[B] - P[A]P[B] = (1-P[A])P[B] = P[A°]P[B].
Also sind auch A€ und B unabhéngig. Wir formulieren diesen Sachverhalt etwas allgemeiner.

Lemma 2.26 Fiir A € A setze
A=A und A':.= A°

Dann sind dquivalent
(i) (A, i € I) ist unabhiingig.
(i) (Af(i), i € I) ist unabhdngig fiir eine Abbildung ¢ : I — {0,1}.
(iii) (Af(i), 1 € ) ist unabhiingig fiir jede Abbildung ¢ : T — {0,1}.

Beweis Ubung! m]
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Beispiel 2.27 Seien (£2;,.A4;,P;), i =1,...,n, diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und

Q.= ﬁQz und P .= éPZ
i=1 i=1

Per Definition ist also P[{w}] = [[\—, P;[{w;}].
Sei m; : Q — Q;, w — w; die i-te Projektion. Seien B; C 2; und

A; = {UJ €N: w; € Bz} = W;l(Bl)
Dann ist (4;, ¢ = 1,...,n) unabhingig. Sei ndmlich J C {1,...,n}. Setze

B;, falls 7 € J,
Ci = { Q;, sonst.

Dann 7; }(C;) = Ay, falls i € J und 7r; H(C;) = Q, falls i ¢ J. Also ist

P mAj :P[{w: w; € C; fiir alle i:l,...,n}]

jeJ
=Y ... > P{uw}]

w1€CY wn€Ch

SR S | § J(0%)

w1€Cy wn€CHh i=1

= H ( > Pi[{wi}]>

=1 w; €C;

= H P;[C]
=[] PilB)]
jeJ

=[] Pl4;l. o

JjeJ

Beispiel 2.28 (Euler’sche Primzahlformel) Die Riemann’sche Zetafunktion ist definiert durch die Dirichlet-
Reihe

C(s) := Zn‘s fiir alle s € (1,00).
n=1
Die Euler’sche Primzahlformel ist die Produktdarstellung

)= [Ta-p,
peEP
wobei P := {p € N : pist Primzahl}.
Wir beweisen die Produktdarstellung probabilistisch. Sei {2 = N und (fiir festes s) P definiert durch

P{n}]=n"%¢(s)"" fir neN.



2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen 41

SeipN={pn: n € N}und P, = {p € P: p < n}. Dann gilt
(pN, p € P) ist unabhingig.

In der Tat: Fiir £ € N und paarweise unterschiedliche py, ..., p; € P ist
k
(N = (p1--p)N,
i=1

also
k

N

i=1

p = Pl{p1--pin)]

neN

=C¢(s) M prepe) Y m

neN

—S

= (p1" 1)
k
= [[Plp:N.
i=1
Daher ist aber auch ((pN)°, p € P) unabhingig. Deshalb gilt
¢(s)™" = P[{1}]
=P| ()]

peEP

= lim P[ N (pN)c}

n—oo
PEPn

= lim [] (1 -PpN)
PEPn

=[Ja-». o

peP

2.5 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Wir wollen nun definieren, wann wir Familien von Zufallsvariablen unabhingig nennen, ndmlich dann,
wenn die Ereignisse, die diese beschreiben, unabhingige Familien ergeben.

Definition 2.29 (Unabhiingigkeit von Zufallsvariablen) Seien I # () eine Indexmenge und (X;, i € I)
eine Familie von Zufallsvariablen mit Werten in Messrciumen (§;, A;), i € 1. Die Familie (X;, 1 € I)
heifst unabhdingig, falls fiir jede Wahl von A; € A;, i € I gilt

(X Y(4),iel) ist unabhdingig.

Sind X1, . ..,X,, unabhiingige Zufallsvariablen, so schreiben wir ®?:1 Px, =P, .. x,)

Beispiel 2.30 (Vergleiche Beispiel 2.27.)
Seien (Q;,4;,P;),i = 1,...,n, diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und

i=1 i=1
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Sei X; : Q@ — Q;, w — w; die i-te Projektion (¢ = 1,...,n). Dann ist die Familie (X;,¢ = 1,...,n)
unabhingig und Px, = P;. In der Tat: fir A; C Q; ist P[X; € 4;] = P{w : w; € A;}] = P;[4]]
(per Definition), also Px, = P;. Weiter ist fiir jede Wahl von A, C €;, ¢ = 1,...,n die Familie von
Ereignissen (X; '(4;), i = 1,...,n) unabhingig (siehe Beispiel 2.27), also gilt
P (X, (4)| = [[PIXi € Al
i=1 i=1
Damit ist aber die Familie (X;, ¢ = 1,...,n) unabhingig. O

Beispiel 2.31 Seien X7, ..., X,, unabhingig und X; ~ Ber), fireinp € [0,1]. Dannist (X;+...+X,,) ~
by, p- In der Tat: Fiir k € {0,...,n}ist

PXi+...+X, =k = > P[X; =by,...,X, = by
be{0,1}7: by +...4+bp=k

> [ -pt"

be{0,1}": b1 +...+ b=k i=1
PP —p)" P H#b e 0,1} by + ...+ by =k}

= (Z) p*(1—p)" " o

Beispiel 2.32 Seien 2 = (0, 1] und P die Gleichverteilung auf Q. Fiir w € (0, 1] sei X;(w) die i-te Ziffer
der (nichtabbrechenden) Binérdarstellung von w:

w= i 27 X (w).
i=1

Dann ist (X;, i € N) unabhéngig und identisch verteilt mit Py, = Ber; /5. In der Tat: Offenbar sind fiir
n € N die Ereignisse ({X; = b; firallei =1,...,n}, b € {0,1}") paarweise disjunkt und

<zn: 271, 27" 4 i 2%2-“ =27 ", (2.12)
i=1 i=1

P[X;=10; firalle i=1,...,n]=P

Dabher ist 1
PX,=b) = Y PlXi=b,... X,=b) =2""2" = 5
be{0,1}n—1

Zusammen mit (2.12) erhalten wir
P[X; =b; firalle i=1,...,n] = HP[XZ- =b;] firalle b e {0,1}".

Die meiste Arbeit ist an dieser Stelle schon getan. Formal haben wir jedoch nicht fiir beliebige endliche

Teilmengen von N die Produktformel gezeigt, sondern nur fiir {1,...,n}. Hieraus bekommen wir aber
leicht die Aussage fiir beliebiges endliches J C N, wie wir in etwas allgemeinerer Situation im folgenden
Satz zeigen. &

Satz 2.33 Seien X1, Xo, ..., X, diskrete Zufallsvariablen mit Werten in abzihlbaren Riumen Q1 . .., Q.
Dann sind dquivalent:
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(i) (X;,i=1,...,n) ist unabhdngig.

(ii) PIX1 =wi,..., Xy =wy] =[[n, PIXi =w;| fiiralle wy € Qy,...,w, € Qy.

Eine Folge (X;, © € N) diskreter Zufallsvariablen ist genau dann unabhdingig, wenn (ii) fiir jedes n € N
gilt.

Beweis (i) = (ii) ist klar. Gelte nun (ii). Sei J C {1,...,n}und A; C Q; fiirjedes i € J. Setze A; = Q;
fiir i ¢ J. Dann ist

n

P ({X; €4} =P |[{X, € 4;}

jeJ j=1

= Z Z P[Xlzwl,...,Xn:wn]

w1€A; wn€An

Ly X P =

w1 €A wn €A, j=1

=][ > PIX;=w)

Jj=1 U.)jEAj

:ﬁP[XjEAj]

j=1

=[[PIx; € 4.

jeJ

Sei nun der Fall einer unendlichen Folge X, X, ... betrachtet. Fiir endliches J C Nund A;, j € J wihle
man n = max J und fiihre die obige Rechnung noch einmal durch. a

Satz 2.34 Sind X, X, ..., X, reelle Zufallsvariablen, so sind dquivalent:

(i) (X;,i=1,...,n) ist unabhdngig.

(ll) P[Xl S bl, N ,Xn S bn] = H?:l P[XZ S bl] fu'ralle b= (bl, .. ,bn) € R™.
Hat jedes X; eine Dichte f;, so sind (i) und (ii) dquivalent zu
(iii) P(x, .. x,) hat eine Dichte f : R"™ — [0, 00), und es gilt

f(($1,~~~,96n)) = fl(xl) fn(x’ﬂ)

Eine Folge (X;, i € N) reeller Zufallsvariablen ist genau dann unabhdingig, wenn (ii) (bzw. (iii)) fiir jedes
n € N gilz.

Beweis Die Implikationen (i) = (ii) <= (iii) sind klar. Gelte nun (ii). Dann ist fiir jedes b € R™

Pt (-0, 8] = <® Pxi> (004
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Nach Satz 1.24 und Satz 1.13 ist aber P(x, . x,) durch Angabe von P (x, . x,)[(—00,b]], b € R™ ein-
deutig festgelegt, also ist P(x, . x,.) = .-, Px,. Mithin ist die gemeinsame Verteilung die Verteilung
unabhéngiger Zufallsvariablen und damit sind die Zufallsvariablen unabhéngig.

Sei nun der Fall einer unendlichen Folge X, X5, ... reeller Zufallsvariablen betrachtet. Es gelte also (i)
fiir jedes n. Sei J C N endlich, und seien A; € B(R), j € J. Wihle n = maxJ und A; = R fiir
j€{l,...,n}\ J.Nach (i) gilt

P({X;€4}| =P ﬁ{xjeAj} = ﬁP[XjeAj} = [[Plx; € 4;].

jeJ Jj=1 Jj€J
Also ist (X;, i € N) unabhéngig. O
Beispiel 2.35 Seien X1, ..., X,, unabhingig und standardnormalverteilt, also reellwertig mit Dichte f; (z) =

(2m) =12 exp(—22/2), x € R. Dann hat P x,,.. x,) die Dichte

f(m):(277)7”/2exp(—%(mf—k...—l—xfl)) fir z € R". &

Satz 2.36 Seien (X;, i € I) eine unabhdiingige Familie von Zufallsvariablen und (¢;, i € I) eine Familie
messbarer Abbildungen. Definiere Y; := ¢;(X;). Dann ist auch (Y;, i € I) eine unabhiingige Familie von
Zufallsvariablen.

Beweis Sei J C I endlich, und seien A;, j € J messbare Mengen. Dann ist
P[Y; € A; firalle j€J]=P[X; €¢ (A ) fﬁrallejeJ]
=[[P[x;e¢! =[Py, €4 O

JjeJ jeJ

Satz 2.37 Sei (X;,i € I) eine unabhiingige Familie reeller Zufallsvariablen. Seien ni,ny € N und
Jiseeosdmisdts---,d2, € I paarweise unterschiedlich. Setze Y; := (Xjise-s Xji )i =1,2. Dann ist ¥;
eine R™ -wertige Zufallsvariable und Y, und Ys sind unabhiingig. /

:HP[in <bi firalle k=1,...,n,

Beweis Sei
b= (b',b*) = (by,...,bL ,bF,... b2 ) € R ¥nz,
Dann ist
P[(Y1,Y2) € (—00,b]] = P[Y1 € (—00,b], Y2 € (—00,b°]]
=P[X: <bt  firalle i =1,2, k=1,...,n
2 n;
= H P[X; < by
; =

Da die mehrdimensionale Verteilungsfunktion die Verteilung von (Y7, Y3) festlegt und diese die mehrdi-
mensionale Verteilungsfunktion von zwei unabhingigen Zufallsvariablen ist, sind Y; und Y5 selber un-
abhingig. m|
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Korollar 2.38 Sei (X;, i € I) eine unabhiingige Familie reeller Zufallsvariablen. Seien n1,ns € N und
Jiseeosdmisdts- -, d2, € I paarweise unterschiedlich. Setze

Zi=Xj 4.+ Xy fiir i =1,2,

Dann sind Z1 und Z> unabhdingig.

Beweis Fiir i = 1,2 ist die Abbildung ¢; : R — R, (z1,...,Zy,) — 1 + ... + x,, messbar. Seien
Y7 und Y5 wie in Satz 2.37. Dann ist Z; = ¢;(Y;), ¢ = 1, 2. Nach Satz 2.37 und Satz 2.36 sind Z; und Z5
unabhingig. |

Satz 2.39 Zu gegebenen Verteilungsfunktionen F,,, n € N existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
und eine unabhdngige Familie (X,,, n € N) von reellen Zufallsvariablen auf (), A, P) mit Verteilungs-
Sfunktionen Fx, = F,.

Beweis (Skizze!) Seien (Q2,.4) = ((0,1],8((0,1])) und P die Gleichverteilung auf Q. Dann sind die
Ziffern (Y;);cn der (nicht-abbrechenden) Bindrdarstellung

w= i 27 Y;(w)
i=1

unabhingig und Ber, /;-verteilt. Seien p; < p2 < p3 < ... Primzahlen. Setze

U, = iQ_iY;’L.
i=1

Dann ist (U, n € N) unabhingig und U, uniform verteilt auf (0, 1]. Bilde die Inverse

F 1 (t) :=inf{zx e R: F(z) >t}

n

(vergleiche Beweis von Satz 1.57) und setze X,, = F,, (U,,).
Ubung: Man fiille die Details aus. ]
Beispiel 2.40 (Konstruktion unendlich langer Markovketten, Computersimulation) Seien £ eine hochs-

tens abzdhlbare Menge und A eine stochastische Matrix auf E. Ohne Einschrinkung sei £ = {1,...,n}
oder I/ = N. Setze

und definiere ¢ : E x (0,1] — E durch
o(x,u) =y = F.(y—1) < u< Fy(y).
Seien Uy, Us, . . . unabhingig und uniform auf (0, 1] verteilt. Dann ist P[¢(x, U) = y] = A(x, y). Definiere
nun Zufallsvariablen Xy = z und X,, = ¢(X,,—1,U,), n € N.
Dann ist X eine Markovkette mit Ubergangsmatrix A bei Start in . Ubung: Man beweise dies!

Wenn man fiir Uy (w), Uz (w), . . . die Zahlen uy, us, . . . einsetzt, die ein Computer als (Pseudo—)Zufallszahlen
ausgibt, hat man ein Verfahren, um Markovketten auf dem Computer zu simulieren. O
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2.6 Faltung

Definition 2.41 Sind 1 und v WahrscheinlichkeitsmafSe auf 7, so definieren wir die Faltung als das Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 p * v mit Gewichten

oo

prv(fn) = 3 p({k)v(n—k), neL

k=—o0

Sind (1 und v Wahrscheinlichkeitsmafe auf R mit Dichten f,, und f,, so definieren wir p x v als das Wahr-
scheinlichkeitsmaf3 mit der Dichte

(hurf)a)i= [ fulo) fulo—s)ds,  weR
Die n-te Faltungspotenz 11*" wird rekursiv definiert durch p*' = pund p*™ = = x p.
Satz 2.42 Sind X und Y unabhdngige Z-wertige oder reelle Zufallsvariablen mit Dichten fx und fy, so
gilt
Px+y = PX * Py.

Beweis Seien zunichst X und Y reellwertig mit Dichten fx und fy. Seien © € R und D, := {(s,t) €
R?: s+t < x}. Dann st

Pl = [ ([ i@ 0 s0a) a

- [ s srt- 910 - s)ar) as
:/—Z (/_; fX(S)fY(t_s)dt) ds
[ ([ ssosrta-9as) a

= [ Uxem

Also hat X + Y die Dichte fx * fy.
Der Fall, wo X und Y Werte in Z annehmen, geht analog. O

Beispiel 2.43 Seien n1,n2 € Nund p € [0, 1]. Wir wollen zeigen, dass

bryp * bnyp = bnygnap (2.13)
gilt. Speziell ist
bnp = Berp*...xBer, =: Ber,". (2.14)
—_————

n Faktoren

Sind also X7, ..., X, unabhédngige Bernoulli-Zufallsvariablen mit Erfolgsparameter p, so ist X; + ... +
X ~ by p.

Wir zeigen Gleichung (2.13) auf zwei Weisen: einmal durch ein Argument, das ohne Rechnung auskommt,
sondern auf die urspriingliche Interpretation der Binomialverteilung als Anzahl der Erfolge beim mehrfa-
chen Miinzwurf rekurriert, und zum anderen durch explizite Berechnung mit Hilfe der Faltungsformel.
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Wir beginnen mit der ersten Variante. Seien X1, ..., X, 4, unabhiingig und Ber,-verteilt. Nach Korol-
lar 2.38sind X := X; 4+ ...+ X,,, undY := X,,, 41 + ... + X,,, y», unabhéngig und nach Beispiel 2.31
gelten X ~ by, ,und Y ~ b, ,. Ebenfalls nach Beispiel 2.31 istaber X +Y = X; + ... 4+ X, 40, ~
bn, +ns,p- Daher ist

bni4nop = Pxqy = Px « Py = by, p % by .

Der zweite Beweis fiir diese Formel erfolgt durch direkte Rechnung. Fiir k = 0, ...,n; 4+ ng ist

k
(s * bag ) {RY) = D b p({13) g, p({k = 1)
=0

= (1) ()

k
ni+ng— ny +n
(1= pymtn < : 2>2Hypm )

=0

_ k ni+ns—k ny + na
— 1— 1+mn2
p*(1—p) ( i )

= bn1+n2,P({k})'

Hierbei haben wir im vierten Schritt die Normierung der hypergeometrischen Verteilung (siehe (1.7)) aus-
genutzt. <

Beispiel 2.44 Sei fiirn € Nund p € (0, 1]

b ({k}) = <" e 1>p” (1-p)* 2.15)
die negative Binomialverteilung (vergleiche Beispiel 1.40). Dann gilt
brninp = b p * by, fiiralle m,n € N. (2.16)
Wegen by, = 7, gilt also
by = Vp (2.17)

Dies entspricht genau unserer intuitiven Erwartung, da b,, , die Wartezeit auf den m—ten Erfolg eines
(beliebig langen) Bernoulli-Experiments ist. Die Wartezeiten zwischen den Erfolgen sollten unabhingig
sein und geometrisch verteilt, daher tritt hier die Faltung auf. Die formale Rechnung bleibt hier zur Ubung.
Spéter bringen wir einen Beweis in Beispiel 4.4(iii). <&

Beispiel 2.45 Sei Poi, die Poissonverteilung mit Parameter A > 0. Dann gilt
Poi, 4 = Poi, * Poiy.

In der Tat ist fiir » € N nach dem binomischen Lehrsatz

n Mik )\n—k
‘ k! (n—k)!

1 < /n
—(Ap) = k yn—k
' n! Z <k‘>’u A

e (M + A)
n'
= Poi,n((n}). o

(Poi,, * Poiy)({n}) = e e *
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Beispiel 2.46 Fiir die Normalverteilung gilt fiir i1, 12 € Rund 07,03 > 0
N, o2 Y = N,

1,07 p2,03 p1tpz, 0?40

Beweis: Ubung! o

2.7 Asymptotische Ereignisse

Wir betrachten eine Folge (A,,, n € N) von Ereignissen und fragen nach den Ereignissen:

A* := A, tritt ein fiir unendlich viele n € N,
A, =, A, tritt ein fiir alle bis auf endlich viele n € N,

Um diese Ereignisse formal zu beschreiben, treffen wir folgende Definition.

Definition 2.47 Sind A1, Ay, ... € A, so definieren wir den Limes superior und Limes inferior als die
Ereignisse

limsup A,, := ﬁ G A,

n—oo
n=1m=n

liminf A,, := [j ﬁ A,

n—oo
n=1m=n

Man tiiberlegt sich leicht, dass mit dieser Vereinbarung gilt:

A* =limsup A, und A, =liminf A,. (2.18)
n—oo n—oo
AuBerdem ist klar
liminf A,, C limsup A4, (2.19)
n—oo n—o0

wobei Ungleichheit eintreten kann (Beispiel?). Die Bezeichnungen lim inf und lim sup werden etwas klarer,
wenn wir uns tiberlegen, dass gilt:

14 =limsuply, und 1y, =liminfly,, . (2.20)

n— 00 n—00

Der Beweis fiir (2.18) — (2.20) verbleibt als Ubung. Die Ereignisse A, und A* sind asymptotische Ereignisse
in dem Sinne, dass ihr Eintreten nicht von endlich vielen der A,, abhingt.

Wir kommen jetzt zu der wichtigsten elementaren Aussage liber asymptotische Ereignisse.

Satz 2.48 (Borel-Cantelli Lemma) Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,,, n € N) eine
Folge von Ereignissen.

n—oo

(i) Gilt Z P[A,] < o0, so gilt P {lim sup An} = 0.

n=1

(ii) Ist (A, n € N) unabhdiingig, und gilt Z P[A,] = oo, so ist

n=1

n—oo

P {lim sup An] =1.
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Beweis Setze B,, := ngn A, und BY = UTNn:n A,,. Dann gilt B,, | A* und BY 1 B, fir N — cc.
Gelte nun (i). Dann ist (nach Satz 1.22 (vi) und (v))

n—oo

P[A*] = lim P[B,] < lim > PA,] =0.

Gelte nun (ii). Dann ist (wegen 1 — x < e~ 7 fiir alle x € R)
P[B)] = 1-P[(B))]
N
1= ] (1= Pl4)

m=n

N

1= ] e

m=n

N
1 —exp (— Z P[Am]>

N—o0
—

Y

1.
Also ist P[B,] = limy o P[BY] = 1 fiir alle n € N und damit P[A*] = P[(, oy Bn] = 1. a

Beispiel 2.49 Sei X,,, n € N eine unabhingige Folge von Bernoulli-Zufallsvariablen mit Parameter p €
(0,1). Dann ist

P[X, =1 fiir unendlich viele n] = P[limsup (X, = 1}} -1,

n— o0
weil 327 PIX,, = 1] =377 p = o0. <

Beispiel 2.50 Seien A < cound 0 < )\, < A fiirn € N. Ferner seien X,,, n € N (nicht notwendigerweise
unabhingige) Poisson-Zufallsvariablen mit Parametern J\,,. Dann gilt

P[Xn > n fiir unendlich viele n] = 0.

Es ist ndmlich

I
NE
NE
L]
>
3
I
el

(o)
> PIX, >n]
n=1

m=1n=1
co  m m
_ § § 6_)\" n
m'

m=1n=1
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2.8 Erginzendes Beispiel: Das Ising Modell

Das Ising Modell ist ein thermodynamisches (und quantenmechanisches) Modell fiir Ferromagnetismus in
Kristallen. Dabei gehen wir von folgenden Annahmen aus:

* Atome sitzen auf den Punkten des Gitters A (zum Beispiel A = {0,..., N — 1}?),

* jedes Atom i € A hat ein magnetisches Moment (Spin): (i) € {—1, 1}, das entweder nach oben
zeigt (x(i) = +1) oder nach unten (z(i) = —1),

¢ benachbarte Atome wechselwirken miteinander,

* Auf Grund thermischer Schwankungen ist der Zustand des Systems zufillig und verteilt nach einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung P 5 auf dem Zustandsraum E := {—1, 1}, abhiingig von der inversen
Temperatur 3 = % > 0. Diese Verteilung heif3t die Boltzmann-Verteilung.

Bemerkung 2.51 Makroskopisch beobachtbar ist nicht jeder einzelne Spin, sondern nur die mittlere Ma-
gnetisierung, die sich als Betrag des Mittelwerts der einzelnen Spins ergibt

ma(8) = 3 Pal{z}] ‘#1 S u )]

zeE 1EA

Wenn wir sehr grofle Systeme betrachten, sind wir nahe am so genannten thermodynamischen Limes

m(B) := lim ma(5).

Az

Man kann zeigen, dass (fiir d > 2) eine Zahl 8. = S.(d) € (0, 0o) existiert, mit

> O’ falls ﬂ > ﬂca
m(/?’){ =0, falls <8,

In der Physik wird T, := 1/, die Curie-Temperatur fiir die spontane Magnetisierung genannt. Dies ist
eine materialabhiingige Konstante (CrBr 37Kelvin, Ni 645K, Fe 1017K, Co 1404 K). Unterhalb der Curie-
Temperatur sind die Stoffe magnetisch, oberhalb sind sie es nicht. Dabei nimmt der Magnetisierungsgrad
bei fallender Temperatur noch zu. Das Ising-Modell, das wir jetzt untersuchen, soll (zumindest in Computer-
Simulationen) diesen Effekt einer kritischen Temperatur nachbilden. <

Wir definieren die lokale Energiefunktion, die das Energieniveau eines Atoms in ¢ € A angibt als Funktion
des Zustands = des Gesamtsystems

; 1
H(x):§ Z (i) (i)} (2.21)
JEA: j~i

Hierbei bedeutet ¢ ~ j, dass ¢ und j Nachbarn sind in A (damit meinen wir koordinatenweise mod N,
wir sprechen auch von periodischen Randbedingungen). Die Gesamtenergie (oder Hamiltonfunktion) des
Systems im Zustand z ist die Summe der Einzelenergien,

i€A inj
Die Boltzmann-Verteilung P 5 zur inversen Temperatur 3 > 0 auf E = {—1, 1}* wird definiert durch

Psl{z}] = Z; " exp(—BH (x)), (2.23)
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Abbildung 2.1: Magnetisierungskurve im Ising-Modell auf einem 1000 x 1000-Gitter, per Computersimu-
lation berechnet. Die senkrechte Linie markiert die kritische Temperatur.

wobei die Zustandssumme Z3 (oder Partitionsfunktion) gegeben ist als die Normierungskonstante, die
P 5 zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl macht, also

Zg= Y exp(—BH(x)). (2.24)

ze{—1,1}4

Hier haben wir bislang ein statischen System definiert, das sich im Gleichgewicht befindet. Auf der anderen
Seite gibt die Physik eine gewisse Idee davon, wie die mikroskopische Dynamik des Kristalls ist, die genau
dieses Gleichgewicht hat. Wir beschreiben diese Dynamik durch eine Markovkette mit Zustandsraum FE =
{—1, +1}*. Die Dynamik, die wir hier beschreiben, heift auch Glauber Dynamik fiir das Ising Modell.

Die Idee ist, jeweils immer einen Platz ¢ auszusuchen und dort nach einem (unfairen) Miinzwurfexperiment
den Spin umzudrehen, oder nicht.

Wir definieren den Zustand %, bei dem an der Stelle i der Spin o € {—1, +1} eingesetzt wird

) o, falls 5 =1,
Iz,a(j) _ (2.25)
x(9), falls j # 1.

Fiir die Energie-Differenz zwischen x° und 2~ spielen nur die benachbarten Spins x(j), j ~ i eine
Rolle. Alle anderen Terme heben sich bei der Summation weg:

- iy 1
H(z") = H@ ") = 3 LaGigor = D Latz-ay =2 ) (1{95@)#} - 2)~

Jigei Jigei Jrget
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Abbildung 2.2: Gleichgewichte des Ising-Modells fiir ein 800 x 800 Gitter. (schwarzer Punkt = spin +1)
Links: kilter als die kritische Temperatur (8 > f.), rechts: wiarmer.

Abbildung 2.3: Ising-Modell (150 x 150 Gitter) unterhalb der kritischen Temperatur. Die Computersimula-

tion zeigt auch nach langer Laufzeit noch nicht das Gleichgewicht, sondern metastabile Zusténde, in denen
man die Weiss’schen Bezirke gut sehen kann.
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Offenbar gilt fiiri € Aund o € {—1,+1}

Ppai(0) 1= Pal{at} [{a* 1, 21}
__ Pyl{aiy]
Pyl{at Tz 1)]
e—BH("")

T o=BH@ 1) | o—BH(@ 1) (2.26)

-1

= (1+ e [p(HE) - H@")])
- (1 +exp [25 2 jmi Lo} — %)] ) -

Also gibt pgym-(a) die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der Spin in ¢ den Wert ¢ annimmt, wenn wir alle
anderen Koordinaten festhalten.

Wir definieren eine Markovkette (X,,),en mit Werten in F = {—1,1}* und mit Ubergangsmatrix

(2.27)

ﬁp[;’r,i(a), falls y = 2% fiir gewisse i € A, o € {—1,+1},
A(z,y) =
0, sonst.

Satz 2.52 Sei X eine Markovkette auf {—1, +1}A mit Ubergangsmatrix A (definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P)). Der eindeutige Gleichgewichtszustand von X ist die Boltzmann-Verteilung
P des Ising Modells, und es gilt

PX, = 2] =5 Ps[{z}] fiir x € {—1,+1}. (2.28)

Beweis Offenbar kann (durch sukzessives Einstellen der einzelnen Spins) jeder Zustand der Markovkette
von jedem anderen aus in genau #A Schritten erreicht werden. Also ist

A#M ) >0 fiir alle z,y € {—1,+1}.

Nach Satz 2.17 gibt es ein eindeutig bestimmtes Gleichgewicht 7. Nach Satz 2.20 gilt (2.28). Es reicht
daher zu zeigen, dass PgA = Py gilt (und damit Pg = 7 sein muss). Fiir i € A und = € E ist nach (2.26)

> Psl{y Hpsaaw@) = D Ps{y" HPs[{y} [{y" Ly Y

oe{-1,+1} oe{-1,+1}
Ps[{y}].

Es gilt daher firy € {—1,1}*

PsAl{ydl= Y Psl{z}] Alz,y)

ze{—1,+1}4
1 1,0 .
—ax2 2 Pally"Hpsaiv()
1€EA oe{~1,+1}
=Ps[{y}]. O
Bemerkung 2.53 Der Satz macht keine Aussage iiber die Geschwindigkeit der Konvergenz. In der Tat ist

die Konvergenz sehr langsam fiir 5 > f3.. Hier bilden sich metastabile Zustéinde aus mit grolen Bereichen
gleicher vorherrschender Magnetisierung, die in der Physik Weiss’sche Bezirke genannte werden. <
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Kapitel 3

Erwartungswerte, Varianzen

Wir wollen nun Zufallsvariablen eine Malizahl zuordnen, die ihr typisches Verhalten in vager Weise angibt.
Haben wir n Punkte 1, . .., z, € R%, so ist der Schwerpunkt %(331 + ...+ x,). Fir eine Zufallsvariable,
die mit gleicher Wahrscheinlichkeit jeden der Werte z; annimmt, nennen wir dieses arithmetische Mittel
ihrer Werte den Erwartungswert. Dies ist offenbar eine niitzliche Kenngroe. Wir werden diesen Begriff
zundchst auf diskrete Zufallsvariablen erweitern und dann auf allgemeinere reelle Zufallsvariablen. Es folgt
ein Abschnitt iiber die Groe der Abweichungen von diesen Schwerpunkt, die wir Varianz nennen, und
deren Rolle der des Triagheitsmomentes in der Mechanik entspricht.

3.1 Erwartungswerte fiir diskrete Zufallsvariablen

Definition 3.1 Seien X eine reelle Zufallsvariable und W := Wx C R abzihlbar. Es gelte P[X € W] =
1. Dann nennen wir X eine diskrete (reelle) Zufallsvariable mit Wertebereich Wx.

Offenbar kann man W durch jede abzihlbare Obermenge von W ersetzen, der Wertebereich ist also
nicht eindeutig. Offenbar ist aber fiir diskrete Zufallsvariablen

> PX=z]=PXcWx]=1
zeWx

Setzen wir nun Wy := {z € Wx : P[X = 2] > 0}, so ist W der minimale Wertebereich von X. Wir
werden dies im Folgenden aber nicht bendtigen.

55
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Definition 3.2 Sei X eine diskrete reelle Zufallsvariable mit Wertebereich Wx. Wir sagen, dass X einen
Erwartungswert hat, falls

Z |z| P[X = z] < oc.
zeWx

Wir schreiben dann auch X € L' := L(P) und nennen

E[X]:= ) aP[X =2]
rzeWx

den Erwartungswert von X. Ist X > 0 fast sicher, so nennen wir stets

E[X]:= ) zP[X =z]€ [0, o]
zeWx

den Erwartungswert von X. Gelegentlich schreiben wir daher auch E[|X|] < oo fiir X € L}(P).

Beispiel 3.3 Ist (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist jede reelle Zufallsvariable diskret und
Wx ={X(w) : w € Q}. Es gilt dann

Xel'(P) <« ) PHw}]|X(w)|< oo
weN

In diesem Fall ist

E[X] =) P{w} X(w). o

weN

Beispiele 3.4 (i) Sei X eine Bernoulli-Zufallsvariable mit Parameter p € [0,1]: X ~ Ber,. Dann ist
W ={0,1} und
EX]=0-(1-p)+1-p=p.

(ii) Sei X ~ b, , fiir gewisse n € Nund p € [0,1]. Dannist W = {0, ...,n} und

k (Z) PP —p)"*

n—1 _ n—1)— (k—
np (k_l)pk 1(1_p)( 1)—(k—1)

=np z_: bn—1,p,({k}) = np.

k=0

(iii) (Mittlere Wartezeit auf den ersten Erfolg) Sei X ~ ~, geometrisch verteilt mit Parameter p € (0, 1].
Sei f(z) = 1. Dann hat f fiir z € (—1, 1) die Potenzreihenentwicklung

floy=> a"
n=0

und die Ableitung (per gliedweiser Differentiation)

ﬁ = f'(w) = gnx”‘l fir = € (—1,1).
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Also bekommen wir

EX]=) pl-p"n
—p-pr-p=—2. o

Satz 3.5 (Rechenregeln) Seien X,Y, X,,,Y,, € LY(P), n € N, diskrete reelle Zufallsvariablen auf
(Q, A, P). Dann gilt

(i) Ist Px = Py, soist E[X]| = E[Y].

(ii) (Linearitit) Es gelten fiir alle ¢ € R: cX € L}Y(P), X +Y € LY(P) (mit der Dreiecksungleichung
E[|X + Y| < E[|X]|] + E[|Y]]) sowie

E[cX] = cE[X]
E[X + Y] = E[X] + E[Y].
(iii) Ist X > 0 fast sicher, so sind dquivalent
E[X]=0 = X =0 fast sicher.
(iv) (Monotonie) Gilt X <Y fast sicher, so gilt E[X] < E[Y] mir Gleichheit genau dann, wenn X =Y
fast sicher.
(v) Sind X und Y unabhiingig, so ist X - Y € L1 (P) und E[XY] = E[X]|E[Y].
(vi) Ist X,, > 0 fast sicher fiir allen € N, und gilt >~ X,, = X fast sicher, so ist

E[X] =) E[X,].

n=1

(vii) Gilt Y, 1Y, so gilt E[Y] = lim,, .. E[Y,,].

Beweis (i) Klar.

(i) — (iv)  Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass X und Y auf einem diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum €2 definiert sind (etwa auf 2 = Wx x Wy mit W-MaB P x y-). Wir erhalten dann

BIX + Y[ =Y (X@) +Y(@)PHwl € 3 (IX(@)] + [Y(@))P[{w}] = BIX]] + E[Y] < co.

Die selbe Rechnung ohne Betragstriche liefert E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Analog folgen die restlichen Aussagen aus (ii), (iii), (iv) durch die analogen Aussagen fiir absolut konver-
gente Reihen.
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(v) Offenbarist Wxy = {zy : € Wy, y € W, } abzihlbar. Also ist

E[[XY]]

> 2 PIXY =2

zEWxy

Z Z |z| - |z/z|PIX =2,Y = z/x]

zEWxy c€Wx, z#0

Yool WPX =Y =y

yeWy xeWx

> > #[PIX =a]-[y| P[Y =y]
yeWy xeWx

= E[|X]] - E[]Y]] < oo.

Alsoist XY € L£'. Die selbe Rechnung ohne Betragstriche liefert E[XY] = E[X] - E[Y].

(vi) Fir N € N setze Sy = ZnN:1 X,,. Dann ist X > Sy nach Voraussetzung, also E[X] > E[Sy]
(nach (iv)) und damit

=
<
Y

N o
o BiSx] = Jim 3 BIX.] = 3 B,

n=1

Um die andere Ungleichung zu zeigen, zeigen wir dass fiir jedes ¢ € (0, 1) gilt
cE[X] < ) E[X,]. (3.1)
n=1

Definiere die Zufallsvariable T mit Werten in N durch
T := min{N eN: Sy > CX}.

Wegen Sy 1 X und ¢ < 1 folgt T' < oo fast sicher. Betrachte nun die Zufallsvariable St : w > Sy, (w).
Dann ist der Wertebereich W, C Uf\,ozl Wg,, abzidhlbar, also St diskret. Per Konstruktion ist ST > ¢X
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also
cE[X] <

A
=
g

IA
(12
8
!
<
3
I
&8

(vii) Wende (v) anauf X,, =Y, 1 — Y, und X =Y — Y. O

Beispiele 3.6 (i) (Binomialverteilung) Sei X ~ b, , firn € Nund p € [0,1]. Sind X;,...,X,, un-
abhingig und Bernoulli verteilt mit Parameter p, so ist X 4x 1+ ...+ X,,also

EX]=E[X;+...+ X, ] =E[X1] +... + E[X,] = pn.

(i) (Negative Binomialverteilung) Sei X ~ b, , und seien Xi, ..., X,, unabhiingig und geometrisch
verteilt mit Parameter p € (0, 1]. Nach Beispiel 3.4 ist E[X;] = 1%1’. Es ist X; ~ by, und (vergleiche
Beispiel 2.44) X £ X; + ... + X,,. Also ist E[X] =nE[X;] = 1’%’7 n. <&

Beispiel 3.7 In einer Urne seien m blaue Kugeln und n rote Kugeln. Wir ziehen diese ohne Zuriicklegen
und legen sie von links nach rechts aufgereiht auf einen Tisch. Wie gro§ ist die erwartete Anzahl von blauen
Kugeln, neben denen rechts eine rote Kugel liegt? Wir setzen fiiri = 1,... ., m+n

{ 1,  falls die i-te Kugel blau ist,
X; =
0, sonst.
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Setze
Yi = Lix,—1y Lyx, =0y firi=1,...,m+n—1,
undY :=Y; 4+ ...+ Y, 1—1. Dann st

PY,=1 = P[yi =1 = —~ ‘

m4+nm+n—1

also E[Y;] = W Insgesamt ist die gesuchte erwartete Anzahl
m+n—1 mn
E[Y] = ElY;] = . %
D P

i=1

3.2 Erwartungswerte fiir allgemeine reelle Zufallsvariablen

Sei X eine reelle Zufallsvariable. Dann ist (mit |z ] := max{k € Z: k < z})
Xp:=2""2"X|
eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich Wx, = 27"Z. Offenbar ist
Xp < X <X, +27" (3.2)

und
|Xn‘727n S ‘Xl S ‘Xn|+27n (33)

Ferner ist X,, T X. In Anlehnung an Satz 3.5(vii) treffen wir die folgende Definition.

Definition 3.8 (Erwartungswert fiir allgemeine reelle Zufallsvariablen) Wir sagen, dass eine reelle Zu/
fallsvariable X einen Erwartungswert besitzt (und schreiben X € LY(P) oder E[|X|] < o0), falls
X,, € LY(P) fiir ein n € N (und damit fiir alle n € N) und nennen

E[X]:= lim E[X,]

n—oQ

den Erwartungswert von X.

Satz 3.9 Die Rechenregeln aus Satz 3.5 gelten auch fiir nicht-diskrete Zufallsvariablen.

Beweis Man muss jeweils immer nur zeigen, dass Summation und Limes vertauschen. Nach (3.2) und
(3.3) sind die Limiten jeweils gleichmifBig, vertauschen also mit der Summation. Wir lassen die Details aus
und verweisen auf die Vorlesung ,Stochastik I'“. Exemplarisch sei hier nur die Additivitit gezeigt. Seien
also X, Y € £1(P). Dann ist

[E[X + Y] - E[X] - E[Y]| = nlEI;O‘E[Q*”LT(XJrY)J —9n|onX | —2*”L2”Yj]’
SJLII;O4-2_":O. ]

Satz 3.10 Ist X eine reelle Zufallsvariable mit X > 0 fast sicher, so ist

E[X] = /OOO P[X > {] dt. (3.4)



3.2 Erwartungswerte fiir allgemeine reelle Zufallsvariablen 61

Nimmt speziell X Werte in Ng an, so ist

E[X] = i P[X > n). 3.5)

Beweis Gelte zunidchst X € Ny fast sicher. Dann ist

Sei nun der allgemeine Fall X > 0 betrachtet. Sei X,, := 27" |2" X |. Dann ist

E[X] = lim E[X,)]

n—oo
= lim 27" ; P[X, >k27"]

= lim 27" ) P[X >k27"]
k=1

:/ P[X > {] dt,
0

wobei wir im letzten Schritt die Reihe als Riemann-Summe angesehen haben, die das Integral approximiert.

O
Satz 3.11 Sei X eine reelle Zufallsvariable und habe die Verteilung P x eine Dichte f. Dann gilt
E[X]| <o << /jo |z] f(z)dx < oo. (3.6)
Ist E[| X|] < oo, s0 ist
E[X] = /_00 x f(x)dzx. 3.7

Beweis Seien X,, = 27"|2"X |, n € N, approximierende Zufallsvariablen wie oben. Dann ist (wegen
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2] — 277 < 27|27 )| < Ja] +-277)

E[|X,[] = > k2" P[X, = k27"]

k€EZ
(k+1)27"
=3 k2| f(@)de
(k+1)27"
< (12l +277) f () d
k;z k/k:27‘IL
= [ (Jz| +27") f(z) dz

=927" 4 /_00 || f(z) dx.

Analog erhalten wir

E[|X,|] > —2*”+/jo f(@)|z| dz.

Nach (3.3)ist E[| X, || —27" < E[|X|] < E[|X,,|]4+27". Also haben wir (3.6) gezeigt. Die selbe Rechnung
ohne Betragstriche liefert (3.7). O

Beispiel 3.12 Sei X ~ N, ,» normalverteilt mit Parametern 1 € R und o2 > 0. Nach Beispiel 1.61 ist
Y := (X — p)/Vo? ~ Ny 1. Die Verteilung von Y hat die Dichte

1
fz) = e /2 fir z €R.

Daher ist

> 2 > 2 2
z|f(x)de = — re ¥ ?dy = — < oo
| i@ = -

Alsoist Y € £ und damit X € £'. Weiter ist f(z) = f(—x), also x + z f(x) eine ungerade Funktion
und damit

Folglichist E[X] = 4+ Vo2 E[Y] = p. <&

Beispiel 3.13 Sei X Standard-Cauchy verteilt, das heiflt X ist reell mit Dichte

1 1

flz) =

Dann ist f(z) = f(—x) wie bei der Normalverteilung, aber hier existiert der Erwartungswert nicht (und ist
insbesondere nicht Null), denn

T 1+ 22

Also ist E[| X|] = co. <&
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Beispiel 3.14 Seien X, X5, ... identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[|X;|] < co. Dann gilt
P[|X,| > n fiir unendlich viele n € N] = 0.

(Vergleiche Beispiel 2.44.) Dies folgt leicht aus dem Borel-Cantelli Lemma, denn nach Satz 3.10 ist

S PIX. =0l = Y PIX)| 2 0] < BIX[] < . o

n=1

Satz 3.15 (Wald’sche Identitit) Seien T, X1, Xo, ... unabhingige reelle Zufallsvariablen in L'(P). Es
sei T € Ny fast sicher, und es seien X1, X, ... identisch verteilt. Wir setzen

Dann ist St € L' (P) und
E[St| = E[T| E[X}].

Beweis Setze S, = Y., X; fiir n € Ny. Dann ist (mit Hilfe der Dreiecksungleichung, siehe Satz 3.5(ii))

E[ISr]] = > E[[Sn]1i7—n)]

n=1

= > ElSuIE[Ler-n]

< SOE|Xi[|nP[T =)

= E[Xy[ E[T].

Die selbe Rechnung ohne Betragsstriche liefert die Aussage. O

3.3 Varianzen

Wir wollen in diesem Abschnitt Varianzen und Kovarianzen von reellen Zufallsvariablen untersuchen.
Zunichst betrachten wir allgemein Erwartungswerte von Funktionen von Zufallsvariablen, danach speziell
quadratische Funktionen, die die Kovarianzen und Varianzen definieren.

Satz 3.16 (i) Seien X eine diskrete Zufallsvariable mit abzdhlbarem Wertebereich Wx und H : Wx —
R eine beliebige Abbildung. Dann ist die Zufallsvariable H(X) in L'(P) genau dann, wenn
> vewy [H(@)|P[X = z] < oo. In diesem Fall ist

E[H(X) = Y H(z)P[X =a].
zeWx

(ii) Seien X = (X,...,X,,) eine R"-wertige Zufallsvariable mit Dichte fx (alsoP[X; < z1,..., X, <
x,] = ff;o dty--- ffgo dtn fx(t1,...,tn)) und H : R" — R eine messbare Abbildung sowie Y :=
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H(X). Dann ist Y € LY(P) genau dann, wenn [, dxy .. .dx, [H(21,. .., 20)| - fx(21,...,2,) < 0.
In diesem Fall gilt

E[H(X)] = /:X’ dzy /:’O dry, H(zy, ..., x0) fx (@1, . 2p).

Beweis (i) Fiir den Wertebereich Wy (x) gilt klar Wy (x) = H(Wx) := {H(z) : © € Wx }. Fiir jedes
y € Wi (x) ist das Ereignis {H(X) = y} die disjunkte Vereinigung {H(X) = y} = U ey (ypn{X =
x}. Es giltalso P[H(X) = y] = }_ cy—1(gyp) P[X = 2]. Mithin ist

E[HX)] = ) [yIPHX)=y]

= > Y. WIPX =4]

yEWH(x) z€H-1({y})

- Y Y |H@)IPX =4

yeEWn(x) z€H - ({y})

= ) [H(@)|P[X =a].

zeWx
Dieselbe Rechnung ohne Betragsstriche liefert die Aussage.

(i) 'Wir betrachten zundchst nur H : R™ — [0, co). Dann ist nach Satz 3.10

E[H (X)]

/ PIH(X) > f] dt

0

= / dt/ dml/ dxnf(xla"'axn) 1[t,c>o) (H(xla"wxn))
0 —o0 —oo

= / d:zc1~-~/ dxnf(xh...,xn)/ dt 1y o0y (H(21,. .. 20))
oo 0

—o0

/ da:l--~/ dey, f(x1, ..., xn) H(z1, ..., 2p).

Fiir allgemeines H : R™ — R betrachte H = H* — H™ mit H" : R™ — [0,00) und H~ : R™ — [0, 00).
Dann ist nach dem bisher Gezeigten

~(X]

[H
- dacnf(xl,...,xn)(H+(x1,...,J;n) —|—H_(a:1,...,xn))

E(|H(X)] = E[H"(X)]+E

n
/_del.../
/Zd%"'/Oodxnf(xl,...,xn) \H(X)).

Die selbe Rechnung ohne Betragstriche liefert die Aussage. a

Sei stets X eine reelle Zufallsvariable, und sei p > 1.

Definition 3.17 Wir sagen, dass X ein p-tes Moment besitzt, falls

M,(X) := E[|X|?] < .
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Wir schreiben dann X € LP := LP(P) und nennen M,(X) das p-te absolute Moment von X. Ist p € N

und M,(X) < oo, so heifst
my(X) := E[X?]

das p—te Moment von X.
Satz3.18 Istp>r > 1und X € LP, soist X € L.

Beweis Dies folgt direkt aus der Ungleichung |z|” < 1 + |z|? fiir alle z € R.

Definition 3.19 Seien X,Y € L2. Dann heifit
Var[X] := E[X?] - E[X]?
die Varianz von X und o := \/ Var|X]| heif3t die Streuung von X. Ferner heif3t

Cov[X,Y] := E[XY] — E[X]E[Y]

die Kovarianz von X und Y. Gilt Cov[X,Y| = 0, so heiffen X und Y unkorreliert.

Bemerkung Man beachte, dass |zy| < #2+y?. Daherist E[| XY|] < E[X?]+E[Y?] < co.Fiir X,Y € L2

existiert also stets die Kovarianz.

Beispiele 3.20 (i) Sei X ~ Ber,. Dannist E[X] = pund X? = X, also E[X?] = p. Mithin ist

Var[X]=p—p°=p(1—p).

(ii) Sei X ~ Poi, fiir ein A > 0. Dann ist E[X] = A\ und

E[X(X -1)] = Ze—kk(/{—l)% = AQZe_’\% = A2
k=2 ’ k=0 )

Also ist

Var[X| =E[X?] “EX]?=E[X(X - 1)] +EX] - EX]" =AM +XA- X =\

(iii) Sei X ~ 7, firp € (0,1]. Dann ist E[X] = 1%1’ (siehe Beispiel 3.4(iii)). Setze

ix" S = f(zx) fir z € (-1,1).
n=0

1—=x

Dann ist
o0 1
n—1 __ / _
A
und
- n—2 " 2
nn=1a" = ) = g

n=1

(3.8)

(3.9)
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also -
E[X?] = p> n*(1-p)"
n=0

oo

=pY nn-1)(1-p" + pY n(l-p"
n=0 n=0

pA—p?*f'1—p) + p(l—p)f(1-p)

_201-p?  p(l=p) _ 2-3p+p
.

Insgesamt erhalten wir

2-3p+p> [(1-p\°  1-
Var[X] = E[X? - E[X]?> = PP —( p) - 2 (3.10)
p b p
&
Satz 3.21 Sind X,Y € L?(P) unabhiingig, so sind X und Y unkorreliert.
Beweis Nach Satz 3.5(v) ist E[XY] = E[X] E[Y]. Hieraus folgt direkt die Aussage. O

Bemerkung 3.22 In Satz 3.21 gilt die umgekehrte Implikation natiirlich nicht. Hierzu betrachten wir als
Beispiel X und Y mit

PX=0Y=-1=PX=0,Y=1]=P[X=-1,Y=0=PX=1,Y =0] = i.
Dann ist Cov[X,Y] = 0,aber P[X = 0,Y = 0] =0 # } = P[X = 0] P[Y =0]. O
Satz 3.23 Es gelten
(i) Cov[X,Y] = E[(X - E[X])(Y — E[Y])]
(ii) Var[X] = E[(X - E[X])’]
(iii) Speziell ist stets Var[X] > 0 und
Var[X]=0 <= X =E[X] fs. (3.11)
Beweis (i) Dies liefert die einfache Rechnung
E[(X - EX]))(Y - E[Y])] = E[XY]-E[EX]Y] - E[XE[Y]] + E[E[X]|E[Y]]
+ E[X]E[Y]

— E[XY] - E[X]E[Y] — E[X]E[Y]
= E[XY] - E[X]E[Y]
= Cov[X,Y].

(ii) Dies folgt direkt aus (i), weil Var[X] = Cov[X, X].

(iii) Die Aussage folgt aus (ii) zusammen mit Satz 3.5(iii), angewandt auf die Zufallsvariable (X —
E[X])2. m]
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Beispiel 3.24 Sei X ~ N, ,2 mit 4 € Rund 02 > 0. Dann ist E[X]| = 4 und mittels affiner Substitution
und partieller Integration erhalten wir

Var[X] = E[(X - )
_ 1 >~ 2 (- #)2
© \V2r0? [m(x—u) P <_ 207 ) o
2

B 1 <, 2\
= W 7001' exXp 7@ X

Satz 3.25 Die Abbildung
Cov: L*(P) x L*(P) » R

ist eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform mit Cov[X,Y] = 0, falls es ein y € R gibt
mit Y = y f.s. Ausgeschrieben heifit dies: Fiir X1,..., Xm, Y1,..., Yo € L2(P) und ay,...,0m,
B1,--.,0n € R, sowied, e € R gilt

Cov d+ZaiXi,e+Zﬂij = Zaiﬂj Cov[X,,Y;]. (3.12)
i=1 j=1

4,J
Speziell gilt die Bienaymé-Gleichung

Var [i XZ-} = iVar[Xi] + zm: Cov[X;, X;]. (3.13)
i=1 i=1

Q=1
i#j

Fiir unkorrelierte (speziell also fiir unabhdngige) X1, ..., X,, gilt

Var [i le = iVar[Xi]. (3.14)
i=1 i=1
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Beweis

Cov d+2aiXi,e+Zﬂij

i=1 j=1

iz a;3; Cov[X;,Y;]. O

Beispiel 3.26 Seien n € N und p € [0,1], sowie X ~ b, ,. Wir wollen die Varianz von X ausrechnen.
Seien X1, ..., X,, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter p (und damit Var[X;] = p(1 — p)).

Dann ist X 4 X1+ ...+ X,,also
Var[X]| = Var[X; + ...+ X,,] = Var[X;] + ...+ Var[X,,] = np (1l — p). <&

Beispiel 3.27 Seien n € Nund p € (0,1], sowie X ~ b . Seien X,..., X,, unabhiingig X; ~ ~,. (und
damit Var[X;] = 11)_217 nach Beispiel 3.20(iii)). Dann ist X 4 Xi14+...+ X,,also

1—
Var[X] = Var[X; +... + X,] =n-2. o

Korollar 3.28 Sind X,Y € L2, so gilt die Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung
(Cov[X,Y])? < Var[X] Var[Y]. (3.15)

In (3.15) gilt Gleichheit genau dann, wenn es Zahlen a,b,c € R gibt mit |a| + |b| + |c| > 0 und
aX 4+ bY + ¢ =0 fast sicher. In diesem Fall nennen wir X und'Y perfekt korreliert.

Beweis Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung gilt fiir jede positiv semidefinite Bilinearform, also nach
Satz 3.25 insbesondere fiir Cov. In der Notation von Varianz und Kovarianz sieht der Beweis so aus:

1. Fall: Var[Y] = 0. Hier ist die Aussage trivialerweise richtig (mit ¢ = 0, b = 1 und ¢ = 0).

2. Fall: Var[Y] > 0. Seif := %ﬁ“ Dann ist nach Satz 3.23(iii)

0 < Var[X +60Y] Var[Y] = (Var[X] + 20 Cov[X, Y] + 60 Var[Y]) Var|Y]
= Var[X] Var[Y] — Cov[X, Y]?

mit Gleichheit genau dann, wenn X + 6Y fast sicher konstant ist. Wihle nun ¢ = 1 und b = 6 sowie
c¢c=-E[X] - bE[Y]. O
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Satz 3.29 (Formel von Blackwell-Girshick) Seien T, X1, X5, ... unabhdngige reelle Zufallsvariablen in
L2 (P). Es sei T € Ny fast sicher, und es seien X1, Xs, . .. identisch verteilt. Wir setzen

T
ST = Z Xi~
i=1

Dann ist St € L*(P) und
Var[Sr] = E[X;]? Var[T] + E[T] Var[X}].

Beweis Es ist
B[S} = iE Lir—n) (ZX)
- gE[l{T_n}lE (ZX)
_ gp[T:n] B (i(xi—E[XiD)Q T (iE[XA)Q

i=1

= 3 PIT = ] (nVar[Xi] + B[]
n=0

= E[T]Var[X;] + E[T? E[X,]*.
Nach der Wald’schen Identitit (Satz 3.15) ist E[S7] = E[T] E[X1], also ist
Var[Sy] = E[S7] — E[S7]> = E[T] Var[X,] + (E[T?] — E[T]*) E[X,]*.
Dies ist aber die Behauptung. m|

Wir kommen nun zu einer weiteren wichtigen Ungleichung fiir reellwertige Zufallsvariablen. Trotz der
Einfachheit des Argumentes ist diese Aussage fundamental.

Satz 3.30 (Markov’sche Ungleichung, Chebyshev’sche Ungleichung) (i) Seien X eine reelle Zufalls-
variable und f : [0,00) — [0, 00) eine monoton wachsende Funktion. Dann gilt fiir jedes a > 0 mit
f(a) > 0 die Markov’sche Ungleichung

E[f(IX])]
P|X|>a] < N2V (3.16)
1X] 2 0] < =20
(ii) Speziell gilt fiir X € L?(P) die Chebyshev’sche Ungleichung
P[|X - E[X]| > a] < a;[X]. (3.17)

Beweis (i) Betrachte die Zufallsvariable Y := f(a) 1{/x|>q}- Dannist Y < f(|.X

), also (Satz 3.5(iv))

E[f(X])] > E[Y] = f(a)P[X| > .
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(i) Wende (i) auf die Zufallsvariable X’ = X — E[X] an mit f(z) = 2. O

Beispiel 3.31 Sei X ~ b, ,. Wie konnen wir fiir a > E[X] die Wahrscheinlichkeit P[X > a] einfach
abschitzen?

Esist E[X] = n% (siehe Beispiel 3.6) und Var[X]| = nlpz” (Beispiel 3.20). Daher liefert die Chebys-
hev’sche Ungleichung

Var[X] (1-p)n
P[X >d] < P[|[X —E[X]| > a—E[X]] < @ BX])? ~ (@p—n(-p)7 O

Beispiel 3.32 Sei X ~ Poi, fiir ein A > 0. Wie groB ist P[X > a]?

Wir wenden zunichst die Chebyshev’sche Ungleichung an. Es ist E[X] = X und Var[X] = X (siehe
Beispiel 3.20(ii)). Also ist fiir a > A
Var[X] A

PIX >d < C—pm = alr (3.18)

Wir wollen diese Abschitzung verbessern, indem wir eine geeignetere Funktion in der Markov’schen Un-
gleichung wihlen. Setze f(z) := exp(fz), wobei 6 := log(a/\). Dann ist

P[X >a] < e % E[e’X]

o0

_ _ AP
= ¢ Oa § e )\eeki
k!
k=0
0
6700‘ 67)\ 6)\6

6
— e—@a e—)\(l—e )

Dieser Ausdruck wird minimal genau fiir unsere Wahl von 6, und es folgt

P[X >a] < exp (a—)\—alog (%)) (3.19)
Fiir grofe a ist diese Abschitzung besser als (3.18). <
Korollar 3.33 (Gesetz der grolen Zahl) Seien X1, Xo, ... unabhdngige identisch verteilte Zufallsva-
riablen in L?(P). Dann gilt fiir jedes C' > 0
Xi+...+X Var|X
P M—E[Xl] >C M < 02,
n n
Speziell gilt fiir jedes € > 0
Xi1+...+ X, Var|Xi] nooo
P [ At gy zg} < Yarl¥) noee
n ne

Beweis Es gilt E[(X; + ... + X,,)/n] = E[X;] (nach Satz 3.5(i1)) und Var[(X; + ... + X,,)/n] =
Var[X;]/n (nach der Formel von Bienaymé). Die Behauptung folgt also aus der Chebyshev’schen Unglei-
chung. m|
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3.4 Der Median

Fiir reelle Zufallsvariablen X, die keinen Erwartungswert besitzen, ist es niitzlich, eine andere Kenngrofe
anzugeben, die einen typischen Wert angibt. Dies kann der Median sein, der als derjenige Wert mx de-
finiert ist, so dass X mit Wahrscheinlichkeit mindestens % Werte kleiner als mx annimmt, ebenfalls mit
Wabhrscheinlichkeit mindestens % Werte groBer als mx.

Definition 3.34 (Median) Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf R. Dann heift jede Zahl m € R mit

u((=o0,m)) > = und p([m, o)) > (3.20)

[NSRIE
N

ein Median von . Ist speziell X eine reelle Zufallsvariable, so heifst mx Median von X, falls mx der
Median von P x ist, also falls

und P[X >mx] > -. (3.21)

N
N =

Satz 3.35 Die Menge M,, = {m € R : m ist Median von p} =: [m_,m] ist ein kompaktes Intervall,
das moglicherweise aus nur einem Punkt besteht.

Beweis Seien my,ma € M, m; < my. Dann ist fiir jedes m € [m1, mo]:

[N

und  p(fm,00)) > p(lma,o0)) >

DO =

p((=o0,m]) = p((—00,m]) >

Also ist m € M. AuBerdem gilt pu((—oo,z]) — 0 fiir x — —oo, also existiert ein 2~ € R mit
p((—o0,27]) < L. Offenbar ist 2= < m fiir alle m € M,,. Analog existiert ein ™ € R mit 2™ > m fiir
alle m € M,,. Alsoist M,, C (z~,x") beschriinkt.

Sei m_ := inf M,, € R. Sei m,, € M, fiir jedes n € Nund m; > my > m3z > ... sowie m_ =
lim,,_s oo mM,,. Dann ist
. 1
p((=o0,m-]) = lim pu((=o0,mn]) > 3

und
N([m*’oo)) > lu'([ml’oo)) >

Mithin ist m_ € M,,. Analog folgt m := sup M,, € M,,, also ist M, abgeschlossen und damit kompakt.
0O

N =

Der Median hat eine einfache Transformationseigenschaft.

Satz 3.36 Seien X eine reelle Zufallsvariable und ¢ : R — R eine monoton wachsende, oder monoton
fallende, Abbildung. Sei ferner mx ein Median von X. Dann ist o(mx ) ein Median der Zufallsvariablen

P(X).

Beweis Sei zunichst ¢ monoton wachsend. Fiir alle x € R ist {p(X) < p(z)} D {X < z} und
{o(X) > p(z)} D {X > z}. Daher ist

Plp(X) < ¢(mx)] > PX <mx] > 5 und Plp(X) > ¢(mx)] > P[X >mx] >

N =
| =
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Analog ist fiir ¢ monoton fallend {p(X) < ¢(z)} D {X > 2z} und {p(X) > p(z)} D {X < z}. Daher
ist
O

Plo(X) < p(mx)] = PIX >mx] > 5 und  Plp(X) > p(mx)] > PX < my] >

l\JM—\

1
2
Bemerkung 3.37 Ist die Verteilungsfunktion z — Fx(z) = P[X < z] streng monoton wachsend, so ist
der Median eindeutig. <&

Beweis Ubung! O

Hat X ein zweites Moment, so ist
E[(X - a)’] = E[(X - E[X])’] + (a — E[X])* > Var[X]

mit Gleichheit, falls a = E[X]. Der Erwartungswert minimiert als den L?-Abstand zu X. Ahnliches gilt
fiir den L'-Abstand und den Median:

Satz 3.38 Ist X € L1(P), so ist jeder Median mx ein Minimierer des L'-Abstands zu X :
E(|X —a|] > E[|X —mx]|] fiiralle z € R (3.22)

und
E[|X —a|] =E[|X —mx|] <= a istein Medianvon X. (3.23)

Beweis Definiere
h(a) :=E[|X —a|] fir a €R.

Dann ist

=
B

&
I

P[|X —a|>t]dt

(X —a>t]|+P[X —a<—t]dt

P[X > ] dt + /a P[X < {]dt.

— 00

Il
s\o\go\
w

Firt < mx ist
1-PX <t]=P[X >t] >P[X >mx] >

l\J\»—A

also
—PX<t]-PX <] >1-2P[X <t] >0.

Fiir a < b < mx ist daher

h(b) — h(a) = /bPX>t dt+/baP[X§t}dt

b PX <] -P[X <t])dt

%

Il
O\

Speziell ist h(mx) > h(a) fiir alle @ < mx. Analog erhilt man m(mx) > h(a) fiir alle a > mx. Seien
nun m_ der kleinste Median von X und b < m_. Dann ist

—PX<t]-P[X <t]>0 firalle t e (b,m_).
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Also gilt h(b) — h(m_) > 0. Analog erhélt man h(b) — h(m4) > 0 fiir alle b, die echt groBer sind als der
grofite Median m.. m|

Korollar 3.39 Ist X € L2(P) und ist m ein Median von X, so ist
Im — E[X]| < /Var[X]. (3.24)
Beweis Fiir jedes ¢ € R ist |[E[X]| — ¢| = |E[X — (]| < |E[|X — ¢|]| = E[|X — ¢|]. AuBerdem ist fiir

Y € £%(P) stets E[Y?] = Var[Y]+E[Y]? > E[Y]?. Wir wenden dies an mitc = mund Y = | X —E[X]]
und erhalten

Satz 3.38
|E[X] — m| < E[|X —m|| tg E[|X - E[X]|]] <\/E[(X —E[X])?] =/ Var[X]. O
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Kapitel 4

Erzeugendenfunktion

4.1 Definition und Beispiele

In diesem Kapitel betrachten wir nur Zufallsvariablen mit Werten in Nj.

Definition 4.1 (Erzeugendenfunktion) Sei X eine Ny-wertige Zufallsvariable. Die Abbildung
ex [0,1] — [0,1] 4.1

z iP[X:k]zk = E[2]

heifit Erzeugendenfunktion von X.

Satz4.2 (i) px istin[0,1) unendlich oft stetig differenzierbar. Es gilt fiir n € N und die n-te Ableitung

(n)

Px

1%1@5?)(,2) = I;P[X:k]%(kfl)m(k—nJrl)
— E[X(X-1)--- (X —n+1)],

4.2)

wobei beide Seiten = +00 sein konnen.
(ii) Die Verteilung P x von X ist durch px eindeutig charakterisiert.

(iii) Sei R > 1 der Konvergenzradius der Reihe in (4.1) und r € (0, R). Dann ist px durch die Angabe
von abzihlbar vielen Werten px (x;), ©; € [0,7], i € N, eindeutig festgelegt. Ist R > 1, so gilt fiir
jedes n € Ny

lime(e) = $(1) < oo,

und @ x ist durch Angaben von go()?) (1), n € N, eindeutig charakterisiert.

Beweis Das folgt aus der elementaren Theorie der Potenzreihen. O

75
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Satz 4.3 (Multiplikativitit der Erzeugendenfunktion) Seien X1, ..., X,, unabhingige No-wertige Zu-
fallsvariablen. Dann gilt

PXi4..+X, = PX; " PX,-

Beweis Fiir z € [0, 1) sind zX1, ..., 2%X» unabhingig (nach Satz 2.36). Daher gilt
<PX1+...+X”(Z) — E[ZX1+-~+Xn] — E[ZXl] .. E[an] = ¢x, (Z) . <an(Z) O

Beispiel 4.4 (i) Sei X b, ,-verteilt fiir gewisse n € Nund p € [0, 1]. Dann ist
= n m n—m _m n
px(z) = > <m>p (L=p)" ™2™ = (pz+(1-p)".
m=0

(ii) Sind X, Y unabhéngig und by, , bzw. b, ,-verteilt, so ist nach Satz 4.3

x4y (z) = (pz+(1-p)" (pz+ (1 -p)"

m—+n

= (pz+(1-p))
Also ist nach Satz 4.2(ii) X + Y b, p-verteilt und damit

binp *bnp = bimgnp-

(iii) Seien X1, ..., X, unabhingig und geometrisch verteilt mit Parameter p € (0,1). Wir setzen Y =
X3+ ...+ X,. Nach Beispiel 2.44 ist Y ~ b;p verteilt. Ein formaler Beweis hierfiir steht aber noch aus.
Diesen wollen wir jetzt jedoch mit Hilfe der Erzeugendenfunktionen angeben.

Fiir z € [0, 1] ist

1)k Lk — p
@Xl(z) kZ:Op( p) Z 1—(1—]?)2
Daherist ox,+. +x,(2) = px,(2)" = L
DR N (R (B R
Wir setzen formal fiir beliebiges o« € R und k£ € Ny
a a-(a=1)-(a—k+1)
= . 4.3
(&) : 43
Dann gilt die erweiterte binomische Formel
1—2)* =) (Z)(—x)k fiir alle |z| < 1. 4.4
k=0
Wir priifen dies nur fiir « = —n € —N nach. Hier ist

<_k"> = (~1)* (”H]z_ 1). (4.5)
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Setzen wir f(z) := (1 —x)™ ' = ka fiir |z| < 1, soist
k=0

L fr=D () B > nJrk—l o
(1—2)" = = n—l';

n—1)
_ i<n+ﬁ;1>xk

k=0

Il
(]
/\I
T3
~
|
—_
S—
S
8
B

k=0
Jetzt kommen wir auf Y zuriick. Nach der Multiplikationsformel (Satz 4.3) ist
ey (2) = ox,(2)"
p’fL

(1= =p)2)"
nf N\ Nk k ok
> (V) evra-»

o

> by, ({k}) 2"
k=0

Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Erzeugendenfunktionen ist damit Y ~ b, . Hieraus bekommen wir die
Faltungsformel

by % by = i o

m+mn,p*

4.2 Poisson-Approximation

Lemma 4.5 Seien 1 und (ji,)nen Wahrscheinlichkeitsmafie auf (No, 2N0) mit zugehorigen Erzeugenden-
Sfunktionen ¢, und ¢, ,n € N. Dann sind dquivalent

(i) pn({k}) "=3" p({k})  fiir alle k € No,
(ii) pn(A) =3 w(A)  fiiralle A C N,
(
(

(iii) pn(2) =3 (z) fiiralle z € [0,1],

(iv) on(z) — ¢ fiiralle z € [0,¢) fiir eine > 0.

Gilt eine der vier Bedingungen, so schreiben wir i, [ty w und sagen (i) konvergiert schwach gegen .

Beweis (i) = (ii) Seiene > Ound N € Nso, dass u({N +1,N +2,...}) < § gilt.
Fiir ng € N hinreichend grof ist

N

3 lun({kY) = n({k))] < Z fiir alle 7 > no.

k=0
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Speziell ist fiir n. > ng auch p1,,({N + 1, N +2,...}) < 5. Also ist fiir n > ng

ln(A) = p(A)] < pn({(N+1L,N+2,...}) + p({N+1,N+2,...})

+ Y kD) - p{kD] < e

keAN{o,...,.N}

(ii) = (i) Das ist trivial.

(i) < (iii) < (iv) Dies folgt aus elementarer Theorie der Potenzreihen. O

Seien (pn i )n,ken Zahlen mit p,, i € [0,1], p, = O fiir k > k,, (fiir gewisse k,, € N) und so, dass

lim Y pag = A € (0,00) (4.6)
k=1
existiert und -
. 2 o
lim kz_l P2 = 0. 4.7)

Fiir jedes n € N seien (X, 1)ren unabhingige Zufallsvariablen mit X,  ~ Ber,, , . Setze

Sn = Z ka-.
k=1

Satz 4.6 (Poisson-Approximation) Unter den obigen Annahmen konvergieren die Verteilung (Ps, )nen
schwach gegen die Poisson-Verteilung Poiy.

Beweis Die Poisson-Verteilung hat die Erzeugendenfunktion
e ey
p(z) = e ZT =e .
k=0

Andererseits gilt

=

n

kn
vs,(2) = (Prgz + (1 —ppi)) = exp (Z log (1 + pn,k(z — 1)))

1 k=1

>
Il

Fiir [z] < % ist [log(1 + ) — 2| < % Nach Voraussetzung (4.7) existiert ein no mit mAX Py <

\ /Ekpi,k < % fiir n > ng. Also ist fiir n > ng (wieder mit (4.7))

kn kn
Z n—o0
k=1

log (1 —l—pn,k(z—l))—pmk(z—l)‘ < Zpik = 0.
=1

)

Also gilt (mit (4.6))

kn
. _ . _ — A(z—1)
lim pg,(2) = nh_}rrgoexp <an7k(z 1)) e . ad

n— oo
k=1
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4.3 Der Poissonprozess

Wir wollen ein Modell entwickeln fiir die Anzahl der Klicks, die ein Geigerzéhler in einem Intervall I =
(a, b] macht. Die Anzahl der Klicks soll dabei

« zufillig sein und unabhingig fiir disjunkte Intervalle,

* zeitlich homogen in dem Sinne, dass die Anzahl der Klicks in I = (a, b] die selbe Verteilung hat, wie
die Anzahl der Klicksinc+ I = (a+¢,b+ ],

* einen Erwartungswert besitzen,

* keine Doppelpunkte aufweisen: der Zahler macht zu jedem Zeitpunkt hochstens einen Klick.

Wir formalisieren diese Forderungen, indem wir die Notation einfiihren:
7 :={(a,b]: a,b€[0,00), a < b}.

((a,b]):=b—a (die Léange des Intervalls I = (a, b]).

Fiir I € 7 sei Ny die Anzahl der Klicks nach Zeitpunkt a und nicht spéter als b. Wir setzen noch N; :=
N0,y die Gesamtzahl aller Klicks bis zur Zeit ¢. Die obigen Forderungen lassen sich nun iibersetzen zu:
(N1, I € 7) ist eine Familie von Zufallsvariablen mit Werten in Ny mit den Eigenschaften

(P1) Njysy=N;y+ Ny fallsINJ =0und TU J € T ist.

(P2) Die Verteilung von N; hingt nur von der Linge von [ ab: Py, = Py, fiir alle I,J € Z mit
oIy =e(J).

P3) IstJ CZmitINJ =0firalleI,J € J mitI # J,soist (N;, J € J) eine unabhingige Familie.
(P4) Fiirjedes I € 7 gilt E[N/] < cc.

(P5) Es giltlim. | ge ! P[N, > 2] = 0.

Die Bedeutung von (P5) erklirt sich durch die folgende Rechnung. Setze

A= limsupe ! P[N, > 2].
el0

Sei &,,, | 0 eine Folge so, dass A = lim,,, o0 €,,,) P[N.,, > 2]. Fiirt > 0 und N(m) := [t/e,,]| sowie
k=1,...,N(m) sei
A}Zl = {Nksm — N(k—l)sm Z 2}

Dann ist P[A7"] = P[N.,, > 2] und (wegen (1 — ay/k)* F2 o= falls ay, "2 a)
N(m)

PN, >2] > P | |J 4| =1- (1—P[N5m 22})
k=1

N(m)
s o A

Also gilt fiir jedes ¢ > 0
P[N; >2] > 1—e ™.
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Es folgt
2" 1
P [ es gibt einen Doppelklick in (0,1] | = lim P{ U {Ngo-n ks1)2-7 = 2}]
n—oo
k=0
271
=1- nlL)H;OP[ ﬂ {N(k 2=n (k+1)2—"] S 1}:|
k=0
2" —1
=1- lim H P[Na-n (ky1y2-n < 1]
k=0
on
=1—- 1 - —n >
1— lim (1-P[Ny-n >2])
>1- e .

Wir miissen also A = 0 fordern; dies ist aber gerade (P5).

Der nichste Satz zeigt, dass die Bedingungen (P1) — (P5) die Zufallsvariablen N7, I € 7 eindeutig charak-
terisieren und zwar als Poissonprozess.

Definition 4.7 Eine Familie Ny, t > 0, von No—wertigen Zufallsvariablen heif3t Poissonprozess mit Inten-
sitdt o > 0, falls:

(i) Fiirmn e Nund0 =1ty <ty <...<tyist(Ny; — Ny,_,,i=1,...,n) unabhdngig.

(ii) Fiirt > s > 0ist Ny — N Poisson-verteilt mit Parameter «, also

_ k
P[N, — N, = k] = e~ (t=%) w fiir k € Np.

Die Existenz eines Poissonprozesses ist an dieser Stelle noch nicht gesichert. Darauf kommen wir in Satz 4.9
zuriick.

Satz 4.8 Erfiillt (N, I € T) die Bedingungen (P1) - (P5), so ist (N(o4), t > 0) ein Poissonprozess mit
Intensitdt o := E[N g yj]. Ist umgekehrt (N;, t > 0) ein Poissonprozess, so erfiillt (Ny — Ny, (s,t] € I)
die Bedingungen (P1) — (P5).

Beweis Sei zunichst (N¢, ¢ > 0) ein Poissonprozess mit Intensitit « > 0. Per Konstruktion gilt (P1).
Fiir I = (a, b] ist offenbar P, = Poiy,—q) = Poig(r). Also gilt (P2). Wegen (i) gilt (P3). Offenbar ist
E[N;] = af(I) < oo, also gilt (P4). SchlieBlich ist P[N, > 2] =1 — e~ — age™ ¢, also

1 — e 0c
lime'P[N. > 2] = lim (L _ ae*fw) Y
el0 el0 e

Damit gilt auch (P5).
Wir nehmen nun an, dass (N, I € Z) die Bedingungen (P1) — (P5) erfiillt. Wir definieren

a(t) == E[Ny.
Dann ist (wegen (P1) und (P2))

a(s + t) = E[N(O_’s] + N(S’5+t]] = E[N(Oys]] + E[N(Oyt]} = a(s) + a(t).
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Da t — «(t) monoton wachsend ist, folgt hieraus sogar «(t) = ta(1) fiir alle ¢ > 0. Wir setzen jetzt
a := «(1) und erhalten so E[N7| = af(I). Wir miissen nur noch zeigen, dass Py, = Poi,; gilt. Wir wollen
den Satz iiber die Poissonapproximation verwenden. Zu diesem Zweck zerlegen wir fiir festes n € N, das
Intervall (0, ¢] in 2™ disjunkte gleich lange Intervalle

I"(k) == ((k—1)27"t,k27"t] fir k=1,...,2"

)

und setzen
X"(k) == Npa ()
sowie .
u-{y G

Nach den Annahmen (P2) und (P3) sind (X™(k), k = 1,...,2"™) unabhingig und identisch verteilt. Daher

ist auch (X™(k), k = 1,...,2") unabhéngig und identisch verteilt, nimlich

N

X (k) ~ Berp,,,
wobei p,, = P[Ny—n; > 1].
SchlieBlich setzen wir N} := Zi:l X" (k). Dann ist Nj* ~ by, . Offenbar ist N*** — N7 > 0. Nun
gilt nach (P5)

o
PN, #NP] < Y P[X"(k) >2] = 2"P[Ny-ny >2] =5 0. (4.8)
k=1

Also gilt N; = lim,,_,o IV{* fast sicher. Nach Satz 3.5(vii) folgt

at = lim E[N]'] = lim p, 2".

n—oo n—oo

Nach dem Satz iiber Poisson-Approximation (Satz 4.6 bzw. Satz 1.42) gilt daher fiir jedes | € Ny

PN, =1 = lim P[N" =1 = Poin:({I}).

n—oo

Also ist P, = Poiyg. O

Bislang steht noch der Nachweis dafiir aus, dass es iiberhaupt Poissonprozesse gibt. Wir werden diesen
Nachweis fiihren, indem wir auf explizite Weise einen solchen Prozess konstruieren. Hierbei wollen wir die
Wartezeiten zwischen den einzelnen Klicks des Geigerzihlers, oder formaler, zwischen den Unstetigkeits-
stellen der Abbildung ¢ — N;(w) zur Grundlage nehmen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
wir zur Zeit s auf den nichsten Klick des Zahler lianger als ¢ Zeiteinheiten warten miissen? Wenn wir die
Klicks als Poissonprozess mit Intensitit o modellieren, ist diese Wahrscheinlichkeit

P[N(S,S+t] == 0] - e_at.

Mithin ist die Wartezeit auf den nédchsten Klick exponentialverteilt mit Parameter ov. AuBerdem sollten die
Wartezeiten unabhingig voneinander sein. Wir nehmen nun die Wartezeiten als Startpunkt der Betrachtung
und konstruieren hieraus den Poissonprozess.

Sei W1, Ws, ... eine unabhingige Familie von exponentialverteilten Zufallsvariablen mit Parameter o > 0,
also P[W,, > x] = e~ ®*. Wir setzen
n
T, = Wi
k=1
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Nt p 1 1 1 1
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Abbildung 4.1: Poissonprozess N; mit Wartezeiten W}, und Sprungzeiten 7},

Wir interpretieren W, als die Wartezeit zwischen dem (n — 1)ten und dem n-ten Klick. 7}, ist der Zeitpunkt
des n-ten Klicks. In Anlehnung an diese Intuition definieren wir

Ne:=#{neNy: T, <t}
als die Anzahl der Klicks bis zur Zeit ¢. Es ist dann
{Nt = ]f} = {T}C <t< Tk+1}.

Speziell ist also IV, eine Zufallsvariable.

Satz 4.9 Die Familie (N, t > 0) ist ein Poissonprozess mit Intensitdit c.

Beweis Wir miissen zeigen, dass fiir jedes n € N und jede Folge 0 = ¢ty < t; < ... < t, sowie
ki,...,kn € No gilt (Ny, — Ni,_,, @ = 1,...,n) ist unabhidngig und Ny, — Ny, , = Poiq,—¢,_,). Wir
wissen schon, dass es nicht ausreicht, dies nur fiir n = 2 zu zeigen. Allerdings wird der Schreibaufwand
fiir n > 3 extrem grof, und das Prinzip, wie man den Beweis fiir allgemeines n € N fiihrt, wird klar, wenn
man n = 2 untersucht hat. Daher beschridnken wir uns hier auf den Fall n = 2.

Wir zeigen also, fiir 0 < s < tund [, k € Ny

PN, =k, N, — N, =] = (e‘“(o‘;,)k> (e—a<f—8>(0‘(tl_! S))l) . 4.9)

Hieraus folgt klar, dass N und (N; — N,) unabhingig sind. AuBerdem folgt, indem wir iiber £ € Ny
summieren, dass Ny — N ~ Poiy_g).

Nach Satz 2.34 hat die Verteilung Py, . y die Dichte

Wit
€T ak-‘rl-‘rl e—()ésk+1+1(92)7

wobei S, (z) := x1 + ... + x,. Es reicht nun, [ > 1 zu betrachten, da wir den (! = 0)-Term durch die
Normierung des WahrscheinlichkeitsmaBes erhalten. Sei also [ > 1. Wir erhalten

PN, =k, Ny — N, =1] =P[T}, < s < Tis1, Tt <t < Thoi41]

N /0 h /o day - dupyrn TS g 0y 0) M @) <e<Suri @)}
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Wir integrieren nun sukzessive, mit x;+1 beginnend. Im ersten Schritt substituieren wir z = Sg4;41(x)
und erhalten

o0 o0
/ dzgi10e” k+L+1(I)1{Sk+z+1(a:)>t} = / dzae™ ™ = e
0 t

Nun halten wir x1,...,x; fest und erhalten fiir die restlichen Variablen durch die Substitution y; =
Sk1(T) = 8, Y2 = Thy2, .-, Yl = Thp

/ / drgi1 . dTp1 Liscs, ) (2)<Sipi<t)
0

t—s)
/ / dyl dyl 1{J1+ Ay <t—s} — ( N )

(Dies erhilt man zum Beispiel per Induktion iiber [.) Wir integrieren nun iiber die verbleibenden Variablen

1, ..., 2 und erhalten
9] [e'S) sk
/ / da:l...dack 1{Sk(m)§s} = E
0 0 :

Insgesamt erhalten wir

- Sk (t_s)l
P[N,=k, N,—N,=1] = ¢ takHH T

also (4.9). O

4.4 Verzweigungsprozesse

Seien T', X7, Xo, . .. unabhiingige Ny-wertige Zufallsvariablen. Wie sieht die Verteilung von

aus?
Lemma 4.10 Sind die X1, X, ... zusdtzlich identisch verteilt, so ist ps(z) = o1r(px, (2))-

Beweis
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Wir nehmen jetzt an, dass Zahlen po, p1,p2, ... € [0,1] mit Y7 ( pr, = 1 gegeben sind und (X, ;)n,icn,
unabhingig sind und identisch verteilt mit P[X,, ; = k] = pi.

Setze
Zy=1
und
Zn—1
Zn=Y Xn_1; firneN
i=1

Interpretation: Z,, ist die Anzahl von Individuen in der n-ten Generation einer sich zufillig entwickelnden
Population. Das i-te Individuum in der n-ten Generation hat X, ; Nachkommen.

Definition 4.11 (Z,,)nen, heifit Galton-Watson Prozess oder Verzweigungsprozess mit Nachkommenver-
teilung (pr)ken,-

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Untersuchung von Verzweigungsprozessen sind Erzeugendenfunktionen.

Seien also
oo
p(z) = Zpk 2
k=0

die Erzeugendenfunktion der Nachkommenverteilung und ¢’ deren Ableitung. Wir definieren die n-te Tte-
rierte von ¢ durch
p1i=¢ und ©On = n_10@ fir n € N.

Sei schlieBllich ¢z, die Erzeugendenfunktion von Z,,.
Lemma 4.12 Es gilt ¢,, = ¢, fiir allen € N.
Beweis Fiir n = 1 ist dies per Definition richtig. Fiir n € N folgt mit Lemma 4.10 induktiv
PZnyr = PZ, 0P = PnOP = Pni1. u

Sei ¢, := P[Z,, = 0], die Wahrscheinlichkeit, dass Z zur Zeit n schon ausgestorben ist. Offenbar ist
{Z, =0} C{Z,+1 =0}, also ¢,, < gn+1 < .... Daher existiert der Limes

¢ == lim P[Z, =0] = P[Z, =0 firein n € N|,

n— oo

den wir als Aussterbewahrscheinlichkeit bezeichnen.

Unter welchen Bedingungen gilt ¢ = 0, ¢ = 1, oder ¢ € (0,1)7? Offenbar ist ¢ > py = P[Z; = 0]. Ist
andererseits pg = 0, so ist Z,,+1 > Z,, sicher fiir alle n € Ny, also ¢ = 0.

Satz 4.13 (Aussterbewahrscheinlichkeit des Galton-Watson Prozesses) Sei p; # 1.

(i) Die Menge der Fixpunkte von @ ist F := {r € [0,1] : p(r) =1} = {q, 1}.

(i) ¢ <1 — li%1<p’(z)>1 = Yo kpr > 1.
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Beweis Es gilt (1) = 1, also 1 € F. Offenbar gilt

qn = on(0) = @(qn-1)-

Wir wissen, dass ¢, T g gilt. Da ¢ stetig ist, gilt

v(q) = s@(ﬁm qn) = lim ¢(gn) = Jim g1 = g

n—oo n—oo

Alsoist g € F. Ist r € F' ein beliebiger Fixpunkt von ¢, so gilt > 0 = ¢gp. Da ¢ monoton wachsend ist,
folgt 7 = (1) > ¢(qo) = ¢1 und induktiv r > ¢, fiir alle n € Ny, also r > ¢. Mithin ist ¢ = min F".

Im Fall pg + p; = 1 sind die Aussagen trivial. Sei nun also py 4+ p1 < 1.

1. Fall: lim,4; ¢’(2) < 1. Da g strikt konvex ist, gilt in diesem Fall p(z) > z fiir alle z € [0, 1), also
F = {1} und damit ¢ = 1.

2.Fall: lim.4; ¢’(2) > 1. Da ¢ strikt konvex ist und ¢(0) > 0, gibt es genau ein r € [0, 1) mit p(r) =7,
also ist F' = {r, 1} und damit ¢ = min F' = r.
Die zweite Aquivalenz in (ii) folgt aus (4.2). O

o
Der Fall m := Z kpi = 1 ist der kritische Fall, bei dem der Verzweigungsprozess gerade noch mit Wahr-

scheinlichkeit lk agsstirbt. Wir wollen fiir diesen Fall jetzt die Geschwindigkeit des Aussterbens berechnen
und die bedingte Verteilung, gegeben, dass der Prozess eben noch nicht ausgestorben ist. Wir formulieren
hier zunichst die beiden Sitze und geben dann fiir den Spezialfall geometrischer Nachkommenverteilung
einen elementaren Beweis an.

Satz 4.14 (Kolmogorov) Seien m = 1 und o* := .7, k*pr, — m? € (0, 00), sowie Yoo o k3pi, < <.
Dann gilt

lim nP[Z, > 0] = —. (4.10)

n—00 o2

Satz 4.15 (Yaglom) Unter den Bedingungen von Satz 4.14 gilt

Zy
lim P [ > ¢ ‘ Zy > o] = e @) firalle t > 0. (4.11)
n

n—0o0

Wir beweisen die beiden Sitze nur in dem Spezialfall geometrischer Nachkommenverteilung
Di = 2=+ fiir ke Ng.

Es ist dann klar 02 = 2 (siehe Beispiel 3.20(iii)). Hier lassen sich die Iterierten der Erzeugendenfunktionen
explizit ausrechnen, was einen elementaren Beweis ermdglicht. Der allgemeine Fall bendtigt etwas mehr
Analysis.

Lemma 4.16 Sei p, = 2=tV k € No. Dann gilt fiir die Erzeugendenfunktion o(s) == >, Dk sk,
s € [0,1] und deren Iterierten @,

n—(n—1)s

. _ \ 4.12

on(s) n+1—mns (4.12)
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und fiir die k-te Ableitung (k € N)
P(s) = (4.13)

Speziell hat p,, die Taylorreihendarstellung

oo

k
n 1 n &
n = iir jed —-1,1). 4.14
on(s) n+1+n(n+l)kz_:l<n+l> s fiir jedes s € ( ) ( )

Beweis Zu (4.12): Wir fithren den Beweis per Induktion iiber n. Offenbar ist ¢1(s) = ¢(s) = 7, also

gilt (4.12) fiir n = 1. Gelte (4.12) nun fiir n. Dann ist

1

Pn+1(s) = ppn(s)) = m
n+l—ns
1
= 2(n+1)—2ns—n+(n—1)s
n+l—mns
n+1-—mns

2(n+1)—2ns—n+(n—1)s’

Also gilt (4.12) auch fiir n + 1.
Zu (4.13): Wir fithren den Beweis per Induktion nach k. Fiir £ = 1 ist

—~(n=1)((n+1)—ns) +n(n—(n—1)s)

/
#nls) = (n4+1—ns)?
 —n?+1+n(n—1)s—n(n—1)s+n?
B (n+1—ns)?
_ 1
 (n+1—ns)?’

Gelte nun (4.13) fiir k. Dann gilt
a (k) () Kln*~t(k + 1)n
ds™" (n4+1—ns)kt2
(k + 1)Ink

(n+1—ns)kt2’

Zu (4.14): Wegen ¢,,(0) = HL_H ist (4.14) die Taylorreihenentwicklung mit den Koeffizienten aus (4.13).0

Beweis (von Satz 4.14) Esist P[Z, = 0] = ¢,(0), also

lim nP[Z, >0] = lim n(l—¢,(0)) = lim n(l n > = 1. a
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Beweis (von Satz 4.15) Wie im Beweis von Satz 4.14 ist

P[Z, > tn]

n

(n+1)P[Z, > tn]
(n+1) > P[Z, =k

k>tn

= (n+1) ) n(n1—|—1) (”Zl)k

k>tn

n [tn]
1 (m)

. n_
n - n+1
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Kapitel 5

Gesetze der GrofBen Zahl und Zentraler
Grenzwertsatz

Seien Xi, X», ... unabhingige, identisch verteilte reelle Zufallsvariablen mit Var[X?] € (0,00). Wir

betrachten
i=1

und fragen nach den ,typischen” Werten, die .S,, annimmt. Wir werden sehen, dass fiir grofie n die Werte
von S,, nahe am Erwartungswert E[S,,] = nE[X;] konzentriert liegen. Jetzt stellt sich die Frage, wie nahe
eigentlich ,,nahe am Erwartungswert* genau ist. Offenbar ist Var[S,,] = nVar[X;]. Also ist fiir

_ Sn — E[Sn]
~ /nVar[X|]

S

n

Var[S)] = 1 fiir alle n € N. Dies legt nahe, dass die typischen Fluktuationen von S,, um E[S,,] von der
GroBenordnung +/n sind. Wir werden sogar genauer sehen, dass die Verteilungen von S* konvergieren.

5.1 Schwaches Gesetz der groBen Zahl

Definition 5.1 Seien Y,Y1,Ys, ... reelle Zufallsvariablen. Wir sagen, dass (Y., )nen stochastisch gegen

Y konvergiert, in Formeln Y, "y stoch., falls

limsup P[|Y,, = Y| >¢e] =0 fiiralle € > 0. (5.1)
n—oo

n—,oo

Wir sagen, dass (Yy,)nen fast sicher gegen 'Y konvergiert, in Formeln: Y,, — Y fs., falls

PHw: lim Y, (w) = Y(W)H ~ 1 (5.2)

n—oo

n—oo n—oo

Satz 5.2 GiltY, — Y fs., so gilt Y, — Y stochastisch. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

89
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Beweis Fiir N € Nund € > 0 setze
Ay i={w: [YVp(w) = Y(w)| < ¢ fiiralle n > N}.
Dann ist A := UCI’VOZ1 Ac n messbar und A; y T AZ. Offenbar ist

B:={w: Y(w)= lim Y,(w)} C AZ fiirjedes ¢ > 0.

n—oo

Es gelte ¥, "=3° Y fast sicher. Dann gilt P[B] = 1, also P[A*] = 1 fiir jedes ¢ > 0 und damit

N—o00

P[A. y] — 1.Esfolgt

N—oc0

P[[Yy — Y| <& > P[A. ] =501

fiir jedes € > 0, also Yy Nﬁo Y stochastisch.
Seien nun Q = [0, 1] und P = Uy 1] die Gleichverteilung auf 2. Fiir k = 2" +m mitm € {0,...,2" -1}
sei
Yk = 1[m2—n, (m+1)2—"]-
Dann ist fiir e € (0,1)

2
PlY, >¢]=2""< z — 0, wennk — oo.

Also gilt Y3, — 0 stochastisch. Andererseits gilt lim inf;_, o Y3 (w) = 0 und limsup,,_, . Y (w) = 1 fiir
alle w. Daher konvergiert (Y}) nicht fast sicher. a

Satz 5.3 Sei (an)nen eine reelle Folge, fiir die ein Grenzwert a = lim,_, a,, existiert. Ferner seien
n—oo

X, X1,Xs,...und Y, Y1,Ys, ... reelle Zufallsvariablen mit X, "Z3° X stochastisch und Y, — Y
stochastisch. Dann gelten

X, +Y, — X+Y stochastisch.

(ii)
anXn "2 X stochastisch.
(iii) Gilt X,, — 0 und ist (ay,) nur beschriinkt (und nicht notwendigerweise konvergent), so gilt

n—oo

anX, — 0 stochastisch.
Gilt sogar X, anty X fs.undY, sy Y f.s., so gilt in (i)-(iii) jeweils die fast sichere Konvergenz.

Beweis Wir betrachten zunéchst die fast sichere Konvergenz. Seien
A={w: X,w) =% X(w)}
und
B:={w: Y,(w) = Y(w)}.
Nach den elementaren Rechenregeln fiir Grenzwerte gelten nun X, (w) + Y, (w) =3 X (w) + Y (w) und
so weiter fiir jedes w € A N B. Wegen P[A N B] = 1 (nach Voraussetzung) folgen die Aussagen (i)—(iii).

Sei nun die stochastische Konvergenz betrachtet.
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(i) Sein so groB, dass P[|X,, — X| > ¢/2] < e/2und P[|Y,, — Y| > /2] < /2. Nach der Dreiecks-
ungleichung gilt dann
P[[(Xn+Y,) = (X +Y)|>e] <P[| X, — X| >¢/2] +P[|Y,, - Y| >¢/2] <.
n—oo

Daher gilt X,, +Y,, — X + Y stochastisch.

(i) Seia := sup,,cy|an| < 0o. Seie > 0und K < oo so groB, dass

eK €
P|x | <=
Sei N so groB, dass |a, — a| < % und P[a|X,, — X| > /2] < £/2 fiir alle n > N. Dann ist fiir
n>N
Plla, X, — aX| > ¢] < Plla, —a| - | X]| > /2] + Pllan| - | X — X| > ¢/2]
<P[X|>eK/2]+Pla-|X, —X|>¢e/2]
L f_
=227 °¢
Also gilt (ii).
(iii) Dies geht analog zu (ii). O

Definition 5.4 Seien X1, Xo, . .. reelle Zufallsvariablen in L' (P). Wir sagen, dass (X)) nen einem schwa-
chen Gesetz der grofien Zahl geniigt, falls

1 n o0 .
= (X, —E[X)]) =50 stochastisch.
n

i=1

Wir sagen, dass (X,,)nen einem starken Gesetz der grofien Zahl geniigt, falls

1« n—oo

— E (X; — E[X;]) "=3°0 fast sicher.
n

i=1

Satz 5.5 (Schwaches Gesetz der groBen Zahl) Seien X1, Xo, ... unkorrelierte Zufallsvariablen in EQ(P

mit V := sup, ¢y Var[X,,| < co. Dann geniigt (X, )nen einem schwachen Gesetz der groffen Zahl. Es
gilt sogar fiir jedes € > 0

P

% Z (Xi — E[X;])

> ;| < % fiir alle n € N. (5.3)
ne
Gilt speziell E[X;] = E[X1] fiir alle i € N, so gilt

n—oo

X, — E[Xi] stochastisch.

S|

n

N
—

Beweis Setze
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Dann ist E[S],] = 0 und nach der Bienaymé-Gleichung (Satz 3.25)

Var[S)] = 2Z:Var ] <

1<

Nach der Chebyshev’schen Ungleichung (Satz 3.30) ist nun

Vv
PlS | >l < —. a
Isilze < —

Beispiel 5.6 (Weierstrafi’scher Approximationssatz) Sei f : [0,1] — R eine stetige Abbildung. Nach
dem Weierstrall’schen Approximationssatz existieren Polynome f,, vom Grad hochstens 7, so dass

an - f”oo n1>>0 07

wobei || + ||oo die Supremumsnorm auf C([0, 1]) bezeichnet.

Wir fiihren hier einen probabilistischen Beweis dieser Aussage durch. Fiir n € N sei das Polynom f,

definiert durch .
- k-z—of (2) (Z)ﬂ“(l —x)" % fiir 2 €[0,1].

Dieses Polynom heif3t Bernstein-Polynom der Ordnung n.

Sei e > 0 fest gewdhlt. Da f auf [0, 1] stetig ist, ist f sogar gleichmiBig stetig. Es existiert also ein 6 > 0,
so dass
|f(z) — f(y)] < e firalle z,y € [0,1] mit |z —y| <.

Seinun p € [0, 1] fest gewihlt, und seien X7, X, ... unabhingige Zufallsvariablen mit X; ~ Ber,,, i € N.
Dann ist Sy, := X1 + ...+ X,, ~ by, und deshalb

E[f (S, /n)] Zf( JPIS. = = o)

Wir erhalten
|F(Sn/n) = F®)| < € + 2)flloc 115, —p=5)

und daher (mit Satz 5.5 mit V = p(1 — p) < 1)

|fa(p) = F(0)| < E[|f(Sa/n) - f(0)|]
< 42l P |55, 1| 2]
[l f 1l oo
S et 2né2’

fiir alle p € [0, 1]. Also gilt || f, — flleo — O.

5.2 GroBe Abweichungen

Wir wollen in einem Spezialfall die Wahrscheinlichkeit fiir Abweichungen besser quantifizieren als in
Satz 5.5.
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Satz 5.7 (GroBe Abweichungen) Seien X1, Xo, ... unabhdingige identisch verteilte reelle Zufallsvaria-
blen. Es gebe ein o > 0, so, dass E[e!**1l] < co. Seien m := E[X;] und S,, := X1 + ... + X,,. Dann
existiert fiir jedes € > 0 ein C > 0 mit der Eigenschaft

1
P HnSn - m‘ > €:| < e On fiir n € N. 5.4)

Beweis Ohne Einschriankung sei m = 0. Wir zeigen nun
1
P [fsn > s} <e O firalle n €N, (5.5)
n

fiir ein C' > 0. Die andere Ungleichung (fiir —%Sn) folgt analog (mit einem eventuell anderen Wert von
C).

Wir wihlen ein 3 € (0, a/2) und erhalten mit der Markov’schen Ungleichung (Satz 3.30 mit f(¢) = %)

fire >0
1
P [Sn > 5}
n

PXi+...+ X, >en]

— P[eﬂ(xl+"'+X”) > eﬁen]

IN

B[Pt +X0)] o= fen
E[eﬁxl}nefﬁm < 00
exp(—nlg.),

wobei I3 . = B¢ —log(E[e?*1]). Wir miissen nun zeigen, dass fiir hinreichend kleines 3 > 0 gilt: I5 . > 0.

Wir machen die folgenden Vorbetrachtungen. Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung liefert
1
|ex —1—-2z < 56'“ 2% firalle z € R. (5.6)

Eine einfache Kurvendiskussion liefert

4
suprle Pl = =
zeR €
Setzen wir ¢ := pEpE so gilt also
2 alz|/2 = ,
¢ < ce fir alle x € R. 5.7

Setzen wir nun noch ¢ := %CE [e”"Xl q , S0 bekommen wir

E[’%1] = 1+ E[BX,] + E[e"™ -1 - 5x,]

o
<1 5 E[X2 %]
< 1+5 E[ceX11/2 8%1]
<

1+52(§CE[60‘|X1‘D
1+ép%
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Also ist fiir 5 < /¢ (wegen log(1 + z) < z firz > —1)

Ige > Be—log(1+¢EB%) > ep—ép* > 0. ]

Bemerkung 5.8 In manchen Fillen ist es moglich, das bestmdgliche C' in Abhéngigkeit von € genau aus-
zurechnen. Man bekommt dann Aussagen von dem Typ

1 1
lim —1ogP[—Sn > CL} =
n—oo N n

—I(a) fir a > E[X/]
und

1 1
lim flogP[fSn < a} =
n—oo n n

—I(a) fir a < E[X;].
Eine solche Aussage heift Prinzip der grofien Abweichung fiir (S,,) mit Ratenfunktion /.

Beispiel 5.9 Seien X, X», ... unabhingig und identisch verteilt mit X; ~ A ;. Dann gilt

= 2(277)_1/2/ e e~ /2 4y
0

— 2¢2°/2 /00(27r)_1/2 e~ (@=)*/2 gq
0

2
< 2e*/? < .

E[e“‘Xll]

Also sind die Voraussetzungen von Satz 5.7 erfiillt. Wir konnen die Zahl C' in Abhingigkeit von ¢ in diesem
Fall genau quantifizieren. Sei o(t) := (27)~1/2¢=*"/2. Wir bemerken (Ubung!), dass fiir z > 0 gilt

1 1
x+%s0(w) < P[X; >0 < Eso(w).

(5.8)
Es gilt nun (wegen n~ /25, < x ~ No,1) fiirn > a?
1 < a1 n71/2s0 a\/ﬁ
P[—Sn>a} = P[S, >an] = P[X1>a\/ﬁ]{ L 12( )
n > 5a” n-1/ gp(a\/ﬁ).
Also gilt
. 1 1 . 1 a?
lim flogP{fSn>a} = lim — logp(ayn) = ——. o
n—oo N n n—oo n 2
Beispiel 5.10 Seien X1, X5,

. unabhidngig und identisch verteilt, X; ~ Poiy fiir ein A > 0. Dann ist

X S A (Aea)k A e®
E[e‘“ 1\] = Ze* T = e e < oo firalle aeR.
k=0 ’

Aus Beispiel 3.32 wissen wir, dass (wegen S,, ~ Poiyy,) fir a > A = E[X;] gilt

P[%Sn > a} =

P[S, > an] <

exp (na —n\ — nalog (;)) .

Also gilt

1 1
;logP[ﬁSn > a} < a—X—alog(a/\). (5.9)
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Fiir die umgekehrte Ungleichung benétigen wir die Stirling-Formel (siche zum Beispiel das Buch von
Krengel), die wir im nichsten Abschnitt in noch genauerer Form zitieren (siche Satz 5.15),

n
n! ~ V2mn (@) , (5.10)
e

wobei wir a,, ~ b,, schreiben fiir lim,,_, o, a,, /b, = 1. Wir erhalten so

1 1
lim inf — log (P [fSn > a}) > hmmf — log (P[ = |an| + 1])
n—,oo N mn n—,oo N
lan]+1
= hmlnf—log e_”\" )\n
n—oo M lan] + 1)!
)\n an
= hmmfflog e
n—o0o M cm/e yan
= hmlnflog( < ) )
n—,oo N

= —A—i—alog( )

= —/\—|—a—a10g<x).

Zusammen mit (5.9) erhalten wir fiir a > A

1 1
lim flogP{fSn > a} = —I(a)
n—o00 M n
mit
I(a) = a— A+ alog(a/A). <&

5.3 Starkes Gesetz der groBen Zahl

Wir wollen in diesem Abschnitt ein starkes Gesetz der grolen Zahl (GGZ) in einem einfachen Fall bewei-
sen. Zum Aufwirmen zeigen wir, wie man aus dem Satz liber grole Abweichungen (Satz 5.7) ein starkes
Gesetz der groflen Zahl herleiten kann, jedenfalls fiir unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen, die
ein exponentielles Moment besitzen. Danach wollen wir das starke Gesetz der groen Zahl fiir identisch
verteilte, quadratintegrierbare und unkorrelierte Zufallsvariablen beweisen.

Satz 5.11 (Starkes GGZ bei exponentiellen Momenten) Seien X1, Xo, ... unabhiingige identisch verteil-
te reelle Zufallsvariablen. Es gebe ein o > 0, so dass E[el*X1|] < oo. Dann erfiillt (X, )nen das starke
Gesetz der grofien Zahl:

1~y noe
— E X; =3 E[X,] fast sicher.
n 4

Beweis Ohne Einschrinkung sei E[X;] = 0. Sei S,, = X7 + ... + X,,, und sei fiir jedes € > 0 eine Zahl
C. > 0 wie in Satz 5.7 gewihlt mit

1
P[fSn > 5} < e %" fiiralle n € N.
n
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Dann gilt
o0 1 o0
P[—Sn > } < —Cen < 0.
Nach dem Borel-Cantelli Lemma gilt also
1
P[fSn > ¢ fiir unendlich viele n} = 0.
n
Daher ist

P[(limsuplsn> >€] = 0 firalle € > 0.

n—oo T

P [(hmsup S, ) } =P

Mit demselben Argument fiir —S,, erhalten wir

Also gilt

ﬂ {hmsup Sn }g}] =1.
k:l n—oo

P {lim inf lSn > O] =

n—oo N

77,*)00

also =5, "= 0 fast sicher. O
Der vorige Satz braucht recht starke Annahmen an die Zufallsvariablen, um das starke Gesetz der grofen
Zahl nachzuweisen. Der Vorteil dabei ist, dass der Beweis des Satzes halbwegs simpel ist. Der folgende
Satz benutzt sehr viel schwichere Annahmen und hat einen komplizierteren Beweis. Man kommt mit noch
geringeren Voraussetzungen aus, allerdings wollen wie die Sache hier nicht zu weit ins Detail verfolgen.

Satz 5.12 (Starkes GGZ fiir unkorrelierte Zufallsvariablen) Seien X1, Xs, ... unkorrelierte Zufalls-
variablen in L?(P) mit V := sup,,cy Var[X,,] < oo. Dann gilt

%Z (X, - E[X}]) "0 fast sicher.
i=1

Beweis Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, dass E[X,,] = 0 fiir alle n € N. Wir setzen wieder
Sy=%1" X;undS), =15,.

Schritt 1. Wir zeigen zunéchst nur die fast sichere Konvergenz von (.5],) entlang einer Teilfolge, nimlich

n—oo

Sl. =5 0 fast sicher. (5.11)
Nach Satz 5.5 gilt P[|S!,| > €] < -5 Also gilt

ZP\ 12| > €] <

Wie im Beweis von Satz 5.11 erhalten wir (5.11).

Schritt 2. Fiir jedes m € N wihlen wir n = n(m) so, dass n? < m < (n + 1)?. Wir wollen nun S/, mit
S! (m)? vergleichen. Die Chebyshev’sche Ungleichung liefert

n

m 2
PSSl > o] < e tntvar | 0 x| < Y

, - e2nt
i=n2+1
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Dies konnen wir iiber m summieren und erhalten

o 1% co (n41)7-1 m — n?
> P[1Si = Sumpl >en(m)?] < 5303 T
m=1 n=1 m=n2
Vv oo 2n k
==X
€ n=1 k=1 "
V o= n(2n +1)
= 3 Z:l — 00

Wieder liefert das Borel-Cantelli Lemma

Sm / m—o0
P[ n(m)? — Spmyz| — 0} =1,
das heif3t g
= (77”)2 ~ Sy (my2 820 fast sicher.
n(m

Nach (5.11) gilt

L 1= S;L(m)g "Z8°0  fast sicher.
Also gilt nach Satz 5.3(i)

/ Sm m—00 .
|SI] < ‘ m)? =Y+ Zn| — 0 fastsicher. a
n(m

Beispiel 5.13 Fiir p € {2,3,4,...} und z € (0,1] sei X”(x) die i-te Ziffer der nicht-abbrechenden p-
adischen Entwicklung von z (¢ € N). Wie héufig taucht eine gegebene Ziffer ¢ in der p-adischen Entwick-
lung einer ,typischen Zahl x auf? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir sie erst einmal korrekt
stellen, also kldren, was ,.typisch* heilen soll. Seien dazu 2 = [0, 1] und P = U)o ;) die Gleichverteilung.
Firq € {0,1,...,p— 1} und n € N sei

RPI(z) = %#{i <n: X{(z)=q}

die relative Hiufigkeit der Ziffer ¢ unter den ersten n Ziffern der p-adischen Entwicklung von x. Unsere
Frage lautet nun: Konvergiert R?>?(z) fiir n — oo, wenn ja wogegen und in welchem Sinne (stochastisch,
fast sicher)?

In Beispiel 2.32 hatten wir gesehen, dass (X 2),,cn unabhiingig und identisch verteilt sind, nimlich Bernoul-
li mit Parameter % Das gleiche Argument wie dort zeigt, dass fiir festes p die Zufallsvariablen (XZ2),en
unabhingig sind und identisch verteilt mit P[X? = ¢] = 1% fiir jedes ¢ € {0,...,p — 1}. Speziell ist fiir
Y4 := 1 xr_, die Familie (Y;”*9),cn unabhingig und Y;”*¢ ~ Bery /,,. Wegen RE4 = L(YP? 4 . +
Y,P9) folgt aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen (Satz 5.12)

— .
RP4 "X fast sicher.

SRR

Seien )
AP = {x € (0,1] : lim RPY(z) = f}

n—oo p
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und
oo p—1
A=) AP
p=24=0
Eine Zahl z € A heifit normale Zahl. Wegen P[4, ;] = 1 ist P[A] = 1. Wir haben also den folgenden
Satz gezeigt: <

Satz 5.14 (Borel’sches Gesetz iiber normale Zahlen) Unter der Gleichverteilung P = Ujo 1) auf [0, 1]
hat die Menge der normalen Zahlen Wahrscheinlichkeit 1. Insbesondere gibt es mehr als abzdihlbar viele
normale Zahlen.

5.4 Zentraler Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst eine Approximationsformel fiir die Binomialverteilung angeben
— den so genannten Satz von de Moivre und Laplace. Hierfiir bendtigen wir eine asymptotische Formel fiir
die Fakultit groBer Zahlen n. Danach werden wir Anwendungen sehen sowie einen allgemeineren Appro-
ximationssatz fiir Summen unabhingiger identisch verteilter quadratintegrierbarer Zufallsvariablen, den so
genannten Zentralen Grenzwertsatz.

Wir beginnen damit, dass wir die Stirling-Formel in der folgenden Form ohne Beweis angeben. Einen
Beweis findet man beispielsweise in dem Buch von Krengel.
Satz 5.15 (Stirling-Formel) Sei n,, := v27n (%)n n € N. Dann gilt

n! = n, 2™ (5.12)

wobei

1

1 y
m < Q(n) < — furalle n € N.

12n

Sind (a,,) und (b,,) reelle Folgen, so schreiben wir a,, ~ by, falls lim,, _, o ‘;—: = 1. Es gilt also speziell

n! ~ V2mn (%)" (5.13)

Dies hatten wir schon in Beispiel 5.10 benétigt.

Seien nun Xy, Xo, ... unabhingige identisch verteilte Zufallsvariablen, X ~ Ber, fiir ein p € (0, 1) und
Sn = X1 + ...+ X,,. Zunichst betrachten wir zur Vereinfachung der Rechnung nur den Fall p = % Dann
ist E[S,,] = % und fiir eine Folge (a,,) gilt

P[ (5.14)

n—oo

1, falls a,/v/n — 0.
Der erste Teil folgt hierbei direkt aus der Chebyshev’schen Ungleichung (Satz 3.30):
Var[S,] n

S, n‘> } <
——=1>a —_— = —.
"2 "I a? 4a2

n e [0, falls a, /v S o0,
Sn — 5‘ > an} —

Pl

Fiir den zweiten Teil der Aussage beachte man P[S, = k] = (})27". Die Abbildung k — () nimmt
ihren maximalen Wert an bei k& = |n/2], und es gilt nach der Stirling-Formel

( n J)Q_n _27"amn (nfe)" 1

In/2 (mn) (n/2e)*  ~ Jrnj2
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Daher gilt

sflsel- 2 ()

k€Z: |k—(n/2)|<an

@+ ) gy )2

2a, +1
~ — n — 00.

/2’
n—oo

Fiir a,,/v/n — 0 geht dies nach 0, d.h., es gilt also der zweite Teil in (5.14).

IN

Insgesamt haben wir jetzt heraus gefunden, dass die Fluktuationen von S,, um den Erwartungswert
tatsdchlich von der GroBenordnung /n sind. Wir wollen jetzt zusitzlich zur GroBe auch noch die Gestalt
der Fluktuationen untersuchen. Dazu definieren wir die Dichte der Standardnormalverteilung

1 e
pla) = = 2

fir r e R

sowie deren Verteilungsfunktion

O (z) :=No1((—o00,z]) = /"I/’ p(t)dt fir z € R.

— 00

Um den folgenden Satz zu formulieren, fiihren wir eine Sprechweise fiir die asymptotische Gleichheit von
Folgen ein. Seien C,, C Ny, n € Nund (a,, (k))nen sowie (b, (k))nen, k € N, positive reelle Folgen. Wir
sagen, dass a,, (k) ~ b, (k), n — oo gleichmiBig in k € C,, gilt (in Worten: ,,a,, (k) ist asymptotisch gleich
by, (k) fiir n — oo, falls

an (k)
by (k)

lim sup
n=0 ke,

e

oder, dquivalent, falls
lim sup |log(an(k)) — log(b,(k))| = 0.

n—x0 ke,

Seip € (0,1) und sei
k—np

Tp(k) i= —.
“ np(1 — p)

Wir wenden diese Sprechweise fiir ¢ > 0 an auf

Cp:=Cn(c) = {keNy: |zn(k)| < c}

{kENO:pn—c\/np(l—p) < k< pn—l—c\/np(l—p)}.

Der folgende Approximationssatz fiir die Binomialverteilung b,, ;, geht auf de Moivre (1733) fiir den Fall
p= % und auf Laplace (1812) fiir den allgemeinen Fall p € (0, 1) zuriick.

Satz 5.16 Seip € (0,1). Dann gilt fiir jedes ¢ > 0 gleichmdifig in k € C,,(c)

-~ o(zn(k))

bual{4) ~ 2

fiir n — oo. (5.15)
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Beweis Man beachte, dass min(C,) "3 0. Daher gilt nach der Stirling’schen Formel gleichmifig in

keC,

bap({k}) = p*(1—p)"™" 5 (nn!— P!
~ pF (L —p)F (n/e)" 27n
vy (k/e)* ((n—k)/e)~* \/ka - 2m(n — k)
np\F (n(1—p)\""" n 1

Nun ist ebenfalls gleichmiBig in k& € C,,

n 1
kn—k) ~ /op(l-p)

Es reicht also zu zeigen, dass gleichmifig in k£ € C), gilt

np\k (n(1—p)\" " 2
x(n, k) :== (—) () ~ e ™2 fijr - 0.

k n—k

£(t) = (tlog (;) +(1—1)log G:;)) fiir ¢ € (0,1).

log (x(n.k)) = —nf(k/n).
Wir entwickeln f in eine Taylorreihe um p:

Setze

Dann ist

f(p)=0
f'(p)=0
f”(p):1+ Lo !

p (1-p) pl-p)
Dabher ist

ft) = m(t —p)* + R(1),

wobei fiir die Abschitzung des Restglieds fiir jedes € > 0 ein D, < oo existiert mit

|R(t)] < D.(t—p)® firalle ¢t mit |t —p| <e.

Firn > 200 gl (wegen £ —p| < V0 <0

In(k)Q ‘
2

sup log x(n, k) +

k:|zy(k)|<c

p(1n—p) (: _p)2 _x"(k)Q’ * nDEC?)(p(is_ﬁp))w'

1
< -~ sup
2 ki fan (k) <c

=0
_ D'V 2R,

fir D’ = D.c*(p(1 — p))>/2. Dies aber impliziert (5.15) und beendet den Beweis. O
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Als Folgerung aus Satz 5.16 erhalten wir:

Korollar 5.17 Seien X1, Xo, ... unabhdngig und X; ~ Ber,, fiireinp € (0,1). Seien S,, .= X1 +...+
X, und g
S; . n — PN )
np(1 —p)
Dann gilt fiir —oo <a <b< oo
le P[Sy € [a,b]] = ®(b) — ®(a) = Noa(la,b]). (5.16)

Beweis Seien zunichst a, b € R. Dann ist

Tim P[S; € fa.b]] = lim Y ba,({k})
k:xy (k)€Ela,b]
Y @)

nee k:xy(k)€Ela,b] ’I’)p(l o p)

b
/ (@) dz = B(b) — B(a),

denn die Summe ist eine approximierende Riemann-Summe fiir das Integral. Die Fille a = —oound b = oo
bleiben als Ubung. O

Beispiel 5.18 (Korrekturterme) Seien k,! € N und k£ < {. Wir wollen b, ,({k,...,{}) durch die Nor-
malverteilung approximieren. Verwenden wir Satz 5.16, so erhalten wir
LY ( ;;(Tip—p)>
bl 1)) 30 Y
i=k np (1 - D )

Ve d hi Korollar 5.17 mita = db= =12, halt ir die einfach
erwenden wir hingegen Korollar mit a mun Jur(—) so erhalten wir die einfachere

N l—np B k—mnp
bnp({k,...,1}) = ®(b) — = (W) P <np(1—p)>' (5.17)

Formel

Die Wahl von a und b war etwas willkiirlich, denn fiir jedes a, mit a, = \;% und jedes b, mit
np(l—p
— _dy—np g i
by = g fiir z,y € [0,1) ist

{S} €laz,by)} = {k—2< S, <l+y} = {Sne{k,...,1}},

also by, ,({k,...,l}) = ®(b,) — ®(a,). Eine bessere Anniherung an den genauen Wert erhilt man meist,
statt mit x = y = O mitden Werten z = y = % Wir nennen daher die Approximation

I+%—np klnp>
bop({kyo o 1}) m @| 20 | -0 | ——2—= (5.18)
o 2 ( np(l—p)> ( np(1 - p)

die Normalapproximation der Binomialverteilung mit Korrekturtermen. Die Approximation in (5.17)
heifit entsprechend die Normalapproximation ohne Korrekturterme. <
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Beispiel 5.19 (Wahlprognose) Bei ciner Wahl erhilt Kandidat A einen unbekannten Anteil p € (0, 1) der
Stimmen. Um den Wert von p zu ermitteln, werten wir die ersten n Wahlzettel aus. Wie grof3 sollte n sein,
damit die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums von mehr als einem Prozentpunkt nicht groBer als 0.05 ist?

Wenn wir n Zettel auswerten, dann bekommen wir .S,, Stimmen fiir den Kandidaten A, und S,, ist bi-
nomialverteilt mit Parametern n und p. Dies gilt jedenfalls dann, wenn wir die Anzahl der abgegebe-
nen Stimmen als so gro3 annehmen konnen, dass n dagegen vernachlissigbar ist. Sei A das Ereignis
A = {|1S, — p| > 0.01}. Dann soll P[A] < 0.05 gelten, also (mit der Normalapproximation ohne
Korrekturterme)

0.01n Sn, —np 0.01n
_0. P|-
1-0.05 < [ m S \/np(l —p) = \/np(l —p) ]

Q

o (0.01 zﬁ ) ~ <—0.01 zﬁ >

= 20 (0.01 h ) ~1.

(Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass ®(z) + ®(—z) = [*_o(2)dz + [~ p(z)de = 1+

Jy e(@)dz+ [ p(z)de = 1)

Wir wollen also n bestimmen mit ® (0.0l p(ln—p)) ~ 0.975. Die Werte von @ sind tabelliert, siche
Anhang A.1. Der Tabelle entnehmen wir, dass ®(1.96) ~ 0.975. Also sollte n =~ p(1 — p) - 10000 - (1.96)?
ausreichen. Da wir keine Vorabinformation iiber den Wert von p besitzen, miissen wir mit dem schlechtesten
Fall rechnen, nimlich mit p(1—p) = 1. Es folgt, dass wirn = 10000- 1 - (1.96)? = 9604 Zettel auswerten
miissen.

Eine exakte Rechnung mit den Binomialkoeffizienten zeigt, dass in der Tat schon n = 9600 ausreicht, denn

4896
9600 9600\
PHS%OO—? >96} -1- ( . )2 9600 _ (),04885587908046 ... < 0.05.
k=4704

Andererseits reichen n = 9599 Stimmzettel schon nicht mehr aus, denn

4895

9599 9599

PHS%QQ—T’ >95.99} 1= ( . )29599 — 0.05002593084878 ... > 0.05. <
k=4704

Definition 5.20 (Schwache Konvergenz) Seien p, i1, pi2, . . . Wahrscheinlichkeitsmafle auf R mit Vertei-
lungsfunktionen F, Fy, Fy, . ... Wir sagen: (i, )necn konvergiert schwach gegen i, in Formeln i, = o

oder (p = w — lim, o fin, falls
lim F,(z) = F(x)

n— oo

fiir alle x € R, in denen F stetig ist.

Bemerkung 5.21 Der Begriff der schwachen Konvergenz, den wir hier beschrieben haben, stimmt mit
dem Begriff der schwachen Konvergenz fiir Verteilungen auf Ny, den wir in Lemma 4.5 beschrieben haben,
iiberein. Dort hieB (Charakterisierung (ii)) eine Folge (u,)nen schwach konvergent gegen ein Wahrschein-
lichkeitsmaB o auf N, falls 12, ({0,..., N}) "= u({0,..., N}) fiir alle N € No. Fiir die Verteilungs-

n—oo

funktionen F), heifit dies F},(N) — F(N) fiir alle N € Ny. Wegen F,(z) = F,(|z]) fiir alle z € R,
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n—,oo

folgt, dass F,,(z) — F(z) fiir alle z € R. Insbesondere ist 4t = w — lim,,_, ft,, im Sinne der Definiti-
on 5.20.

n—oo

Gelte nun andererseits F,,(z) — F(x) in allen Stetigkeitspunkten « von F'. Offenbar ist F' stetig in
jedem Punkt z € R\ Ny. Speziell ist F stetig in jedem Punkt N + % N € Ny. Also gilt

(N} = Fo (N + %) — Fo(N - %) = P(N+ %) - P(N- %) — u({ND).

Also ist (un)nen schwach konvergent gegen 1 im Sinne von Lemma 4.5 (Charakterisierung (i)). <

Satz 5.22 Seien X, X1, X, ... reelle Zufallsvariablen mit X,, "Z%° X stochastisch. Dann gilt

n—oo

Px, — Px schwach.

Beweis Secien F, F}, F5,... die Verteilungsfunktionen von X, X7, Xo,.... Sei x eine Stetigkeitsstelle
von F. Dann existiert ein 6 > 0 mit |F'(t) — F'(x)| < § fiiralle £ € (z — d, 2 + J). Fiir n hinreichend grof
ist P[|X,, — X[ > 4] < 5, also

P[X, <z] < P[X, <=z, |X,—X|<d] + P[|X, — X]| >
< PX<z+3] +
< F(z) + e
Wir haben also lim sup,,_, ., Fi,(z) < F(z). Die andere Ungleichung folgt analog. a

Wir konnen nun Korollar 5.17 folgendermaflen umformulieren:

Seien X1, Xo, ... unabhéngig und X; ~ Ber, fiirein p € (0,1). Seien S,, := X; + ... + X, und

Sy —
np(1l —p)
Dann gilt
Ps- n=se Noa schwach. (5.19)

Diese Aussage kann man auch zeigen, wenn man fiir die einzelnen X; nicht mehr die Bernoulli-Verteilung
fordert, sondern lediglich, dass sie in L2 liegen. Wir fiihren hier den Beweis nicht, sondern verweisen auf
die Biicher von Krengel [10] und von Georgii [7], sowie auf [9, Satz 15.37]. Im zweiten Teil des Stochastik-
Zyklus’ kommt ein (nicht-elementarer) Beweis des Satzes mit Hilfe von Fourier Transformationen.

Satz 5.23 (Zentraler Grenzwertsatz) Seien X1, X, ... unabhdngige identisch verteilte reelle Zufalls-
variablen mit 0 := Var[X;] € (0, 00). Sei

1

no

=Y (X —E[X))).

i=1

Sro=

Dann gilt
Ps: i Mo schwach.

Dieser Satz besagt also, dass die Fluktuationen von S,, um E[S,,] von der GroBe Vo2 n sind und die Ge-
stalt einer Normalverteilung haben. Dabei ist diese Gestalt unabhéngig von der Art der zu Grunde liegenden
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Zufallsvariablen, solange sie quadratintegrabel sind. Der Normalverteilung kommt damit als Grenzvertei-
lung eine ganz besondere Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie zu. Dies wird auch deutlich durch die im
Folgenden besprochene Fixpunkteigenschaft.

Korollar 5.24 Seien X und Y unabhiingig und identisch verteilt mit Var[X] = Var[Y] = o2 € (0, 00).
Ferner gebe es ein 3 > 0 mit

X+Y2pXx.
Dann ist § = /2 und es gilt Px = Py = No 2.

Beweis Aus 32Var[X] = Var[X + Y| = 2 Var[X] folgt 8 = v/2.

Seien X1, X», ... unabhingige Zufallsvariablen mit Px, = Px, ¢ € N. Seien S,, und S} wie oben. Dann
ist S 4 v/2X nach Voraussetzung. Nun ist aber auch Sy — Sy = X5 + X, 4 v2X. Ferner sind X7 + X»
und X3 + X unabhéngig, also gilt S5 < v/2(X +Y) £ 2X. Iterativ erhilt man

Sgn g 277//2X7

also
1

Sp. L — X.

2

n—oo

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt aber Pg; —~— No,1 schwach. Also ist Px = N 2. O



Kapitel 6

Schatzen von Parametern

In diesem Kapitel werden zunichst grundsitzliche Fragestellungen und Antwortmoglichkeiten der Stati-
stik besprochen. Danach wird die Methode der Parameterschitzung genauer untersucht. In den folgenden
Kapiteln wird auf Konfidenzintervalle und Tests eingegangen.

6.1

Einfiihrendes Beispiel und Begriffsbildung

Beispiel 6.1 Eine Siiwarenfirma stellt aus Schokolade hohle Rotationsovaloide (SRO) her, die sie mit
Kleinodien der Kunststoffindustrie fiillt. Damit sie diese Produkte liberhaupt verkaufen kann, wirbt sie
damit, dass ,,im Mittel“ in jedem siebten SRO eine Plastikfigur eines rothaarigen Kobolds stecke.

Sie misstrauen den Angaben der Firma und kaufen nun n SROs, um die Anzahl der Kobolde festzustellen.
Angenommen, dass x die Anzahl der SROs mit Kobold in der Stichprobe ist. Was machen Sie jetzt mit den
gewonnenen Daten?

®

(i)

Punktschitzung. Das einfachste und ein plausibles Vorgehen ist es zu sagen, dass = die wirkliche
Wahrscheinlichkeit ist, in einem SRO einen Kobold zu finden. Dies wire ein Schatzung der wahren
Wahrscheinlichkeit.

Intervallschdtzung. Das Vorgehen in (i) ldsst auBer Acht, dass die beobachtete Anzahl z natiirlich
fehlerbehaftet ist. Wenn man weitere n SROs kauft, wird man im Allgemeinen eine andere Anzahl z’
von Kobolden finden. Man méchte also vielleicht zusétzlich zum Schitzwert noch ein Konfidenzin-
tervall C = C(z) angeben, in dem die wahre Wahrscheinlichkeit p vermutet wird. Dieses Intervall
sollte die Eigenschaft haben, dass

P,[C(X)3p|>1—q,

wobei P, das Wahrscheinlichkeitsmaf ist, wenn p der wahre Anteil von Kobolden ist, X die (zufél-
lige) Anzahl von Kobolden in der Stichprobe der festen GroBe n, und « € [0, 1] eine vorher gewihlte
Fehlergrenze. Natiirlich muss diese Ungleichung fiir alle p € [0, 1] gelten, denn den wahren Wert
kennen wir ja noch nicht.

Hier soll gleich einer Unklarheit vorgebeugt werden: Es wird nicht die Wahrscheinlichkeit beschrie-
ben, mit der p in C'(X) liegt. p ist nicht zufillig. Die Zahl p ist eine deterministische Zahl, die uns
lediglich nicht bekannt ist. Die Beobachtung X und das Intervall C'(X) sind zufillig. Daher geht es

105
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hier um die Wahrscheinlichkeit, dass eine Beobachtung x vorliegt, so dass C'(x) den wahren Wert p
enthiilt.

(iii) Test. Ein Verbraucherschiitzer (m/w/d) ist unter Umstédnden gar nicht so sehr an einer Schitzung
der wahren Wahrscheinlichkeit interessiert, sondern vielmehr daran festzustellen, ob die beworbene
Wahrscheinlichkeit von p = % untertroffen wird. Er wird zunéchst von der Hypothese Hy = {%}
ausgehen miissen, dass tatsdchlich im Schnitt jedes siebte SRO einen Kobold enthilt. Als Gegenhy-
pothese stellt er die Vermutung auf, dass pin H; := {p: p < %} liegt. Ist = sehr viel kleiner als =,
so wird er Hy zu Gunsten von H; verwerfen. Ansonsten kann man gegen Hj nichts einwenden. Der
Verbraucherschiitzer entwirft also eine Regel ¢ : {0,...,n} — {0, 1}, (wobei 1 fiir das Verwerfen
von Hyj steht), mit der Eigenschaft, dass P, [y = 0] moglichst groB ist fiir p € Hy und klein fiir
p € H;. Eine solche Regel heif3t ein Test. Als einfache Regel bietet sich hier natiirlich an:

p(r) = 1{w§K}7
wobei der kritische Wert K geeignet gewihlt werden muss, so dass die Fehlerwahrscheinlichkeiten

sup Pplz: o(x) =1] und sup Pylz: ¢(z) =0]
pE€Hy peH:

moglichst klein sind. Dies sind konkurrierende Ziele, die sich stets nur mit Abstrichen erreichen
lassen. &

Wir wollen nun das vorangehende Beispiel an Hand von Zahlen durchrechnen. Wir nehmen an, dass wir
n = 200 SRO gepriift haben. Die Anzahl der Kobolde soll demnach binomialverteilt sein mit Parametern
n = 200 und p, wobei wir p eben noch nicht kennen.

(1) Punktschdtzung. Wir geben als Punktschitzer an:

Si) o L
P(2) = 500°

(i) Intervallschdtzung. Wir geben uns eine Fehlerwahrscheinlichkeit von o := 0.05 vor und suchen ein
moglichst kleines Intervall C(x), so dass fiir jedes p € [0, 1] gilt

baoop({z: Clz) 2 p}) > 1—a.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass wir die Binomialverteilung durch die Normalverteilung
Nop.np(1—p) ersetzen diirfen. Der Satz von de Moivre und Laplace rechtfertigt dieses Vorgehen. Die-
se Verteilung ist symmetrisch um pn, und es sollte auch das gesuchte Intervall symmetrisch um p(z)
liegen, also die Gestalt haben (- —c, & +c), wobei wir jetzt ¢ € %NO so wihlen, dass (Normalappro-
ximation ohne Korrekturterme)

an, np(l—p) ((n(p - C)7 n(p + C))) >1l-a
Dies ist dquivalent zu N ,,,(1-p) ((—n¢, nc)) > 1 — a und dies wiederum zu

11—«

7 Moaaon (0. = Mo (0 )

nc

()~

g me )\ _1
 \(mp(1—p)12) 2
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(iii)

Also soll gelten
¢z Vpll—p)/n o' (1-3).

Hierbei bezeichnet ® ! die Umkehrfunktion zur Verteilungsfunktion ® der Normalverteilung. Da
wir p nicht kennen, miissen wir den maximalen Wert einsetzen, also p = %, und erhalten als kleinst-
mogliches ¢

In unseren konkreten Zahlen heif3t dies

1 1
> —— & 10.975) = ——-1.96 ~ 0.069.

~ 2v/200 2042

N liegt, miissen wir ¢ = 14— ()07 wihlen. Wir wihlen also als Konfidenzintervall

200

T T r—14 x+14
O(z) = (mfo.()?, %+0.07> - ( 207 303 )

1

Damit ¢ € 556

Eine genaue Rechnung ergibt fiir den Fall gro3ter Varianz (ndmlich p = %):

x—14 1 T+ 14
bago, ({f 200 =2 < 200 }) = bago,1 ({z: 2 —14 < 100 < 2+ 14})

bago,1 ({86,...,114}) = 0.95996 > 0.95

und
bago,z ({7 =13 < 100 < x+13}) = bygg 1 ({87,...,113}) = 0.94403 < 0.95.

In der Tat muss also ¢ = % = 0.07 gewihlt werden.

Test. Wir wollen nun die Hypothese Hy = {%} gegen die Gegenhypothese H; = [0, %) testen. Wir
erlauben ein Fehlerniveau von oo = 0.02 fiir das félschliche Verwerfen der Hypothese Hy, also

@ = bagor({z: plx) =1}).
Unsere Regel soll die Gestalt haben:

(@) = 1, falls » < K,
PE= 0, falls 2 > K,

fiir ein zu bestimmendes K. Wir wollen natiirlich K so grofl wie moglich wihlen, um es auch wirklich
zu entdecken, falls p < % ist. Gesucht ist also das groBte K mit bygg 1 /7({0, ..., K}) < 0.02.

Normalapproximation liefert

K —200/7
0.02 Z b20071/7({0,...7K}) ~ & </> .

/1200/49

Also

200 20V/3
K < —+iq>—1(o.oz) ~ 18.407.

-7 T ——
~—2.054

Wir verwerfen also die Hypothese Hy, falls wir 18 oder weniger Kobolde gefunden haben.

(Die genaue Rechnung liefert: bygg,1/7({0, ..., 18}) = 0.01667570174 und bygo,1/7({0, ..., 19}) =
0.02861317290. Also ist der approximativ ermittelte Wert K = 18 richtig.)
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Wir wollen jetzt einen abstrakten Rahmen schaffen, in den wir die obige Situation einbetten konnen.

Definition 6.2 Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X, A, (Py)yco), bestehend aus

* einem Beobachtungsraum X,
* einer o-Algebra A auf X,

* einer Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien (Py)yco auf (X, A), wobei © eine Indexmenge ist.

Wir wollen zudem annehmen, dass stets X = idx die identische Abbildung auf X ist. So konnen wir X als
Zufallsvariable auffassen, wobei X einmal der Wahrscheinlichkeitsraum ist, einmal der Wertebereich von
X. Dies ist formal niitzlich, um intuitive Schreibweisen wie Py[X € A], (fir Py[{z : = € A}]) oder
Ey[X] (fiir ) . Py[{x}]z, falls X C Np) zu ermoglichen.

In der Situation mit den Kobolden ist X = {0,...,n}, A=2% 60 =[0,1] und Py = b, 4.

Von besonderem Interesse ist nicht der Fall, wo © und X mdoglichst abstruse Mengen sind, sondern diskrete
Mengen, oder offene oder abgeschlossene (allgemeiner: messbare) Teilmengen des R?. Wir treffen daher
die folgende Definition.

Definition 6.3 Ein statistisches Modell (X, A, (Py)gceo) heifit parametrisches Modell, falls © C R? fiir
ein d € N. Das Modell heifit einparametrig, falls © C R.

Definition 6.4 Ein statistisches Modell M = (X, A, (Py)yceo) heifit diskret, falls (X, A) diskret ist (also
X hochstens abzihlbar und A = 2% ). Das Modell heift stetiges Modell, falls

* X eine offene oder abgeschlossene (allgemeiner: eine Borel-messbare) Teilmenge eines R" ist und A
die Borel’sche o-Algebra auf X,

* und jedes Py eine Dichte oy besitzt.
Ist M ein stetiges Modell oder ein diskretes Modell, so heifst M ein Standardmodell.

Ein wesentliches Prinzip der Statistik ist, dass man die Experimente wiederholen kann, um auf Grund einer
groBeren Datenbasis genauere Aussagen treffen zu konnen. Dabei spielt natiirlich die unabhédngige Wieder-
holung der Experimente die entscheidende Rolle. Wir betrachten nun ein Standardmodell (E, £, (Qy)veco),
das wir n—fach wiederholen mochten. Dazu miissen wir den Produktraum X = E™ mit der Produktwahr-
scheinlichkeit Py := Q?" bilden. Das ist dasjenige Wahrscheinlichkeitsmal3, unter dem die Projektionen
X;:X— E,(x1,...,2,) = x;,7=1,...,n eine unabhingige Familie bilden. Die o-Algebra A := £®"
ist im diskreten Fall definiert als 2% und im stetigen Fall als Borel’sche o-Algebra auf X. (Allgemein ist die
Produkt-o-Algebra £ die kleinste o-Algebra A, so dass alle X; messbar sind beziiglich (A, £). Dieses
Thema werden wir erst in der Stochastik I vertiefen. Hier spielen die o-Algebren keine Rolle und werden
nur der Vollstdndigkeit halber mitgeschleppt.)

Definition 6.5 Ist M = (E, &, (Qy)veco) ein Standardmodell und n € N, so nennen wir
ME™ = (X, A, (Py)yeco) = (E",E%™,(QF")veo)

das n—fache Produktmodell zu M. In diesem Zusammenhang benennen wir mit X; stets die i-te Projektion.
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Wir konnen unser Kobold-Beispiel als Produktmodell auffassen, wenn wir die Untersuchung von einem
SRO als ein Experiment auffassen. Es ist dann £ = {0, 1}, £ = 2F, Q4 = Bery. Unsere Beobachtung ist
dann ein Element von X = {0, 1}", ausgestattet mit dem ProduktmaB P,y = Ber$", also ein Bernoulli-
Experiment der Linge n (vergleiche Beispiel 1.17(iv)).

6.2 Punktschitzung

Wir betrachten ein statistisches Modell (X, A, (Py)gco ). Wir wollen aus einer Beobachtung x Riickschliisse
ziehen, welches ¢ ,,in Wahrheit“ vorliegt. Gelegentlich wollen wir auch nur einfachere Kenngréfen be-
schreiben, die Werte zum Beispiel in einem Messraum (¥, §) annehmen. Da dieser Vorgang in der Statistik
fundamental ist, bekommen die Abbildungen, die unseren Beobachtungen Werte in © beziehungsweise in
3 zuordnen, eigene Namen.

Definition 6.6 (i) Eine A — S-messbare Abbildung X — ¥ heifit eine Statistik.

(ii) Sei 7 : © — X eine beliebige Abbildung. Eine Statistik T : X — X heifit dann ein Schiitzer (oder
Punktschdtzer im Gegensatz zu Intervallschdtzern) fiir T.

Wir interpretieren 7 (1) als KenngroRe der Verteilung Py, etwa Erwartungswert, Median, Varianz etc.

Beispiel 6.7 (i) Im Kobold-Beispiel ist

S=0=[0,1]
7T:0 =%, p—T1(p) =p

D.h., wir interessieren uns fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit selber. (Dies ist meistens der Fall.)

(i) Wenn wir bei zufilligen normalverteilten Beobachtungsgroflen unbekannter Varianz und unbekann-
ten Erwartungswertes nur den Erwartungswert schidtzen wollen, so bietet sich das zweiparamet-
rige Modell an: X = R", © = {¥ = (u,0%) : pu € R,0? > 0} und Quo2) = Nuoz,
P02 = Q%ﬁdz). Die KenngroBe, die uns interessiert, ist 7(9) = 7(u,0?) = . Hier ist also
¥ = R. Als Statistik kommt zum Beispiel T'((z1,...,2,)) = (z1 + ... + 2,)/n in Frage. Formal
ist natiirlich auch jede andere messbare Abbildung R™ — R eine Statistik und damit ein Schitzer fiir
T.

(iii) Wir machen n Beobachtungen einer reellen Grofie mit gidnzlich unbekannter Verteilung Q ;- mit (un-
bekannter) Verteilungsfunktion F'. Wir nehmen also an, dass X = R",

© = {alle Verteilungsfunktionen auf R},

und Pr = Q2" ist. Dieses Modell ist weder ein Standardmodell noch ein parametrisches Modell.
Als KenngroBe interessiert uns der Median der Verteilung 7(F) = inf{z : F(x) > 1/2}. Esistalso
> = R. Als Schitzer kommt zum Beispiel die Mitte der Beobachtungsdaten in Frage:

%[x(n/g) + x("/2+1)}, falls n gerade,

T(z1,...,2n)) = {

T((n+1)/2) falls n ungerade.

Dabei sind (1) < o) < ... < x(y,) die geordneten Werte der 1, ...,z,. Man nennt daher
(% (k) )k=1,...,n auch die Ordnungsstatistik von 1, ..., x,,.
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Man beachte, dass die Definition offenbar tiberhaupt keine Aussage zur Qualitit des Schitzers macht. In der
Tat braucht der Schitzer mit der zu schitzenden Grofe in keinem erkennbaren Zusammenhang zu stehen.
Dies mag auf den ersten Blick verwundern, erleichtert aber die Begriffsbildung.

Es kommt jetzt also ganz maligeblich darauf an, Qualitdtsmerkmale festzulegen, die ein Schitzer erfiillen

sollte.

Definition 6.8 Seien (X, A, (Py)yco) ein statistisches Modell und 7 : © — R eine reelle Kenngrifie. Sei
T : X — R ein Schditzer.

(i) T heifit erwartungstreu, falls Ey[T| = 7(0) existiert fiir alle ¢ € ©. Die Differenz
by(T) := Ey[T] — 7(J)
heif3t Bias des Schditzers T.

(ii) Ein erwartungstreuer Schdtzer T heifit Varianz minimierend oder gleichmdflig bester Schidtzer, falls
fiir jeden erwartungstreuen Schdtzer S gilt

Vary[T] < Vary[S]| fiiralle 9 € O.
(iii) Die Grofle
QP (T) i= By (T — 7(9))?] = by(T)? + Var, 1]
heifst der mittlere quadratische Fehler.

Definition 6.9 Ist M,, := (E”, gen, (P%@")qgee), sowie T : © — R? eine d-dimensionale Kenngrife, so
heif3t eine Folge von Schiitzern (Ty,)nen, Ty : E™ — R? eine konsistente Folge fiir T, falls

P?"[ITn—T(ﬁ)I >E] jfant o) fiiralle € >0 und 9 € O.

Beispiel 6.10 Wir schauen uns jetzt das Beispiel mit den Kobolden noch einmal an. Hier hat der Schitzer
T' den Erwartungswert

BolT] = + 3 wbuo(fa)) =0

Also ist T" erwartungstreu. Ferner hat 7" die Varianz

9(1 — )

Vary[T] =
n

Insbesondere gilt natiirlich

D1 —10) oo
Py[|T — 9| >¢] < (72) =30.
ne

Konstruieren wir also fiir jedes n einen solchen Schitzer T, so ist die Folge (7,),cn konsistent.

Sei nun S ein weiterer Schitzer, der nur auf der Gesamtzahl x der Kobolde basiert (nicht aber auf der
Reihenfolge des Auftretens). Dann sind die Koeffizienten des Polynoms (in )

) = 3 (M)or a0y = Bl

x
=0

durch die Werte 7(9), ¥ € [0, 1] eindeutig festgelegt. Ist nun S erwartungstreu, so ist () = 9 = Ey[T],
alsoist S(x) = T'(z) = %, x = 0,...,n. Das arithmetische Mittel ist also der einzige erwartungstreue
Schitzer, der nur auf der Gesamtzahl 2 beruht.
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Wir konnen natiirlich mehrere erwartungstreue Schitzer konstruieren, die auch auf die Reihenfolge der
Ziehungen Riicksicht nehmen, beispielsweise das arithmetische Mittel der ersten 5 Ziehungen. Man kann
allerdings zeigen, dass auch in dieser Klasse 7" die kleinste Varianz hat. (Das ist eine Schlussfolgerung aus
der so genannten Informationsungleichung, siehe Buch von Krengel, oder Buch von Georgii). <&

Beispiel 6.11 Eine Maschine produziert unabhingige Zufallszahlen X1, X5, . . ., die uniform auf [0, ¢] ver-
teilt sind, wobei wir den Parameter 1} > 0 nicht kennen. Wir machen n Beobachtungen z1, ..., z, und
wollen hieraus ¥ schitzen. Das Modell M ist ein Produktmodell, wobei die einzelnen Faktoren gegeben
sind durch

E=[0,00), &£=B8(0,0)), Qyu = Uo,9), ¥ €0 :=(0,00).

Alsoist M = (X, A, Py), wobei
X:=E"=1[0,00)"

A= E%" = B([0,00)")
Py = QY = Ug.gp.

Wir bezeichnen nun mit X = idx die identische Abbildung und mit X; : X — E die Koordinatenabbil-
dungen.

(i) Offenbar ist
v
Eﬁ[Xi]:§ firt=1,...,n. 6.1)

Also ist der Schitzer

erwartungstreu fiir J. Es ist

4 n
Vary[T}] = — E Var[X;]
=1

n N v,
== (- (2> +/0 gt 6.2)
——
=92/3
192
T

Also gilt

,192
1 n—oo
P[|T, — 9| >¢] < 5z 0

Damit ist die Folge (77} ),,en konsistent.

(i1) Eine weitere plausible Schitzmoglichkeit ist
T?(x) = max{xy,..., T, }. (6.3)

Offenbar ist Py[T2 < 9] = 1, also ist E»[T2] < ). Mithin ist 7'? nicht erwartungstreu. Es gilt aber
fiir jedes € > 0
Pﬁ“Ts 719| > 6] :Pg[Tg < -

]
= (ﬂ_s)nnﬁo.

v
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(iii)

Also ist auch (T2),,cx konsistent fiir 1J.

Wir rechnen jetzt genauer den Bias und den mittleren quadratischen Fehler aus. Wegen

Py[T?2<t] = Py[{z: a1 <t,...,2, <t}] = (;) fiir ¢ € [0,9],

hat die Verteilung von T2 die Dichte

fat) = 4 (t) =9 " nt"t fiir t €[0,9).

dt \ 9
Es ist also
2 v 2 n v n
Ey|T?] = Htdt = — t"hdt = 9. 6.4
19[ n} /O fﬂ() 19”/(; TL+]. ( )
und
212 v 2 2 n [’ +1 g n 92
Es|[(T = Htedt = — t" t = . 6.5
Ay = [ o | - ©3)
Also ist der Bias ]
bo(T2) = Eg[T?] -9 = — 0. 6.6
o (Tr) o[T7] i (6.6)
Die Varianz ist
2
n n n
Vary[T?] = 9?2 — 2 = 92 6.7
ary[7,,] n+2 <n+1> (n+1)2(n+2) ©7
Der mittlere quadratische Fehler ist daher
2
mqF,(T2) = by(T?)* + Vary[T?] = V2. (6.8)

(n+1)(n+2)

Dies konvergiert immerhin um eine GroRenordnung schneller gegen 0 als die Varianz Vary[T}] =
?%n ¥? des erwartungstreuen Schitzers T!. Schon fiir n > 5 hat daher T)? den kleineren mittleren
quadratischen Fehler.

Es geht aber noch besser. Wir machen aus 772 einen erwartungstreuen Schitzer, indem wir einfach
mit 2 multiplizieren:

. 1 1
T3 = nt T2 = nt max{Z1,...,ZTn}-
n n

Offenbar ist dann der mittlere quadratische Fehler

maFy(T7) = By (17 - 0)?]

Vary [T;f ]

2
n

#192_
n(n + 2)

Fiir groBe n ist dies nur rund halb so viel wie mqF,(72).
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(iv) Manchmal kommt der besonders schlaue Vorschlag, als Schétzer
THx) = max{zy,...,z,} + min{zi,... 2,} (6.10)

zu verwenden. Fiir das diskrete Analogon dieses Problems, das so genannte Taxi-Problem, findet man
diesen Vorschlag beispielsweise im Buch von Krengel beschrieben. Ob dies sinnvoll ist, sehen wir
sofort.

Wir definieren
Y :=min{zy,..., 2.},

Z = max{x1,..., T}

Dann ist T4 = Y + Z. Die gemeinsame Verteilung von Y und Z berechnen wir, indem wir fiir
0 <y < z < 9 betrachten

PylY >y, Z<z] = Py[{z: z €y, z2],i=1,...,n}
= Pylly,2]"] =97 (z — )"

Also hat die gemeinsame Verteilung Py o (Y, Z)~! die Dichte

d d
= ——PylY >y, Z<
fo(y, ) dy 4 oY >y, Z <2
nd d n
- dydz( —y)

=9 ""n(n—-1)(z—-y)" 2 0<y<z<4.

Wir erhalten so (oder durch Symmetrietiberlegungen)

9 9
Ey[Y] =9 (n— l)n/o dy/ dzy(z —y)" 2

9
=07 [ dyy(o -y
0

1 9
=9 [ —9n Tt — / dy (9 —y)"
n 0

1
n+1

und B B
EolY?) =0 (0= 1n [ dy [ deyPle )

0 Y

9
= ﬁ*"n/ dyy* (9 —y)"

o 6.11)
= 19271/ dyy*(1—y)" ™

0

2

2

B (n+1)(n+2)19

(Hier haben wir im letzten Schritt zweimal partiell integriert. Allgemeiner bekommt man fiir den
Wert des Beta-Integrals bei u,v € N

1
B(m,n) := / ™11 —2)" N de
0
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durch partielle Integration (falls m > 2)

B(m,n) = flxmfl(lf:ﬂ)”

-1
= LB(m—l,n—i—l).
n

Offenbar ist B(1,n) = B(n,1) = 1. Man erhilt also B(2,n) = 1B(1,n+ 1) = m und
B(3,n) = 2B(2,n+1) = ;5g5prrgy - lterativ bekommt man
B(m,n) = (m = 1!(n - 1)! (6.12)
’ (m+n—1)! ° '

Dies haben wir in (6.11) ausgenutzt mit m = 3.)

Also ist
_ 21 2 _ n 2
Vary[Y] = Ey[Y*] — Ey[Y] CESVICES) 9.

Die gleichen Ergebnisse hitten wir auch herleiten konnen, indem wir bemerken, dass Z = T2 und
daher

n n
Ey|Z] = 0, d V. Zl=— " 9
olZl =570 wd VanlZ] = oo
und schlieBlich
2] _ 2 _ M 2
Eﬁ[Z] = Varqg[Z]—&-Eﬁ[Z] = nra

Nunist Pyo Z7! =Pyo (J—Y) !, also Ey[Y] = n — Ey[Z] und Vary[Y] = Vary[Z]. Bislang
haben wir die gemeinsame Verteilung von Y und Z noch gar nicht gebraucht. Dies geschieht im
folgenden Schritt:

9 9 nmn —
Boli2 =) = 07 [Ty [ e = e
Dies ergibt
Vary[T?] = Vary[V + 7]

= Ey[(Y + 2)?] — 0?

= 2E[Y?] + 2Ey[2?] — E[(Y - 2)?] — ¢?

B om nin —1) 9

- ((n+1)(n+2) Tave T aDm+a) 1>19

_ 2 92

C (n+)(n+2)
Mithin ist

mqF,(T}) = Vary[T?] = mqF(T?).

Wir haben also gegeniiber dem naiven Schiitzer 72 keine Verbesserung erzielt. Verglichen mit dem
erwartungstreuen Schitzer 7> haben wir sogar eine Verschlechterung um den Faktor ~~ 2.
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(v) Zu guter Letzt betrachten wir den Median als Schétzer
T5(x) := 2median(zy, . .., x,).

Unter Py ist X; ~ Uy ) und 9 — X; ~ Ujg 7. Also haben auch 7° (X)) und 20 — T°(X) die gleich
Verteilung unter Py. Speziell gilt

Ey[1°(X)] = 20 — B, [T7(X)].

Also ist
Ey[T°(X)] =9,

das heiBt, 75 ist erwartungstreu. Um die Varianz zu bestimmen, bemerken wir zunéchst, dass
Vary[T°(X)] = ¥*Var,[T°(X)] = 49*Var; [median(X)].

Wir brauchen also das zweite Moment
492 1 1
E;[median(X)?] = / P;[median(X)? > t]dt = / P [median(X) > V] dt = / P;[median(X) > s] 2sds.
0 0 0

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass n ungerade ist, so dass der Median gleich X (,, 1) /2) ist
(Ordnungsstatistik von X). Also ist

P;[median(X) > s] = P1[X; > s firmind. (n + 1)/2 deri |

1 n
= / (n) (1—s)ks*2sds
O k
k=(n+1)/2

—9 f: (Z) /1(1—s)ks"_ksds

k=(n+1)/2 0
_ 5 2”: (n)(k+1)!(n—k+1)!
B !
k=(n+1)/2 k (n +2)!
(n+1)(n+2) (T /2
9 (n+1)/2
== k
(n+1)(n+2) ;
B 2 (n+1)(n+3)
(n+1)(n+2) 8
_1n+3
C4n+ 2

Also ist
In+3 1 1

TAn+2 4 4n+2)

Var; [median(X)] = E; [median(X)?] — E; [median(X)]?
Insgesamt erhalten wir
192
(n+2)

Die Varianz ist also etwa um den Faktor 3 groRer als die von Tt <

Vary[T°(X)] =
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6.3 Maximum-Likelihood Schitzer

Wir betrachten jetzt stets ein statistisches Standardmodell (X, A, (Py)gyco). Wir wollen einen Schitzer
konstruieren fiir die identische Abbildung idg. Das heift, wir wollen den Parameter ¢ selbst schétzen.

Fiir den Moment nehmen wir an, dass X diskret ist. Ein plausibles Vorgehen ist es, zu gegebener Beobach-
tung « € X denjenigen Wert ¥ = ¥(z) € O zu wihlen, fiir den Py[{z}] maximal wird (falls es ein solches
¥ gibt). Ob dieses Verfahren einen guten Schitzer liefert, muss man sicherlich im Einzelfall entscheiden.
Immerhin ist ein solcher Schitzer meist nicht vollig abwegig. Aulerdem gibt es einem in uniibersichtlichen
Situationen einen ersten Einstieg.

Definition 6.12 (Maximum-Likelihood Schiitzer) Sei (X, A, (Py)yco) ein statistisches Standardmo-
dell.

(i) Ist (X, A) diskret, so definieren wir fiir jedes x € X die Abbildung
L,:0—10,1], 9= Pyl{z}].
(ii) Ist X C R™ und hat Py die Dichte fy, so definieren wir fiir jedes x € X
L,:0 —0,00), P fo(x).
Wir nennen jeweils L, die Likelihoodfunktion fiir das Modell. Die Abbildung
Ly:0 — [—00,00), ¥ log(L, (1))

nennen wir die log-Likelihoodfunktion.

Ein Schdtzer T fiir idg heifit Maximum-Likelihood Schiditzer (kurz: ML Schditzer), falls

L,(T(z)) = max{L,(v), 9 € ©} fiiralle z € X.

Bemerkung 6.13 Die Abbildung £, ist maximal genau fiir diejenigen ¥, fiir die L, maximal ist. Mit £,
kann man in vielen Fillen leichter rechnen, weil

* man leichter Ableitungen bilden kann,

* fiir sehr kleine Werte von L, der Logarithmus die etwas iibersichtlichere GroBe ist. <

Beispiel 6.14 Seien X = {0,...,n}, A = 2%, Py = b, 9, ¥ € [0, 1] die Binomialverteilung mit Parame-
tern 7 und unbekanntem . Fiir z € X ist

L,(9) = (”) 97 (1 — )",
T
Also ist
d d T d n—x
@Ex(ﬁ) = log(9*) + 79 log((1 —4)"")

x n—x

Y 1-9
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Dieser Ausdruck ist gleich Null, genau dann, wenn % = 7{::;’ , also genau dann, wenn ¥ = % Daher hat L,

ein isoliertes globales Maximum an dieser Stelle J. Also ist

der eindeutige Maximum-Likelihood Schitzer. <

Beispiel 6.15 Wir betrachten das Modell mit dem Zufallszahlengenerator aus Beispiel 6.11. Esist also X =
[0,00)™, A = B(X) die Borel’sche o-Algebra und Py = Z/[[Qg%], ¥ € © = (0, 00) das n-fache Produkt der
Gleichverteilung auf [0, 1], also die Gleichverteilung auf [0, ¥]™. Dann ist die Likelihoodfunktion gegeben

durch

Lo(9) = 07" [] Liai<oy-
=1

Offenbar ist L, maximal genau fiir
¥ = max{zy,...,2,}.

AlsoistT : X — ©, x — max{xy,...,Z,} der eindeutige Maximum-Likelihood Schitzer.

Diesen Schitzer hatten wir schon im obigen Beispiel als 72 kennen gelernt. Er war nicht optimal, in dem
Sinne, dass er nicht den mittleren quadratischen Fehler minimiert und auch nicht erwartungstreu ist, aber
wir haben gesehen, dass er

« nicht zu schlecht ist (besser als T'! allemal),

* eine Idee gibt, wie man den besseren Schitzer T3 konstruiert. &

Beispiel 6.16 Seien (X, .A) diskret und © die Menge der WahrscheinlichkeitsmaBe auf (X, .A) sowie Py =
9, also Py[{z}] = ¥[{z}]. In dieser Situation ist offenbar T'(x) = 9, der eindeutige Maximum-Likelihood
Schitzer. Ist dieser Schitzer aber sinnvoll? Das Problem liegt hier in der Tat nicht bei dem Schitzer, sondern
bei dem Modell. Wenn wir alle Delta-Malle als Moglichkeiten zulassen, konnen wir einfach keine sinnvol-
le Antwort erwarten. Dies entspricht in etwa einem vollig hypothesenfreien wissenschaftlichen Arbeiten.
Dabei kann man nur die tatséchlich gemessenen Werte sehen, nicht aber Zusammenhinge. Diese offen-
baren sich erst bei dem Versuch, die Information zu reduzieren. Im statistischen Modell entspricht diese
Reduktion einer Verkleinerung der Klasse von Verteilung, die man in Betracht zieht. <

Beispiel 6.17 (BeiBschrecken) Das Mainzer Oko-Institut untersucht eine BeiBschreckenpopulation im
frankischen Hammelburg. Um die Frage nach der Aussterbewahrscheinlichkeit der Population (etwa in-
nerhalb 30 Jahren) zu beantworten, muss man sich zunichst einen Uberblick iiber die aktuelle GroBe N der
Population verschaffen. Das Durchzéhlen aller Individuen ist praktisch nicht durchfiihrbar, da wir es mit
groBenordungsmiBig N ~ 10° Individuen zu tun haben. Das Standardverfahren in einer solchen Situation
sieht so aus:

1. Fange m Individuen. Markiere sie und setze sie wieder aus.
2. Warte, bis sich die markieren Individuen mit der restlichen Population gut durchmischt haben.
3. Fange erneut n Individuen. Zihle aus dieser Stichprobe die z Individuen, die markiert sind.

4. Schétze hieraus den Wert von N.
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Wir wollen jetzt diesen Schitzvorgang beleuchten. Dazu stellen wir folgendes Modell auf: X := Ny, A =
2%, Py = Hyp,, s N € © := {i € N: i > max{m,n}}. Dabei ist Hypg y.,, mit Parametern
S, W und n die hypergeometrische Verteilung (siche Beispiel 1.35 auf Seite 18). Wir erhalten also die

Likelihoodfunktion
m\ [N —m
X n—=x
N
n
Hierbei muss N — m > n — x sein (Gesamtzahl der Unmarkierten muss mindestens so grof} sein, wie die

Anzahl der gefundenen Unmarkierten), also N — m — n + 2 > 0. Um die Maximalstelle von L, (N) zu
bestimmen, betrachten wir fiir N — m — n + z > 0 die Quotienten

Le(N) = Pn[{z}] = Hypy, nom,n({2}) =

L,(N) _ (N —=m)(N —n) _ mn — Nx 41
L,(N-1 (N-m-n+z)N (N-m-—n+z)N '

Der Nenner ist positiv. Es ist also

=1, falls N = 2%,
> 1, falls N < =%,
<1, falls N > =2

L;(N)
Lo(N—1)

Also ist L, (N) maximal fir N = | 22|, falls 2 ¢ N, und fiir N = 22 und N = 22 — 1, falls 2% € N.
Insgesamt erhalten wir

T(z) = {mJ ist ein Maximum-Likelihood Schitzer fiir N. <&
x
Beispiel 6.18 (Normalverteilung) Seien X = R", A = B(R") und
Py = ./\/5’22 fir ¥ = (u,0?) € R x (0,00).

Wir fiihren also ein n-faches Produktexperiment zur Normalverteilung mit unbekanntem Erwartungswert
und unbekannter Varianz durch. Die Verteilung Py hat die Dichte

Fo(@) = fuo2(@) = (270) "/ exp (— @i - w2/ 2o—2> .

Offenbar ist
2y _ - (331 — M) _ 1
?cw(uaa)_ 0_2 =0 — H_Ezmz
=1 i=1
sowie )
d D iz (@i — )
7L‘$ 2y " i=1
Ao L) = =5 + S5
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Um zu zeigen, dass an dieser Stelle tatsdchlich ein Maximum vorliegt, miissten wir eigentlich noch die
Hessematrix ausrechnen. Dies bleibt dem geneigten Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Wir erhalten so, dass L (4, o) maximal ist fiir

n

1

p=My,(x) = - Z;-Tz
o2 = Vi(z) = Y (2 — My ())°. o
i
Wir haben also den folgenden Satz gezeigt:
Satz 6.19 Der eindeutige Maximum-Likelihood Schitzer T,, = (M, V,,) im Gauf3-Modell P, ,») =
N 5’22 hat die Gestalt
1 n
Mn = — 7
)=y 3
- (6.13)
1 2
i=1

Bemerkung 6.20 Der Schitzer M, ist erwartungstreu und hat die kleinste Varianz, ist also ein gleichméBig
bester Schitzer. AuBerdem ist offenbar P, ;2y 0 M, L= 1,02 /n- Also ist

P00 [[M, — il > €] = 2N 02 ((ev/, 00)) "= 0.
Also ist (Mn)neN konsistent.

Der Schitzer V;, hingegen ist nicht erwartungstreu, denn (wegen E(,, ,2)[X; — M,,] = 0)

1 n
E(H7a2)[Vn] == E(u,o2) [n Z(XZ — Mn)2]

i=1

Il

\
=
F
q
=
—
s
5
S~—"
N

|

\
]
=
=
=

qm
B
S

2
—1 1
= (’I’L ) Val‘(uygz)[Xl] + ﬁVar(M,gz)[Xz + ...+ Xn]

2_9n+1 -1
n n 02+n o2

n? n?
_n- 1 2
—
Wir multiplizieren jetzt einfach mit —"5 und erhalten so den erwartungstreuen Schétzer
i 1 n
Vi (@) = — > (@i — My (x))?. (6.14)
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&

Beispiel 6.21 Wir betrachten die selbe Situation wie in Satz 6.19, jedoch soll jetzt ;4 bekannt sein: P2 =
N®", 0% € © = (0, 00). Dann ist

lu70.27

ein erwartungstreuer Schitzer fiir 02, und zwar derjenige mit dem gleichmiBig kleinsten mittleren quadra-
tischen Fehler. <

Beispiel 6.22 (Schitzung der Lage der Cauchy-Verteilung) Wir betrachten ein n-faches Produktexperi-
ment, wobei das einzelne Experiment beschrieben wird durch £ = R, £ = B(E), © = R und Q, die
Cauchy-Verteilung mit Zentrum ¢, also diejenige Verteilung auf R mit Dichte

1 1

71+ (z—19)2

Esistalso M = (X, A4, (Py)vco) = (E™,E%", (Q5™)yeco). Die Verteilung Py hat also die Dichte

go(x) = x eR. (6.15)

folz) = Hgﬁ(m.

Wir wollen jetzt einen Maximum-Likelihood Schitzer fiir ¢ angeben.

Fiir n = 1 ist dies einfach. Offenbar ist L, () maximal genau in ¢ = z, also ist T'(z) = x ein Maximum-
Likelihood Schitzer.

Fiir n = 2 ist
1 1

14+ (z1 —9)2 1+ (23 —0)2
Diese Funktion hat jedoch ein eindeutiges Maximum nur genau dann, wenn |x; — z2| < 1. Wenn die Be-

obachtungen um mehr als Eins auseinander liegen, gibt es zwei mogliche Maximum-Likelihood Schitzer,
wobei keiner in der Mitte der Beobachtungen schitzt. Hier ist der Maximum-Likelihood Schitzer also von

L.(9) =72

zweifelhafter Qualitit. O
Likelihoodfunktionen der Cauchyverteilung, n = 2
Lo (V)
0,
040
,0
,0
0,0
0,0
,,,,,,,,,, o U
I - ’ . i e
1 =—0.5,22 =0.5
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Das vorige Beispiel ldsst uns vermuten, dass ein Maximum-Likelihood Schitzer vor allem dann gut sein
kann, wenn die Likelihoodfunktion ein eindeutiges Maximum besitzt. Wir fordern nun sogar noch etwas
mehr, ndmlich, dass die Funktion links bis zum Maximum wichst und danach wieder monoton abfillt.
Unter dieser Bedingung kann man Konsistenz von Maximum-Likelihood Schitzern zeigen.

Definition 6.23 Sei © C R ein Intervall. Eine Likelihoodfunktion heifst unimodal, falls fiir jedes © € X ein
Wert T'(x) € © existiert mit

L, ist monoton wachsend auf {9 € © : 9 < T(x)}
L., ist monoton fallend auf {9 € © : ¥ > T(x)}.

Satz 6.24 Seien © C R ein offenes Intervall und M,, := (E™, %" (Q5™)yce), n € N das Produktmo-
dell eines statistischen Standardmodells mit

(l) Q19 7é Qﬂ/, falls 9 7é 19/,
(ii) fiir hinreichend grofles n gilt: fiir jedes x € E" ist die Likelihoodfunktion L} unimodal.

Dann ist jede Folge (T},)nen von Maximum-Likelihood Schiitzern konsistent.

Beweis Siehe Buch von Georgii.

Bemerkung 6.25 Andere Aussagen iiber die Qualitidt von Maximum-Likelihood Schitzern sind in dieser
Allgemeinheit nicht moglich. Manche Maximum-Likelihood Schitzer sind erwartungstreu, manche nicht.
Manche minimieren den mittleren quadratischen Fehler, andere nicht. &

Beispiel 6.26 Wir kommen jetzt noch einmal auf die Normalverteilung zuriick. Seien also £ = R, © = R,
Qy = Ny,1. Danniist fiir z = (z1,...,3,) und T,,(z) = L (z1 + ... + 2,,)

N =

> (@i 79)2)
=1

= (2m) "2 exp (~ 5 (Tu(w) - 0)?)

L) = (2m) ™% exp <_

unimodal mit Maximum in ¢ = T, (x). Also ist (T}, )nen konsistent. Dies hatten wir elementar allerdings
auch schon in Bemerkung 6.20 gesehen. <&
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Dichte der Normalverteilung mit Parametern u=1 und o°=4

o
C\! —
o
1 (v_i1)2 2
f(x) = —— e 020
2162
©
2 _
=
2
(Yol
Q —
o
o
O' —
o
T T T T T T T T

6.4 Kleinste-Quadrate Schiitzer und Regression

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, salopp gesagt, ein Naturgesetz zu schitzen. Beispielsweise hingt die
Auslenkung y einer hingenden Feder vom Gewicht z ab, das wir daran hingen. Dabei nehmen wir an,
dass wir das Gewicht, das wir anhiingen, exakt vorgeben konnen, jedoch kénnen wir in einem Experiment
die Auslenkung der Feder immer nur mit einem zufilligen Fehler behaftet messen. Wir wollen nun den
funktionalen Zusammenhang 6 : = — y experimentell herausfinden. Dabei wird die Menge © der in
Betracht kommenden Abbildungen der Parameterbereich eines statistischen Modells.

Sei also P C R (wir konnten auch R"™ betrachten, wollen aber die Sache moglichst einfach halten) der
Parameterbereich fiir die einstellbare GroBe, zum Beispiel die moglichen Werte fiir das Gewicht, das wir
anhéngen. Ferner sei YW C R der Wertebereich fiir die Messung, im Beispiel die Auslenkung der Feder.
SchlieBlich betrachten wir eine Teilmenge

© C Abb(P, W)

aller Abbildungen P — V. Beispielsweise konnte man vermuten, dass im Federbeispiel ein linearer Zu-
sammenhang besteht zwischen Gewicht und Auslenkung, also wiirde man wihlen

0= {19 : P—=W: ¢ istaffin linear}
={(W: x> maz+b): mbeR}
Wir wollen nun n Messungen mit Parametern x1, . . . , ,, durchfiihren. Anders als bisher sind diese z1, ..., 2,
keine Beobachtungen, sondern vorgegebene Werte, die fiir den Rest des Abschnitts konstant bleiben. Die
wirklich beobachteten Werte der zu messenden Groé3e nennen wir ¥, . .., y,. Wir nehmen an, dass die-

se Werte Realisierungen von Zufallsvariablen Y7, ..., Y, sind. Das heifit, die Messungen sind mit einem
zufilligen Fehler behaftet.

Wir geben nun ein statistisches Modell an, das unser Experiment beschreibt:

M= (x7~’47 (Pﬁ)ﬁe@) = (WnaB(Rn)’ (Pﬂ)ﬂe@)-
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Wir definieren Y := idx und die Zufallsvariablen Y; : W™ — W als die ¢-te Projektion, ¢ = 1,...,n.
Damit ist Y = (Y1,...,Y,). Die Y iibernehmen also die Rolle, die bisher die X hatten. Bei Messungen
wird aber eben meist die abhidngige Grofle mit Y bezeichnet, deshalb weichen etwas von unserer bisherigen
Notation ab.

Falls ¢ das wirklich zugrunde liegende Naturgesetz ist, sollen die Messfehler
i =Y — ()
die folgenden Eigenschaften haben:

* der Fehler ist nicht systematisch, also ist Ey[¢;] = O fiir jedes 1,

¢ die Fehler sind von Messung zu Messung unabhingig, das heifit &1, ..., &, bilden (unter Py) eine
unabhingige Familie,

* die Verteilungen der £; sollen nicht von 4 abhidngen und auch nicht von 1, sondern sind allein durch
die Auswahl des Messinstruments bestimmt. Es ist also

PﬁOEZIZQ firalle 9€0©,i=1,...,n,

fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl @) auf R.

Man beachte, dass dieses Modell im Allgemeinen nichtparametrisch ist.

Das Ziel ist nun, das wahre Naturgesetz ¥ zu schitzen. Ein nahe liegender Versuch ist, falls x; # x; fiir
i # j gilt, der empirische Maximum-Likelihood Schitzer

9 (y) = (m s { Yi, falls x = z;, )

beliebig, sonst.

Unter J.(y) ist P; [V = y] = 1. Also ist 9, tatsiichlich ein Maximum-Likelihood Schiitzer. Das Pro-

e (y)
blem ist hier wieder das selbe wie in Beispiel 6.16, namlich, dass die Aussage, die 9, macht, vollig nutzlos
ist, weil sie nur exakt das Ergebnis des Experiments wiedergibt. In einem verniinftig angelegten Experiment
diirfen wir also erwarten, dass © von vornherein so klein gewihlt wurde, dass typischerweise J.(y) ¢ ©
gilt.

Wir nehmen also an, dass © nun eine Klasse von plausiblen ,,Naturgesetzen Py parametrisiert. Die Idee
ist nun, einen Abstand zu definieren und denjenigen Wert ¥} € O als Schitzwert zu akzeptieren, der den
Abstand zu ¥, (y) minimiert. Ein natiirlicher Kandidat ist der euklidische Abstand

n

2
19 =9 lle2 i= | D (9ai) = 9" ()"
i=1
(Der Index x soll dabei andeuten, dass der Abstand von den Parametern © = (z1,...,x,) abhingt.) Wir

definieren zudem den quadratischen Fehler als
Qy(0) =D (i) —y:)*.
i=1

Man beachte, dass, falls x1, ..., x, paarweise verschieden sind, gilt

Qy(9) = [0 = e (W)II3 2-
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Ziel ist es also, bei gegebener Beobachtung y, den Wert Q,,(+}) zu minimieren. Wir treffen daher folgende
Definition.

Definition 6.27 Ein Schéitzer T fiir 9 heift kleinste-Quadrate Schditzer, falls

Qy(T(y)) = 71911618 Qy(9)  fiir alle y.

Satz 6.28 Wir nehmen an, dass Q = N 2 ist fiir ein o2 > 0. Das heifit, die &1, . .., &, sind unabhingig
und Ny 2—verteilt. Ist T ein kleinste-Quadrate-Schditzer fiir 9, so ist T ein Maximum-Likelihood Schiitzer
fiir .

Beweis Unter Py sind Y7,...,Y,, unabhingig und Py o Y; = Nﬁ(zi)’aa, i = 1,...,n. Also ist die
Likelihoodfunktion das Produkt der Dichten

10 Ty e (B0 — (o o (-2,

. 202 202
i=1

Dies ist offenbar genau dann maximal, wenn (), minimal ist. Also ist 7" ein Maximum-Likelihood Schitzer.
O

Wir wollen jetzt den wichtigen Spezialfall untersuchen, wo © ein linearer Raum ist. Um die Formeln grif-

figer zu machen, fiihren wir die folgende Schreibweise ein: Fiir & : {1,...,n} — R schreiben wir
1 n
(h) =~ > hi.
i=1

Wir haben speziell im Sinn: h = z, h = zy, h = 22 usf.

Wir betrachten jetzt also die Situation, wo © C Abb(R,R) ein endlich-dimensionaler linearer Unterraum
ist. Dann ist die Einsetzungsabbildung

U:0 =R, e (I(a1),. ., (@)

ein Vektorraum-Homomorphismus. Mit V' := ¥(©) bezeichnen wir das Bild von ¥ in R™ und mit 7y die
orthogonale Projektion R™ — V' (beziiglich des euklidischen Abstands auf R™).

Satz 6.29 (Lineare Regression) (i) Ist VU injektiv, so ist
T:=U lomy,
der kleinste-Quadrate Schiitzer fiir .

(ii) Ist speziell
©={V: (x> ma+b), mbeR},

und #{x1,...,x,} > 2, so ist der eindeutige kleinste-Quadrate Schiitzer T = (1, I;) gegeben durch

(6.16)
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Beweis (i) Per Definition minimiert die orthogonale Projektion 7y den Abstand zum linearen Unter-
raum V. Die Abbildung ¥ hingegen ist eine Isometrie beziiglich der || - ||,;,2 — Norm auf ©.

(il) Wegen #{x1,...,x,} > 2ist ¥ injektiv, also T" wohldefiniert. Wir koénnen 7" explizit ausrechnen,
indem wir die Minimalstelle von

n

(ma b) = Q(m7 b) = Z(yz — mx; — b)2

i=1
bestimmen.
Die ersten Ableitungen sind

DIQ(m,b) = ~L-Q(m,b) = 2m{z?) — 2Aay) + 2biz)

und d
D2Q(m.b) = Z-Q(m,b) = 2b—2(y) + 2m(a).

Damit ) minimal ist, muss D;Q(m,b) = D2Q(m,b) = 0 sein, also erhalten wir fiir m und b die
linearen Gleichungen
(@*)m + () b= (zy)
(zYym + b = (y).

Auflosen ergibt
ey @), @) - @)y

(2?) — (x)? (2%) — (2)?

Liegt hier wirklich ein Minimum vor? Wir bemerken zunichst, dass (z?) — (z)? > 0 gilt. Nun
berechnen wir die zweiten Ableitungen

D11Q(m,b) = 2(z?) > 0,
Dng(m,b) = 2<$>,
DyQ(m,b) = 2

Also ist die Determinante der Hessematrix H<
det (HQ(m, b)) = DllQ . D22Q — (1)1262)2 = 4<.132> — 4<.’E>2 > 0

Nach dem Hurwitz-Kriterium ist also H? (m, b) positiv definit, und damit liegt in (1, b) ein isoliertes
lokales Minimum vor. O
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Kapitel 7

Konfidenzbereiche

Wir wollen wieder eine Grofe 7 : © — ¥ schitzen. Jedoch wollen wir diesmal nicht nur einen Wert T'(x)
angeben, der uns besonders plausibel erscheint, sondern einen ganzen Bereich C'(z:) C X solcher plausibler
Werte, der den wahren Wert 7(¢}) mit moglichst groBer Wahrscheinlichkeit enthilt. Dieses Vorgehen ist
deshalb sinnvoll, weil die Punktschitzung keine konkrete Aussage iiber die Qualitit des geschitzten Wertes
macht. Hier hingegen kénnen wir durch Angabe des Bereichs C'(x) und durch Angabe der Wahrschein-
lichkeit, dass C'(z) den Wert 7(¢) enthilt gleich eine quantifizierte Qualititsaussage unserer Schitzung
mitliefern.

Definition 7.1 (Konfidenzbereich) Seien M = (X, A, (Py)oco) ein statistisches Modell und 7 : © —
Y. eine zu schitzende Kenngrdfie. Ferner sei o € [0, 1] vorgegeben. Jede Abbildung C : X — 2% mit den
Eigenschaften

(i) {x: C(z) > 7(9)} € Afiiralle ¥ € ©,
(ii) Py[{z: C(x) > 7(V)}] > 1 — afiiralled € O,

heifst Konfidenzbereich fiir T zum Fehlerniveau c, bzw. zum Konfidenzniveau 1 — q.

Ist speziell ¥ C R und jedes C(x) ein Intervall, so heifst C ein Konfidenzintervall.

Soweit zur allgemeinen Definition. Um die Notation etwas iibersichtlicher zu halten, beschrinken wir uns
nun auf den Fall, wo 7 = idg ist, also ¥ selbst geschitzt werden soll.

7.1 Konstruktion

Wie konstruiert man nun solche Bereiche C'(z)? Wir koénnen die Abbildung C identifizieren mit einer
Teilmenge
CCcXx0

und setzen dann

Clz):={0e®: (2,0)€C}

und

AW) :={zeXx: (z,9) € C}.

127
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Dann ist fiir jedes ¥ € ©
{z: C(x) 39} = A(9).

Die Forderungen aus der Definition lauten also

AW)e A und PylAW)]>1—a firalle J € O.

Offenbar sollte A(1) moglichst klein sein. Die Definition des Konfidenzbereichs macht allerdings keine
Aussage zur Brauchbarkeit. Speziell ist C(x) = O natiirlich ein Konfidenzbereich fiir jedes Niveau. Aller-
dings ein vollig nutzloser.

Diskreter Fall

Sind nun X und © diskret, so kénnen wir wie folgt vorgehen, um C' zu bestimmen. Wir tragen die Zahlen
Py[{z}], ¥ € ©, 2 € X, in eine Tabelle ein, = nach rechts und ¥ nach unten. Wir markieren dann in
jeder Zeile (also fiir jedes ) die ny groften Werte Py[{zy1}] > Py[{zs2}] > ..., so lange bis die
Zeilensumme dieser Werte 1 — « erreicht:

ipﬁ[{xﬁ’i}] >1—a.

i=1
Danach setzen wir
A(W) = {1‘19,1' Tl= 1,...,n19}.
Folglich ist
C(z) = {19 €O:zre {x79717...,xﬁ7"ﬂ}}

= {0 € © : der Wert Py[{z}] wurde markiert}.

Beispiel 7.2 In einer Urne befinden sich zehn Kugeln. Davon ist eine unbekannte Anzahl ¢ € © =
{0,...,10} rot, die anderen Kugeln sind weiB. Durch fiinffaches Ziehen mit Zuriicklegen wollen wir die
Anzahl der roten Kugeln schitzen mit einem Konfidenzniveau von 1 — a = 0.9. Dabei wollen wir nur
die Summe der gezogenen roten Kugeln beriicksichtigen. Es ist also X = {0,...,5}, Py = bs.9/10- Wir
erhalten fiir die Wahrscheinlichkeiten Py[{x}] die folgende Tabelle.

9]z=0 1 2 3 4 5 A(0)
10]0 0 0 0 0 1 {5}
9 | 0.000 0.000 0.008 0.073 0.328 0.590 (4,5}
8 | 0.000 0.006 0.051 0.205 0.410 0.328 {3,4,5}
7 1 0.002 0.028 0.132 0.309 0.360 0.168 {2,3,4,5}
6 0.010 0.077 0.230 0.346 0.260 0.078 {2,3,4,5}
5] 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031 {1,2,3,4}
410.078 0.260 0.346 0.230 0.077 0.010 {0,1,2,3}
3 0.168 0.360 0.309 0.132 0.028 0.002 {0,1,2,3}
21 0.328 0.410 0.205 0.051 0.006 0.000 {0,1,2}
1] 0590 0.328 0.073 0.008 0.000 0.000 {0,1}
01 0 0 0 0 0 {0}
Cx) [ {0,...,4} | {1,....5} [ {2,....7} | {3,....8} | {5,...,9} | {6,...,10}
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Wir erhalten also als Konfidenzintervalle

Stetiger Fall
Ist X C R ein Intervall und hat P, die Dichte f, so wihle ein Teilintervall A(9) = [z, z}] C X, wo

e fy moglichst groe Werte annimmt,
e und wo Py[A(D)] = / fot)dt > 1—« gilt.
Ty

Ein solches Intervall auszuwihlen, ist der Idealfall. Weil das im Allgemeinen etwas kompliziert ist, werden

oftmals wir solche Intervall aussuchen, wo ffgo fot)dt < § und [ fo(t)dt < & gilt. Wir wollen
9

etwas allgemeiner auch unstetige Verteilungen (also ohne Dichte) zulassen und treffen daher die folgende

Definition.

Definition 7.3 (Quantile) Sei P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R, und sei o € (0, 1). Jede Zahl
x € R mit der Eigenschaft

P[(—oo0,z]] > a und P[(—0,z)] <a
heifit ein a—Quantil von P. Wir schreiben
Qo (P) = {x : xist a—Quantil von P}.

Speziell ist jedes %—Quantil ein Median.

Manchmal wird ein (1 — a)—-Quantil auch a—Fraktil genannt.

Ist P eine Verteilung mit Dichte und ist z ein a—Quantil von P, so gilt sogar die Gleichheit
P[(—o0,z)] = P[(—00, z]] = .
Satz 7.4 Fiir jedes o € (0, 1) ist Q. (P) ein nichtleeres kompaktes Intervall.

Beweis Das geht ganz genau wie der Beweis von Satz 3.35 fiir den Fall des Medians. a

Bemerkung Die Aussage des Satzes ist fiir « € {0, 1} im Allgemeinen falsch. (Warum?)

Nun wollen wir unsere Quantile auch benutzen, wenn X keine Teilmenge der reellen Zahlen ist. Zu diesem
Zweck miissen wir zunichst eine geeignete Statistik 7" : X — R finden, deren Verteilung wir leicht bestim-
men konnen, und die moglichst viel Information iiber das Experiment enthélt. Zu jedem ¥ € © wihlen wir
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dann ein §-Quantil t; € Q,/2(Py o T~1) und ein (1 — 5 )—Quantil ti,r € Qui—a/2)(Pyo T-1), also
Py[T <t;] < % und  Py[T > t}] < % 7.1

Tatsdchlich brauchen wir nicht, dass tf; exakte Quantile sind, sondern nur (7.1). Dies ist speziell dann
wichtig, wenn wir die Quantile nicht genau ausrechnen kénnen.

Wir setzen dann
C = {(@.9): T(x) € [t;. 5]}

Es ist dann A(J) = T~([ty, tl‘;]), also
Py[A(W)] = Py[T <tj]+Py[T >t;] < a.

Wir haben also den folgenden Satz gezeigt.

Satz 7.5 Durch
Clz)={0eO:t; <T(x) <t}} (7.2)

wird ein Konfidenzbereich zum Konfidenzniveau 1— definiert. Sind die Abbildungen ¥ — t; und ¥ t;;'
monoton, dann ist C(x) ein Intervall.

Beispiel 7.6 (Normalverteilung mit bekannter Varianz) Wir wollen aus n unabhingigen Beobachtun-
gen den Erwartungswert o) einer Normalverteilung mit bekannter Varianz o2 zum Konfidenzniveau 1 — o
schitzen. Esistalso©® = R, X = R", Py = N?j;. Als Statistik wihlen wir den arithmetischen Mittelwert

T(z) = %(ml +.o ot xn).

Dannist PyoT ! = Ny,2 /- Seien @ die Verteilungsfunktion von Ny ; und ®~! deren Umkehrfunktion.
Dann ist

Qa/2(PyoT™h) =1+ %2@1 (%)
=19 — %2(1)—1 (1_%) i

—1y _ 12 -1 I T
Qi—ap2(PyoT )—19-1-\/”‘1) (1 2)—@9.

Den Wert ! (1 — ) kann man in Tabellen nachgucken. Offenbar sind ¥ +— t; und ¥ — ¢} monoton,

also bekommen wir ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « durch

Clx)={0:t; <T(x) <t;}

T(z)— %2 o1 (1 _ %) , T(x) + \/0:2@_1 (1 B g)} . (7.3)

7.2 Konfidenzintervalle fiir die Binomialverteilung

Wir wollen den Parameter p € [0, 1] der Binomialverteilung b,, ,, schitzen. Da p jetzt unendlich viele Werte
annehmen kann, ist das Verfahren aus Abschnitt 7.1 mit der Tabelle nicht mehr ganz praktikabel.
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Wir wollen also gemif (7.1) (mit 7'(z) = x und mit :r statt t19 ) fiir jedes p Werte x,,; und :r* angeben, fiir
die gilt
_ «a Q@
bnp({0,..., 2, —1}) < Px bn,p({x;—i—l,...,n}) < 5 (7.4)

Wir setzen dann
Clz):={pel0,1]: z, <z <z} (7.5)

Bevor wir die Werte l’;t konkret ausrechnen, wollen wir uns der Frage zuwenden, ob dieses C' () tatséchlich
ein Intervall ist. Dazu miissen wir priifen, dass die Abbildungen p — z,, und p — ;v;; monoton wachsend
sind. Die positive Antwort gibt das folgende Lemma.

Lemma 7.7 Fiirp,p' € [0,1], p<p undx € {1,...,n}ist
(s 1)) < by (fa. o)),

Beweis Wir benutzen ein Kopplungsargument. Seien X1, ..., X,, unabhingig und uniform verteilt auf
[0,1]. Fiir ¢ € [0, 1] setzen wir

qu = 1[O,q] (Xl) fiir © = 1, B N
sowie

ooy
i=1

Dann sind X7, ..., X unabhiingig und Ber,—verteilt. Also ist S? ~ b,, ,. Nach Konstruktion ist aber auch
SP <SP’ Also ist

bpy ({z,...,n}) = bnp({z,...,n})

(57" > 2] —P[s? > 4]
[S >, Sp<x]

[Sp =n, Sp:O]
[

P
P
P

v

= P|X; € (p,p'] fiiralle : =1,. n}
=@ -p" > 0 o
7.2.1 Normalapproximation

Wir nehmen an, dass n so grof ist, dass wir die Normalapproximation (mit Korrekturtermen!) einsetzen

konnen
erl—np
bop({0,...,2}) @ | ——=2—=].
np(l—p)

Es ist dann also pt so zu wihlen, dass

_1_ -
by (10, — 1)~ | 2o :%
nps (1—pz)
und
r+ 1 —npf o
bnpj({x—i—l,x—i—Q,...})m(I) —_2 "% :1_5.

nps (1 —pa)
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Dann ist C(x) = [p;, p+] ein Konfidenzintervall fiir p. Wir erhalten wegen ®~!(a/2) = —®~1(1 — a/2)
fiir p* die Gleichungen
1 _ N2 _ a\\2 _ _
(g o) = (27 (1-3)) oz 0-0)

(e 5-vn) = (7 (1=2)) npt 10—

Auflésen ergibt (mit ¢ := n® (1 — a/2)?)

und

2n(z— 3)+0— \/4n(x — 2o+ 0> —4o(z — 3)?

L @t )+ o+t Do+ 0 —do(w + 1)?
Pe = 22 + 20 '

Wir erhalten mit p aus (7.6) also ein approximatives Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « durch
C(x) = lp il (7.7)

Wir konnen (unter Inkaufnahme eines weiteren kleinen Fehlers) die Sache noch wesentlich vereinfachen,
indem wir in dem Bruch in (7.6) nur die grof3ten Terme beriicksichtigen. Tatsdchlich ist im Nenner das o von
kleinerer GroBenordnung (nimlich n) als der 2n2-Term, wir konnen also den Nenner durch 2n? ersetzen.
Im Zihler ist 2nz der groBte Term (ndmlich von der Ordnung n?). In der Wurzel sind die Terme 4nzo
und 4022 jeweils die groBten Terme, nimlich von der Ordnung n3. Der gesamte Wurzelausdruck ist von
der Ordnung 13/ und damit groBer als das ¢ im Zihler. Nehmen wir alle diese Vereinfachungen vor, so
erhalten wir die Approximation, die allerdings nur fiir groe n gut ist:

iqu(1 _ %) 1 E(1 — f) . (1.8)

+ 7T
p;l;Ni
n

Beispiel 7.8 (i) Wir betrachten als Zahlenbeispiel n = 20, x = 12 und a = 0.05. Der Tabelle entnehmen
wir den Zahlenwert @1 (1 —a/2) = ®71(0.975) = 1.95996. Setzen wir dies in (7.7) ein, so erhalten
wir

[0.3641, 0.8002].

Tatsdchlich kann man mit dem Computer ausrechnen, dass das Konfidenzintervall aus (7.7) fiir n = 20
und o = 5% sogar das Fehlerniveau 4.5% einhiilt (fiir p € [0.01, 0.99]).

Verwenden wir hingegen die Approximation (7.8), so bekommen wir
[0.3853, 0.8147].

Die Approximation ist fiir n = 20 noch nicht sehr gut, was man daran erkennt, dass das mit (7.8)
bestimmte Konfidenzintervall nur das Fehlerniveau 37% einhélt (sogar fiir p € [0.05, 0.95]).

(ii) Als zweites Zahlenbeispiel betrachten wir n = 50, x = 22 und o = 0.02. Der Tabelle entnehmen wir
den Zahlenwert ®~1(1 — a/2) = ®1(0.99) = 2.32635. Setzen wir dies in (7.7) ein, so erhalten wir

[0.2820, 0.6104].



7.2 Konfidenzintervalle fiir die Binomialverteilung 133

Das Konfidenzintervall aus (7.7) fiir n = 50 und o = 2% hilt nur das Fehlerniveau 2.3% ein (fiir
p € [0.01, 0.99]). Verwenden wir hingegen die Approximation (7.8), so bekommen wir

[0.2767, 0.6033].

Die Approximation ist fiir n = 50 immer noch nicht gut. Hier hélt das mit (7.8) fiir « = 2% bestimmte
Konfidenzintervall nur das Fehlerniveau 15% ein (sogar fiir p € [0.05, 0.95]).

(iii) Als letztes Zahlenbeispiel betrachten wir n = 500, z = 400 und o = 0.02. Mit (7.7) erhalten wir
[0.7542, 0.8392].

Das so bestimme Konfidenzintervall hilt das geforderte Fehlerniveau von 2% exakt ein.

Verwenden wir hingegen die Approximation (7.8), so bekommen wir
[0.7584, 0.8416].

In diesem Fall hilt das mit (7.8) fiir « = 2% bestimmte Konfidenzintervall immerhin schon mal das
Fehlerniveau 3.5% ein (fiir p € [0.05, 0.95)).

(iv) Ab n = 10000 hilt das approximative Konfidenzintervall aus (7.8) das Fehlerniveau einigermaf3en
gut ein (fiir p € [0.05, 0.95]). Dasjenige aus (7.7) ist schon ab n = 20 brauchbar. O

7.2.2 Quantile der Betaverteilung
Definition 7.9 Fiir m,n > 0 sei
1
B(m,n) = / "t -t at
0

das Euler’sche Betaintegral. Die Verteilung By, r, auf [0, 1] mit Dichte

1

m—1 n—1
= — 1 —_
F&) = oy 70— 0)

heif3t Betaverteilung mit Parametern m und n.
Lemma 7.10 Fiir m,n € Nist

— Dl (n—1)!

By — M= D= 1)
(m+n-—1)!

Beweis Das hatten wir schon in (6.12) gezeigt. O

Satz7.11 Firn e N, p e [0,1lundx € {1,...,n} ist
bnp({z,....,n}) = Ben—zs1([0,1]). (7.9)

Beweis Wie in Lemma 7.7 seien X7,. .., X,, unabhingig und uniform auf [0, 1] verteilt, sowie X7 :=
1j0,5)(X;) und S? = X{ + ... 4 X7. Ferner sei

N ={#{X1,.... X} =n}
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das Ereignis, dass keine zwei Zufallsvariablen den selben Wert annehmen. Da die Zufallsvariablen un-
abhingig sind und eine Dichte haben, hat N die Wahrscheinlichkeit 1:

n

P[#{X,....X,} =n] > 1- > P[X,;=X]]

ij=1
n 1 1
>1- ) / dti/ dtj Lip—e;y
ij=1"0 0
= 1.
Ferner sei I1,, die Gruppe der Permutationen {1,...,n} — {1,...,n} mit neutralem Element id. AuBer-

dem sei
I :={oc€ll,: o(x) ==, o(i) < firalle i < }.

Offenbar ldsst sich jedes o € II7. in genau einer Weise durch 0y € Il,_1, o2 € II,,_, darstellen:

o1(i), falls i < z,
o(i) = x, falls i = x,
x4 oq(i — x), falls ¢ > x.

Speziell ist
#Hi = #Hac—l : #Hn—x = (iE - 1)' (n — JC)'
Dann sind die Ereignisse
Ao = {Xo01) < Xo@) < - < Xo(o) P < Xop(ar1) < -+ < Xon) } o ell,,
disjunkt und
{sr>2}nN= [ 4,
oell,
Ferner ist

U 4o = {max(X1,..., X, 1) < Xp <min(Xpi1,..., X))} N {X, <p} N N.
ocllz

Aus Symmetriegriinden ist fiir jedes o € II,,

P[A,] = P[Ai4].
Also ist
PSP > 1] = Y P[A,]
o€ll,
= n'P[Ald]
n!
= ————— > P[4,]
(x =D (n—2)! oA
1 .
= mP[max(Xl, coy Xp1) < Xy <min(Xpqq,...,X,)und X, < p]

1 P t;c tlv 1 1
= dt, dty--- dt,_ dtysq - dt,,
B(x,n—m+1>/o </ ' / > (/ o / >

1

P
S — S T R L
B(x,n—:v—i—l)/o o )

= Bm,n7m+1([07p])' a
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Im folgenden Korollar setzen wir formal 5y ; = dp und ;o = d; fiir t > 0. Man beachte, dass in der Tat

Be.t =9 0o und S . =9 &1 gilt. Mit dieser Festsetzung erhalten wir fiir die Quantile

Q+(Bot) =0 und Q(Bio) =1 fiiralle v, > 0.

Korollar 7.12 Fiir den Erfolgsparameter p der Binomialverteilung b, ,, erhalten wir bei Beobachtung
von x € {0,...,n} ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — o durch

C(x) = [1 - Q1—a/2(5n—z+1,m), Q1—a/2(5z+1,n—x)]- (7.10)

Diese Darstellung des Konfidenzintervalls ist deshalb so niitzlich, weil die Quantile der Betaverteilung
tabelliert sind und auch numerisch sehr leicht bestimmt werden konnen.

Beweis Aus der Symmetrie der Betaverteilung
ﬂm,n([oap]) = /Bn,m([l - D, 1]) =1- 5n,m([0» 1- p])

folgt
Qas2(Bem—at+1) =1 = Q1—a/2(Bn—at1,0)-

Wir miissen also zeigen, dass
C(Z’) = [Qa/Q(Bz,n—z—H)a Ql—a/Z(ﬂz—i—l,n—z)]

ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 1 — « definiert.

(Der Vorteil der Darstellung in (7.10) liegt darin, dass die Quantile der Beta-Verteilung fiir Werte grofer als
50% tabelliert sind, also die Werte fiir @Q;_, /2, nicht aber fiir Q,/2.)

Setze nun

Py = Qas2(Bemn—atr1) und  pf =Qi_a/2(Betin—az)
sowie

x, = min{z : pi >p} und x; =max{z: p; <p}.
Dann ist

Alp) ={z,,...,x}} ={z: C(z) 3 p}.

Es reicht also zu zeigen, dass

bup({zf +1,...,n}) < % (7.11)
und N
bnp({0,-my —13) < 5. (7.12)
Fir z > m;r ist p < p, alsonach Satz 7.11
@
b"vi” ({x’ ce ,TL}) = ﬁr,n—z-q—l([o,p]) < 5
Analog ist fiir <z, dann p > p, also
O

| QR

bup ({0, 2}) = 1= Beyin—2([0,p]) <
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Beispiel 7.13 (i) Wir betrachten n = 20, z = 12 und o = 0.05. Der Tabelle entnehmen wir die Zahlen-
werte Qo.975(89,12) = 0.6395 und Qo.975(S13,8) = 0.8081. So erhalten wir als 95%-Konfidenzintervall

[0.3605, 0.8081].

(i) Als zweites Zahlenbeispiel sei n = 50, x = 22 und @ = 0.02. Der Tabelle entnehmen wir die
Zahlenwerte Q.99 (f29,22) = 0.723 und Q.99(523,28) = 0.612. Als 99%-Konfidenzintervall erhalten
wir

(0.277, 0.612].

(ii1) Als letztes Zahlenbeispiel betrachten wir n = 500, x = 400 und o« = 0.02. Die Quantile der
Beta-Verteilung sind fiir so groe Zahlen nicht tabelliert. Jedoch kénnen wir mit dem Computer,
etwa mit dem Statistik-Paket R, die Zahlenwerte bestimmen: Qo.99(5101,400) = 0.2449439 und
Q0.99(3401.100) = 0.8400809. Als 99%-Konfidenzintervall erhalten wir

[0.7551, 0.8401].

Man vergleiche die Zahlenwerte mit den approximativ ermittelten aus Beispiel 7.8. <

7.3 Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Wir haben bereits in Beispiel 7.6 das Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Normalverteilung bei
bekannter Varianz % kennen gelernt (siehe (7.3)). Das Ziel dieses Abschnitts ist es, ein entsprechendes
Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert anzugeben, wenn die Varianz nicht bekannt ist. Wir miissen
hierzu weiter ausholen und verschiedene Verteilungen definieren, sowie deren Zusammenhang mit der Nor-
malverteilung diskutieren.

Definition 7.14 Seien Yy, Y1, ..., Y,, unabhingig und Ny 1—verteilt.

(i) Die Verteilung von S, := Y3 + ...+ Y.2 heifit Chi-Quadrat Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz
2
Xn:

(ii) Die Verteilung von i’o heif3t t-Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz t,,.
*Sn
n

(iii) Fiir a,t > 0 ist die Gammaverteilung mit Formparameter t und Groflenparameter a, kurz I'y 4—
Verteilung, diejenige Verteilung auf [0, 00) mit Dichtefunktion

at

Joal) = g™ w20 (7.13)

DabeiistT(t) = [ x'~'e™" dx die Gammafunktion.
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Satz7.15 (i) Fiira,s,t > 0ist I'y % 'q s =g sqe.
(ii) Es gilt X2 = F%’%.
(iii) Die t,—Verteilung hat die Dichte
1 22\~ /2
fulx) = W (1 + n) , z € R. (7.14)
Dabei ist B(s,t) = fol 2571 — )t da.
(iv) Es gilt No1 =w — lim,,_o0 t.

Beweis Dies findet man in den einschlidgigen Lehrbiichern. O

Sei A eine orthogonale (reelle) n X n—Matrix, wir schreiben A € O(n), das heiBt, die Zeilenvektoren bilden
eine Orthonormalbasis des R™. Dann ist bekanntermaBen det(A) € {—1,+1} und ebenfalls A~! € O(n).
Fiir jedes € R™ ist Az € R™ definiert durch (Az); = Z?=1 A; jz;. BekanntermaBen ist | Az|l2 = ||z]|2
und [|[A~ y[|2 = [y fiir alle z, y € R™

Wir definieren nun fiir einen Zufallsvektor X = (X1,..., X,,)? den Zufallsvektor Y = (Y1,...,Y,)T =
AX eben durch

Lemma 7.16 Sind X1, ..., X,, unabhdngig und Ny ,2—verteilt, und ist A € O(n) sowie Y = AX, so sind
Y1, ..., Y, unabhingig und Ny ,2—verteilt.

Beweis Die Verteilung von X hat als Dichte fx, das Produkt der Dichten fx, der Px,, also

—-

<
Il
—

fx(@) = 1] f