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Zutaten zu einer mathematischen Formulierung physikalischer Sachverhalte:

e Zahlen (2, -3.5, )
e Einheiten (m, km, s, EUR)

e Zeichen fiir

Physikalische Grofien

Manipulationen und Verkniipfungen
Im Einzelnen:

Einfache mathematische Zeichen:
+a R /
= 7£7 =

Logische Zeichen:
€,3,¢
c, 0,62
3,3!
N
—,=>, =

Kompliziertere Zeichen:
> : Summenzeichen
[[: Produktzeichen
n!: Fakultéit
|

(Z) = m Binomialkoeffizient
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Kapitel 1

Komplexe Zahlen

1.1 Einleitung

Bekannte Zahlenklassen:

Natiirliche Zahlen N, Ny

J Losbarkeit von a +x = b Va,b € N.
Ganze Zahlen Z

J Losbarkeit von axz = b Ya,b € Z.
Rationale Zahlen Q

J Ganzer Zahlenstrahl
Reelle Zahlen R

J Losbarkeit beliebiger Polynomgleichungen:
Z?:Oa]'m] =aqpt+aix+---+a,x" =0

Komplexe Zahlen C

Es geniigt, eine einzige neue Zahl einzufiithren: Die imagindre Zahl i = +/—1.
Damit wird jede Polynomgleichung losbar (Satz von Abel), und jedes Polynom
kann in Linearfaktoren zerlegt werden (Fundamentalsatz der Algebra):

n

Zaj:vj =ap(x—x1) (x—22) -+ (T — ) (1.1)

J=0

Allgemeine Darstellung komplexer Zahlen: z = z + iy (x,y, € R).
Graphische Darstellung in der Gaufischen Zahlenebene:
z = |z|(cos(¢) + isin(¢) (Polardarstellung).

NB: Vergleichsrelationen, z.B. z; < zo werden unsinnig,.

11



12 KAPITEL 1. KOMPLEXE ZAHLEN

1.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

1.2.1 Rechnen mit der imaginiren Einheit

i2:—1:>i3:—7:,i4:17"'
Inverses von i: Aus (—i) xi = 1 folgt 1/i = —i.
Allgemein: 4" = 1,4+t =4 ... fir n € Z.

1.2.2 Charakterisierung allgemeiner komplexer Zahlen:
(siehe oben) z = x + iy = |z[e’® mit (z,v, |2|,¢) € R. Dann ist:

x = R(z) (Realteil)

y = Y(z) (Imaginérteil)

2] = /2T T 4 (Betrag)

¢ = Arg(z) = arctan y/z (Argument)
NB: ¢ nicht eindeutig, mit ¢ ist auch ¢ + 27n ein Argument Vn € Z.

1.2.3 Euler-Formel

Erweiterung der Exponentialfunktion auf komplexe Zahlen:

' = cos(¢) + isin(¢) (1.2)

Begriindung: Kapitel 3.3 (Potenzreihen).

Es gelten die iiblichen Regeln fiir Potenzen, z.B. ei(917¢2) — ¢id1 . gid2
Speziell: €7/2 =4, " =2 =—-1, ¥ =¢4=1

Damit folgt fiir die Polardarstellung komplexer Zahlen: z = |z[e®®.

1.2.4 Rechenregeln

Addition, Multiplikation wie gewohnt (mit i? = —1).

Beispiel: Mit z = + iy, w = u 4 v ist
z+w=(r+u)+i(y+v)
z-w=(x+iy)(u+iv) = (zu—yv) + i(zv + yu).

1.2.5 Spezielle Transformationen

e Betrag, Argument, Realteil, Imaginérteil siche oben.

e Komplexkonjugiertes: z =z + iy = 2" =z — iy.

In Polarkoordinaten: z = |z[e’® = 2* = |z]e~%.

Bs gilt: (z +w)* = 2* + w*, (z2w)* = z*w*, 2z * z* = |z|%.
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1.3 Funktionen von komplexen Variablen

1.3.1 Potenzen
Mit 2z = x + iy = |z]e' folgt:

2= (wtiy)" =] (cosd +ising)"
2|6 = |2|"(cos(ng) + i sin(ng)

Also hat z" den Betrag |z|™ und das Argument ne.
NB: Liefert nebenbei Formeln fiir cos(n¢) und sin(ne).

1.3.2 Wurzeln

Analog zu Potenzen: {/z = z'/" = {/|z|e’®/". Wegen Mehrdeutigkeit von ¢
(modulo 27) sind Wurzeln mehrdeutig: Es gibt n unterschiedliche nte Wurzeln.
Konkret:

Einheitswurzeln : Wurzeln der Eins
{tﬁ — {eO — 1.e2n/ni_pdm/ni bm/ni }
Teilen in der komplexen Ebene den Einheitskreis in n gleichgrofie ” Tor-
tenstiicke”.

Allgemein : z = |z]e?

{’/E — Wezd)/n * {eO =1, e27r/m" e47r/ni7 eﬁﬂ'/ni7 . }

Vergleich mit reellen Zahlen: Bei den reellen Zahlen existiert Konvention, dass
die Wurzel einer Zahl positiv ist (v/4 = 2 und nicht (—2)). Fiir komplexe Zahlen
gibt es keine solche Konvention.

1.3.3 Exponentialfunktion

Uber Eulerformel: e = elx + iy) = e*(cosy + isiny).

1.3.4 Logarithmus

Im folgenden immer: Natiirlicher Logarithmus (zur Basis e).

Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion: w = Ilnz = z = e%.

Mit z = e® folgt fiir w = In(|2]) + i¢.
NB: Mehrdeutig, da ¢ mehrdeutig (modulo 27).
1.3.5 Trigonometrische Funktionen

Aus Umkehrung der Euler-Formel (Gleichung (1.2)
Zuniichst reelle ¢: Aus e*® = cos ¢ + isin ¢ folgt

1 . ) 1 . )
cos ¢ = 5(6“25 +e71?) sin g = i(em — e ) (1.3)
i



14 KAPITEL 1. KOMPLEXE ZAHLEN

Erweiterung auf komplexe Zahlen:

1 . ; 1
cos z = i(ezz +e %) sinz = %(e

iz efiz)

Zusammenhang mit hyperbolischen Funktionen

1 1
cosh z = §(ez +e %) sinh z = 5(62 —e 7 (1.4)

NB: Daraus folgt u.a. cos z = cosh iz, sinz = —isinhiz.



Kapitel 2

Lineare Algebra

2.1 Vektoren und Vektorraume

2.1.1 Begriffsklarung
Mathematischer Vektor Element eines Vektorraums (siehe Abschnitt 2.1.3)
Physikalischer Vektor Gerichtete Strecke mit Anfangs- und Endpunkt, z.B.
Ort 7, Geschwindigkeit v, Kraft F'.
Notation: @, a,a, - - -

Charakterisierung: Durch Betrag (Léange der Strecke)
und Richtung (Einheitsvektor é,).

Gegensatz: Skalar (z.B. Temperatur, Druck)

2.1.2 Koordinatensysteme und Koordinatendarstellung

Im allgemeinen legt man zur quantitativen Beschreibung von Vektoren im Raum
ein Koordinatensystem fest. Dann wird Vektor durch Satz von n Zahlen dar-
gestellt. (n = 3 im Raum, n = 2 in der Ebene etc.) Diese Zahlen heiflen
Koordinaten und héngen vom Koordinatensystem ab.

= Alternative Definition eines physikalischen Vektors:
Grofle, charakterisiert durch n Zahlen (n: Dimension des Raums), die sich
bei Drehung des Koordinatensystems in bestimmter Weise transformieren.
(wie konkret, kommt spéter).

Alternative Definition eines physikalischen Skalars:
Grofle, charakterisiert durch eine Zahl, die vom Koordinatensystem un-
abhéngig ist.

15



16 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA

2.1.3 Elementares Rechnen mit Vektoren, Begriff des Vektor-

raums
Addition :
Graphisch: Hiénge Pfeile aneinander
al b1 a) + b2
Koordinaten: as + 1 b = as + by
as b3 as + bg

Rechengesetze: Vektoren mit Addition bilden ” Abelsche Gruppe”

e Abgeschlossen: @ + b ist wieder ein Vektor

e Assoziativ: (@+b)+¢=a+ (b+ Q).

e Es gibt eine Null O mit: d+0=0+d=a va
e Inverses: Va 3 (—a): i+ (—a)=a—a=0.
o Kommutativ: @ +b=0b+a

Multiplikation mit einem Skalar : (i.e., einer Zahl A € R oder C.)
Graphisch: Streckung/Stauchung um Faktor A

al )\a1
Koordinaten: A | a9 =Xl Aas
as )\ag

Rechengesetze:

o Kommutativ: A\@ = @\
e Assoziativ: f(ad) = (Ba)d

e Distributivgesetze: (o + 8)@ = ad + 8@, a(@+ b) = ad + ab.

Bemerkung: Die Menge der Skalare R oder C fiir sich genommen bildet einen so-
genannten Korper (hier nicht weiter ausgefiihrt: Mathematische Struktur). Eine
Menge von Objekten, auf der eine Addition und eine Skalarmultiplikation mit
den obigen Eigenschaften definiert ist, bezeichnet man als linearen Vektorraum
iitber dem Korper der Skalare.

—> Mathematische Definition eines Vektors: Element eines Vektorraums
Der mathematische Begriff des Vektors ist allgemeiner als der physikali-
sche Begriff. Beispielsweise bildet die Menge der Funktionen f(z) auch
einen Vektorraum.

2.1.4 Lineare Abhéangigkeit

Definition: Vektoren di,ds, - - - d, heiflen linear unabhéingig,
falls aus > «;d; =0 folgt a; =0 V.

Anderenfalls sind die Vektoren linear abhéingig.
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Anschaulich:
Zwei Vektoren linear abhéngig = parallel.
Drei Vektoren linear abhéingig = komplanar (in einer Ebene) .

NB: Zwei linear unabhéngige Vektoren spannen Ebene auf.
Drei linear unabhéngige Vektoren spannen Raum auf.
In drei Dimensionen sind maximal drei Vektoren linear unabhéngig.

(Mathematisch: Die ”Dimension” ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Vektoren in einem Vektorraum.)

2.2 Skalarprodukt (inneres Produkt)

2.2.1 Definition
Skalarprodukt von zwei Vektoren a und b:
@-b=ab cos(¢) (Skalar) (2.1)

wobei ¢ : Winkel zwischen den Vektoren @ und b.

2.2.2 Rechenregeln

(i) Kommutativ: @-b=25-a

(i) Homogen: (A@) -b=a- (\b) = A(@ - b)

(iii) Distributivgesetz: G- (b+¢) =a-b+a-¢.

(iv) @-@d=a?>>0

Bemerkung: Einen Vektorraum mit einem Skalarprodukt, das die Eigenschaften
(i)-(iv) erfiillt, nennt man unitér.

2.2.3 Koordinatendarstellung und Kronecker-Symbol

Ab jetzt sollen unsere Koordinatensysteme rechtwinklige Koordinatenachsen
haben, die ein ”Rechtssystem” bilden (Rechte-Hand Regel). €; seien die Ein-
heitsvektoren entlang der Koordinatenachse i, (a1, as, a3) die Koordinaten.

1: i=3
—>&’:Ziaié‘i.Esgilté}-é}:{ 0- i#i }::(5”-

1: i=j

Definiert Kronecker-Symbol: 0ij = € - € = { 0: it

e Skalarprodukt in Koordinatendarstellung: @ = ), a;€;; b= > b€
:>&’-5:Zijaibj (€ - €j) =22, ai bj bij

= 65221azbz
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e Anwendung: Koordinaten eines Vektors @ in einem beliebigen (recht-
winkligen) Koordinatensystem {e}

Projektion von @ auf die Achsen (Einheitsvektoren) €}: a} = @ - €]
> I S\ o
= a=>ae;=>,(a-e)e.

Gilt fiir alle Vektoren @ und rechtwinklige Koordinatensysteme.

2.3 Vektorprodukt (dufleres Produkt, Kreuzprodukt)

2.3.1 Definition

Vektorprodukt von zwei Vektoren @ und b: @= @ x b ist ein Vektor

mit Betrag || = ab sin ¢ (¢: Winkel zwischen @ und b.
Richtung: ¢ senkrecht auf @ und b,
wobei Vorzeichen so gewihlt, dass (d,b, ¢) Rechtssystem ist.

Geometrisch: |¢] ist die Fliache des von @, b aufgespannten Parallelogramms.

Physikalisches Beispiel: Drehimpuls 7 x p.

2.3.2 Rechengesetze

(i) Antikommutativ: @ x b= —b x @

(ii) Homogen: (A@) x b= @ x (Ab) = A(@ X b).

(iii) Distributivgesetz: @ x (b+¢7) =@ x b+ad x &
(zur Herleitung siehe z.B. Nolting Bd. 1)

—,

NB: Aus (i) und (iii) folgt auch (@+b) x é=ax c+bx ¢
a X

(iv) Jacobi-Identitit @ x (bx @) +b x (Ex @) +&x (@ x b) =0

(vorldufig ohne Herleitung).

Bemerkung: Einen Vektorraum mit einem dufleren Produkt, das die Eigenschaf-
ten (i)-(iv) erfiillt, nennt man eine Lie Algebra.

2.3.3 Koordinatendarstellung und ” Epsilon-Tensor”

Das Koordinatensystem sei wieder ein rechtwinkliges Rechtssystem, mit Ein-
heitsvektoren €; entlang den Koordinatenachsen.

= 51 X 52 = 53 = —62 X 51
€2><€3 = 51 = —53X€2.(€¢X€i:0 VZ)
é}g X 51 = 52 = —51 X 53

Definiert Epsilon-Tensor oder Levi-Civita-Symbol:

1:  (ijk) = (123),(231),(312)
ek i= (@ x &) -8 ={ —L: (ijk) = (213),(321), (132)
0: sonst

(bzw. "total antisymmetrischer Tensor dritter Stufe”).
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e Vektorprodukt in Koordinatendarstellung: @ = ), a;€;; b= > b€

= C=dxb=Ya;b; (& x &)

éCkZE-e_’k:[(iXb]kZZijaibj (é};xé})-é’kzzijaibjeijk

—

= [@'Xb}kzzijai bj €ijk
1 asbs — azb
Konkret: C2 = asb1 — a1bs
c3 a1by — asby

e Rechenregeln mit dem Epsilon-Tensor: Fiir spéater niitzlich

€ijk = €jki = €kij = —€jik = —€kji = —€ikj
Zm €klmEpgm = 5kp51q - 5kq(slp
Zlm EklmEplm = 25kp

(Herleitungen: Buchhaltung, argumentieren, ...)

2.3.4 Hohere Vektorprodukte

Spatprodukt: |(@bd) = a- (b x &) |

Geometrische Interpretation:
Volumen eines von (@, b, ¢) aufgespannten Parallelepipeds.

Vorzeichen: +, falls (@, b, &) Rechtssystem, — fiir Linkssystem.

Koordinatenschreibweise: | (ab¢) = >, €;jkaibjcy |

Doppeltes Vektorprodukt: a x (5 X C)
” Entwicklungssatz”: @ x (b x &) = b(@ - &) — &@- b).
( Herleitung am schnellsten iiber den Epsilon-Tensor:
(@x (X)) = D €ijk@i Xy, €tmjbiCm
= Ditm D Chij€imj@ibicm
> it (Ok10im — Opm0ir)aibicn, .
= Zm ambkcm - Zl alblck = bk((_i c— Ck(C_L' b) )

Weitere Beziehungen:

@xb)-(@xd =@ aF-d - @ o
(@ % b)? = a2b? — (@-b)? (Lagrange-Identitét)

-,

(@ % b) x (€x d) = (¢da)b — (édb)d = (abd)é — (abé)d
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2.4 Matrizen

2.4.1 Beispiele von Matrizen

Matrizen: Neben Vektoren weitere niitzliche Konstrukte, mit denen sich Sach-
verhalte kurz und prézise ausdriicken lassen. Bedeutung unter anderem fiir

— Lineare Gleichungssysteme
— Beschreibung von Drehungen im Raum

— Darstellung bestimmter physikalischer Gréfien

Das soll im Folgenden kurz illustriert werden.

Lineare Gleichungssysteme

. 3r + Ty — 22 = 2

Beispiel: 9 4+ oy _ g
.. ” . - 3 7 =2
Charakterisiert durch ”Koeffizientenmatrix 9 1 0

und ”Spaltenvektor” ( ? )

Eigenschaften des Gleichungssystems werden im Wesentlichen von der
Koeffizientenmatrix bestimmt.

"Matrix” hier: Zahlenschema aus m x n Zahlen a;; (m Zeilen, n Spalten)

Darstellung des Gleichungssystems in Matrixschreibweise:
3 7 -2 TN (2
—2 1 0 Y=\ )
z
Drehungen

Gegeben physikalischer Vektor @, zwei rechtwinklige Koordinatensysteme
Y, ¥’ mit Basisvektoren {€;}, {€/} (Einheitsvektoren entlang Achsen 7).

Darstellung von @ im Koordinatensystem ¥: @ =), ala mit az = (a-e).

Darstellung von @ im Koordinatensystem ¥': @ = ). aje} mit a; = (a’-€}).

= Einfache Regel fiir die Umrechnung von Koordinaten {a;} — {a}}:

a,=(@-é) = Za]ej - e —Z ZDUa] (2.2)

j
Definiert Drehmatrix D = (D;;) mit D;; = €] - €.
Dann folgt a; = >, Djja; bzw. in Matrixschreibweise: a’ = Da.

Dies gilt fiir alle physikalischen Vektoren a@. Drehung des Koordinatensy-
stems wird durch das Zahlenfeld D vollsédndig bestimmt.

Konkret z.B. Ebene: D = ( Cf)s‘b —sing >
sing  cos¢
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Verallgemeinerung: Allgemeine affine Koordinatentransformation zwischen
Koordinatensystemen, die nicht unbedingt rechtwinklig sind: Beschrieben
durch allgemeine invertierbare 3 x 3-Matrix.

Bemerkung: Mit der Einfithrung der Drehmatrizen wird die Konkreti-
sierung des Begriffs ”physikalischer Vektor” moglich: Ein physi-
kalischer Vektor ist eine Grofle, charakterisiert durch drei Zahlen {v;}
(im dreidimensionalen Raum — zwei Zahlen in der Ebene), die sich
unter Drehung des Koordinatensystems in folgender Weise transfor-
mieren:

{vi} = {vi} mit v = 37, Djjv;.

Physikalische Tensoren

Beispiel: Triagheitsmoment und Tragheitstensor

Trigheitsmoment 6 Verkniipft Drehimpuls mit Winkelgeschwindigkeit
7.B. symmetrischer Kreisel, der sich um Symmetrieachse dreht. Sym-
metrieachse sei die z-Achse.

Winkelgeschwindigkeit: w = d¢/dt.
Drehimpuls: Vektor L mit Betrag L = 6w und Richtung z
0 ist das Drehmoment und charakterisiert den Kreisel
(Konkret: 6 = [ d3rp(7)(z? + y?))
Bedeutung des Drehimpulses: Physikalische Erhaltungsgrafse.

Verallgemeinerung: Trigheitstensor I

Frage: Beliebige Drehachse? Asymmetrischer Kreisel?
— Drehimpuls nicht unbedingt parallel zur Drehachse.
Aber: Immer noch linearer Zusammenhang.
Fiihre vektorielle Winkelgeschwindigkeit ¢ ein.
Betrag: w, Richtung: Drehachse.

Ly Ly Lo Iz w1 .
Dann gilt: Lo = Iy Iy Iog w9 bzw.: L = 1&
Ls I3y I3z Is3 w3

mit It 3 x 3-Matrix, die eine physikalische Eigenschaft des Kreisels
beschreibt. (Konkret: I;; = [ d3rp(7)(r?6;; — z; z;)

= Definition eines ”physikalischen Tensors” &hnlich der Definition
des physikalischen Vektors: Grofle, charakterisiert durch 3 x 3-Matrix
{tij}, die sich unter Drehung des Koordinatensystems in folgender
Weise transformieren:

{tij} — {t;j} mit t;j = Zkl DipDjityy.
(Strenggenommen Tensor zweiter Stufe. Tensoren hoherer Stufe: Selbes

Prinzip, nur mehr Indizes.)
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2.4.2 Elementare Begriffe

1) Definition einer Matrix
Eine m x n-Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n
air - Qin
Spalten: : : = (aij) (aij € R oder C).
am1 -+ QGmn

Zwei Matrizen gelten als gleich, wenn jeder Eintrag a;; gleich ist.

2) Spezielle Matrizen

e Nullmatrix: | : :
0 --- 0
e Quadratische n x n-Matrizen
— Symmetrische Matrix: a;; = a;; Vi,
— Antisymmetrische Matrix: a;; = —a;; Vi,
— Diagonalmatrix: a;j = d;5 a;
— Einheitsmatrix: £ = 1 = §;;
e Vektoren:

Spaltenvektor: n x 1-Matrix
Zeilenvektor: 1 x n-Matrix

— Koordinatendarstellungen von Vektoren sind spezielle Formen
von Matrizen.

3) Rang einer Matrix
m X n-Matrix kann man sich zusammengesetzt denken aus m Zeilenvek-
toren oder n Spaltenvektoren.

Zeilenrang: Maximale Zahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren
Spaltenrang: Maximale Zahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren

Es gilt: Spaltenrang = Zeilenrang.

2.4.3 Rechnen mit Matrizen

1) Addition : Sei A = (a;j), B = (bi;), gleiche Zahl von Zeilen/Spalten.
C = (Cz‘j), C = A + B bedeutet: Cij = Q45 + bij Vi,7

2) Multiplikation mit Skalar : Sei A Skalar
C = MA bedeutet: Cij = )\aij VZ,]

Bemerkung: Matrizen mit Addition und Skalarmultiplikation bilden wie-
der Vektorraum iiber dem Korper der Skalare (R oder C).

3) Transposition
C = AT bedeutet: Cij = CLji
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4) Matrixmultiplikation : Sei A = (a;;), B = (b;j),
Anzahl Spalten von A = Anzahl Zeilen von B

C = AB bedeutet: ¢;j = Y, a;j, by;.

Eigenschaften der Matrixmultiplikation

o Assoziativ: A(BC) = (AB)C
e Neutrales Element: 1 erfiillt A1 = 1AVA
e Nicht kommutativ: Im allgemeinen ist AB # BA.

e Matrix A kann Inverses haben (siehe 5), muss aber nicht.

5) Matrixinversion A sei eine m x n-Matrix:
n x m-Matrix (A1) ist ” Linksinverses” von A, wenn (A~1)A = 1.
(Definition der ”Rechtsinversen”: Analog)

Es gilt: (Leicht zu zeigen)
(AB)"'=B71A~!
(A-H=t=4
Fiir n = m: AA™! = JF
(d.h. A~ ist dann auch Rechtsinverses).
Praktische Berechnung: Losung eines Satzes von linearen Gleichungs-
Systemen.

1 3
2 1
mit(lill {E12><1 3>:<1 0>
21 T22 2 1 01
Entspricht zwei linearen Gleichungssystemen:
(%) lxyp+3z12 = 1 lxor +3x20 = 0
(k%) 2x11 +1lx1s = 0 2091 + 19 = 1

Selbe Koeffizienten, nur rechten Seiten sind verschieden
— Dieselben Transformationen fithren zum Ziel.

>. Gesucht A~1 = ( i 12 >
T2l T22

Beispiel: Gegeben A = (

Losungsverfahren (fiir n x n-Matrizen).
Schreibe Koeffizientenmatrix (fiir linke Seite) und Einheitsma-
trix (fiir rechte Seiten) nebeneinander auf. Fiihre dann die Zei-
lentransformationen aus, die die Gleichungssysteme 16sen.
— Linke Matrix (Koeffizientenmatrix) wird zur Einheitsmatrix,
rechte Matrix wird zur gesuchten inversen Matrix.

(1 3]1 0 ) @e0oem-3x (1 3|1 0
Konkret: ( 9 110 1 ) < N P )
(k%) ——(*x)/5 1 3|1 0 (%)= (%) =3 (%) 1 0 _% %
012 -1 o 1| 2 1
5 5 5 5

_1 3
= Ergebnis: A~ = ( P 5 >
5 75
(Alternativen: Cramers Regel, siehe néichstes Kapitel, wird aber fiir
n > 2 impraktikabel. Weitere numerische Verfahren, z.B. LU-Zerlegung,

siche Numerikliteratur).
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6) Spur : Fiir n x n Matrizen A ist Sp(A4) := > 1", ai
Es gilt: Sp(AB) = Sp(BA)
(leicht zu sehen, wenn man es explizit hinschreibt).
— Sp(A1 s An—lAn) = Sp(AnAl s An—l):
Matrizen in der Spur diirfen zyklisch vertauscht werden.

7) Determinante : Siehe néchstes Kapitel.

2.4.4 Determinanten

1) Definition: Betrachte n x n Matrix A = (a;;)

det(A) = Z(_l)PalPl Qyp, """ Qpp, (2'3)
P

Hier ist: (P; - - - P,): Permutationen von (1---n)
> p: Summe iiber alle Permutationen
(—1)P: { 1, falls Permutation gerade
"1 =1 , falls Permutation ungerade
wobei - ‘gerade’ Permutation: lésst sich durch gerade Anzahl paarweiser
Vertauschungen (Transpositionen) realisieren.
- 'ungerade Permutation: ungerade Anzahl Transpositionen
Es gilt: Zuordnung Permutation > gerade/ungerade ist eindeutig.

ail 0 Qln a1l 0 Qlp
Notation: det(A) = det : : —
anl - Qnpp anl -+ Qpn

a a
Konkret: 2 x 2: 12
a1 a2

= G11 G22 — G12 A21-

aj; a2 a3
3x3:| ag1 Gz a3 | = ) €k a1 Q25 Az
azr azz2 ass

aq b1 C1
— Spatprodukt: (abc) = > e€jpaibjcy =| az by c2
a3 bz c3

entspricht genau dem von (@, 5, ¢) aufgespannten Volumen.

Geometrische Interpretation: A = (@ ---d,) (@; Spaltenvektoren)
Dann ist | det(A)| genau das von (@ - - - @y, ) aufgespannte n-dimensionale
Volumen im n-dimensionalen Raum.

Daraus folgt z.B. det(A) = 0 < @; linear abhéngig < Rang A < n.
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2) Rechenregeln

e Transposition : det(AT) = det(A).
(Begriindung: det(AT) =Y o (-1)Fap,1 - ap,n = Zp(fl)Palpfl Tl
= Zp(_l)Palpl—l “1a,p-1 mit P=p1
letzter Schritt folgt aus (—1)F = (=1)P "))
e Addition einer Zeile/Spalte

ar e ain ailg v Ay ail v aip
aip +bin 0 Qi tbin |=| a1 Qi |+ bin o bin
an1 ce Ann anl - Aapn an1 - Qnpn

Spalte analog.
(Begriindung: Faktoren (a;; + b;;) in Gl. (2.3) ausmultiplizieren.)
e Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einer Zahl «

ail . Aln ail e Aln
Qa;l v Qi | = Q| Qi Qg
an1 - Ann anl - QApn

(Begriindung: Faktor « in Gl. (2.3) vor die Summe ziehen.)

Folgerung det(ad) = o™ det(A).

e Vertauschung zweier Zeilen/Spalten éndert Vorzeichen.
(Begriindung bei Spaltenvertauschung i <> j: Entspricht in Gl. (2.3) dem
Ersetzen der Permutationen P durch P’ = T;; P, wobei T;; die Transposi-
tion (i <> j) ist. Falls P gerade, ist P’ ungerade und umgekehrt.)

e Sind zwei Zeilen/Spalten gleich, folgt det(A) = 0.
(Begriindung: Vertauschung éndert A nicht, aber Vorzeichen von det A.)
— Wenn ein Vielfaches einer Zeile/Spalte auf eine andere addiert

wird, dndert sich Determinante nicht.

¢ Determinanten-Multiplikationssatz :
det(AB) = det(A) det(B)

(ohne Begriindung: siche Mathematik-Vorlesung)
e Algebraisches Komplement : A() sei die Matrix, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Algebraisches Komplement: Uy; = (—1)"+7 det(A®)).
¢ Determinanten-Entwicklungssatz :
det(A) = >, ai; Uy Entwicklung nach Zeile i
= >, aij Ui Entwicklung nach Spalte j

(ohne Begriindung: siche Mathematik-Vorlesung)
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e Andererseits: >, a;p Ujr, =0, >, api Upj = 0 fiir @ # k.

(Begriindung: Definiere Matrix A, die bis auf j-te Zeile identisch ist mit A,

nur j-te Zeile durch i-te Zeile ersetzt. Dann ist det(A) = 0. Erste Be-

hauptung (Zeile) folgt aus Entwicklungssatz: det(A) = Y, @ Ui =
> i @ikUjk. Zweite Behauptung analog.)

3) Folgerungen und Anwendungen

e Inverses einer n x n-Matrix:
Voraussetzung: det(A) # 0
Dann lisst sich A invertieren und [A™1];; = Uj;/ det(A).
([A~1Y);;: Eintrag in der i-ten Zeile, j-ten Spalte der Matrix A~1).

e Lineare Gleichungssysteme Allgemeine Form: Ax = b

air - Qip
mit Koeffizientenmatrix A = : : ,
Am1 mn
x1 b1
und Spaltenvektoren x = : , b= :
Tn bm
Losbarkeit
o Az =) losbar & Rang(A) = Rang(A,b).
a;
(denn: Schreibe A = (a; - - - a,,) mit a; =
Amy

Az =b= >, a;x; = b= b ist Linearkombination der a;.)
e Losung ist eindeutig <& Rang(A) = n.
(denn: Rang(A) = n = alle g; linear unabhéngig.
Aus Y a;x, =b=>",a;\ folgt ; =\, Vi)
Losung fiir n x n-Systeme
Gleichungssystem Az = b allgemein 16sbar (fiir alle b),
wenn det(A) # 0 < A invertierbar.
Dann ist z = A~ 1b.
Cramersche Regel:
Definiere A®): Matrix wie A, k-te Spalte ersetzt durch b.
Dann ist Losung von Az = b: 2, = det(A®))/ det(A).
(folgt nach Einsetzen von [A™1];; = Uj;/ det(4) in z = [A71H]x).
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2.4.5 Drehungen und Drehmatrizen

Erinnerung (2.4.1): Koordinaten eines Vektors @ &ndern sich bei Drehung des
Koordinatensystems ¥ — ¥’ geméf o' = Da mit D = (D;;), D;; = €, - €;.

Im Folgenden: Vertiefung der Diskussion von Drehmatrizen.

1) Charakteristika von Drehmatrizen

e Orthonormal : D~' = DT bzw. DI D=D DT =1
(Begriindung: [DT D];;, = > Dl Dy, = > DjiDji = > (€i-€)(€] - €k) =
&%, (@ ) = & - & = 0 ¥ @)
Folgerung fiir die Struktur von Drehmatrizen:

Spaltenvektoren v; in D = (v1, vz, v3) stehen senkrecht aufein-
ander und |v;] = 1.

e Determinante : det(D) = 1.

(Begriindung: det D = +1 folgt aus DT D = 1. Vorzeichen + folgt daraus,
dass X, ¥’ beides Rechtssysteme sind — lassen sich kontinuierlich in-
einander iiberfithren.

Konkret: D parametrisierbar durch drei Winkel, D(¢, 8, ) mit D(0,0,0) =
1 = det(D(0,0,0)) = 1. Drehung D sind stetige Funktionen dieser
Winkel, damit ist auch det(D(¢, 6, &) stetig und springt nicht einfach
von +1 nach —1 um.)

Bemerkung: Es gibt auch Transformationen 7' mit 77T = 1
und det(7T") = —1, z.B. Spiegelung am Ursprung, 7' = —1.

In diesem Fall geht Rechtssystem in Linkssystem {iber.

2) Wirkung von Drehungen auf physikalische Grofien (teilweise Wdh.)

physikalischer Skalar ®: Invariant unter Drehung, ® — ®' = ®.
physikalischer Vektor v: v — v/ = Dw.

physikalischer Tensor 2. Stufe t: t — t' = DtD7T.
Kann nun auch begriindet werden aus Transformationsverhalten phy-
sikalischer Vektoren: Tensor angewandt auf Vektor gibt Vektor (z.B.
Trigheitstensor: & = L.)
= (tv) = (tv) = D(tv) = DtDT V.

Verallgemeinerung fiir Tensoren n-ter Stufe leichter in Indexschreib-
weise: tij.. — ti = i Dii Djj Digr . tijp...

Speziell Invarianten: Aus Tensoren abgeleitete Skalare.

Vektoren : Betrag
Tensoren 2. Stufe : Spur und Determinante

(jeweils nicht schwer zu zeigen).
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3) Einordnung der Drehmatrizen, Drehgruppe

Klassifizierung reeller Matrizen

(i) Invertierbare n x n-Matrizen bilden Gruppe GL(n,R)

(ii) Matrizen U € GL(n,R) mit U~! = UT bilden Gruppe:
Orthogonale Gruppe O(n)

(iii) Matrizen D € O(n) mit det(D) = +1 bilden Gruppe:
Spezielle orthogonale Gruppe SO(n).

NB: Ahnliche Strukturen gibt es auch bei den komplexen Matrizen:
Matrizen U mit U~! = UxT bilden unitére Gruppe U(n).

Matrizen U € U(n) mit det(U) = 1 bilden spezielle unitéire Grup-
pe SU(n). Spielen wichtige Rolle in der Elementarteilchenphysik.

2.4.6 Das Eigenwertproblem

Beispiel: Tréigheitstensor I des Kreisels verkniipft Drehimpuls L mit Winkel-
geschwindigkeit : L = IdJ. Es gibt offensichtlich eine Drehachse, fiir die gilt
L || @ (die Symmetrieachse). Fiir diese gilt I = 6.

Das Tragheitsmoment 6 ist ein Beispiel fiir einen Eigenwert

1) Eigenwerte und Eigenvektoren
Allgemein: Gegeben n x n-Matrix M

Einen Vektor v # 0 mit Mv = Av (A: Zahl) nennt man Eigenvektor.
Der zugehorige Wert A heifit Eigenwert. Die Gleichung Mv = v ist eine
Eigenwertgleichung.

Eigenwertgleichungen spielen eine wichtige Rolle in allen Bereichen der
Physik.

2) Bestimmung von Eigenwerten: Charakteristisches Polynom
Forme Eigenwertgleichung Mv = Av um zu (M — A\1)v =0 (v # 0).
= (M — A1) ist nicht invertierbar. = det(M — A1) = 0.

Folgerung:
Definiere charakteristisches Polynom y;(\) = det(M — 1) (Po-
lynom vom Grad n). Eigenwerte von M koénnen dadurch bestimmt
werden, dass man die Nullstellen \; von /() ermittelt.

Den zu einem Eigenwert \; zugehorigen Eigenvektor v; erhélt man dann
durch Losung des Gleichungssystems (M — A\;1)v; = 0.
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3) Eigenvektoren und Eigenridume

- Es gilt: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind voneinander
linear unabhéngig.

Begriindung: Die Behauptung gelte fiir (k — 1) Eigenvektoren zu verschie-

denen (k — 1) Eigenwerten \;. Der k-te Eigenvektor zum Eigenwert

Ak, sei linear abhéngig: vy = 25;11 ;.

Dann folgt einerseits Mvy = M )" cjv; = ¢;Mv; =) ¢jAjv;

und andererseits My = A\pvp = A\ D ¢v5 = D ¢ AkY;,

Also zusammen ) ¢j(A; — Ag)v; = 0. Da die v; (fiir j < k) linear

unabhéngig sind, folgt c; = 0V j oder A\, = A; fiir mindestens ein j.
- Ist M symmetrisch, dann stehen die Eigenvektoren zu verschiedenen

Eigenwerten senkrecht aufeinander.

Begriindung: Sei v; Spaltenvektor, UJT der zugehorige Zeilenvektor.
Mit Mv; = ju; folgt vl MT = T X;. Weiterhin v] vy = ¥; - U, (Ska-
larprodukt). Damit ist einerseits v} Mv; = vl A\jv; = ¥ - U; A; und
andererseits UEMTUJ- = A U - U, also zusammen v} - U3 (A; — Ax) = 0.
Damit ist entweder A\; = i, oder ¥} - ¥, = 0 (d.h., ¥; L ¥.)

- Ist Aj ein vielfacher Eigenwert, d.h. vielfache Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms, dann kann es mehrere linear unabhéngige Figenvek-
(1) (2

toren zu \; geben. Mit v; und v, ist auch jede Linearkombination
clvj(-l) + C2U§2) wieder Eigenvektor. Die Gesamtheit aller Eigenvek-
toren bildet also wieder einen Vektorraum, den ”Eigenraum” des
Eigenwerts. Dabei ist die Dimension des Eigenraums maximal die
Vielfachheit des Eigenwerts (z.B. doppelter Eigenwert: — Eigenraum

kann maximal eine Hyperflache sein).
4) Diagonalisierung

Allgemein
FEine n x n-Matrix M habe n verschiedene linear unabhéngige Ei-
genvektoren v; zu Eigenwerten A; (gilt z.B. sicher dann, wenn sie n
verschiedene Eigenwerte hat).

Konstruiere Matrix V' = (v1,---,v,) aus den Spaltenvektoren v;.
Invertierbar, da die v; linear unabhéngig (det(V') # 0).
M 0
Es gilt: MV = (Av1, ooy Apvn) = (V1 .., 0p) =: VA.
0 An

= V=MV = A|mit A: Diagonalmatrix
Transformationen M — VMV heien Ahnlichkeitstransfor-
mation. Falls es eine Ahnlichkeitstransformation gibt, die M dia-

gonal macht, heiit M diagonalisierbar.
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Speziell symmetrische Matrizen

Siehe 3): Vektoren v; stehen senkrecht aufeinander, konnen natiirlich
auch normiert werden (|v;| = 1).
— V is orthonormal, entspricht einer Drehmatrix, ggf. gekoppelt
mit Spiegelung (falls det(D) = —1).

—SIA=VTMV |bzw. | M =VAVT]|

M geht aus A durch Drehung hervor.

Spektralsatz : Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.
— Fiir symmetrische Tensoren (wie z.B. der Trégheitstensor)
148t sich ein rechtwinkliges Koordinatensystem finden, in dem
die (z,y, z)-Achsen Eigenvektoren sind.
(”Hauptachsen” und ”Hauptachsentransformation”)

2.4.7 Funktionen von Matrizen

Zum Abschluss: Mit n x n-Matrizen kann man im Prinzip fast so hantieren
wie mit Zahlen. Man muss nur darauf achten, dass sie nicht kommutieren (i.A.
AB # BA). Insbesondere kann man Funktionen von Matrizen bilden.

- Potenzen: Klar (M™, ggf. M~", falls M invertierbar).

- Allgemein (siehe Kapitel 3) lassen sich die meisten Funktionen durch Potenzreihen
darstellen: f(z) = > 72, crxs

= Verallgemeinerung auf Matrizen: f(M) = >3, cx M*.

- Damit 148t sich fiir diagonalisierbare Matrizen M noch eine weitere Konstruk-
tionsvorschrift motivieren:
Sei M = VAV~ und f(M) = Y. e MF =3 e (VAV Y = V(3 e AF)V L
A Ak
Mit A = folgt AF = _
An Ak
A F()
= fM)=V > e vl=v V1L
AL f(n)
Diese Vorschrift 148t sich auch unabhéngig von der Potenzreihendarstel-
lung von f(z) anwenden.




Kapitel 3

Analysis

Stetigkeit

Vorab: Eine Funktion f(x) heifit stetig bei x = ¢, wenn
Ve>0:36>0: |f(z)— f(zo)] < eVa mit|z— x| <9.
oder: Der Grenzwert lim,_,, f(x) existiert mit lim,_,,, f(x) = f(xo).

Anschaulich: Funktion macht keine Spriinge.

3.1 Differentialrechnung

(Sollte groftenteils aus der Schule schon bekannt sein.)

3.1.1 Die Ableitung

1) Differentialquotient

Gegeben Funktion f(z) einer reellen oder komplexen Variablen z. Der
Differentialquotient

df

~ im f(zo + Az) — f(w0)
dx

- Az—0 Ax

Zo
heifit Ableitung nach z.

Alternative Schreibweisen: %‘xo =dy (x)’wo = f'(z0).
Speziell fiir Ableitung nach der Zeit ¢: %‘to =f (to)-

NB: Die Notation §. heift Leibniz-Schreibweise:

31
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2) Alternative Sichtweise: Differential
Betrachte Funktion f(x) am Punkt zy. Schitze f(xo+ Az) ab.
— Zuwachs f(zg + Ax) = f(xo) + Af(z) = f(xo) + f'(x0) Az + Rest.

Der Rest verschwindet (auch relativ zum Zuwachs), wenn Ax sehr klein
wird. Im Grenzwert Az — 0 schreibt man

f(zo +dx) = f(z0) + df(z) w0 mit |df(z)| = f'(zo) dx|

Zo

NB: Sieht formal aus wie ’kiirzen’ (%dzx =df).

Kiirzen darf man bei Differentialquotienten natiirlich eigentlich nicht.
Ist trotzdem beliebte Praxis bei Physikern. Hintergrund ist genau
dieses Denken in Differentialen, also: df entspricht einem Zuwachs
von f, also einer echten, wenn auch sehr kleinen Zahl.

3) Differenzierbarkeit
Allgemein mufl Grenzwert lima, g ﬁ—i nicht existieren. Gegenbeispiel ist
z.B. die Funktion f(z) = |z| bei zyp = 0. Wenn der Grenzwert existiert,
dann heifit die Funktion differenzierbar am Ort x.

4) Verallgemeinerung: Funktionen mehrerer Variablen
Gegeben sei z.B. eine Funktion von zwei Variablen f(z,y).

Man kann ohne weiteres nach einer der Variablen ableiten (und die andere
dabei festhalten). Das nennt man dann partielle Ableitung

Notation
Ableitung nach z: lim,_,4, %ﬂ{éxo,yo) = %
0,90
Ableitung nach y: lim,,_,,, J(@o.y)=f(z0:y0) (xo’y;:gj éxo’yo) = %5
0,90

Geschwungene Zeichen 0 sagen aus: Achtung, hier gibt es noch wei-
tere Variablen. 0f ist kein Differential. Physiker diirfen nicht ohne
weiteres kiirzen !!! (Alle anderen sowieso nicht.)

Betrachte nun zugehériges Differential — Zuwachs von f(z,y), wenn man
x und y von (x,yo) um einen infinitesimalen Vektor (dz,dy) verschiebt:

f(a,y) = f(@o,y0) + df mit |df = o dz + %dy.

Hier sind dz und dy Differentiale, aber es kann nicht mehr einfach nach
ihnen gekiirzt werden.

Abgesehen von dieser Subtilitit ist die partielle Ableitung nichts grundsétz-
lich anderes als eine "normale” Ableitung.
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5) Verallgemeinerung: Héhere Ableitungen
Gegeben Funktion f(x)

Ableitung f/(z): Neue Funktion, kann man evtl. wieder ableiten

— Zweite Ableitung f”(x) = %% = 327{,
(Beispiel: Ort, Geschwindigkeit, Beschleunigung)
Allgemein nte Ableitung: ™ (x) = %f(”_l)(x)

Notation: £ () = T = ()" f(2)

6) Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Zum Abschluss ein niitzlicher Satz fiir reelle Funktionen:

Ist f(x) stetig im Intervall [a,b] und differenzierbar in |a, b], dann folgt:
Es existiert ein Wert xo €]a, b, so dass w = f'(xo).

3.1.2 Einige elementare Ableitungen
(aus direkter Auswertung des Differentialquotienten).

1) Potenzen:

fl@) =a" = f'(x) = na"™"
2) Exponentialfunktion:

f(x) = exp(z) = f'(z) = exp()
3) Trigonometrische Funktionen:

f(z) = sin(z) = f'(z) = cos(x)
f(x) = cos(z) = f'(z) = —sin(x)

3.1.3 Differentiationsregeln
1) Linearitit

f(@)=ag(x)+bh(z) = f(z)=ag'(x)+bh ().
2) Produktregel

f(@) = g(x) h(z) = f(x) = g'(x) h(z) + g(z) B (z).
3) Inversenregel

f@)=1/g(z) = ['(2) = —¢'(2)/9(z)’
4) Quotientenregel

f@) = g(2)/h(z) = f'(z) = LEII_gR E)
5) Kettenregel

f(@) = flg(x) = f'(x) = f'(9) g ().

Leibniz-Schreibweise: 7L = 5L 59,
. ) dx dg dz
Wieder ein Fall von ”kiirzen”.
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7) Umkehrfunktionsregel
Sei y = f(x) differenzierbar und umkehrbar — = = g(y).

Dann ist ¢g(y) differenzierbar und ¢'(y) = 1/f'(x)

d
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e=g(y)

Leibniz-Schreibweise: f'(z) = §£ = ¢'(y) = % = 1/(% =1/f'(z).

— Wieder so ahnlich wie ”Kiirzen”.

Mit Hilfe der Differentiationsregeln kénnen aus den elementaren Ableitungen
von Abschnitt 3.1.2 die Ableitungen fast aller iibrigen Funktionen berechnet

werden.

3.1.4 Zusammenstellung einiger wichtiger Ableitungen

f(z) f(x) ‘ Einschrinkungen
const. 0
x® az®l acR
o | op@
In(z) 1/|z| x#0
¥ r* In(r) 0<reR
plog(|z|) 1/(x1n(b)) 0<beR,x#0,b#1
sin(x) cos(x)
cos(z) sin(z)
tan(x) 1/ cos?(x) x#(z4+1/2)7 fir z € Z
cot(x) —1/sin?(z) x#zmfirz € Z
arcsin(z) | 1/vV1—22 | —7/2 < arcsin(z) < 7/2, |z| < 1
arccos(z) | —1/v1 — 22 0 < arccos(z) < m, |z| <1
arctan(z) | 1/(1+ 2?) —m/2 < arctan(x) < m/2
arccot(z) | —1/(1 + 2?) 0 < arccot(z) <
sinh(z) cosh(z)
cosh(x) sinh(x)
tanh(z) 1/ cosh?(x)
coth(z) | —1/sinh?(z)
arsinh(z) | 1/v1+ 22
arcosh(z) | 1/va?—1 0 < arcosh(z), z > 1
artanh(z) | 1/(1 — z?) lz] <1
arcoth(z) | —1/(x? — 1) lz| > 1
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3.1.5 Extremwertaufgaben

Wichtige Anwendung von Ableitungen:
Bestimmung der Extrema (d.h. Maxima oder Minima) einer Funktion.

Gegeben: Mehrdimensionale Funktion f(xi...zy).

Gesucht: Extrema dieser Funktion in kompaktem (n-dimensionalem) Gebiet €Q.

NB: Die Extrema konnen in dem Gebiet liegen oder auf dessen Rand. Diese
Fille miissen separat behandelt werden. Weiterhin kénnte es auch sein, dass
noch eine Nebenbedingung erfiillt sein muss (z.B. Maximierung der Funktion
auf dem Rand).

1) Extrema im Inneren des Gebietes

Lokalisierung ohne Nebenbedingungen: Am Extremum muf} Differential

df in alle Richtungen verschwinden.

df =Y, gldz; =0 Vo, HL=0 Vi
Damit ist noch nicht klar, ob das Extremum ein Maximum oder
Minimum ist.

Klassifizierung anhand der zweiten Ableitungen

NB:

— Hesse Matrix H = ( B:Zngj)

Satz von Schwarz: Bei mehrfach differenzierbaren Funktionen kann
man partielle Ableitungen vertauschen = H ist symmetrisch.
Daraus folgt (Abschnitt 2.4.6): H ist diagonalisierbar.
Extrema konnen nach den Eigenwerten von H klassifiziert werden
(d.h. nach dem Zuwachs von df in Richtung der Hauptachsen).

H positiv definit <+ alle Eigenwerte positiv = Minimum

H negativ definit < alle Eigenwerte negativ = Maximum

H indefinit <> negative und positive Eigenwerte = Sattelpunkt

Wenn H positiv oder negativ semidefinit ist (Eigenwerte A\; > 0,
aber Eigenwerte Null sind auch dabei), dann ist keine Aussage iiber
die Natur des Extremums moglich. Hohere Ableitungen miissen ein-
bezogen werden.

2) Extrema am Rand Wenn die Funktion f(z;...z;) am Rand minimal oder
maximal wird, verschwindet das Differential df am Minimum/Maximum
nicht unbedingt fiir alle Richtung dz;. Es muss dann nur fiir Richtungen
entlang des Randes verschwinden. Falls der Rand singuldre Punkte hat
(z.B. bei eindimensionalen Funktionen f(x), oder falls die Oberfliche des
Gebiets Q2 Kanten und Ecken hat), muss df iiberhaupt nicht verschwin-

den.

In diesem Fall mufl das Verhalten der Funktion am Rand separat

ausgewertet werden und mit den im Inneren ermittelten Extrema (falls
vorhanden) verglichen werden.

NB:

Die Beschrankung auf den "Rand” stellt eine Nebenbedingung im

Sinne des nichsten Abschnitts dar.
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3) Umgang mit Nebenbedingungen

Fragestellung Maximiere/Minimiere f(z1,...,2,) unter den Nebenbe-
dingungen g, (z1, ..., zn) = 0.
Verschiedene Losungsansétze.

Elimination von Variablen : Nutze die Gleichungen g, = 0, um Va-
riablen zu eliminieren.
= Nabheliegend, aber leider oft miihsam.

Lagrange Parameter : Im allgemeinen eleganter.

Voriiberlegung: Nebenbedingungen g, = 0 definieren Hyperfliche.
Fiir infinitesimale Vektoren (dZi,...dZ,) in dieser Hyperfliche
gilt: dgo =, %‘jd@ =0 Va

Rezept:
- Definiere I(z1,...,2n) = f(Z1, ..., Tn) — Dy Aa Ja(Z1, ..., Tn)
- Finde Extrema von I.
= Schar von Losungen x;(A;) mit df =0 V.
(@ =Y,z {2 - 22 )
- Bestimme )\, so, daf} die Nebenbedingungen erfiillt sind.
= dgo =0und g, =0.
NB: A, wird im Allgemeinen wieder von (z1, ..., x,) abhéngen.

Ergebnis :

Nach erfolgreicher Ausfithrung dieses Programms ist dg, = 0
und df = dI = 0 fiir Verschiebungen innerhalb der durch die
Randbedingungen definierten Hyperfliache.

Beispiele : siche Vorlesung oder Literatur, z.B. Lang/Pucker.
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3.2 Integralrechnung

3.2.1 Das Riemannsche Integral

Gegeben reelle Funktion f(z) im Intervall [a,b]. Aufgabenstellung: Berechnung
der Fliche F' unter der Kurve f(x) (ggf. mit negativen Beitrégen fiir f(z) < 0).

1) Konstruktion des Integrals

e Zerlege Intervall [a, b] in Teilintervalle der Breite Az = (b — a)/n.
— Teilintervalle v: [x,_1,z,| mit z, — z,_1 = Ax.

e Lege in jedem Teilintervall z-Werte &, fest, so dass:
x = 5,50): Wert, an dem f(x) maximal wird.
x = 51(,"): Wert, an dem f(x) minimal wird.

e Berechne S, = >""_, f(&,) Az jeweils fiir 550) und :fl(,u).

— liefert Obersumme Sflo) und Untersumme S}Lu) mit S,(Zu) < F <
S v (wobei F': gesuchte Fliche).

e Bilde Grenzwert n — oco.
f(z) heifit Riemann-integrierbar, falls die Grenzwerte lim,,_ S

und lim, Sflu) existieren und lim,,_,oo 5'7(10) = lim,,— oo ST(IU).
Dann ist F' = limy, 00 S7§LO7U) = limyto00 ZZ:l f(€£O7u) Ax.
Notation: F = [* f(z) da.

2) Integrierbarkeit

Es gilt: Falls f(z) auf [a,b] stiickweise stetig ist (d.h. stetig auf endlich
vielen Teilintervallen) und beschrénkt, dann ist f(z) integrierbar.

3) Eigenschaften des Integrals

Linearitit: ['{Af(z) + Bg(z)}dz = A [* f(z) dz + B [’ g(z) da.
Intervall-Addition: f;)f(x) dz + [ f(z)de = [7 f(z) da.
Ungleichungen:

(i) Wemn f(z) < g(x) Y € [a, 1]

Dann folgt f:f(:n) dz < fabg(ac) dz.

(ii) Dreiecksungleichung: |fab fz)dz < f; |f(z)] d.

(iii) Wenn m < f(z) < M Va € [a,D] Dann folgt: m(b — a) <

[P f(z) de < M(b - a)
Umkehrung fabf(x) dz = — [ f(#) dz. (Dann sind in dem Ausdruck

limptoe D ey f(gﬁ‘”“) Az die GroBlen Ax = x, — x,_1 negativ.)
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4) Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ist f(x) stetig in [a, b], so existiert ein € [[a,b] mit [* f(z)dz = (b—a) f(£).
3.2.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Zwei Teile (jeweils ohne Beweis)

1) Gegeben eine stetige Funktion f(z). Definiere Fy,(y) = ;’O f(z) dz.
Dann gilt: & Fr, (y) = f(y).

2) Gegeben eine differenzierbare Funktion f(x)

Dann gilt: [” f'(x) dz = f(b) — f(a) =: f(x)

a

Fazit: Um das Integral [ f(z) dz zu berechnen, muss man die Stammfunktion
von f(x) kennen, d.h. die Funktion F(z) mit %F(l’) = f(x).

— b
Dann ist [’ f(x)dz = F(x)‘a

NB: Stammfunktion ist natiirlich nicht eindeutig. Mit F'(z) ist auch F(z) + ¢
Stammfunktion zu f(z) fiir jede beliebige Konstante c. Aber: an F(z)|% sandert
das nichts.

Bemerkung: Wegen des Hauptsatzes kann man Integrale auch dazu benutzen,
Stammfunktionen zu ermitteln (iiber F(y) = [Y f(x) dz.

Deshalb unterscheidet man zwischen

unbestimmten Integralen: [ f(z)dx.
— keine expliziten Integrationsgrenzen angegeben.
Es wird nur allgemein nach Stammfunktion gesucht.
bestimmten Integralen fabf(x) dz.

— explizite Integrationsgrenzen.
Gesucht wird konkreter Wert eines Integrals.
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3.2.3 Integrationsmethoden
Vorab: Es gibt leider kein Patentrezept, ein Integral zu knacken.
1) Differentiationstabelle riickwirts lesen

bzw. Stammfunktion erraten.

2) Lineare Zerlegung
Ausnutzen von [{Af(z)+ Bg(z)}dz = A [ f(z)dz+ B [ g(x) dx

Beispiel: Partialbruchzerlegung
1

dz = [j 745~ Jo 52 = (@ +1)|§ —In(z+2)[f = In(4/3).

3) Partielle Integration (Umkehrung der Produktregel)

1 1
fO (z+1)(z+2)

Voraussetzung: f(z), g(z) differenzierbar.
Dann gilt: fff(:z: "(z)dz = f(x f f(x
4) Substitution (Umkehrung der Kettenregel)

Idee: Austausch der Integrationsvariablen z — y in [ f(z) dz.

Voraussetzung: x <+ y hidngen in umkehrbarer und stetig differenzierbarer
Weise voneinander ab.
dz

(x=g(y),y =g "(z), & = g'(y) ist stetig).
Dann gilt: [ f(x) dz =[] ll(fb '(y) Flg(w)) dy = [ $& f(x(y)) dy.

5) Integralfunktionen

Bei manchen Funktionen 14t sich das Integral nicht durch bekannte Funk-
tionen ausdriicken.

— Definiert neue Funktion

Beispiele:

e Error-Funktion: Erf(y) = [Y exp(—2?) d.

0
1
f() v/ 1—k2 sin?(v)) dep,

Elliptische Integrale: F(k,¢) =

= [2V/1— K2sin®(¢) dep.

Oy sinx(:(;) dz.

Integralsinus: Si(y) =

COS CL'

Integralcosinus: Ci(y) = — f o

° Integralexponentlalfunktlon Ei(y f v eXP(I) dzx.

e Integrallogarithmus: Li(y fo lnm
6) Hilfsmittel

Formelsammlungen, Integraltafeln , z.B.
- Bronstein, Semendjajew, Taschenbuch der Mathematik
- Abramowitz, Stegun, Handbook of Mathematical Functions
- Gradshteyn, Ryzhik, Tables of Integrals, Series, and Products

Symbolische Programme , z.B. MATHEMATICA, MAPLE
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3.2.4 Uneigentliche Integrale

Bis jetzt: Einschrankungen fiir das Integral
1. Intervallgrenzen endlich
2. Integrand f(x) beschrankt

Manchmal kann man Integrale im Grenzwert auch ausrechnen, wenn Einschrankun-
gen nicht zutreffen — ” Uneigentliche Integrale”.

1) Uneigentliche Integrale erster Art: Integrationsgrenze unendlich

Definition:
Obere Grenze: [ dx f(x) = limp_oo f; dz f(z)
Untere Grenze: ffoo dz f(z) = limg—— oo fab dz f(x)
Beide Grenzen: [* dx f(z) = lima o f; dz f(x)
Cauchy-Hauptwert P [*° dz f(z) := limgeo [, do f(2)
Falls ffooo dz f(x) nicht existiert, extiert manchmal wenigstens der
Hauptwert P [%_dz f(x).
Beispiel: Integral ffooo dz 5 fxg existiert nicht, aber der Hauptwert
existiert (P [ dz £ = 0).

Vergleichskriterien

Kriterien, mit denen man priifen kann, ob ein Integral iiberhaupt
konvergiert.

a) Absolute Konvergenz
Falls [ da | f(x)| konvergiert, konvergiert auch [ dx f(z).
b) Konvergente Majorante
|f(z)] < M(z) Vazund [dxz M(z) konvergiert.
Dann konvergiert [dz |f(z)| < [dz M(z), und damit auch
Jdz f(x).
c) Divergente Minorante
f()>m(z) >0 Vazund [dzm(z) divergiert.
Dann divergiert auch [dz f(z).

Beispiele
o [Fdraxz = gl o |OO — 27 fiir o > 1, sonst divergent
a N Y %o_ a—1 ’ g .
° fooo dze™™® = —e_x’() =1

2) Uneigentliche Integrale zweiter Art: Integrand singulir
z.B. unbeschrinkt an einem Punkt xg.

Definition
Singularitit an der unteren Grenze: frb;xo dz f(x) = lim,_,q+ fxbOJm dzf(z).
Singularitét an der oberen Grenze: fax<01’0 da f(x) = lim._,o+ [ “daf(z).

Intervall [a, b] schlieit Singularitit ein:
b . To—€ b
[)dx f(x) = hmn_'oi [faﬂ dz f(z) + fmo+n dz f(a:)}

e—0
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Cauchyscher Hauptwert:
b .
Pfa dz f(z) = lim, o+ [faxo “dx f(x) +fm0+€d:r f(z )]
Beispiel: ffb dz 1 existiert nicht, aber P f_b dzl =0 existiert.

Vergleichskriterien

Analog den uneigentlichen Integralen erster Art.
— Falls [dx |f(z)| konvergiert, dann auch [ dz f(x).
— Majorantenkriterium /Minorantenkriterium analog

Beispiel

11—« .
° fob dzx™% = T— }0 bl_ fiir o < 1, sonst divergent.

3) Wichtige uneigentliche Integrale

GauBintegral: [* dz e_x2 = /7 (Herleitung siehe 3.2.5).
Gamma-Funktion: I'(z) = [[“dte t*"1 (2 >0)
o I'(1) = [;°dt e*t =1 (s.unter 1)
. F(J: +1) =[S dte " = —t%e 7 F 4 [T dt e T = 2 T(x).
= F(n + 1) =n! fiir n € N; I'(z) interpoliert Fakultit.
o Weiterer spezieller Wert:
(/2 = f;° do 7 1/2ew WYY Jo" dye™ v = /7.
Beta-Funktion: B(z,y) fo N1 —¢)¥~tdt (x> 0,y >0)
Es gilt: B(z,y) =T'(z)l'(y )/F(w + y)

Elliptische Integrale:
Sln¢d 1

_ [ 1 I S
k)= J; N dy = Jp -1k’
Sy mw:f;m%x\/@,

Vollsténdige elliptische Integrale: K = F(k,7/2),E = E(k,7/2).

3.2.5 Mehrfachintegrale

Mit den vorher behandelten Methoden kann man auch komplizierte Probleme
l16sen, z.B. verschachtelte Integrale.

Wichtige Anwendung: Berechnung von Volumina
1) Beispiele

(i) Fliche eines Kreises des Radius R
Integriere iiber inﬁnitesimale Flachenelemente dA = dx dy.

A= [fu A= [T de [V dy = [1 de 2V =2

£ a:/R'
(Symg‘mm) 2R? f_ll da’ /T — /2 Bromrein R%(2'V/1— 22 + aurcsim(gc’))’l_1
= 1R,
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(ii) Volumen einer Kugel des Radius R
Integriere iiber infinitesimale Volumenelemente dV = dz dy dz.

27‘,1/,2 /R2 —x2 92
V= fffKuge1dV f dz [* \/Wdyf \/zizyzdz
(Reskahere T,y,z

Sym;etrie )8R3 fold f\/ﬁd f\/wdz
—8R* [ do’ [y (= 2?) — y?

fi—=’ —x/2 ronstein
(F=y'/V1=a") SR3 fo dz’ (1 — ') fo dj \/_7:&2}3 gst %TFR?).

(iii) Volumen unter einer Gaussglocke
2
Pl dAe 0" = [ dze= [ dye ¥ = [ [, dwe"] =
2) Wechsel der Integrationsvariablen, Jacobi-Determinante

Ausgangspunkt: Variablen x; - - -z,
n-dimensionales Volumenelement dV = dzy - - - dz,,.

Ziel: Neue Variablen & - - - &,, Integral iiber d&; - d&,.

Neues Volumenelement dV” aufgespannt durch die Vektoren (g—g, » a"’" )dfj.

— Insgesamt gegeben durch die Determinante der Matrix J = (gg)
= dV' =d& ---d&,|det(J)]

bzw. [day - dan f({z;}) = [d&r-- - d&al det ()| f({&;})-
Die Matrix J heifit Jacobi-Matrix. Die Determinante det(J) heifit
Jacobi-Determinante oder Funktionaldeterminante. Sie wird auch

. _ O@1,,zn)
manchmal notiert als J = (&L, En) "

3) Anwendung: sphirische Koordinaten

e Zwei Dimensionen: Polarkoordinaten (r,¢)

Ubergang von kartesischen Koordinaten (z,%) zu Polarkoordinaten
(r,¢) mit x = rcos(¢), y = rsin(¢), wobei r > 0 und ¢ € [0, 27].
Jacobi-Matrix: J = < Z?SE;?)) ;Zzlsréfg) >, mit det(J) =r
dz, dy entspricht der infinitesimalen Fliche dA = dz dy.
dr,d¢ entspricht der infinitesimalen Fléiche
dA’ = dr d¢ | det(J)| = rdr de.

Anwendungsbeispiele:
(i) Kreisfliche: A= [[

Kreis

dA = [Fdrr [77d¢ = nR2.

(ii) Volumen unter Gaussglocke:
[l e @+y") 4z dy = Jo~dr re=" OQW d¢ =27 [ drr e’

= Tr.
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e Drei Dimensionen: Zylinderkoordinaten (r, ¢, z)
x =rcos(¢p), y =rsin(¢), z=zmit r > 0,¢ € [0,27],z € R.
Jacobi-Determinante: | det(J)| = r.
dx, dy, dz entspricht dem infinitesimalen Volumen dV = dz dydz.
dr, d¢, dz entspricht dem infinitesimalen Volumen dV’ = rdrde¢dz.

e Drei Dimensionen: Kugelkoordinaten (7,0, ¢).
x = rsin(f) cos(¢), y = rsin(f) sin(¢), z = r cos(6)
mit r >0, 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27][.
sin(@) cos(¢) 1 cos(f)cos(¢p) —rsin(h)
Jacobi-Matrix: J = | sin(f)sin(¢) rcos(f)sin(¢) —rsin(f)
cos(6) —rsin(0) 0

sin(6)
cos(¢)
= |det(J)| = r?sin(0).
dx,dy, dz entspricht infinitesimalem Volumen dV = dz dy d=z.
dr,d#, d¢ entspricht infinitesimalem Volumen dV’ = r2dr sin(#)dfdé.

Beispiel Volumen einer Kugel des Radius R:
V= [ [ frga @V = [37dr? [77d0 sin(9) [;7 d¢ = 47R%.

3.2.6 Kurven- und Oberflichenintegrale

Bis jetzt: Integrationen iiber d-dimensionale Gebiete in d-dimensionale Rdumen
("Volumina’). Oft muss man jedoch iiber niederdimensionale Mannigfaltigkeiten
integrieren, z.B. Flidchen oder Linien im Raum.

Beispiele: Umfang eines Kreises oder Oberfléche einer Kugel.

1) Kurvenintegrale

Gegeben Raumkurve C, irgendwie parametrisiert durch vektorwertige
Funktion 7(s),s € [sg : s1]. (Parameter s ist im Prinzip beliebig, konnte
z.B. die Zeit sein). Die Funktion 7(s) soll differenzierbar sein, d.h. jede
Komponente r;(s) ist differenzierbar — glatte Kurve.

e Hiufige Fragestellung: Bogenlinge der Kurve C.
Infinitesimales Léngenelement auf Kurvenstiick zu ds:

dl = |dF] = Vd7 - dF = dsy/(4)2
=L = fC dl = fssol ds (%)2
(NB: Notation fiir geschlossene Kurven auch oft ¢ di)
e Beispiele

— Umfang eines Kreises: 1. Weg Direkt iiber z2 + 3% = R?
Berechne zunéchst Bogenlidnge Uy /4 des Viertelkreises im oberen
rechten Quadranten (x > 0,y > 0).

Parametrisiere direkt mit z: y(z) = VR2 — 22(z € [0 : R])
1



44 KAPITEL 3. ANALYSIS

Umfang des Viertelkreises
7| (z'=2/R)
Ura = Jy de | = R [ o

= Rarcsin(z )‘ = Rn /2.
— Umfang Vollkreis U = 4U, ;, = 27 R.

— Umfang eines Kreises, 2. Weg: Uber Polarkoordinaten
Parametrisierung mit ¢: 7(¢) = (ggﬁf i) ¢ € [0: 2.
E=R( ) =|Fl=R=>U=["do|F|=2nR.
—Umfang einer Ellipse
Ellipsengleichung x2/a? + 32 /b®> = 1; Sei b > a.
— Einheitskreis, gestreckt um (a, b) in Richtung (z,y).

— Parametrisierung in Polarkoordinaten: (;) = (“bgf’;g) = 7(¢)

= }g—(’; = \/a2sin2¢+b20052¢: b\/m
mit e = m: Exzentrizitét.
= U= [77d¢ |L] =b[;7"dg\/1 - e>sin? ¢ = bE(e, 27
e Allgemeiner: Wegintegral einer Funktion von 7 entlang Kurve C'.

— Skalare Funktion f (7_") (Kurvenintegral erster Art)

Je AL () =[5} dsy/(§5)2F(7)

- Vektorlelle Funktion f ( ) (Kurvenintegral zweiter Art)
Jodi- f(7) = [2Hds§E - f(7)

Beispiel: Berechnung der phy&kahschen Arbeit (Kraft mal Weg).
Gefragt ist nach der Arbeit W, die entlang eines bestimmten

Weges 7(t) verrichtet wird. Im allgemeinen héngt die Kraft vom
Ort ab: F(r) = W = [dr- F(7).

/ _$/2

2) Flichenintegrale
Gegeben (krumme) Flache O im Raum.

Auch irgendwie parametrisiert, diesmal zwei Variablen nétig: 7(u, v).

e Hiufige Fragestellung: Flicheninhalt A
Infinitesimales Flédchenelement d A:
Aufgespannt durch die beiden Vektoren a’" A, gz dw.

— Definiere Vektor dA = ( a7")du dv
steht lokal senkrecht auf der Flache O,
Betrag ist Flacheninhalt des Flichenelements: dA = |dA]|

= A= deA dedv‘duxdv‘
e Beispiel: Oberflache einer Kugel vom Radius R.
Parametrisiere mit Kugelkoordinaten (6, ¢):
7(6, ¢) = R(sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 9).
gg = R(cos 6 cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0). 2 56 = R(—sinfsin ¢, sinf cos ¢,0).
= gg X g; R?sin (sin 0 cos ¢, sin @ sin ¢, cos §) = Rsin § 7

= A=R? Oﬂdqﬁ fow sin Adf = — R?27 cos gb}g = 4T R2.
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e Allgemeiner: Oberflichenintegral einer Funktion von 7 auf einer
Fliche O.

— Skalare Funktion f(7) (skalares Oberﬂé’,chenintegral)
deAf dedU‘auxav‘f
— Vektorielle Funktlon f (f) (vektorlelles Oberfléachenintegral)

deA f(7) = [dudo ( 90 x I - (7).

Beispiel: Berechnung des (elektrlschen) Stroms I durch Draht.
Lokale Stromdichte ist j (7). Strom flieBt durch Querschnitts-
fliche O des Drahtes. Nur der Anteil senkrecht zur Fléche
trigt zum Strom bei. (Dabei ist es egal, wie die Fliche O
genau gelegt wird) = dl =j-dA = I = foj- dA.

3.3 Potenzreihen

Potenzreihen: Alternative Darstellung unendlich oft differenzierbarer Funktio-
nen. Fiir praktische Berechnungen enorm wichtig in vielen Bereichen der Physik,
vor allem, weil damit gute Naherungsausdriicke fiir diese Funktionen motiviert
werden koénnen.

3.3.1 Folgen und Reihen

1) Folgen
Formale Definition: Eine Folge ist eine unendliche Menge von durch-
nummerierten Zahlen (aj,a2, ) = (an)nen oder (apn)nen,. bzw.
eine Abbildung von N oder Ny in R oder C.
Beispiele:
(n € N)

() (0, 123,..) (an) =
(b) (1-1,1,..) (an) = (—1)" (n € No)

(c) (1, 1/2 1/3,...) (an) = 1/n (n € N): Harmonische Folge
(d) (1,4,¢%,-..) (an) = q" (n € Np): Geometrische Folge
(©) (LLA/21/6u) (an) = 1/n! (n € No)

(f) (1,1,2,3,5,8,...) (an, = an—1 + an—2): Fibonacci-Folge

Charakterisierung von Folgen:

Beschrinktheit: (a,) beschrinkt < 3B : |a,| < BVn €N

Monotonie: (a,) monoton steigend < a, < ap+1 Vn € N

(an) streng monoton steigend < a,, < an4+1 Vn € N

Analog (streng) monoton fallend
Konvergenz: (a,) konvergent, falls lim,,_, a, = a existiert.

Alternativ Cauchy-Kriterium (dquivalent)

(an) konvergent < Ve > 03N : |ap, — am| < €Vn,m > N

Wichtige Satze:

e Jede konvergente Folge ist beschrankt

e Jede beschriankte und monotone Folge ist konvergent.
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2) Reihen

Definition: Gegeben Folge (ay). Zugehorige Reihe ist die Folge (S),) mit
Sn =Y p_q a bzw. Sy =) ak.

Notation: S =577, a; bzw.S =3 17 ax
NB: Damit ist noch nichts dariiber ausgesagt, ob die Reihe {iberhaupt
einen Grenzwert S hat, d.h. ob die Folge S,, konvergiert!

Konvergenzkriterien fiir Reihen
(fiir Beweise siehe z.B. Vorlesung 'Mathematik fiir Physiker’)

Nullfolgenkriterium : Fiir konvergente Reihen gilt limg_,o, ar =
0. Umgekehrt sind Reihen mit limy_,+, ar # 0 sicher divergent.

Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen (d.h. Reihen, bei de-

nen sich die Vorzeichen aufeinanderfolgender Glieder a; abwech-
seln): Alternierende Reihen sind konvergent, wenn limy_, o, ax =
0 und |ag+1| < |agl.
Beweisskizze: OBdA starte die Reihe mit ag > 0. Betrachte Partial-
summen Ss,, und Sy, 1 mit geraden und ungeraden Indizes. Die Folge
der Sy, ist positiv und monoton fallend, die der Ss,4+1 negativ und
monoton steigend. Da beide Folgen beschriankt sind, haben sie einen
Grenzwert. Weiterhin ist lim, o0 Son+1 — Son = lim,, 00 a2nt1 = 0,
deshalb sind die beiden Grenzwerte identisch.

Absolute Konvergenz: Falls Sy = > 77, |aj| konvergiert, konver-
giert auch S = >"77, ai. Die Reihe S heiBt dann absolut kon-
vergent. Konvergente Reihen, die nicht absolut konvergent sind,
heilen bedingt konvergent.

Majorantenkriterium: Falls > 77 |, my, konvergiert und |ax| < my
fiir fast alle Glieder ay, (bis auf endlich viele), dann ist Reihe S
absolut konvergent.

Quotientenkriterium: Betrachte Grenzwert p = limp_ . \GZZI |.

Falls dieser Grenzwert existiert und p < 1, ist die Reihe absolut

konvergent, falls p > 1, divergiert sie. Fiir p = 1 ist keine Aussage

moglich.

Beweisskizze: Abschitzung der Koeffizienten durch ay ~ Cp* und der

gesamten Reihe durch geometrische Reihe C') ", ok,
Wurzelkriterium: Betrachte Grenzwert p = lim,, ’{/W . Falls

dieser Grenzwert existiert und p < 1, ist die Reihe absolut kon-

vergent, falls p > 1, divergiert sie. Fiir p = 1 ist keine Aussage

moglich.

Beweisskizze: Abschiitzung der Koeffizienten durch a, ~ p* und der

gesamten Reihe durch geometrische Reihe ), ok,
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Beispiele:

(a) > -p2, k divergiert.

(b) Y222, (=1)* hat keinen Grenzwert.

(c) >pey 1/k divergiert.
(aber S°7° | (—1)¥/k konvergiert (— In(2)).)

(d) %2, ¢*: Geometrische Reihe
Hier kann man Teilsummen berechnen: S,, =
= Divergiert fiir ¢ > 1, konvergiert fiir ¢ < 1.

Fiir g < 1ist Y32 = 14
(e) >p2q 1/k! konvergiert (— e).

1iqn+1
1—q

Eigenschaften von Reihen:

Umsortierung der Terme ist fiir absolut konvergente Reihen er-
laubt und dndert den Grenzwert nicht. Fiir bedingt konvergente
Reihen gilt das Riemannsche Theorem: Man kann die Ter-
me so umsortieren, dass die Reihe divergiert oder gegen einen
beliebigen Grenzwert strebt.

Addition von Reihen, Multiplikation mit Skalar: Zwei konver-
gente Reihen diirfen gliedweise addiert oder subtrahiert werden,
und eine Reihe darf (gliedweise) mit einem Skalar multipliziert
werden. Das Ergebnis ist wieder konvergent.

3.3.2 Potenzreihen

1) Definition:

Darstellung von Funktionen als unendliche Reihen: | f(z) = Y52 axz®

Beispiel: f(z) = == = Yo, 2" (geometrische Reihe)

2) Konvergenz:
Frage: Wann konvergiert eine Potenzreihe?

Konvergenzradius: (ohne Beweis)
Es gibt einen Konvergenzradius R, so dass gilt:
e Fiir |z| < R: Die Reihe konvergiert absolut.
e Fiir |z| > R: Die Reihe konvergiert nicht.
e Fiir |z| = R: Die Reihe konvergiert oder divergiert.
NB: Sofern die Reihe konvergiert, ist sie bei |z| = R auch stetig
(Abelscher Grenzwertsatz).
Kriterien zur Berechnung des Konvergenzradius
FErgeben sich aus Kriterien fiir die Konvergenz von Reihen:
e Quotientenkriterium % = limy_y00 ]a’;zl
o Wurzelkriterium % = limg_,so W .

(sofern Grenzwerte existieren).
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Beispiele:

e Geometrische Reihe f(z) =Y 30 2% = R=1.
o flz) =3 %2" = R=1.
o f(z) =Yy m2" = R=cc.

Fehlerabschitzung: Wann kann man eine Reihe abbrechen?
Sei f(z) = Y po o arx®. Betrachte Restglied R,,(z) = f()—>_p_o axz®.
Lagrangesches Abschéitzung: |R,(z)| < %maxhkm f(t).
Praktische Abschitzung:

Falls |ag+1| < |ag| fiir £ > n und |z] < 1,
folgt | R (z)] < any1%—

l—x

(Abschitzung mittels geometrischer Reihe)

3) Rechnen mit Potenzreihen

e Addieren, Subtrahieren : Gliedweise
S apxt £ 3 bk =3 (ag £ by)2k

e Multiplizieren : Nur bei absolut konvergenten Reihen erlaubt. Dann
wird ausmultipliziert wie bei Polynomen. Ebenso kann man dividie-
ren, sofern nicht durch Null geteilt wird. (I.A. wird sich dabei der
Konvergenzradius éndern).

e Substitution : Absolut konvergente Reihen kénnen ineinander substi-
tuiert werden. (I.A. wird sich der Konvergenzradius &ndern).

e Differentiation und Integration : Gliedweise.
f@) =3 apzt  — fl(z) =Y, apka® ! etc.
4) Eindeutigkeit
Wenn 3 apz® = Y bpa® auf einem Intervall um 2 = 0, dann ist ag = by Vk.
= erlaubt Koeffizientenvergleich.

Aquivalent: > cpz® = 0 auf einem Intervall = ¢, = 0 Vk.
Folgt letztlich daraus, dass alle Ableitungen Null sind.

NB: Interpretation innerhalb der linearen Algebra:
Potenzreihen bilden unendlichdimensionalen Vektorraum,
Funktionen 2* bilden linear unabhingige Basis.

3.3.3 Taylor-Entwicklung

Methode, Potenzreihen fiir Funktionen zu konstruieren. Funktioniert fiir sehr
viele Funktionen f(z).

1) Taylor-Entwicklung um z = 0 (MacLaurin-Reihe)
Funktion f(x) sei unendlich oft differenzierbar.

flx) =372, apz” = ag = f(0)
f(x) =30, apkzh1 = a; = f/(0).
(@) =Yg axk(k — 1)a*=2 = ay = 3 f7(0).



3.3. POTENZREIHEN 49

fW () =S gapk(k —1) - (k—n+1)z* " =a, =L f™(0).

= Taylor-Reihe | >~77, ! (kk)!(o)xk !

2) Taylor-Entwicklung um beliebigen Punkt z
Nachteile der MacLaurin-Reihe bei grofien x:

- Fiir grofle £ muss man immer mehr Terme mitnehmen, um eine gute
numerische Genauigkeit zu erzielen
- Eventuell konvergiert die Reihe gar nicht mehr.
Ausweg: Bilde Taylor-Reihe um anderen Punkt xg.
Schreibe f(x) = f(zo + h) = g(h), entwickle g(h)

= Taylor-Reihe | >~77, ! (k;(!xo) (z — x0)* |

2) Beispiele von MacLaurin-Reihen

Geometrische Reihe f(z) = &= = a; = f(0)/k! = 1.

x

fa)y=:=1+a+2>+2°+ . =322
Exponentialfunktion f(z) =exp(z) = a = f™(0)/k! =1/k.

f(@)=exp(x) =1+a+22/2+23/6+ - =370 2" /k!
Trigonometrische Funktionen

f(x) =sin(z) =2 —23/3! + 22 /5! + ... = Zio(—l)k%

fz) = cos(w) =1 —22/2l + at/4l 4 -+ = 22 (- D)F &,

NB: Vergleich der Potenzreihen von sin(x), cos(x) und exp(x) liefert
endlich den Beweis fiir den Eulerschen Satz (e’® = cos(¢) +isin(¢)).
Logarithmus: Entwicklung von In(x) nicht moglich (In(0) divergiert)!
Stattdessen Entwicklung von In(1 + z).
F(@) =In(l+2) = 2 —22/2 + 233 - = Y52 (<) ak [k
NB: Bezug zur harmonischen Reihe: Y32, (—1)k1/k = In(2).
Potenzen f(z) = z®.
Fiir beliebige « ist Entwicklung nicht moglich, da f(x) i.A. nicht
beliebig oft differenzierbar — Entwicklung von (z + 1)“.
f@) = +)* =1+ az+ (32 + - = ¥iZ, ()"
mit ((’);) _ a(a—l);ga—k-i-l)‘
Speziell « € N = Potenzreihe bricht ab.
Man erhilt bekannte Formel (1 +z)N = 37 () k.

4) Giiltigkeit der Taylor-Entwicklung:

Wann kann man Taylor-Reihen bilden?

Notwendig: Unendlich oft differenzierbar bei x.

Achtung: Diese Bedingung ist nicht hinreichend.
Berithmtes Gegenbeispiel f(z) = exp(—1/x?).
Bei z = 0 unendlich oft differenzierbar, aber f(™(0) =0 Vn.
= Taylorreihe wéire identisch Null.
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Wo ist Taylor-Reihe giiltig?
Antwort: Natiirlich innerhalb des Konvergenzradius.

Achtung: Nicht notwendig deckungsgleich mit dem Definitionsbe-
reich der urspriinglichen Funktion f(x)

Beispiel: f(z) = L ist definiert im zusammenhéngenden Gebiet
x €] — 00, 1], aber Taylorreihe > z* konvergiert nicht mehr ab
Tz < —1.

5) Taylor-Reihen in mehreren Variablen

Beispiel: Funktion von zwei Variablen f(z,y), entwickelt um (zq, yo).

Potenzreihe:
f(x,y) = Qg t al()(x - xO) +ag (y - yO)
+ ay (:L' - xo)? + a11(m _‘1'0)(y - yO) + ag, (y - yO)2
= Zij Qg (. —0)"(y — yo)’
Koeffizienten a;; sind wieder eindeutig.
Ergeben sich als partielle Ableitungen: a,, = f(xo, o),
_ 0 _ 0
ai = %f’(5007y0)’ Aoy = %f|(xo7yo)7

_ 1 02 _ 0 _ 102
Ay = ?Wﬂ(fﬁmyo)’ ay = 83:8yf‘(900,y0)’ Qo = ﬁaT;?f‘(Io,yo)’ ete.

= Taylor-Reihe: f(ry) = ¥ i [(r-20) %) [r-w0) 1 S|

Kann mit (a +0)" =), i!(%ii)!aib”_i umgeschrieben werden als
Hay) = Yo mlle —e0)gs + 6 -w)gl" f@y)|

Verallgemeinerung fiir Funktion f(z1,--- ) von M Variablen z;
Entwicklung um (aq,---apr)

f(l'ly"' ,fl?M) = Zn%[zjj‘il(x] — a])%]nf(g;th)

(a1, ,anr)
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3.3.4 Analytische Funktionen

Alle bisherigen Aussagen fiir Potenzreihen f(z) = ), apx® gelten sowohl fiir
reelle als auch fiir komplexe Variablen x. Hier nun: Spezielle Eigenschaften
komplexer differenzierbarer Funktionen f(2) (z, f(z2) € C).

1) Definitionen

Analytische Funktion

Eine komplexe Funktion f(z) heifit analytisch bei z = a, wenn f(z)

fiir alle Punkte innnerhalb eines (mdoglicherweise kleinen) Kreis um

z = a differenzierbar ist, d.h. der Grenzwert ‘i’; = limg,_0 w

existiert und ist eindeutig fiir alle moglichen Richtungen von dz in
der komplexen Ebene.
Eine Funktion f(z) heifit analytisch in einem (offenen) Gebiet,
wenn f(z) bei jedem Punkt in diesem Gebiet analytisch ist.
Regulidre und singulire Punkte : Sei eine komplexe Funktion f(z).
Regulidre Punkte von f(z) sind Punkte, wo f(z) analytisch ist.
Singulire Punkte oder Singularititen sind Punkte, an denen
f(2) nicht analytisch ist.
Falls f(z) bei z = a singulér ist, aber rund um a analytisch, dann
ist a eine isolierte Singularitét.
Ein Pol ist eine isolierte Singularitéit, bei der die reziproke Funktion
g(2) = 1/f(2) eine Nullstelle hat. An einem Pol nter Ordnung hat
1/f(z) eine nfache Nullstelle.
Beispiele:
Die Funktion f(z) = 22 ist analytisch.
Die Funktion f(z) = |z|? ist nicht analytisch.
(Nicht differenzierbar im Komplexen:
In Polardarstellung sei z = |z[e'?, dz = |dz[e®.
Dann ist limg,—,0 W = 2|z| cos(¢ — 1b)e™ ¥ nicht eindeutig:
Hingt von 1 ab.)
Die Funktion f(z) = 1/2% hat einen zweifachen Pol bei z = 0 und
ist ansonsten analytisch.

2) Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Sei z =z +iy und f(z) = u(z,y) + v(x,y) mit z,y,u,v € R. Es gilt:

Cauchy-Riemann-Relationen Wenn f(z) analytisch ist, dann gilt
ou _ dv ou _ _0Ov
oxr — oy’ dy — Oz
(Beweisskizze: df = du + idv; dz = dz + idy.
= df = 84do + §tdy +i2du + Qv dy = $dz = I (dx +idy),
df - Qv - Ou v

bei 4 eindeutig sein soll. = (2 =
wobei gL eindeutig sein soll. = (5% +ig%) = (—igy + 59)-

Rest folgt aus Vergleich von Real- und Imaginirteil.)
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Umgekehrt gilt: Falls die v und v stetig und stetig differenzierbar sind
und ihre partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemann-Relationen erfiillen,
ist f(z) = u + v analytisch.

(Beweisskizze: Eindeutigkeit der Ableitung 148t sich zumindest fiir
Grenzwerte dz — 0 entlang gerader Pfade von dz zeigen.
Schreibe dz = dx + idy = |dz\ei¢ — da = |dz| cos ¢, dy = |dz|sin ¢.
= |dz| {8“ cos ¢ + 5 Qu smgzb + z > cos ¢+ 2 sm (4

= |dz|(cos ¢ + i sin ¢) [% + i%} wegen Cauchy—Riemann—Relation.

Damit ist df =94 4+ 2% cindeutig.)

NB: Daraus folgt unmlttelbar, dass fiir analytische f = u +iv die Funk-
tionen v und v im Analytizitéitsgebiet die sogenannte Laplace-Gleichung
2
erfiillen: Au =0, Av =0 mit Ag(z,y) := % + g—yg

Py | 8*u _ O v 8 v _ : =
(5% + 95° = 9z 0y — by os = 0. Herleitung fiir v analog.)

Beispiele:
f(z2) = 2% =t u(z,y) + iv(z,y) mit u = 2* —y?, v = 2zy
= g—g =2z = % g—Z =2y = —8—;’: — analytisch!
f(2) = |21* = u(z, y) +iv(z, y) mit u = 2° + > v=0
Ge=20#5 =05 =2 # 92 =0 — nicht analytisch!

3) Zusammenhang mit Potenzreihen

Grund dafiir, dieses Kapitel 3.3.4 in 3.3 aufzunehmen.

Theorem: (ohne Beweisskizze): Eine Funktion f(z), die in einem Gebiet
analytisch ist (also mindestenst einmal differenzierbar), ist damit au-
tomatisch unendlich oft differenzierbar und kann in jedem Punkt a
des Gebietes in eine Taylorreihe entwickelt werden. Der Konvergenz-
radius der resultierenden Potenzreihe ist durch den Abstand zum
néchsten singulidren Punkt in der komplexen Ebene gegeben.

(Beispiel: f(z) = In(1 + z) hat Singularitét bei z = —1. Deshalb hat die
MacLaurin-Reihe von f(z) den Konvergenzradius R = 1.)

NB: Analytische Fortsetzung - Innerhalb eines zusammenhéngenden
Gebiets kann der Konvergenzbereich bzw. u.U. auch der Definitions-
bereich einer Funktion f(z) erweitert werden, indem man die Taylor-
reihe um z = a dazu nutzt, eine neue Taylorreihe um einen geeigneten
Punkt b zu konstruieren.

(Beispiel: Man kann die MacLaurin-Reihe von f(z) = In(1+4z) dazu nutzen,

eine Taylorreihe um z = 0.9 zu konstruieren. Die neue Potenzreihe hat
den Konvergenzradius R = 1.9 und konvergiert daher in einem grofieren
Bereich als die urspriingliche Reihe.
Durch sukzessive analytische Fortsetzungen iiber die komplexe Ebene
kann man den Definitionsbereich von f(z) auch so erweitern, dass die
Funktion fiir reelle z < —1 definiert ist. Das Ergebnis ist allerdings nicht
eindeutig und héngt davon ab, ob iiber die obere oder untere Halbebene
von C analytisch fortgesetzt wurde.)
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4) Hexereien mit analytischen Funktionen

Analytische Funktionen haben eine Reihe erstaunlicher Eigenschaften.
(Gegenstand des Gebietes der Funktionentheorie)

Cauchyscher Integralsatz: Wenn f(z) auf einer ’einfachen’ geschlosse-
nen Kurve C' und in dem darin eingeschlossenen Gebiet G analytisch

ist, dann gilt: | ¢, dz f(z) =

Dabei ist eine ’einfache’ Kurve eine Kurve, die sich nicht selbst

kreuzt, und das Integral fC dz f(z) ist als Kurvenintegral analog Ab-

schnitt 3.2.6 definiert: Die Kurve C' sei durch eine Funktion z(s)

mit irgendeinem Parameter s parametrisiert (s € [sp, s1]). Dann ist

Jodz f(z) = [ ds dz f(2(s))

(Bewelssklzze. Betrachte einfachkeitshalber konvexes Gebiet (anderen-
falls Zerlegung in konvexe Teilgebiete). Betrachte in fc dz f(z) =
$o(dz + idy) f(z). zunéchst den Term ¢ dx f(z). Weg C kann in obe-
ren und unteren Teilweg v, (z) und y,(x) zerlegt werden. ¢ dz f(z) =

S yule )) f @yl )> == [ da o) Ay = — [[,dASL.
Analog fo dy f(z ffG dA
Zusammen ¢ ( d:chzdy f= 7fdeA(8y Zaz) = *fdeA(ay +ige
zgg + am) = 0 wegen Cauchy-Riemann Relationen)

Folgerung: Integrationswege kénnen (bei gleichbleibendem Anfangs-
und Endpunkt) in der komplexen Ebene beliebig verschoben wer-
den, solange beim Verschieben keine singuldren Punkte iiberstri-
chen werden. (Altes und neues Kurvenintegral unterscheiden sich
um eine geschlossene Kurve, die nach dem Cauchyschen Integral-
satz keinen Beitrag liefert.

Beispiel: Berechnung des Integrals I = f_oooo dz e=" eike,

; 2 g2 12 —ik/2 )
I = j‘ dp e~ (@—ik/2)? o—k*/4 _ —k?/4 f—o?ool—ik/Q) dyev
Caghy e_k,2/4 fioo dy e_y2 _ e_k2/4ﬁ.
Cauchysche Integralgleichung : Sei eine einfache geschlossene Kurve

C, die gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Wenn f(z) auf C
und dem von C eingeschlossenen Gebiet G analytisch ist, dann gilt

fiir Punkte w in dem Gebiet G: | §,dz 2 Z) =2mif(w) |

(Beweisskizze: Ziehe Integrationskurve so weit zusammen (Cauchyscher
Integralsatz!), bis sie nur einen Kreis von infinitesimalem Radius € um
den Pol z = w 1st Parametrlslere sie mit ¢ € [0: 27] : 2(¢) = w + ee’®.
— $odz L& = [T dg 42 SE) - [T 4 (ieeit L8 = f(w)i [T do

= 2mi f(w )

Residuensatz Folgt direkt aus dem Cauchyschen Integralsatz.

Sei eine einfache geschlossene Kurve C| die gegen den Uhrzeigersinn
durchlaufen wird. Die Funktion f(z) sei auf C' analytisch und inner-
halb des von C' umschlossenen Gebietes G ebenfalls bis auf endlich
viele isolierte Singularitédten z;.
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Definiere Residuum: Res[f(z); z;] = 3§Fz d¢ f(¢), wobei die Kurve
I'; in der komplexen Ebene einen Kreis z = z; mit infinitesimalem
Radius beschreibt, der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Dann ist 3§C dz f(z) = 2mi Z?:l Res[f(2); 2]

(d.h. die Beitréige einzelner Singularitéten addieren sich auf).

Anwendung: Berechnung bestimmter Integrale, z.B. f dz 5 +12
Funktion f(z) = 1/(1 + 22) hat Pole bei z = 4. Die zugehorigen
Residuen sind Res[f(z),i] = 1/2i, Res[f(z),—i] = —1/2i. Wihle
als Integrationsgebiet Kurve, die obere Halbebene umschliesst (re-
elle Achse kombiniert mit Halbkreis mit Radius R — o0). Oberer

Halbkreis trigt nicht bei = f_oooo dx ﬁ = % =.

5) Laurent-Reihen : Verallgemeinerung der Taylor-Reihe

Taylor-Reihe: Entwicklung von f(z) nach Potenzen (z—zp)" mit n € Nj.
Konvergenzgebiet kreisformig (schlieit zg ein).

Laurent-Reihe: Entwicklung von f(z) nach (z — z)* mit k € Z.
Konvergenzgebiet kreisringférmig (schliet zp nicht notwendig ein).

f(z) = ZZO 0 an(z - Zo)n + > ey b/ (2 — 20)™

mit 4, = ok fd: *)

= 271'1 fC dz f Z B ZO)TL*17
wobei C eine beliebige geschlossene Kurve im Konvergenzgebiet
(Kreisring) ist, die zo umschlieft.

(Herleitung der Formeln fiir a,, und b,:

Zeige zunéichst, dass § dz(z — 20)* = dy,_12mi fiir k € Z:

k = —1: Cauchysche Integralgleichung.

k > 0: Cauchyscher Integralsatz ((f(z) = (z — 20)" ist analytisch).

k < —1: Ziehe Integrationskurve auf Kreis mit Radius € um 2y zusammen.
Parametrisiere z(¢) = 2o + ee'?.
Berechne § dz (2 — zp)" = ief ™! fo% dge!Ft1¢ = 0 fir k # —1.

Setze dann Laurentreihe fiir f(z) in Gleichungen fiir a,, und b,, ein und iieber-

zeuge Dich von deren Richtigkeit.)



Kapitel 4

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

Typische Gleichungen der Physik: Gleichungen, in denen Funktionen und de-
ren Ableitungen vorkommen (d.h. Aussagen iiber Beziehungen zwischen
Funktionen und deren Ableitungen.

Typische Fragestellung: Losung solcher Gleichungen finden.

Beispiele
(i) Kréftefreie Bewegung (1 Dimension: x(t)) =0
(ii) Bewegung im Schwerefeld i=—g
(iii) Bewegung mit Reibung &= —-nx
(iv) Bewegung mit Reibung im Schwerefeld T=-nr—g
(v) Schwingungsgleichung &= —w’x
(vi) Radioaktiver Zerfall: Teilchenzahl N (t) N = —kN
(vii) Pendel, Winkel ¢(t) ¢ = —w?sin(¢)
(viii) Wellengleichung y(z, ¢) Py — 2%y

Charakterisierung/Klassifizierung

e Gewdhnliche Differentialgleichung: Eine Variable ((i)-(vii))
+ Partielle Differentialgleichung: Mehrere Variablen ((viii))

e Ordnung der Differentialgleichung: Hochste vorkommende Ableitung
((vi): erste Ordnung; alle anderen Beispiele: zweite Ordnung)

e Lineare Differentialgleichung: Funktion und Ableitungen tauchen nur
linear auf. (Alle Beispiele aufler (vii))

e Besonders einfacher Spezialfall der linearen Differentialgleichung;:
Konstante Koeffizienten: a + by(z) + ¢y/(x) + dy”(z) + - = 0.

Hier nun im Folgenden: Gewohnliche Differentialgleichungen

95
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4.1 GewoOhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Problemstellung :
Differentialgleichung: ¢/(z) = f(z,y)
Anfangsbedingung: y(xg) = yo mit Definitionsbereich (z,y) € D.

Satz von Picard :
Falls f(z,y) und %5 stetig, ist die Losung eindeutig.
(hinreichende Bedingung).

Beispiel: Gleichung 3’ = z,/y mit y(0) =0 (z € R, y >0)
Losungen: y = 0 und y = 2*/16  nicht eindeutig.
x

Hintergrund: %ch =3 nicht stetig bei y = 0.

Falls Definitionsbereich so eingeschrankt wird, dass % stetig (z.B. y > 0),
wird die Losung eindeutig.

Nun: Diskutiere Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen erster Ordnung.
Es gibt kein allgemeines Losungsverfahren, aber gute Verfahren fiir viele wich-
tige Spezialfille.

4.1.1 Separable Differentialgleichungen

Funktion f(x,y) = a(x) b(y) faktorisiert.

Losungsverfahren:
g—z =a(x)b(y) = % =dza(x) = fyyo dy' /b(y') = ffo dz’ a(x)
— Losung durch Integration, gibt implizite Gleichung y < .

Beispiele:

e y(z)=a(x) = y= fxxo da’ a(z’) 4+ yo (einfaches Integral)

o Y (x)=-X\y — % =-\dz — ln(%) = -z —z9)
= y = yoe =)

W—ad - In(L)=aln(L)

o y(r)=a? — - 2

= y=yo(5;)"

4.1.2 Lineare Differentialgleichungen
Funktion f(x,y) linear in y: f(x,y) = a(z) y + b(x)

Homogener Fall : b(z) =0
— separable Gleichung: i—y =a(z)dr = y=« exp(ffo da’ a(z))

Allgemeine Losung: y = ae?(®)

A(x): Stammfunktion zu a(z) (A'(x) = a)

a: beliebig — Eindimensionale Schar von Lésungen
Tatséchliche Losung wird durch Anfangsbedingung festgelegt
(o = yo e~ A@0)),
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Inhomogener Fall : b(x) # 0

Vorab: Kennt man eine Lésung y; von 4 = ay + b, so kann man daraus
durch Addition der Losungen yp des zugehtrigen homogenen Glei-
chungssystems (y}; = ayg) eine Schar von Losungen konstruieren.

(Mit y; = ayy + b gilt fiir beliebige y = yr + ayu:
Y =y +oayy =ayr + b+ anyly = ay +b)
Man braucht also nur eine Losung zu finden.
1. Verfahren: Raten
(zum Beispiel a, b = const. = y; = —b/a ist eine Losung).
2., systematisches Verfahren: ” Variation der Konstanten”
Ansatz: y(z) = a(z) e2®)
— 1y =ed(ad + o) = ay+b=Aoet +b
— o = be™* = Einfache Integration a(z) = f;o da’ b(z')e= A,
= Spezielle inhomogene Losung: yr(z) = eA®) [ da’ b(a')e=A*)
= Allgemein: (mit Anfangsbedingung y(zo) = o)

y(x) = eA@) [ffo da’ b(x') e A 4 C’}

mit C' = ype~A@0),

Beispiele

1) y =24+ L =ray+bmita=2p= 1.

T

Homogene Losung: yg = ae mit A =2 [ de// =2Inz (e = 2?)

Az") — 72 LQU! _ 1

!
Inhomogene Lésung: y; = e S i%e_ o5 — 42

Allgemein: y = —ﬁ + Cx?
2) &=-ni—gmit z(0) =0, 2(0) =vy =0

e Setze £ = v — gewohnliche Differentialgleichung v = —nv — g

e Homogene Losung: v = ae™"™

e Inhhomogene Losung: Diesmal mit Raten — vy = —g/n

— Allgemeine Losung: v = —% +ae™ "

Anfangsbedingung v(0) = 0 = v(t) = %(e*"t —1)

e Schliefilich noch aufintegrieren: z(t) = fg dt’ v(t')
x(t) = -2t + 17%(1 —e M)

o
(%: Grenzgeschwindigkeit, wird exponentiell erreicht).
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4.2 Systeme von Differentialgleichungen und Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung

4.2.1 Allgemeine Vorbemerkungen
4.2.1.1 Charakterisierung

e 1) Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung

Allgemeine Form: y; = fi(z,y1, - ,Yn)
bzw. Vektorschreibweise y’ = f(z,y) mit y = (y1, - , yn)-

Allgemeine Losung hat die Formy = F(z,Cy,--- ,Cy), wobei (C1,- -+, Cy)
freie Konstanten. = n-dimensionale Schar von Lésungen.

Konkrete Losung (konkreten Werte von C;) wird durch die Anfangsbe-
dingungen y(xg) = yo festgelegt.

Hinreichende Bedingung fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losung (bei
vorgegebenen Anfangsbedingungen): f(x) stetig und ng; stetig.

e 2) Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Form: y(n) (.’B) = JF(CC, Y, y/J y”7 o 7y(n_1))
Reduktion auf ein n-dimensionales System von Differentialgleichungen
erster Ordnung durch Definition y; () = y(z), - - -, yn(z) = y™ V().
Y2
Y3
= y'(z) = f(z,y) mit f(z,y) =
Yn—1

f(z,y)

Analog zu oben gilt dann: Allgemeine Losung hat die Form y = F (x,Cq, -
mit freien Integrationskonstanten C;.

e Fazit: Beide Probleme (Systeme von Differentialgleichungen und Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung) sind im Prinzip dquivalent.

Man erhélt eine n-dimensionale Schar von Lésungen.
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4.2.1.2 Lineare Differentialgleichungssysteme

Gemaf} 4.2.1.1 geniigt es, Differentialgleichungssysteme erster Ordnung zu be-
trachten.

Form: y' = A(z)y + b(z) mit A(z) = (a;j(x)): n x n-Matrix
Wieder Unterscheidung: Homogener Fall und Inhomogener Fall

1) Allgemeine Aussagen zum homogenen Fall: (b(z) = 0)

e Losbarkeit fiir beliebige Anfangsbedingungen, falls a;;(x) stetig in
Intervall x (s.o., hinreichende Bedingung).

e Superpositionsprinzip: Mit (y(l), e ,y(k)) ist auch jede Linear-
kombination y = ) ary®) Losung des homogenen Systems.

e Lineare Unabhiingigkeit: Losungen (y(!), ... y*)) heifien linear
unabhiingig, falls aus 3 apy® (2) = 0 auf dem Intervall  automa-
tisch folgt ap, = 0V k.

NB: Falls a;;(x) stetig, hat das Differentialgleichungssystem genau
n linear unabhéngige Losungen.

¢ Fundamentalsystem: Satz von n linear unabhéingiger Lsg. y*)
Fundamentalmatrix: Y (z) = (yI, ... y™)
Wronski-Determinante: W (z) = det(Y (x))

2) Allgemeine Aussagen zum inhomogenen Fall:

Betrachte y’ = A(x)y + b(z). Losungsverfahren analog dem eindimensio-
nalen Fall

e Finde zuerst Schar der Losungen zum zugehorigen homogenen Dif-
ferentialgleichungssystem y, = A(x)yn
= n unabhéngige Losungen yg = >, apy® = yu (T, o, ap)
e Finde dann eine Losung der inhomogenen Gleichung,
z.B. durch Variation der Konstanten
— Ansatz yr = >, o) y ) ()
e Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung: y = y+yg(z, a1, , ak).
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4.2.2 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten

Betrachte nun speziell den linearen Fall mit Koeffizienten a;;(x) = const.. Hier
ist es nun doch bequemer, Differentialgleichungen héherer Ordnung und Diffe-
rentialgleichungssysteme gesondert zu diskutieren.

4.2.2.1 Differentialgleichungen héherer Ordnung

1) Homogener Fall

Form: 3™ (z) = Y725 agy®
— Umschreiben 4™ — 57 a y® = [({5)" — ZiZg ar (§)*]y = 0.
Faktorisiere: [szo(% — )\k)}y =0.

NB: laut Fundamentalsatz der Algebra 148t sich das Polynom n-ter Ord-

n—1

nung P(z) = 2" — > 1 —o ar 2* gemiB P(x) = [[(z — A\x) mit reellen
oder komplexen Nullstellen A\, faktorisieren.

- Einfache reelle Nullstelle )\,
— liefert Losung y; mit ((% “ MUk =0 = yp =eM?

- Einfache komplexe Nullstelle A\, = pg + iqx
(P(Ar))" =0)
Konstruiere reelle Losungen aus yy, = ePrtia)z Ui = e(Pr—iak)z
Yr1 = €PET cos(qrx), Yko = ePF* sin(qrx)
- Mehrfache Nullstelle \g, z.B. r-fache Nullstelle

— Konstruiere r unabhéngige zugehorige Losungen
Az

Dann ist A} = pp — iq, auch Nullstelle. (P(\}) =

1. Losung: ( — M)y =0 = yp1=¢

2. Losung: (— — Ak)%y = 0 wird auch erfiillt durch (% — )Y = Yk
= y = (x + c)eMT =: cyp 1 + Y2 mit Yo = Te T

r-te Losung: yi , = " e

Fazit: Man erhilt n unabhéngige Losungen yy, (),
Bilden Fundamentalsystem.

Allgemeine Lésung: y(z) = Y, S onk, ¢ pa" L,
wobei n;: Vielfachheit der k-ten Nullstelle \.

2) Inhomogener Fall

Form: ™ (z) — Y3 ary® = b()
Verfahren wie Kapitel 4.1.2.
— Finde eine spezielle Lésung yy.
— Addiere Schar von homogenen Lésungen darauf.

Partikulédre Losung z.B. wieder iiber Variation der Konstanten,
d.h. Ansatz y;r = >, >0, cr(z)e @1,
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3) Beispiel: Getriebene Schwingung

Gleichung: 7 + w?x = f cos(Qt)
— Homogener Fall: &+ w?z =0 — (;—; +w?)x = (% +iw)(% —iw)r =0
Polynom P(D) = (D + iw)(D — iw) hat Nullstellen +iw
— Homoegene Losungen z(t) = cos(wt), z2(t) = sin(wt)
Allgemein: z(t) = acos(wt) + bsin(wt).
— Inhomogener Fall, suche nach spezieller Losung xy(t):
Rate: z(t) folgt treibender Kraft: x;(t) = A cos(Qt).
= & 4wz = A(—Q% + w?) cos(Q1) = f cos(Q2t)
= Losung A = f/(w? — Q)
NB: Bei w = ££: Resonanz, Amplitude A divergiert!
— Allgemeine Losung: x(t) = ffﬂz cos(§t) + a cos(wt) + bsin(wt).

4.2.2.2 Differentialgleichungssysteme
Diskutiere nur homogenen Fall.

Form : y'(z) = A y(z) mit A = const.
Ansatz: y() = el uld)

— A ul@) eM? = Aul N? = Aul) = Aj ul?): Eigenwertgleichung!

Charakteristisches Polynom: P(\) = det(A — A1) = 0.
— n Nullstellen, reell oder komplex, kénnen auch aufeinanderfallen.

Reelle Eigenwerte )\;, Eigenvektor u¥) — y@)(z) = ul) e,

Komplexe Eigenwerte : Mit ()\;,ul)) sind auch ()\;,u(j)*) Eigenwert und
Eigenvektor. (Check durch Einsetzen).
— Setze aus yU) = ul@eti® und y@* = ub)
Losungen zusammen.

.
*X? reelle und imaginire

Entartete Eigenwerte \; (r-fach entartet)

Falls es r unabhéngige zugehorige Eigenvektoren gibt (d.h. Dimension des
Eigenraums zu A; ist ), liefert das r unabhéngige Losungen y@),

Falls die Dimension des Figenraums kleiner als r ist, miissen zusétzliche
Losungen konstruiert werden. Sei A; z.B. zweifach entartet, es gibt aber
nur einen linear unabhiingigen Eigenvektor u?).

Ansatz: yU) = eti#ul)| y02) = iz(ul)z + v).

Einsetzen: e%%(\;v + ul) + )\jxu(j) ZA y#2) = elit(zA ul) + Av

= (A - \F)v =ul).

Diese Gleichung hat eine Losung v (ohne Beweis).

= Man erhilt zwei linear unabhiingige Losungen y(?1/2).

Hohere Entartungen: Analoges Verfahren.

Allgemein erhilt man r linear unabhiingige Losungen yU?). Jede der n
Komponenten von y*) ist ein Polynom vom Grad héchstens 7.
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Kapitel 5

Vektoranalysis

5.1 Vorbemerkungen und Erinnerung

5.1.1 Physikalische Skalare, Vektoren und Tensoren

(Erinnerung an 2.4.1)

In der Physik werden physikalische GroBlen durch ihr Transformationsverhalten
charakterisiert. Gegeben sei eine Drehung D, die ein rechtwinkliges Koordina-
tensystem (Rechtssystem) in ein anderes iiberfiihrt. (DDT = 1, det(D) = 1).

Physikalischer Skalar :
Einzelne Zahl, bleibt unverindert. (z.B. Temperatur)

Physikalischer Vektor : (in d Dimensionen)
Satz von d Zahlen v;(Koeffizienten), die sich folgendermafien transformie-
ren: ¥ — ¥ = D¥ baw. v; — v; = > Dijvj. (2.B. Geschwindigkeit,
Kraft).

Physikalischer Tensor :
Verallgemeinerung fiir Matrizen oder noch hoherdimensionale Objekte
(z.B. Trigheitstensor). Allgemein Tenso nter Stufe:

birsigyin Wty iy = D25 5 Diggi Digjaee-Dingntis,jn-
Bemerkungen:

* Wir haben uns hier absichtlich auf Drehungen mit det(D) = 1 be-
schriankt. Bei Spiegelungen mit det(D) = —1 ist das Verhalten nicht
einheitlich!

z.B. Punktspiegelung am Ursprung dreht das Vorzeichen von Ort 7
und Impuls p um. Aber: Drehimpuls L = 7 x p dndert Vorzeichen
nicht. Solche Vektoren heiflen auch Pseudovektoren.

* In der Relativititstheorie wird als 4. Dimension die Zeit hinzugenom-
men. Drehung — Lorentztransformation. Man spricht dann von Vie-
rerskalaren, Vierervektoren, Vierertensoren.

65
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5.1.2 Felder

Felder sind rdumlich variable Skalare, Vektoren oder Tensoren, also Funktionen
vom Ort.

Skalarfeld ®(7) (z.B. Temperaturfeld, Potential)
Transformationsverhalten unter Drehung D:
r— 7 = Dr
= 1A\ - _ -1 —
() > (7)=d( 7 )=¢(D T )

alte neue
Koordinaten Koordinaten

Vektorfeld ¢(7) (z.B. Geschwindigkeitsfeld, elektrisches Feld)
Transformationsverhalten unter Drehung D:
O(7) — ¥(7) = DU(D~'7)

usw. (Tensorfelder etc.)

5.1.3 Kurvenintegral bzw. Linienintegral

Erinnerung an 3.2.6: Wegintegral eines Feldes (einer Funktion von 7) entlang
einer Kurve C

Raumkurve C : Charakterisiert iiber geeignete Parametrisierung:
C :7(s),s € [so: s1] (s: Laufparameter, 7(s) differenzierbar).

* Kurvenintegral erster Art :
Wegintegral tiber skalares Feld ®(7)

Jo dL®(7) = [ ds|E|D(7)

Beispiel: ®(7) =1 = Bogenléinge L = [ ds dr

= fC dl

* Kurvenintegral zweiter Art :
Wegintegral tiber Vektorfeld U(7)

Jodr - o(r fsl ds(dT) - U(7)
Beispiel: Phy51kallsche Arbeit, wenn man einen ”punktformigen” Korper

entlang eines bestimmten_‘Weges bewegt: . .
Auf Kérper wirkt Kraft f(7) = dW =d7- f(7); W = [, d7- f(7).

5.1.4 Flachenintegral

Erinnerung an 3.2.6: Oberflachenintegral eines Feldes auf einer Fliache O.

Fliche O : Parametrisiert durch zwei Variablen (u,v): 7(u,v)

* Skalares Oberflichenintegral :

Oberflichenintegral iiber skalares Feld ®(7)
or

o dA®() == [ dudv 8—7&7‘@

—_———

Flachenelement
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6r

Beispiel: ®(7) =1 = Oberfliche [,dA = [dudv g5 x §&

* Vektorielles Oberflichenintegral :
Oberﬂéchenintegral iiber Vektorfeld 9(7)

Jo dA-5(7) i= [ dudv( G x §7) - 7(7)

Beispiel: Berechnung eines Flusses J aus Flussdichte j(7)
J = [5dA- j(7) (unabhiingig von der genauen Wahl der Oberfléiche).

5.2 Der Nabla-Operator

In diesem Abschnitt wird ein wichtiges Symbol der Vektoranalysis eingefiihrt:
Der Ableitungsvektor
veg= (2,2 9)
ox’ Oy’ 0z
oder allgemeiner, fiir Koordinatensystem in d Raumdimensionen mit ’orthonor-
mierten’ Basisvektoren (€1, ...,€;) (orthonormiert: €; - €; = ;)

d
V= Ze,axz Z Oz,

=1

Im Folgenden werden wir Anwendungen des Nabla-Operators diskutieren, zunéchst
fiir den einfachsten Fall der kartesischen Koordinaten (z,y) (in 2 Dimensionen)
bzw. (z,y,z) (in 3 Dimensionen).

5.2.1 Skalare Felder und Gradient
Gegeben skalares Feld ®(7), z.B. Hohe h(x,y). Dann ist:

(i) Gradient : V® = grad ® ein Vektor in Richtung des steilsten Anstieges
von ® mit dem Betrag |V®|: Wert der Steigung.

(ii) Richtungsableitung : 77 - V® mit Einheitsvektor |7| = 1: Ableitung in
Richtung 7i: 7 - VO = lime_o (®(F + €ii) — ®(7).

Begriindung:
Zunéchst (ii): Ableitung in Richtung 7 am Ort 7
%(@(F—I— €n) — <I>(F) = (g‘fenx + ‘g‘ieny + ‘g‘fenz> =¢e-Vo.
Dann (i): Richtung, in der Ableitung maximal wird, ist 7i||V®

Weitere Anwendung Totales Differential der Funktion ®
de = ZZ e L dz; = (VP) - dF.

Folgerung: Betrachte Vektorfeld f(7) = V®:
Fiir beheblge Kurve C zwischen 7 und 75 gilt:
[ d7- f(7) = [,dF- (V) = [2dd = () — ®(7)
hangt mcht vom Weg ab.
Speziell: § dr - F) = 0 fiir alle geschlossenen Kurven.
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5.2.2 Vektorfelder: Divergenz und Rotation

Sei nun ein Vektorfeld ¢(7). Dann ist

. - . = av 81)‘ 81} . . — /=
(i) V-o=divi = (a—; + o T a;). Divergenz von ¥(7).
(i) VX ¥ =rot v = (%—% 9z _ Ouy %—%): Rotation von o(7).

Interpretation : Etwas weniger offensichtlich als im Fall des Gradienten

(i) Divergenz: Feld ”entsteht” oder ”verschwindet”.

Dazu: ¢ sei eine Flussdichte, betrachte infinitesimalen Quader mit
Seitenléingen dx, dy, dz:
Nettoabfluss: (mit (Z,y, z): Position in der Mitte des Quaders.)
dF = (dydz)(vx(x + d.’E, Y, 2) - Ux(xv Y, 2))
+ (deda)(vy(7,y + dy, 2) — v2(2,y, 7))
+ (dzdy) (v (Z, g, 2 + dz) — v2(Z, 7, 2))
= (dadydz)(0rvy + Oyvy + 0,v,) = dedydz(V - ¥)

Falls Vv = 0: Alles, was reinflieft, flieit auch wieder raus — ’quellenfrei’.

(ii) Rotation: Feld hat im Raum ”Wirbel”.

Dazu: ¥ sei ein Geschwindigkeitsfeld, betrachte infinitesimale Platte der

Dicke dz in der (z,y)- Ebene mit Kantenlingen dz,dy.
Integriere um diese Kanten herum = Kreisstrom I, um z-Achse

I, = dz{dz v,(Z,y, 2) + dy vy(z + dz, 7y, 2)
—dz v, (Z,y +dy, 2) — dy vy(z,7,2)}
= dadydz(—0yvy + 0yvy)
Analog: I, = dedydz(0yv, — 0,vy)
I, = dazdydz(0,v, — Oyvs)
= I =dadydz(V x )

Falls V x ¥ = 0: Feld ist ”wirbelfrei”.

5.2.3 Der Laplace-Operator

Besonders hiufig auftretende Konstruktion:
div grad® = V20 = 9,,® + 9, ® + 9, =: AP
Bedeutung des Operators A = V2 = 0,, + Oyy + 022

Linearer Differentialoperator mit hoher Symmetrie (+x, +y, £z gleichwer-
tig, de facto sogar isotrop).

= Taucht in vielen wichtigen physikalischen Gesetzen auf (Schrodingerglei-
chung, Diffusionsgleichung, Wellengleichung, siehe Kapitel 8).
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5.2.4 Wichtige Zusammenhinge

(a) ’Div rot ¥ =V - (V x9) = 0‘ (falls ¥ zweimal differenzierbar)

Vertausche
Rechnung: V - (V x 7) = Zijk €10k 00} Ableifungen Zijk €k 0i0kV;
R Sk ei0iOkv; 2l >ijk €ijkOkOiv;
= -V (V x7)
=V - (Vx1)=0
Folgerung: Fiir Felder ¢ = V x A (Vektorpotential) gilt V - & = 0.
Anwendung: Elektrodynamik, siehe Theorie 1

(b) ’Rot grad ® =V x (V@) = 0‘ (falls ® zweimal differenzierbar)

Rechnung: Analog (a)

Folgerung: Fiir Potentialfelder v = V& gilt automatisch V x ¢ = 0.
(Umgekehrt: Felder mit V x ¥ lassen sich im Allgemeinen als Potenti-
alfelder schreiben. Mehr dazu in Theorie 1.)

(¢) Anwendung von V auf Produkte von Feldern.

Produktregel wie iiblich, z.B.
V- (V) = (VO)-T+OV - T=7-(VP)+ &(V-7)

!

VX (PU) = (VO)x i+ PV XxT=—-0x(VP)+ PV x )
V-(@xw) = - (Vxw)—u-(Vx7)
Vx@xw) = (V- -d)—a(V-0)+ (d-V)oy— (v V)d

mit (0 V) = (0,05 + vy0y + v.0;)
Vx(Vxv) = V(V-7)— A7

5.3 Krummlinige Koordinaten

5.3.1 Allgemeine und orthogonale Koordinatensysteme

Kartesische Koordinatensysteme (z, y, z) bzw. (21, ..., £4) sind nur eine moégliche
Form, den Raum zu parametrisieren.

Alternative, gern benutzte Koordinatensysteme, sind z.B.

2 Dimensionen: Polarkoordinaten (r, ¢) ( T o= Toosp >
y = rsing
x = pcCcosp
3 Dimensionen: Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) y = psing
z = z

x = 71 sinf cosy
3 Dimensionen: Kugelkoordinaten (r,6, ) y = rsinf sing
z

= r cosf
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Allgemeiner Formalismus:

(i) Definiere Koordinaten (u1,...,uq) (in d Dimensionen) durch Vektorfunc-
tion 7(u1, ..., uq) = (T1(U1, ..oy Ug), ooy Tg(U1, .oy ug)).
Bedingung: Vektoren 07/0u; sind linear unabhiingig, das heisst
Ox1/0uy -+ 0Ox1/0uq
: : # 0 (Jacobi-Determinante).
Oxq/Ouy --- 0Oxgq/0ugy
(ii) Koordinatenlinien Kurven 7(uy,...,u4), die dadurch definiert sind, dass
man alle u; bis auf eines festhilt.
(Beispiel: Kugelkoordinaten — Liangen- und Breitengrade)
(iii) Orthogonale Koordinaten liegen dann vor, wenn die Koordinaten sich
immer senkrecht schneiden < gTZ : 88—72 =0 fiir 7 # j.
Alle oben als Beispiele genannten Koordinatensysteme sind orthogonal.
z.B. Polarkoordinaten 7(r, ¢) = r(cos ¢, sin ¢):

or [ cosgp or [ —rsing j@"@_o
or  \sinp )’ d¢ \ rcose ar Op

Analog fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten.

(iv) Basissysteme krummliniger Koordinaten
Basisvektoren parallel zu Koordinatenlinien b o< OF '/ Ou;.
Variieren von Ort zu Ort.

Speziell orthogonale Koordinaten:
Man kann lokal normierte Orthonormalbasis definieren:
or
ou;

g L Or
Z_ez_hi 8u1

mit h; = ‘

Konkret: Gebrauchliche Koordinatensysteme
e Polarkoordinaten (r, ¢)
a:(@w)’@:(_sm@)
sin ¢ cos
und h, =1, hy, =7
e Zylinderkoordinaten (p, ¢, 2)

cos —singp 0
€,= | singp |, ée,= CoS e:=10
0 0 1
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e Kugelkoordinaten (r,0, ¢)

. cos B cos —sin
€ = sin. cos o €p = | cosf sin . €p = cos ;
" sinf sinp cosf )’ 0 S@ s Ce 14

—sinf 0

und h, =1, hg =7, hy, =1 sinf

(v) Volumenelement (vgl. 3.2.5)
Uber Jacobi-Determinante:

Volumenelement, das von (dug,...,dug) aufgespannt wird, enspricht
dV = duy...dug | det(J)| mit der Jacobi-Matrix J;; = (0x;/0u;).

Speziell orthogonale Koordinaten: 07/0u; stehen senkrecht aufeinander
= |det J| = [T; 25| = |ha.--hdl

z.B. Polarkoordinaten: dV = r dr dy
Zylinderkoordinaten dV = p dpdz dy
Kugelkoordinaten dV = r2 sin 6 dr df de

5.3.2 Darstellung in orthogonalen Koordinatensystemen
Vektoren : =) . €; (€ -V) =), € v;
Nabla-Operator Analog: V =5 ¢€; (¢;-V)

Erinnerung: é- V f(7) ist Ableitung von f(7) in Richtung é.

=& VIO =515 = | V=S.ak &

Laplace-Operator :

Kann im Einzelfall einfach durch Einsetzen berechnet werden.

Eleganter: Allgemeine Gleichung (in 3 Dimensionen)

_ 1 1 N2 8 (hihy B
A= hihahs EZz’jk(%k) aTk< he  Oug

bzw. ausgeschrieben

- 1 0 (hahs O 0 (hsh1 O 0 (hiha O
A= ks <8u1( ht 8u1> + au2< ha 8u2> + 3u3< h aug))

Analog in 2 Dimensionen

_ 1 0 (ha 0O 0 (h1 0O
A= (aTI(hT %)JF%(FQ %))
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( Rechnung dazu:
Berechne zuerst V - A fiir beliebiges Vektorfeld A.

-,

V.A = V.ngAk mit Ay = (€ - A)
1 L
| ek:§Zeijkei><ej

1 Lo
— §V . Z(ez X ej)Ak

ijk

. L1 Ou; .
| & =hVu; (da h;Vu; = JZ T aujiei\/)

5”

= fv > e (hi(Vui) x hy (vuj))Ak_ Zemkv (hi by Ak((Vug) x (Vuy)))

ijk zyk

= 0> e ((Vhahs 40) (V) % (Vug)) Hhahs A F((Tui) x (V)
—_———

ijk

| é; X é}' = Zﬁijlé}
l
12 V(hhA)ﬁ e ! V(hih;Ay)
= €ijk€ijl k = kT k
2 ikl hihi O, h; %’_’
€710kl 5y (hihj Ar)

(€ /hi)x (€5 /h;) Vuj (VX Vi) = Vi (VX Vi =0)

11 , 0
hthhS 2 ik (62Jk) 8uk (hZh] k)

Nun Laplace-Operator in drei Dimensionen:

1 2 )
hyhshs o L

AP =V -V = VO],

. 1 09
mit [v@]k = ek Vo = h7k 87%

Zwei Dimensionen: Benutze Formel fiir drei Dimensionen mit virtueller Koordi-
nate z, von der nichts abhéngt (0/0z =0,h, = 1.) )
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5.3.3 Zusammenstellung der Formeln fiir die wichtigsten Koor-
dinatensysteme

e 2D Polarkoordinaten

Definition: 7= ( x > = ( ’ C?S(p )
Y r sinp

Basisvektoren: &, = ( cos @ > , @y = ( — sy >
r

sin ¢

Normierungskonstanten: h, =1, h, =

Nabla-Operator: V = &, g
or

10 0 1 92

Laplace-Operator: A = i + 2 9.2

e 3D Zylinderkoordinaten

x p COS @
Definition: "= | y | = | psing
z z
cos —sing 0
Basisvektoren: €, = | sing |, €, = Cos ,e.=10
0 0 1
Normierungskonstanten: h, =1, h, = p, h, =1
0 1 0 0
Nabla-Operator: V=€, — + €, — — + €, —
P Pop  Tpop COz

19 o 1 & 0?
Laplace-Operator: A = oo p o + ERE + 2

¢ 3D Kugelkoordinaten

x r sinf cos ¢
Definition: "= | y | = | 7 sinf cosy
z r cosf
sin @ cos ¢ cos @ cos —sinp
Basisvektoren: €, = | sinf sinp |, é = | cost singp |, €, = CoS
cos —sinf 0

Normierungskonstanten: h, =1, hg =r, h, = sin0

0 10 1 0
Nabla-O tor: V=e —+e— —+€ ——— —
abla-Operator: V = ¢€ 8p+69r69+%rsin98g0

d 4 0 1 9 o) 19
Laplace- tor: A = — —r? — — sinf—+——+———+
aplace-Operator 2o 8r+r2 sing 96 " 89+r2 sin? @ 0?2
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5.4 Integralsitze

Erinnerung: Hauptsatz der Integralrechnung in einer Dimension:
[P da F'(x) = F(b) — F(a)
Ziel dieses Kapitels: Verallgemeinerung(en) auf mehrere Dimensionen.
5.4.1 der Gauflsche Integralsatz
5.4.1.1 Der Satz

Satz : Sei V ein raumliches Gebiet mit Oberfliche dV, die sich aus endlich
vielen regulédren orientierbaren Fléchenstiicken zusammensetzt. Sei F' ein
auf einer Umgebung von V' definiertes stetig differenzierbares Vektorfeld.

Dann gilt:
Javv-F= [ ai-F
v v

Hier ist [ dA - F das in den Abschnitten 3.2.6 und 5.1.4 eingefiihrte vek-
torielle Oberflachenintegral.

Beweisskizze :

1) V sei achsenparalleler Quader der Seitenldngen a,, ay, a..
Analysiere im Integral [, dV V- F = [,, dV (9,F, + 9,F, + 9.F.)
zunéchst den Beitrag von 0, F.

oF. ay as Az aiF
vadvax—/o dy/o dz (/0 dx@az)

::ffAyz dA Fz(az,y,z)sz(O,y,z)
= [[,. dAE, - Flaz,y,2)+ [f,  dA (=€) F(0,y,2)

v

dA-F auf Fliche z = ag dA-F auf Fliche z = 0

Analog Beitriage von 0, F, und 0, F.
Zusammen: Gauflscher Satz fiir Quader.

2) V sei nun beliebiges Gebiet. Setze es aus Quadern zusammen.
— Volumenintegrale (linke Seite) addieren sich einfach auf.
— Fldchenintegrale (rechte Seite): Beitrége der ”Zwischenwénde” he-
ben sich auf, da die Normalen entgegengesetzte Vorzeichen haben.

— Die Beitrdge an den Oberflichen des Gebietes werden von den
gestiickelt zusammengesetzten Quaderoberflichen korrekt appro-
ximiert wegen dA - F' =) . dA;F;.

Bemerkung :

Der Beweis 148t sich ohne weiteres fiir beliebige (d) Dimensionen verall-
gemeinern. Dabei ist V = (01, ..., 0y) der d-dimensionale Nabla-Operator,
und d4 das infinitesimale "Fliachen”-Element, das auf der (d—1)-dimensio-
nalen Oberfliche des Gebiets V' senkrecht steht.
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Anwendungsbeispiele

a) Kontinuitéitsgleichung
Betrachte Massefeld der Dichte p(7,t), Geschwindigkeit #(7, ).

Fiir Masse im Volumen My gilt:
OM o] - _ 0,
S~ o Jy AV p(rt) = [, dV 5
Andererseits: pt' beschreibt Massenfluss, daher entspricht % einem

GaufBscher

Nettofluss von Masse durch Oberflache 0V
Satr  _ fv dV V - (p?).

oM Vorzeichen: cf{S/T zeigt 5
nach auflen —»

- = . fav dA - (pv)

Somit gilt [, dV{% + V- (p0)} fiir beliebige Gebiete V.

9 + V- (pt) =0 (”Massenerhaltung”)

= Kontinuitatsgleichung: 5

b) Feld einer Punktladung ¢

Betrachte elektrisches Feld E(F) = +é, fiir r £ 0.

= V. F (rectiozdinaen %2% (r?E,) = 0 fiir r # 0.
=q

Andererseits: Betrachte Kugel mit Radius R, die den Ursprung enthélt

JydVV-E= [y, 44 -E=[fd0sing [[TdpR*f = 4mq
€rsin 6 do dy
Somit: V - E ist iiberall NuLl aufler bei r = 0.

Aber: Integral iiber V - E ist ungleich Null.
— Diracsche Deltafunktion, siehe Kapitel 6.

5.4.1.2 Folgerungen aus dem Gauf3schen Integralsatz
1) Volumensatz : = V = - dA - 7.
3 Jov

Wihle F(7) = 7. Benutze V7 = 3 (in 3 Dimensionen).
Es folgt: [, dA -7 =" [ dV (VF) =3 [, dV =3V

2) Fiir Skalarfeld @, das auf einer Umgebung von V' definiert ist, gilt

/dVV(I): dA &
1% oV

(Denn: Betrachte beliebigen Vektor @ # 0 — V- (d®) =a - (VP).
=a- [, dVV® = [, dV V. (a®) “"=T T [ A (@) =a- [,, dA®

Also: @ - { JydVve — [ dA <I>} = (. Da d beliebig folgt Behauptung. )

3) Fiir Vektorfeld F, das auf einer Umgebung von V definiert ist, gilt

/dVVxﬁ:/ dA x F
1% oV

—

(Analog 2) mit V- (F x @) =a- (V x F).)
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4) Integralsatz von Green

Seien u und v zweimal differenzierbare Funktionen auf einer Umgebung
von V. Dann gilt

/ (uAv — vAu) = / dA - (uVv — vVa)
1% oV

(Denn: V - (uVv) = Vu - Vo + ulAwv
V- (vVu) = Vv - Vu+vAu
— Differenz: uAv —vAu = V- (uVv —vVu). Rest folgt aus Gaufischem Satz.

5) Koordinatenunabhéingige Interpretation der Divergenz
Sei 7€ V und Kr C V Kugel um 7 mit Radius R.
Dann gilt fiir Vektorfelder F(7):

Mittelwertsatz der Integral-
1 1 Gauss >  rechnung mit 7 € K 7
Jore, AA-F 2= [ AV V. F o V- () V(Kp)

o 1 o o
= V- F(r)+ lim/ dA - F
() R—)OV(KR) 0Kg

Aus Volumeneinheit heraustretender Fluss

= V. F(7) ist die Quelldichte von F im Punkt 7.

5.4.2 Der Greensche Satz in der Ebene

Satz: Sei B C R? ein Gebiet mit Rand 0B, der aus endlich vielen stiickweise
glatten Kurven besteht. Diese seien so parametrisiert, dass 0B entgegen
dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Sei F ein auf einer Umgebung von
B definiertes stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

B F F
/ F-df:/dxldxg (‘92—81>
oB B ox1  Ox9

1) Betrachte zunichst konvexe Gebiete B.
Dann 148t sich 9B aus zwei Funktionen f,(z1) und f,(x1) zusammen-
setzen, so dass fiir Punkte (x1,22) € B gilt: fyu(z1) < 2 < fo(x1).
Fiir jedes F(x1,x2) auf B gilt dann (mit @ = min,,, b = maxy, ):

fB dx dﬂfg% = f;dl'l (F(xlafo(xl)) - F(xl’fu(xl))>

— [ P st [ P s

NV
Folge oberer Begrenzung Folge unterer Begrenzung

= — faB dl’l F(xl,xQ)
Analog zeigt man [ dz; dxgg—fl = [,p dzaF (x1, x2).

Beweisskizze :

Daraus folgt fiir beliebiges Funktionenpaar (Fi, F»)
fB dxq dxg % — % = fBB <d.%'1 Fi 4+ dxo Fz).
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2) Sei B nun ein beliebiges Gebiet mit stiickweise glattem Rand. Kann
aus konvexen Gebieten zusammengesetzt werden..
— Fléchenintegrale (rechte Seite) summieren sich auf.
— Linienintegrale (linke Seite): Beitrige der Trennungslinien im In-
neren von B heben sich auf, da sie zweimal in entgegengesetzter
Richtung durchlaufen werden.

Folgerung: Flichensatz

Mit F = (—,21) folgt aus dem Greenschen Satz

1
/ dzi dzs = / (z1 dze — xo daq)
B 2 JoB
—_—

Flache von B

Beispiel: Fldcheninhalt einer Ellipse mit Halbachsen a und b
Randkurve ist gegeben durch: {(x1,22) : (z1/a)? + (z2/b)? = 1}.
~> Parameterdarstellung 7(t) = (acost,bsint), t € [0, 27].
= dx; = —acostdt, dxy=bsintdt
~ Ellipsenﬂiiche'

3 faB r1dry —zodry) = dt(ab cos? t+ab sin t> = mab.

5.4.3 Der Integralsatz von Stokes

Satz: Sei S eine zweiseitige stiickweise reguldre Fliche mit (iiberschneidungs-
freiem) geschlossenen Rand 0S. Die Flidche sei orientiert und der Rand
werde so durchlaufen, dass der Umlaufsinn mit der Flachennormalen auf
S eine Rechtsschraube bildet. Sei weiterhin F' ein auf einer Umgebung
von S definiertes stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt:

/ ﬁ-dfz/dff-(VXﬁ)
oS S

Beweisskizze :

1) Betrachte zunichst Fliachen S, deren Projektion auf die (x1, x2)-Ebene
umkehrbar eindeutig ist, d.h. sie lassen sich durch eine Funktion von
(z1,x2) parametrisieren lassen: 7(x1,x2) = (21, 2, f(x1,22)).

Die Projektionsfliche von S auf die (z1, z2)-Ebene werde mit D be-
zeichnet und ihr Rand 0D.
Das vektorielle Flachenelement (vgl. 3.2.6 bzw. 5.1.4) ist

dA = (£ x o) day day = (— 5L, —HL, 1) day ds.

Somit folgt fiir das Flidchenintegral (rechte Seite des Stokes-Satzes)
[gdA x F = [, dey das
of (OFs _ OF. of (9F, _ OF OFy _ OF
(- 2550 -5 - LGR -3+ (32 - 53)
Das vektorielle Llnlenelement auf 0S5 (vgl. 3.2.6 bzw. 5.1.3) ist
7 = (dzy, dzg, 2Ldzy + FLdxy).
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Damit folgt fiir das Linienintegral (linke Seite des Stokes-Satzes)
Jog F - dF = [,g(Fiday + Fodws + Fadas)

9 0
:faD< F1+F3af)d$1+(F2+F387f)dx2>
%,—/ —,_/

=:G1 (:El,(EQ) :ZG2($1,272)
Fiir das Integral iiber 0D gilt Greenscher Satz in der Ebene:
faD(G1<$1,l’2)d$1 -+ GQ(l’l,:CQ)dxg) = fD dx d.%‘g(%*?f — %—g’g)

i 0
mit 87171(;2 8:171 (FQ +F36$2)

) i
| g Filzr, @, f(21,22)) = 5.5 + Gk 7a
f@+8FQ of +6F3 of +8F3 of of + 92 f

- 6361 81'3 81‘1 8331 8332 81’3 81’1 8£E2 81’18$2
und analog
9 _0F | OFy Of | OF3 Of | OF3 Of Of *f
Oxo ~ Oxo + Oxs Oxzo + Oxo Ox1 + Oxz Ox1 Oxo + 39x1012

Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in das Linienintegral gibt

Jog A7 - F = [, dzy dzs

OF, | OF Of | 0Fy 0f _ OF _ OFy Of _ OFy af)

o0x1 Oxz Ox1 Oz, Oxz  Oxa  Oxg Oz  Ozo Ox1

Das entspricht genau dem Flédchenintegral.
2) Allgemeine Fléchen S werden wieder stiickweise aus Flidchen zusam-

mengesetzt, die sich wie in 1) umkehrbar eindeutig auf die (x1,x2)-
Ebene, die (x2, x3)-Ebene oder die (x1, x3)-Ebene projizieren lassen.

Folgerung: Koordinatenunabhiingige Interpretation der Divergenz

Sei 7€ S und Sp C S die Fliche, die von Kugel um 7 mit Radius R aus S
ausgeschnitten wird. Sie habe die Oberfliche A(Sg) und Randkurve 0Sp.

Dann gilt fiir Vektorfelder F(7)

Mittelwertsatz der Integral-
—

Josy, B = [g, A (Vx By TS A (i (VX F)|

wobei 7(7) der lokale Normalenvektor ist (7 = dA/dA).

i

= lim

-7
7 R—>0 Asy, /asR

Zirkulation des Vektorfeldes (pro Fldcheneinheit
fiir Fldachenstiick senkrecht zu 7

= #-(VxF): Wirbelstiirke von F' um die Achse 7.



Kapitel 6

Die Diracsche Delta-Funktion

6.1 Motivation und Einfiihrung

Theoretische Physik:
Begriffe des ”Massenpunktes” und der ”Punktladung”.
Dagegen: ”Massendichte” und ”Ladungsdichte”

Frage: Wie kann man diese beiden Konzepte verheiraten?

Heuristische Losung: Eine Funktion §(z) mit den Eigenschaften
d(z)=0 fir z#0
[ 0(x)=1 fiirallee>0
(genauere Definition siehe 6.2)

~» Massenpunkt bei 7 kann dann einfach durch Dichteverteilung p(7,t) = m 6(7 — 79) = m o(x —
beschrieben werden.

Probleme:
— 0-Funktion ist eine ziemlich seltsame Funktion
- Integrierbarkeit? (limUntersumme 7& limObersumme!)

Aber:
e Physiker ignorieren das!
Funktion ist einfach ”sehr scharf” gepeakt, d.h. so scharf, wie man es
fiir die konkrete Anwendung braucht. (Peak schmiler als jede andere
Léngenskala im System).

e Mathematiker haben mittlerweile eine saubere Theorie der §-Funktion
und dhnlicher Konstrukte konstruiert: Die Distributionentheorie.

Historie

~ 1920: Einfiihrung der §-Funktion durch Dirac
(im Kontext der Quantenmechanik)

~ 1950: U. Schwartz, Theorie der Distributionen
(erhielt dafiir die Fields-Medaille)
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Heute wird é-Funktion in der Physik praktisch iiberall verwendet. Un-
erliiss lich zur Beschreibung physikalischer Sachverhalte, aber auch
zur Behandlung mathematischer Probleme, z.B. Fouriertransforma-
tion (Kapitel 7), inhomogene Differentialgleichungen (Kapitel 8.2.4)
u.v.a.

6.2 Definition

Zunichst in einer Dimension.
d-Funktion muss offenbar gemeinsam mit Integral definiert werden.

Formale Definition
0 definiert eine Abbildung
Cw — R
flx) — f;dxf(x) 0(x —x9) := f(zg) fira<azog<b
im Raum Cy der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R oder C
nach R oder C.

Damit ist d(z) strenggenommen keine Funktion. Diese Subtilitdt kann in der
Praxis aber in den allermeisten Fé#llen ignoriert werden. Als Physiker kann
man sich unter §(x) eine "normale” Funktion mit einem Peak vorstellen, der so
schmal und hoch ist, wie man es eben braucht.

6.3 Darstellungen der Delta-Funktion

6.3.1 Darstellung als Grenzwert glatter Funktionen

Ziel:
— Bessere Veranschaulichung
— Gleichungen fiir 4-Funktion fiir praktische Anwendungen
— Umgekehrt: Aussagen iiber Grenzverhalten bestimmter Funktionen

Allgemeine Form:  §(x) = lim,, 00 0 () oder 6(x) = lime_0 dc(z),
wobei d,,(z) bzw. dc(x) differenzierbare (glatte) Funktionen sind, typi-
scherweisee mit den Eigenschaften [* da dy,.c(z) = 1 und lim é, ¢(z) =0
fiir x # 0.

Konkrete Darstellungen  (Beweis von [ dz d,,(x) = 1 weiter unten).

() b6u(x) = /=L e 2% e 0
(i) 0e(z) = 5 =5, €—0
(iii) Op(z) =1 Trngz: N> 00
(iv) du(e) = 2(M22)%, n— oo
(v) op(z) = %(Sinxm), n — 00
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Bemerkungen:

— (ii), (iii) mit Vorsicht zu benutzen, da 6, (x) als Funktion von x im
Unendlichen sehr langsam abféllt.
Daher ist z.B. ffooo da 6.(z) 22 = f dz z2+62 ~ %ffooo dr — oo
obwohl [dz é(z) 2? = 0 sein sollte.
Problem tritt nicht auf, wenn man Integrationsgrenzen endlich wahlt.
(f_MM dz o.(z) 22 30 fir e< M).
— In Darstellung (v) verschwindet 6, (x) strenggenommen nicht fiir = #

0,n — oo. Aber: oszilliert so schnell, dass Beitrdge zu Integralen
verschwinden. Diese Darstellung ist in der Praxis besonders wichtig.

Beweise von f_oooo On,e(xz) =1 in den Darstellungen (i)—(v)

i) folgt aus ffooo dre ™ = v (3.2.,5) nach Substitution 7 =

o8

1
V2
H% =7 (3.3.4) nach Substitution 7 = z/e.

(

(ii) folgt aus [ _dr

(iii) Analog (ii) mit e = 1/n.
(

v) Zeige zuniichst ffooo dr¥BT — 7. Rest folgt nach Substitution 7 = 7.

Benutze dazu Theorie analytischer Funktionen (3.3.4).
Erinnerung: Falls f(z) analytisch innerhalb eines Gebietes G in der kom-
plexen Ebene, das von einer Kurve C umschlossen wird, dann gilt:
$odz f(2) =0  (Cauchyscher Integralsatz)
$o dz % =27 f(w) fiir Punkte w € G
(Cauchysche Integralgleichung).
Dabei wird Kurve C in fc gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.

Damit folgt:

[odrSen = dim [ draE = [ dr(E - )
e—0t
d mit C: Schliee Integrationsweg iiber obere Halbebene in C
§C Z Oberer Halbkreis triagt nicht bei, da e’(wo) =e * =0.
= Qﬂie’(“) = 2mie™¢ = 2
Cauchysche e—0
Integralgleichung
o0 d eI d e % mit C’: SchlieBe Integrationsweg iiber untere Halbebene in C
f T T—ie - § Zz—ie Unterer Halbkreis tragt nicht bei, da ef'i(fioo) =e > =0.
= 0 da &2 analytisch innerhalb von C’
Cauchyscher z—re ,
Integralsatz (einziger Pol zg = i€ liegt auBerhalb von C")

:i.2m':7r V.

(iv) Zeige f dr (5””)2 = 7. Rest folgt nach Substitution 7 = nr.

Betrachte 1= [, dr(25)2 = [r(327]% | arr((22)2)
Inpt::rl:éin
=2 [% dr (ST)2 2 [ gy sinTeost —gp [0 dein(T2T)

= 1= fff}odTM T;2T f°° dr'(27) = 7 nach (v) v/

—0o0 T
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6.3.2 Darstellung als Integral

1 [ ;
d(z) = / dz ke
27 J_ o
(Begriindung:

(Sn(l‘) _ i f:ln dk ethr — i [%eikx];‘:7ﬂ _ 2Trliw (einm _ e—in:c) _ %sinwnz

entspricht Grenzwert (v) in 6.3.1.
Alternativ: 6c(z) = 2= [ dwetkeelzl = L[5 dg e~ (eh® 4 e~ik7)
_ 1 1 1 _ 1 €
- ﬁ(efik + e+ik) — 7 k242
entspricht Grenzwert (ii) in 6.3.1. )

6.4 Rechenregeln mit der Delta-Funktion

Zusammenstellung der wichtigsten Regeln

. b B _f f(zo) : z0€la,b]
@) o frarste-an) o) ={ J00 20 S
fiir alle stetigen ” Testfunktionen” f (laut Definition).

(ii) e d(x)=0firz#0

e T - 5(1') =0 (denn: [dzzs(x) f(x) =0 V f(ac))
[ ] 6(1‘ — y)f(l‘) — 5(1‘ — y)f(y) (denn: fdz S(x —y) f(z) = f(y) = [dz §(z — y) f(y))
(iii) ® 5((;5(%)) == Z m (5("13 - xl) (Beweis folgt am Ende des Abschnitts)

Nullstellen
z;vong(x)

° 5((1:E) — ﬁ 5(%) (Folgerung mit ¢(x) = az.)
(iv) ”Stammfunktion”
1 x>0
o [ da/é(a')=6(x)=< 1/2 : x=0: Heaviside-Funktion
0 <0

Umgekehrt: df/dz = §(x).

(v) ” Ableitungen” :

by _J =1 (=) o €Ja, b|
°fad$5<x—x0)f(x)_{o ;w0 ¢ [a,b]

fiir alle differenzierbaren Testfunktionen f

(denn: Jgf(z)(S/(z — z0) = [6(z — zg) f(a:)]f’1 — [‘: dz f'(z) 8(z — z0) = —f' (z0) )
b 4o 5 (2 — (=D M (o) ¢ xo €la, b
o [’dxdln)(x xo)f(a:)_{ 0 o d lad

fiir alle n-fach differenzierbaren Testfunktionen f (denn: analog)

(vi) Symmetrien :
e 0(—x) =9d(x): O(x) ist gerade (Folgerung aus (iii-b) mit a = —1.)
i 6/( ) = _5( ) (Kettenregel)
o 509 (—) = (—1)"(z) e
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Nachtrag: Beweis von (iii):  d(¢(x)) = > Wllﬂf(xi) 0(x — x;)
wess

Zerlege ¢(x) in monotone Teilstiicke Iy = [Xq—1,Za.
In jedem Teilstiick ist ¢ umkehrbar. Umkehrfunktion g, (¢) ist definiert im
Intervall zwischen @1 := ¢(a—1) und ¢qo = P(x4).

= Fiir stetige Testfunktionen f(x) gilt:
[ dz d((@) f(2) = 32, [0, dwd(é(x)) f(=)
= VS 4 g 0(6) /(94 (0)).

Substﬂution
Nur Teilstiicke, auf denen Nullstelle liegt, tragen zum Integral bei.

Jedes Teilstiick hat maximal eine Nullstelle x;.
Beitrag, falls ¢ monoton steigt (¢po—1 < @a, @’ (z) > 0)

= Jor, #670(0) F9a(0) = fl@i) gty = £ (i) 19/ (1)
Beitrag, falls ¢ monoton fiillt (¢po—1 > @n, ¢’ (x) < 0)

¢a ¢a7 T;
- ba—1 d¢ o = ?. 1d¢ = _Q{/((zq)) ¢i0f($z)/|¢/(xz)|

Sortiere o
Integrationsgrenzen

Zusammen:
Jo dz 8(e(2)) fla) = 2o wunstetien f(2:)/1¢' ()]
= ffooo dz > Nullstellen md(z —x;) f(z) fiir alle Testfunktionen f. v/

z;vong(x)

6.5 Verallgemeinerung fiir hohere (d) Dimensionen

Ortsvektoren 7= (1, -+ ,2q).

34— ) = (w1 — 29) §(w2 — 3) -+ S(wg — )

1\d o
mit Integraldarstellung | §(7) = (2—) / ddk ehT
s
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Kapitel 7

Die Fouriertransformation

Motivation :

In Kapitel 3.3: Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen =- Taylor-
Reihe. ~» kann fiir praktische Rechnungen sehr niitzlich sein.

In diesem Kapitel fast noch wichtigere Entwicklung: Zerlegung in Sinus-
und Kosinusfunktionen bzw. ¢! = Fourierreihe oder Fourierintegral.
Fiille von Anwendungen in Mathematik (Differentialgleichungen) und

Technik (Elektrotechnik, Signalverarbeitung, Bildverarbeitung).
Konkrete physikalische Bedeutung in vielen Bereichen der Physik (Op-
tik, Akustik, Quantenmechanik, Streuung)

Beispiele :

*x Lichtbrechung am Prisma bzw. Regenbogen:
Weifles Licht setzt sich aus einem Spektrum an reinen Farben / Wel-
lenldngen zusammen. Diese werden durch das Prisma sichtbar ge-
macht ~» entspricht einer Fourierzerlegung.

x Akustik
Cerdusche — Dichteschwankungen der Luft p(t)
— Frequenzspektrum

Teilweise nimmt Ohr/Gehirn selbst Zerlegung in Frequenzen vor.
(Dreiklénge, Stimmengewirr etc.)
Teilweise wird Gemisch von Frequenzen als ein Ton mit bestimmter
charakteristischer ”Klangfarbe” wahrgenommen.
* Streuexperimente
MeBgrofien sind im Allgemeinen Fouriertransformierte von Korrela-
tionsfunktionen.
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7.1 Diskrete Fouriertransformation

Beginne mit dem mathematisch unproblematischsten Fall: Transformation eines
endlichen Satzes von Zahlen (Datenpunkten).

Numerische Bedeutung: Datensétze im Computer sind immer endlich.
Fiir diskrete Fouriertransformationen gibt es ultraschnelle Algorithmen (Fast
Fourier Transformation).

7.1.1 Definition

Gegeben Zahlenfolge (ag,a1,--- ,an—1) € C.

Diskrete Fouriertransformierte :

=2

ay = e*Q”ikj/Naj fir k € {0,1,--- ,N — 1}

o~
i

J

Inverse Transformation : Urspriingliche Daten kénnen zerlegt werden in

=2

-1
e27rz kj/N »

aj = ag

2
i

Verbindung iiber Darstellung des Kronecker-Deltas

N-1

1 , :
Onm = N ZO 2PN o =2mipm/N | gy € {0,1,--- ,N —1}.
p:

(Check: Erst Gleichung fur d,,,:

n#m: ZZZ)V:_Ol 2R — E;V:_Ol (e2mi R
D (@RCRIN ) (e

geometrische

)ZD

—1)=(1-1)/(e2™*F 1) =0

Summe
_ . N—-1 opin_mp, N—-1, _
n=m: Zp:O € N _Ep:O 1=N

n—m

= SN T E = N b

Nun inverse Fouriertransformation: Einsetzen

1 N—1 oriki~ _ 1 \~"N-1<~N-1 2rikj/N ,—27ikj’ /N, .
= UK Dik=0 €N Ak = 57 Dig—o Jji—0 © e a;r
N-1 N-1 i ki omi ki
_ 2 :j’:O ajr % } :k:O e2mi kj/N e—2mi kj /N _ ar v )

9550

Bemerkung: Vorfaktoren (1/v/N) in den Gleichungen fiir a; bzw. a; sind
Konventionssache und von Anwendung zu Anwendung verschieden. Hier
wurden sie so gewéhlt, dass die diskrete Fouriertransformation und die
inverse Transformation symmetrisch sind. Eine andere haufige Wahl wire

z.B. a = Zj e 2T kj/Naj und dementsprechend a; = % >k e2miki/Ng, .
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Interpretation: Datensatz (ag,--- ,ay_1) wird durch ” Frequenz-Anteile” ek
charakterisiert mit wy = %’rk Amplituden aj zu kleinen Frequenzen ent-
halten Information iiber grofirdumige Datenstruktur (z.B. k = 0 <)
Mittelwert).

7.1.2 Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation

Vorab: Von nun an Konvention: Periodische Fortsetzung.
Fiir k ¢ [0, ..oy N — 1] definiere ay := G mod N

Fiir j ¢ [0,..., N — 1] definiere a;j := @; mod N
i RHIN)

kj —
(NB: ay, = o= 32005 Le 2% g, = e e N ey VIEZ
= Konvention ist konsistent. Dasselbe gilt fiir a;).

(i) Linearitét: ¢;j =aa; + by mit o, € C & éy=aap+f b

(ii) Translation: ¢; =a;—, & ¢ = e 2mikn/N g

C e = L N-1 —omi% _ 2omikr 1 N—1 __opjkG-mn)
(denn: & = ij o€ Nlj—n =C""N 7% 2= © N Qj_np
— 27‘1’1— N—-1—-n _Qﬂ.,LkJ)
= fzj—*n N a;

| a; und e=2™% sind periodisch modulo N

_ o 2mikr 1 N—1 _orikd —_ opjkn .
=e N\/ﬁzjoe Na;j=e"Na, V)

(iii) Symmetrien:
aj reell & agreell, G, =a_ =a
(

~ N 1 kg
denn: G_j = = 2N q; =
( \/ﬁ ZJ =0 J a,-:a;
a; rein imagindr < a9 =0, 4p—p = a_p = —aj,
(analog)

(iv) Parsevalsche Gleichung:

N-1 N-1 N-1 N-1
Z la;|* = Z |lax|? | bzw. allgemeiner ajbj = azby
§=0 k=0 j=0 k=0
(Beweis: ij:ol &ZBk = 11/ k 0 Z ZA,[ ée*%”zv i a*b i
Z] =0 Z =0 a‘*bJ' N Ek:() e_%lﬁe%iw = Zjv 01 ajb; V)
8.1

23

N-1
(b) Faltungssatz: | Fir ¢ = Z a;jbi_; gilt & = VN ay, b
=0
27er a

N-1 —2mikl
= a; b e N
\ﬁz Z; =0 % Yl=j N ,

E(=3)
72#1Te72

(Beweis: ¢, = \F Z

N—1 _on; ki N—-1 _op;kl=3) ~ 3
:ﬁZj:O e 2’”Naj I—o € 2mi=y bi—j =+vVNagby V)

a N—-1—j 727“ N-1 —2mik
k 1=—j Nbl El 0 € N bi=v bk
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7.2 Fourierintegral

Betrachte nun statt diskreter Datenpunkte kontinuierliche Funktion f(x).
Fourierintegral: Kontinuierliche Variante der diskreten Fouriertransformation.

7.2.1 Definition

Gegeben Funktion f(z) : R — C mit Eigenschaften (Dirichlet-Jordan):

e Absolut integrierbar: [*°_dz |f(z)| < oo

e Hat in jedem endlichen Teilintervall nur endlich viele Sprungstellen, endlich
viele Maxima und Minima und beschrénkte Schwankung.

Dann ist:

A~

1 &0 ;
Fouriertransformierte :| f(k) = \/T/ dz f(z) e ke
™ J—00

1 [~
Inverse Transformation :| f(z) = ﬁ/ dk f(k) e
T J—00

Verbindung iiber Darstellung der Delta-Funktion

S(p—7p' _ L= duy ePY ¢~y
1) =5 yete
—0o0

(Check: Gleichung fiir Delta-Funktion: Siehe Kapitel 6.3.2
Inverse Fouriertransformation: Einsetzen

7= [ dk flk) ek = L [dk [da’ f(z')eihwe=ike’
= [da' f(2') 5= [ dketme= k" = f(z) v)

S(z—=a’)

Bemerkung: Auch hier wieder volliger Wildwuchs in der Literatur beziiglich
Vorfaktoren! Deshalb: Immer {iberpriifen, iiber welche Gleichung die Fou-
riertransformation konkret definiert ist.

Verallgemeinerung auf d Dimensionen:

6= — [[[ a5 |0 = [ty




7.2. FOURIERINTEGRAL 89
7.2.2 Eigenschaften und Rechenregeln

(Beweise vollig analog dem Fall der diskreten Fouriertransformationen)

(i) Linearitat: h(7) = o f(7) + B g(F) & h(k)=a f(k)+ B (k)

(ii) Translation: h(7) = f(7— @) & h(k) = eika f(k)

(iii) Symmetrien: f(7) reellwertig & f(—l:c:) = f*(k)
f(7) rein imagindr <& k

(iv) Parsevalsche Gleichung: /dd7"|f(f’)|2 = [ d%|f(k)]?

bzw. verallgemeinert /dd'rf*(F) g(r) = /ddkf*(g) g(E)

(v) Faltungssatz: | h(7) = /ddr/f(f') g(F—7) & iL(E) = \/ﬂf(ﬁ Q(E)

Zusitzliche wichtige Eigenschaften

(vi) Produkt: h(f) = f(a7) & h(k)=a F(k]a)

(denn: h(k) = % [ A7 f(o i) e iFT
= L d 1 = 77;12-'7“/04
Substitution \/ﬂ fd T |a\dA f(T) € \/ )
T=a Jacobi-
Determinante

(vii) Ableitungen: h(7) = 0, f(7) &
h(ﬁ = aoq T (%nf(F) < E(E) =1

(denn: Fiir h(F) = 04 f(7) gilt
h(k) = 5= [dir e 79, f(F) e —\/% [ dr f(7) On (e T)

Integration

= — = [ dlr f(7)(—ika)e T = ikq h(K)
Hohere Ableitungen analog.)

(viii) Momente: h(7) =1y f(7) & h(k) = i% f(k)
=

h(F) = Tay - Ta, f(7) hk) = i" g2 F(F)

(Herleitung: Analog zu (vii) wegen Symmetrie von Fouriertransformation und
inverser Fouriertransformation, oder, fir h(7) = r, f(7)
h(k) = o7 [d%r e Trg f(F) =igg- 7= [ud'r f(7) e” ™" = izh- f(k) v
iﬁe—iﬁf
Hohere Momente analog. )
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7.2.3 Paare von Fourier-Transformierten

in einer Dimension

(@) Fk) = = [ da et £(a)

(i) Delta-Funktion 5(x) 1/V2m laut 6.3.2
(ii) Konstante C C V2m () laut 6.3.2
(iii) Kosinus cos(wz) \/§< d(k+w)+ 6k —w) ) Euler-

Sinus sin(wz) Vi ( Ik +w) =0k —w) ) formel
(iv) GauBkurve e 7*/20? o e k)2 siche unten
(v) Lorentzkurve 1/(z? + a?) V3 ﬁ e kal siehe unten
(vi) Exponentialfunktion el (a>0) \/% kg#w Invers zu (v)
(vii) Rechteckfunktion O(a—|z|) (a>0) \/g w Ubungsaufgabe

Bemerkungen:

%  Manche der obigen Funktionen erfiillen das Kriterium der absolu-
ten Integrierbarkeit [dz |f(z)| < co nicht! (z.B. Konstante, Sinus,
Kosinus). In diesem Fall kann man sich einfach einen infinitesimalen
»Dampfungsterm” el im Integral dazudenken mit e — 07 (vgl.

6.3.2).

% Aus schmalen Peaks werden breite Peaks und umgekehrt.
Zum Beispiel Gaufifunktion: f(x) hat Breite o, f(k) hat Breite 1/o.

Generell gilt:

(ohne Beweis,

([aeair@r) ([ akw1fme) =

Spezialfall der Unschérferelation, Stoff von Theorie III).
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Rechnungen zu (iv)-(vi)

Brauche Theorie der analytischen Funktionen (3.3.4)
Erinnerung: Falls f(z) analytisch (differenzierbar) innerhalb eines Gebietes G in
der komplexen Ebene, das von einer Kurve C' umschlossen wird, gilt:

— Cauchyscher Integralsatz: ¢ dz f(z) =0
— Cauchysche Integralgleichung: ¢ dz % = 2mi f(w) fir w € G

Dabei wird Kurve C gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.

Nun Rechnungen:

(iv) f(z)=e /2"
£ — _1 oo —ikx —2? /202 _ —1k252 1 oS} —ﬁ(w-&-’ikozf
= f(k) \/ﬂ ffoo dﬂfe © Quadratische ez \/ﬁ ‘];00 dl’e :
Ergidnzung

Substituiere & = = + iko?
Verschiebe Integrationsweg parallel zur reellen Achse
— Wert des Integrals gleich, da keine Singularitét iiberstrichen wird.
oo
_ —k%*%/2 _1 = —32)20% _ _ —k?0?/2
=e oL [ N dz e =oe
—_— ——

2o

(vi) fx)=e "l
= f(k) = \/% [, daemalel eibr = \/% Jo© da e (e  e7ikT)

_ L( 1 + L) — 1 _2a
— 2r \a—ik at+ik’/ — \/2r k2+4a?

(v) Folgt im Prinzip aus (vi) wegen Symmetrie der Fouriertransformation und
der inversen Fouriertransformation.
Alternative Herleitung: Betrachte f(x) = 1/(22 + a?)
= f(k) = \/% ffooo dze~ ke x2ia2 = \/% ffooo dme_lkz(mfli\a\ - z+1i\a|) 2i}a|
Schliele Integrationsweg in komplexer Ebene iiber Halbkreis
im Unendlichen in oberer oder unterer Halbene
k < 0: Weg C oben herum (iiber ic0), da e ™% ~ =i ~ o=Ikloo —
k> 0: Weg C’ unten herum (iiber —ioc), da e~ ~ eikio® ~ g=koo — (),
Achtung: Damit Integral iiber C’ gegen den Uhrzeigersinn
lduft, dreht sich dabei Vorzeichen um!

L F _ 1 1 —ik 1 1 _ 1 1 —ikz
=k <0: f(k) = 510 75= $o dze™ " (i —o3ima) = 21701 7= $o 42 o
—— —_—

T 1 k:\a\ Pol nicht eingeschlossen 2mie—tk(ilal)
- \/j*e kein Beitrag
2 |af
. F _ 1 1 —ikz(_ 1 1 _ 1 1 e~ tk=
k>0 f(k) = -5 7= $or d2e ™ (S — mmm) = 3 7= $or 9% S
~—— —_———
_ \/Eie*k‘al Pol niﬁhF egxg(:schlossen 2mie—tk(—ilal)
- 2 Ta] ein Beitrag

Zusammen: f(k) = V3 I%\ e~lkal
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7.2.4 Anwendungsbeispiel

Neben physikalischen Anwendungen sehr niitzlich zum Loésen linearer Differen-
tialgleichungen.

Beispiel: Losung der Gleichung AG(7) = §(7) in beliebigen Dimensionen.
Vorgehen: (hier)

Benutze Fouriertransformation, um auf geeigneten Ansatz zu kommen.
Benutze dann Gauflschen Satz, um das Problem zu l6sen.

1. Schritt: Losung der Gleichung im ”Fourierraum” k.

A =

G(P) — GF), AGH) — —K2GE), §F) — 1/v2r"
= —K2G(E) =1V = Gk) = —1/(V2r" k?)
2. Schritt: Riicktransformation in ”Ortsraum” 7 .

Allgemeines Verfahren fiir Dimensionen
G(T_‘) —_ _\/217(1 fddk‘ eszG(k,) — _(2711—)d fddk‘ k%eikrcosqﬁ(k,f)
| mit k = k/k,# = 7/r.
] d = dk k941 dQy mit Qg: d-dimensionaler Raumwinkel

k'=kr 1 2—d o ! 7.0d—3 ik’ cos(0) 2—d
= @’ ; dk' k dQ e xr

unabhan;g von ||
Berechnung von [;° dk’ k'@~ [ dQ... ist aufwendig.
Ubernimm daher lieber G(7) oc r>~¢ als Ansatz.
Problem bei d <2 : [;°dk'k73... divergiert bei k' — 0
= Riicktransformation nicht zul&ssig.
Ausweg: Versuchen, ob Abschneiden von G (E) zum FErfolg fiihrt:

Ersetze G(k) durch G.(k) = —1/(\/%Cl(k2 + €2)) mit € — 0.
P Ge(k) = == /(K +¢2) 25 Ge() = — 5 oIl

—5 + |z|/2 = const. + |z|/2.

NB: Die Differentialgleichung AG = é(x) definiert G bis auf ei-
ne Konstante (und eine konstante Steigung), deshalb darf const.
abgezogen werden. Man zeigt leicht, dass G(z) = |z|/2 die Dif-
ferentialgleichung AG = .G =5 (z) erfiillt (Ubungsaufgabe).

da?

Wihle z-Achse in Richtung

= 0 2w ikr cos
Ge(P) = —gryz Jo b i Jy " dgpeiFreos?

FE Gk [ AR ks [T dg ik os9

k24 (er)? JO
|  Integral dominiert vom Beitrag bei kleinen &’
/gt 2
~ gty Jo S 27 A0 ~ e In(er) = const. & In(r)

Konstante kann wieder abgezogen werden.

= Fiihrt zu Ansatz G(7) o In(r).
(De facto ist G(7) = 5= In(r) bereits die Lésung, siehe 3.
Schritt).
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3. Schritt: Auswerten des Ansatzes aus dem 2. Schritt.

d>2: Ansatz G(f) = Cyr?>™ = VG =Cy(2—d)r'=~
Integriere iiber Kugel um Ursprung mit beliebigem Radius.
= Jydir AG =[5, dA- VG =Cy(2—d) Q.
mit 4 : Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel.

Andererseits: [, d%r AG = fi,dér 6(7) = 1.

= Ca= _m’ G(r) = _(d—;)ﬂd 2
d=2: Ansatz G(F) = Cy In(r) = VG() = Cy LT

Verfahren wie oben = (5 = Q% =5, G(f)= 5 In(r)

d=1: G(r) oben direkt berechnet: G(z) = |z|/2.
7.3 Fourierreihe
Zum Abschluss und zur Vervollstéandigung;:

Fouriertransformation von Funktionen auf endlichen Intervallen oder von peri-
odischen Funktionen — Fourierreihen

7.3.1 Definition

Gegeben periodische Funktion ’ ft+nT)=f(t) fir teR, neZ ‘ mit Ei-
genschaften (Dirichlet-Bedingungen): Auf Intervall [0 : 7] hat f(¢) nur end-
lich viele Sprungstellen und endliche viele Minima/Maxima. An jeder Un-
stetigkeitsstelle existiert linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert.

Dann a8t sich f(¢) schreiben als:

oo
Fourierreihe :| f(t) = Z ¢, e2mint/T

n=—oo

1 C+T )
mit Fourierkoeffizienten : | ¢, = T / dt f(t) e 2mnt/T
C

(C € R beliebig).

Verbindung iiber

1 o+t 2mint /T 2mimt/T
Onm = T/c dt e~ 2mint/T g2mimi/ (*)
1 - 2mint/T —2mint’ /T - / Kk
T o e = ) o(t—t'+Tm) (*%)
n=—oo m=—oo
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(Check:
(*): Klar (einfach Integral ausrechnen!)
(**): Betrachte Sy, = Zﬁi_M(eQﬂ'it/T)n oM Zn L™ mit z = o2mit/T
= M2 o1 sin@@MADY/T)

geometrische z—1 z einsetzen sin(wt/T)

Summe

im Grenzwert M — 00 :
Interessant sind t-Werte mit sin(nt/T) — 0 = t* =mT
Entwickle t = mT 4+ xz,x < 1
= sin(nt/T) = 7% cos(mm) = (—=1)" 7%
sin(m(2M+1) %) = sin(mm + 7(2M+1) %) = (—=1)™ sin(r(2M+1) )

(=
sin(w(2M+1)t/T sm7r2M+1:L’ T M—o0 T
= (51§1(m‘/T§ . ( (wac/T — — 7 6( T) = T(;( )

= Sy TS S(t—mT) v
Rest ergibt sich durch Einsetzen und Benutzen von (*) und (**).)

Bemerkung: Fourierreihenentwicklung kann ohne weiteres auf nichtperiodi-
sche Funktionen angewendet werden, die nur in einem Intervall [0 : T
definiert sind. Diese werden dann einfach periodisch fortgesetzt.

7.3.2 Darstellung in trigonometrischen Funktionen
Im Prinzip dieselbe Entwicklung, aufgespalten in Sinus- und Kosinus-Funktionen.

Definition Gegeben eine reelle Funktion f(t), die periodisch mit der Periode
T ist und die Dirichlet-Bedingungen erfiillt. Sie kann dann geschrieben

werden als
t
+ Z {an cos 27rnT) + by sm(27mT)}
ap = % CC+T dt f(t) cos(2mnt) =cp +cp
mit Koeffizienten by = 2 g+T dt f(t) sin(2mnk) =i (c, — c—p)
ag = % g+T dt f(t) = 260.

Speziell f(t) gerade (f(t) = f(-1)) : Reine Kosinusreihe (b, =0V n)
f(t) ungerade (f(t) = —f(—t)) : Reine Sinusreihe (an, =0V n)

Wichtigste weitere Eigenschaft: Parseval-Gleichung

C+T
/ dt |£(t) —i—Za +b2)




Kapitel 8

Partielle
Differentialgleichungen

8.1 Ubersicht iiber die wichtigsten Beispiele in der
Physik

Partielle Differentialgleichungen: Differentialgleichungen fiir Funktionen wu(Z)
mit Ableitungen nach mehreren Variablen z;.

In der Physik sind sie

* In der Regel linear: L u(Z) = f(Z)
mit L: Linearer Differentialoperator
1), - 2) , - 2
L={%, Az( )(@a%i + 22 Agj)(fﬁ)am?axj +o )
= Es gilt das Superpositionsprinzip:
Falls u;(%) Losung von LU; = f;, dann ist u(¥) = >_; a;ju;(Z) Losung
von Lu =73, a;fi(Z).

* In der Regel zweiter Ordnung:
Die hochste Ableitung ist zweiter Ordnung.
Ausnahme z.B. Dirac-Gleichung: Nur erster Ordnung.
Hohere Ordnungen treten praktisch nicht auf.

Die linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung werden in drei
Kategorien eingeteilt: Elliptisch, Hyperbolisch, Parabolisch.

Betrachte dafiir nur die Terme mit zweiten Ableitungen:

L= Zij Ag) ax?;xj + -+ mit AZ(?) = Aﬁ) symmetrisch

(kann symmetrisiert werden, da Ableitungen vertauschen.)

Diagonalisiere Matrix (AZ(JQ)) —  Eigenwerte A,
Klassifizierung auf Basis der Eigenwerte:

e Alle gleiches Vorzeichen: Elliptischer Typ

e Verschiedene Vorzeichen: Hyperbolischer Typ

e Einige Eigenwerte sind Null: Parabolischer Typ

95
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Nun: Kurze Charakterisierung dieser drei Typen mit Beispielen.
Danach: Wichtige Losungsverfahren anhand von Beispielen.

8.1.1 Elliptischer Typ

Wichtigstes Beispiel:

Laplace-Gleichung fiir Funktion u(7):
bzw Poisson-Gleichung: ’ Au = =47 f(7) ‘
(inhomogene Laplace-Gleichung).

Anwendungen in der Physik: Statische Zusténde, z.B.
— Elektrostatik und Magnetostatik: Gleichungen fiir Potentiale
— Waérmelehre: Temperaturverteilung im Gleichgewicht
— Stréomungslehre: Ideale Fliissigkeiten ohne Wirbel (Potentialstromung)

Losung hingt von Randbedingungen am Rand 0G des Definitionsgebietes ab
(Randwertproblem).

Wichtigste Typen von Randbedingungen:
— Dirichletsche Randbedingungen: u auf 0G vorgegeben.
— von-Neumannsche Randbedingung: Normalenableitung von w auf dG vor-

gegeben, also g—z := 7l - Vu mit 71: Einheitsvektor senkrecht zu 0G.
— Cauchysche Randbedingung: (au + g—g) vorgegeben.

Fiir elliptische partielle Differentialgleichungen kann man zeigen:
Bei vorgegebenen Dirichletschen oder von-Neumannschen Randbedingungen
ist die Losung einer elliptischen partiellen Differentialgleichung eindeutig
(evtl. bis auf Konstante).

~» Man kann an einem Randpunkt nicht beides gleichzeitig vorgeben, man
darf allenfalls mischen (teils Dirichlet, teils von-Neumann)

8.1.2 Hyperbolischer Typ

Wichtigstes Beispiel:

Wellengleichung fiir Funktionen u(7, t): %g—; — A)u(r,t) =0

bzw. inhomogene Wellengleichung %‘9722 — A)u(r,t) =4 f(7)

Anwendungen in der Physik: Schwingungszustédnde
(Schall, elektromagnetische Wellen, Wasserwellen, ...)

Losung hiangt wieder von Randbedingungen ab. Diese schlieflen in der vierdi-
mensionalen Raumzeit auch Anfangsbedingungen ein, aber i.A. nicht ”End-
bedingungen” (keine Vorgaben an die Zukunft!)

— Randwertprobelm nur fiir einen offenen Teil des Randes. Dafiir miissen aber
sowohl u als auch Ableitungen von u angegeben werden.



8.2. LOSUNGSVERFAHREN FUR PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN97

— Cauchy-Problem:

—u(r,t =0) und %ﬂt:o im (3 dimensionalen) Definitionsbereich G vorgege-
ben (Anfangsbedingungen)
- (oau + p g—Z) auf dem Rand OG des Definitionsbereiches vorgegeben.
(Cauchy-Randbedingung)
a=1lund =0 — Dirichlet
a=0und =1 — von-Neumann
NB: Rand kann auch im Unendlichen liegen.

8.1.3 Parabolischer Typ

Wichtigstes Beispiel:
Diffusionsgleichung fiir Funktion (7, t): (%% — A)u(r,t) =0

Anwendungen in der Physik: — Diffusionsgleichung — Wérmeleitungsgleichung
— Schrodingergleichung
(freie Teilchen: ih%w(ﬁ t) = —%Aw(ﬁ t) — Diffusionsgleichung mit
D =ih/2m.
Teilchen im Potential: ih%@!) = (—%A + V(7)(7,t)
— Zusatzterm, aber nach wie vor parabolische Gleichung.)

Im Grenzfall t — oo stellt sich ein statischer Zustand ein (siehe 8.2.3), in dem
u einfach die Laplace-Gleichung erfiillt (anders als bei 8.1.2).

Anfangsbedingungen bei ¢ = 0 sollten vorgegeben sein.
— Wieder Cauchy-Problem:
—u(r,t = 0) vorgegeben (reicht hier!)
— (au+p g—z auf dem Rand 0G des Definitionsbereiches vorgegeben.
(Cauchy-Randbedingung)

8.2 Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichun-
gen

Im Folgenden: Wichtige Losungsverfahren fiir lineare partielle Differentialglei-
chungen anhand von Beispielen.

Methoden, die gleich praktisch erldutert werden:
— Separation der Variablen
— Fouriertransformation
— Greensfunktion
( — Ansatzweise numerische Verfahren )
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8.2.1 Laplace-Gleichung

Lose konkret folgende Aufgabe:
Wiérmeverteilung in einer rechteckigen Platte (quasi 2D), deren Rénder auf
verschiedenen Temperaturen gehalten werden.

= Gesucht ist Funktion u(z, y) mit Au = 0 in einem rechteckigen Gebiet (x,y) €
[0: L] x [0: L] und Dirichlet-Randbedingungen:
u(z =0,y) =T1; uw(x = L,y) =To; u(z,y =0)=T3; u(z,y=1L) =Ty.

8.2.1.1 Numerische Losung

Einfachstes Verfahren: Relaxationsverfahren
Schritte:

1) Diskretisierung: Zerlege Gebiet G in N x N Pixel, Linge ¢ = L/N
= Funktion u(z,y) ersetzt durch Matrix w;;.
Diskretisierung des Laplace-Operators (einfachste, nicht beste Art):
In 1D wire u(z) — u;, 88—;2 ~ 6%(u(ﬂv%—e) +u(x—e€) —2u(z)) — é(u¢+1 +
Uj—1 — 211,1').
In 2D: Au — e%(qu’j + Ui—1,5 + Ui j+1 + Ui j—1 — 4uij).

2) Diskretisierte Laplace-Gleichung u;; = i(uiﬂ,j + Ui+ U1 U1

3) Losung mit Relaxationsverfahren

e Starte mit beliebiger Matrix u(?) (

e Iteration: u(J ntl) i(ufﬁlj + ul( )1 g T “EJ)H =+ US g) 1)

(alles aufler Rand!)

Ej ntl) _ ugl) im Rahmen der gewiinschten Genauigkeit.

nur Rand muss stimmen!)

e So lange, bis u

8.2.1.2 Losung mit Separation der Variablen

Einfache Geometrie des Problems ermdoglicht analytische Losung.
Beginne mit einfacherem Problem: T} = Ty = T35 = 0,7 # 0.

1) Separationsansatz: Setze an u(x,y) = f(x) g(y);
Randbedingungen: u(z,0) = u(0,y) = u(L,y) =0

= f(0) = f(L) = 0, g(0) = 0.
Randbedingung u(x, L) =: ug(z) = T4 vorerst nicht beriicksichtigt.

Einsetzen in Au=0 = g(y )dd,;f( )+ fx )%g( )=0
Teile durch u(z,y) = f(x) 9(y) = s f(x)/£(x) + Lzg(v)/9(y) = 0.

2) Separation der Variablen

Argumentiere: F(z) = %f(x)/f(a:) héingt nur von z ab.
Gy) = %g(y)/g(y) hingt nur von y ab.
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Aus F(x) 4+ G(y) = 0 folgt F(x) = const., G(y) = const.
Konkret sogar F = —G =: —k?

= Reduktion auf zwei unabhéngige gewohnliche Differentialgleichungen
d2
dxz?

(x) = —k? f(z), %g(y) = k2 g(y) mit k : Separationskonstante

NB: Separierte Gleichungen haben die Form von Eigenwertgleichungen
L f = \f. Losungen: f Eigenfunktionen zum Eigenwert .
(Analog Eigenwert /Eigenvektor bei Matrizen).

3) Losung der separierten Gleichungen
i - —k?f mit Randbedingung f(0) = f(L) =0
= f(z) x sin(kz) und Einschrinkung kL = 7n, n € N
ig = k%g mit Randbedingung ¢(0) = 0
= ¢(y) o sinh(ky).
= Zusammen: u,(x,y) « sin(kx) sinh(ky) mit k = 7n/L

~» Satz unabhéngiger Losungen von Au = 0
mit Randbedingung u(z,0) = u(0,y) = u(L,y) = 0.

~» Kann zur vollstédndigen Losung so zusammengesetzt werden, dass auch
letzte Randbedingung u(x, L) = ug(x) erfiillt ist.
4) Vollst'a'undige Lésung fiir T1 = T2 = T3 = O, T4 = TO

w(z,y) = >, cnun(z,y) =Y, ¢y sin(rnz/L) sinh(mny/L),
wobei Koeffizienten ¢, so gewéhlt, dafl u(z, L) = ug(x)

— up(z) := ), ¢, sin(mna/L) sinh(mn)

— Fast die Form einer Fourier-Sinus-Reihe (7.3.2)
Ergéanze up(z) = —up(—x) fir —L < x < 0~ up ungerade auf [—L : L].
= ug = y_, bysin(27ng7 ) mit b, = ¢, sinh(7n).
(7.32) b, = &= f_LL ug(r) sin(2mngr) de = %fOL ug(x) sin(rnf) dz.

1 2 (L .
= Cn = Gunten 2 [y uo(z) sin(rni) dz.
4 1 .
Konkret ug(z) = Ty = ¢ = 70 smh(m) Ty : mnungerade
" 0 : sonst

Ergebnis: u(z,y) = > T, -4 sinh(rny/L) sin(mnx /L) =: Ty u(x,y)

Nungeradée * mn sinh(7rn)

5) Allgemeine Losung fiir beliebige 7; auf den vier Réndern

Aus @(z,y) kann man durch Drehung/Translation vier Losungen konstru-
ieren, bei denen jeweils an einem anderen Rand die Temperatur 7; # 0
ist und T; = 0 fiir j # 1.

T #0 = wi(x,y) =T a(y, L — x);
T340 = us(z,y) =Tz a(z, L —y);
Th #0 = w(x,y) =Tru(y,x);
Ty #0 = wg(z,y) =Ty a(z,y)
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Diese kann man wieder superponieren und erhélt schlielich die allgemeine
Losung fiir beliebige Temperaturen auf allen Seiten.

NB: Man kann so auch Losung fiir allgemeine, beliebige Dirichletsche
Randbedingungen bestimmen. Dabei d&ndert sich nur der Wert der In-
tegrale fiir ¢, in 4).

Zusammenfassung zum Separationsansatz:
e Kann man probieren, wenn die Geometrie einfach ist.

e Zerlegung der partiellen Differentialgleichungen in gewohnliche Differenti-
algleichungen (oder partielle Differentialgleichungen mit weniger Varia-
blen). Resultierende Differentialgleichungen sind im Allgemeinen Eigen-
wertgleichungen.

e Liefert Schar von moglichen Losungen fiir verschiedene Eigenwerte. Kann
dann zur Gesamtlosung zusammengesetzt werden (Unter Beriicksichti-
gung der Randbedingungen).

8.2.2 Wellengleichung

Betrachte hier drei Probleme:

* Freie Welle im unbegrenzten Raum: (7, t) erfiillt Au = v%g—:zu

Anfangsbedingung: u(7,t = 0) und dyu(7, t)|;—¢ vorgegeben.

* Schwingende Saite: Ausdehnung u(z,t) erfiillt % = v% %

mit Randbedingung u(0,t) = u(L,t) = 0 (fest eingespannt)
und Anfangsbedingung u(x,t = 0), dyu(x, t)|t=0 vorgegeben.

* Kreisférmig eingespannte Membran:

Zweidimensionale Auslenkung u(7,t) erfiillt Au = v%%u
mit Randbedingung u(7,t) = 0 fiir |7] = R (fest eingespannt)

und Anfangsbedingung: u(7,t = 0), dyu(7, t)|1=o vorgegeben.
8.2.2.1 Freie Wellen: Losung mittels Fouriertransformation
Im unbegrenzten Raum fiihrt Fouriertransformation am direktesten zum Ziel.

U(F7 t) = \/2173 fd3k eZEFfL(E, t) mit ﬁ(E, t) = \/21?3 fd3T e_iE.F'LL(T_’; t)

e Wellengleichung im Fourierraum

A .92 2 .
u— U Au — —k>a; %u% gtzu

— v%% = —k%4 | Gewdshnliche Schwingungsgleichung.

e Anfangsbedingungen im Fourierraum: Kann man direkt ausrechnen
u(k,t =0) = \/21?3 [d3r e_““ju(F,t =0) =: up(k)
8,511(]{:, t)|t:0 = \/L fd37‘ B_ik'Fat’LL(’l?, t)|t:0 = ﬂl(k‘)

27r3
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e Losung im Fourierraum:

a(k,t) = a(k) e ™ + b(k) €t mit | w = |k|v
mi CRTIE = a®) = ety
a(k) —b(k) = Zin b(k) 3 (0 — L)
e Losung im reellen Raum:
u( 1) = g [dk {a( (k) ei(FT=wt) 4 p(k) ei(kTHwt)y
= 7= L [d3k {a(k) i(kr—wt) 4 p(—k) e i BT} mit w = [k|v.

8.2.2.2 Schwingende Saite/Membran: Losung mit Separationsansatz

Pu — 1 0u it u(0,t) = u(L,t) = 0.

* Schwingende Saite: 53 = /7 5%
Separationsansatz: u(x, ) flx)T(t)
o 1 d*T
Einsetzen: T@——fd— 0= dx2/f RS /T—O
SN—— —
=—k2 —k2
. . 7f 2, d2T _ 2,2
= Separierte Gleichungen: ‘3 = —k*f, ‘77 = —k“ 0T

mit Randbedingung f(0) = f(L) = 0.
= f(z) o sin(kz) mit Einschrankung k = nmw/L

T(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) mit w = kv.

= Vollsténdige Losung:
u(z,t) =Y, sin(nw¥) (A cos(wnt) + By sin(wyt)) mit w, = nr¥.

Koeffizienten A,,, B, bestimmt durch Anfangsbedingungen.

* Schwingende kreisformig befestigte Membran:
Auslenkung u(z,y,t) erfiillt Au = U% % mit u(7,t)|,=r = 0.

Separationsansatz in zwei Schritten:

e Raum und Zeit: u(7,t) = U(7) T(t)

1 17"
Einsetzen: —AU — —— =0 = AU = —k?U, T" = —k*v*T
U v2 T
~——

—k2 k2
e Raum: Wegen der Geometrie bieten sich Polarkoordinaten an
U(7) = R(r) ®(¢) einsetzen in AU = (19,70, + 12 88;2)U = —k*U
L 11d,dpoa 1@, o
R rdr'dr ) d¢2
N——

const. da sonst nichts
von ¢ abhéngt: —n

= <I>”( ) = —n?®(p) = & ~ sin(ny) oder cos(ny) mit n € Ny
r d r dTR + (k*r? — n?%) R = 0: Besselsche Differentialgleichung
Wird in Kapitel 9.3 besprochen. Losung sind Besselfunktio-

nen.
Beispiel fiir Anwendung des Separationsansatzes in einem etwas kompli-

zierteren Problem.



102 KAPITEL 8. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

8.2.3 Diffusionsgleichung
Diskutiere hier allgemeines Problem: (4 % — A)u(7,t) = 0 auf Gebiet G mit
Dirichletschen Randbedingungen am Rand OG und beliebigen Anfangsbe-

dingungen u(7, ty) = uo(7).

8.2.3.1 Separationsansatz und asymptotisches Verhalten

Separationsansatz: u(7,t) = U(7) T(t) + U () mit U®): Lost AUO) = 0 mit
den gewiinschten Randbedmgungen (Laplace-Gleichung, 8.2.1).

1
Einsetzen — E&T /T —AU /U =0
— ~——

-\
=:—A
mit Randbedingungen: U = 0 auf 0G.
= Separierte Gleichungen AUy = —\Uy, T} (t) = —ADT)\(t)
= Th\(t) = e APt
U): Eigenfunktion von A zum Eigenwert A
mit den vorgegebenen Randbedingungen U = 0 auf 9G.

Bemerkung: Eigenwert A muss positiv sein.

Argument: — [, d% Uy AU, = — /dsr V- (U\VU) + [d3r (VUA)?) >0
——r
>0

Gauss: [54 dA (- VUX)Uy =0
Vgl. mit — [, d% Uy AU, = A [, d*r U§ :
= A>0. >0
Fiir A = 0 ist die Eigenwertgleichung einfach die Laplace-Gleichung AUy = 0.

Mit den vorgegebenen Randbedingungen ist die Lésung eindeutig (vgl. 8.1.1)
und somit "trivial”, Uy = 0. Eigenwerte mit nichttrivialen Eigenfunktionen

miissen somit echt positiv sein.

Allgemeine Losung:
u(7,t) = UO(7) + 32, Un(Pe *PT Cy\ mit C), < Anfangsbedingungen.

Asymptotisches Verhalten bei t — oo
Beitrag U (7) dominiert, Rest verschwindet exponentiell.
= u(7,t) —> U( )( 7) mit AU(O)( 7) = 0.

= Unabhanglg von Anfangsbedingung erfiillt asymptotische Losung die
Laplace-Gleichung!

NB: Nichstwichtiger Beitrag (falls U() = 0) : Kleinster Eigenwert Ag
= (1) = Ug)(7) + O, Ung (7) e,
— 00
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8.2.3.2 Propagatordarstellung
Illustriert am Beispiel des unbegrenzten Raumes

o Lose zunéchst
(500 — A)G(F, 1570, t0) = 0 | mit | G(F, to; 7o, o) = 3(7 — 70) |
Unbegrenzter Raum: G(7,t;7,t0) = G(r' — 7o, t — o)
Fouriertransformation: G(7,t) — G(k,t); AG — —k*G

G(k,t) erfiillt (50, + k2)G(F, t) = 0 mit G(F,0) = 1/v2r

= é(]z, t) = 7\/21?3€7k2Dt

Riicktransformation in den rga{en Raum: ~
G(7,t) = 721?3 J&k TGk, 1) = hys [k iR Te K D!

_ 1 o—7?/4Dt
- 47 Dt

e Allgemeine Losung fiir u(7, t)

u(f,to) = [ d3ro 6(F — 7o) u(7o, to)
J Zeitentwicklung to —t |
U(F7t) = fdgro G(f;t;":b?t()) U(FovtO)

Konkret im unbegrenzten Raum:
u(7,t) = [ BroG(F — 7o, t — to) u(o, o)

m J &ro exp( 41;([02)0) (7o, to)

= Mit G kann Losung fiir beliebige Anfangsbedingungen konstruiert werden.

G(7,t;70,to) nennt man Propagator oder Greens-funktion

8.2.4 Inhomogene Gleichungen und Greens-Funktion

Prominente Beispiele
— Poisson-Gleichung: A®(7) = —4mp(7)

— Inhomogene Wellengleichung: (v%g—; — A)O(7,t) = 4mp(7, 1)

Allgemeines Losungskonzept: Greensfunktion

Ausfiihrlich diskutiert in " Theorie 1”7, hier nur kurz rekapituliert.
Verfahren analog dem Propagatorformalismus (8.2.3.2)

Gegeben inhomogene lineare Differentialgleichung L®(x) = 47 f(x)
mit Randbedingung a® + 3 g—i’ = g(x)
(z.B. Poisson-Gleichung: x =7, L = —A
Wellengleichung: x = (7,t), L = - 8722 —A)
Lose zunéchst LG(x,%g) = 4775()( X0)
mit Randbedingung oG + $2& o =
und: L&) (x) = 0 mit den gewiinschten Randbedingungen
= Allgemeine Losung: ®(x) = [ d%xzoG(x,%0) f(x0) + @) (x)

(Beweis: Emsetzen)
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Konkret fiir obige Beispiele: Greensfunktionen im unbegrenzten Raum

— Poissongleichung: G(7, 7)) = G(7 — 7o) mit AG = —47)(F)
— G(¥) =1/r  (hergeleitet in Kapitel 5.4.1.1)
— Wellengleichung: G(7,t;70,t0) = G(F — 70, — to)
mit (52, — A)G(7,t) = 4m8(7) 5(¢)
— G(Ft) =L 8(t Fr/v)
(Herleitung und Check: Sieche Ubungsaufgaben)
Interpretation: ®(7,t) = fd?’r"ﬂl??YI Jdt' st —t' F1I)
— Gt = % 0(t — r/v): retardierte Greensfunktion:
® wird dargestellt als Funktion der Vergangenheit

G.. = L 6(t+r/v): avancierte Greensfunktion:
® wird dargestellt als Funktion der Zukunft



Kapitel 9

Orthogonale Funktionen

9.1 Allgemeiner Rahmen

9.1.1 Eigenwertgleichungen und Funktionensysteme

Voriges Kapitel: Separationsansatz, lieferte typischerweise Eigenwertgleichung:

2B. (i) Df(z)+kf(x) = 0 mit D = & (8.2.1.2)
(i) Df(r)+k>%f(r) = 0 mit D = rdrd4n?2  (8.222)
mit Randbedingungen (i) f(0) = f(L) =0
(i) f(R)=0

Wegen der Randbedingungen sind die Gleichungen i.A. nur fiir bestimmte k-
Werte l6sbar — Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktionen.

Implizit oder explizit wurde angenommen/benutzt: Aus Eigenfunktionen lassen
sich beliebige andere Funktionen, die die Randbedingungen erfiillen, zusammen-
setzen. (z.B. (i): Randbedingung fiir y = L, (ii): Anfangsbedingung).

— Jede Funktion, die die Randbedingungen erfiillt, soll sich nach Eigenfunk-
tionen entwickeln lassen.

2.B. (i): Gleichung &% f(2) = —k2f(x) mit f(0) = f(L) = 0.
(Wiederholung von 8.2.1.2 mit anderen Schwerpunkten)
= Eigenwerte k = 7n/L mit n € N,n > 0
Eigenfunktionen f,(x) = sin(mnz/L)
Beliebige Funktion ug(x) kann nach den f,(z) entwickelt werden:
uo(z) = 32, bn fn ().
Weiterhin gilt: %fOL dz fn(z) fm(z) = dpm.-
= Funktionen {f,(x)} sind orthonormal

bzgl. Skalarprodukt (f, g) = %fOL dz f(z) g(z) ((fn, fm) = Onm)
NB: Skalarprodukt ist kommutativ ((f,g) = (g, f))
und bilinear: Linear bzgl. beider Argumente f, g.

Damit gilt in der Entwicklung ug(x) =), by fn(x) automatisch:

Bilinearitét

105
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Zusammen: Eigenfunktionen f,, bilden vollstéindiges orthogonales Funktionensystem.
Beliebige Funktion ug(z), die kompatibel mit den Randbedingungen ist,
kann entwickelt werden gemaB ug(x) =), fn(x) (fn,uo)-

Konkret: Fourier-Sinus-Reihe: f,(x) = Sin(ﬂ'n 7)

(fn,uo) = % fo dz ug(z) sin(mmF)

In diesem Kapitel: Klasse von Differentialgleichungen, in denen sich ein solcher
Formalismus realisieren 148t, und wichtige konkrete Beispiele.

9.1.2 Das Sturm-Liouville-Problem

Allgemeine Klasse von Differentialgleichungen, aus denen sich orthogonale Funk-
tionensysteme herleiten lassen:

Auf dem Intervall [a, b] gelte ’ Sflx)+Ar(z) f(z)=0 ‘ (%)

mit dem Sturm-Liouville-Operator | S f(x) = %(p(x)%f(a:)) +q(x) f(z)

q(x) : stetig und reell in [a, ]
p(z) > 0, zweimal stetig differenzierbar in [a, b]
r(xz) > 0, stetig in [a, b]

und Randbedingungen: | p(z)(u(x) v'(z) — v/ (x) v(x ))|
fiir je zwei verschiedene unterschiedliche Losungen u(x

NB: Beinhaltet Dirichlet (u(a) = u(b) = v(a) = v(b) = 0)
und von-Neumann (u/(a) = v/(b) = v'(a) =2'(b) = 0).

0
); v(x).

Definiere Skalarprodukt (f.9) = /b dz r(z) f(x) g(x) (%)

wieder kommutativ ((f, g) = (g, f)) und bilinear.
Dann gilt fiir die Eigenvektoren der Differentialgleichung (*)

Orthogonalitét: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenvektoren sind or-
thogonal bzgl. des Skalarproduktes ().

(Beweis: Fiir verschiedene Eigenwerte A, A, gilt:
Sfat+ X arfa =0 = (pf,) = —(q+ Anr)fn, analog fm
=y do S 012 = p S file = Jy daplindi = = [ (@ M) fon
b
fa dz fn (pf;n)/ [p fnf/ f dxpf’ f/ = _fa Q+)‘7nr)f7nfn~

Ziehe beide Gleichungen vonemander ab.
b
= [Pty = Fofi)la = Am =) [, dz 7 finfn

0 lt. Voraussetzung #0 <fm »fn)

= (fm, fn)=0fiir Ay 2N, V')
Normiere f, — fn = fu/(fn, [n) = <fmfm> = S
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Vollstandigkeit: Eigenfunktionen bilden vollstdndiges Orthogonalsystem,
d.h. alle Funktionen lassen sich nach Eigenfunktionen entwickeln.

(ohne Beweis. Stichwort: Differentialgleichung ist ”selbstadjungiert”)

= Beliebige Funktionen g(z) konnen entwickelt werden gemaf

g(z) = an(x) Cn

mit

~ b A~
en = (furg) = / dz () fulz) g(2)

(wg. cn = Zm OpmCm = Em<fmfm>cm = <fmZm Cmfm> = <fn7g>)

9.1.3 Beispiele fiir Sturm-Liouville-Gleichungen

* Schwingungsgleichung

2

T @) R () =0

mit x € [0: L], f(0) =

F(L) =o.

entspricht p(x) = 1, ¢(z) =0, r(z) =1, A =: k?

Eigenfunktionen: f,(z) = sin(mnx/L)

(siehe 9.1.1)

* Legendresche Differentialgleichung

d d

(=) f(@) U+ D) =0

mit x € [—1, 1], f(x) regulér am Rand.
entspricht p(z) =1 — 22, ¢(z) =0, r(z) =1, A =:1(I + 1)

Eigenfunktionen: Legendresche Polynome Pj(x)

(siehe 9.2.1: Werden immer dann wichtig, wenn mit Kugelkoordinaten ge-
arbeitet wird, vgl. 9.2.4.)

* Besselsche Differentialgleichung

mit x € [0: a]

entspricht p(x) = z, q(z) = —n?/z, r(z) = 2, A =: k?
(nach Division durch x).

Eigenfunktionen: Besselfunktionen J,, (kr)

(siehe 9.3: Wichtig bei Problemen mit Zylindergeometrie)

d

* Sphérische Bessel-Gleichung | —

mit x € [0: a]

dx

(z

2 d

LT @) + (R = U1+ 1) f(2) = 0

entspricht p(x) = 22, q(z) = —1(l + 1), r(z) = 2%, X = k?
(nach Division durch x).

Eigenfunktionen: Sphérische Besselfunktionen j, (kr)

(Probleme mit sphérischer Symmetrie, vgl. auch wieder 9.2.4.)
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d, _ed

(e (@) +2n e f(2) =0

* Hermitesche Differentialgleichung

mit z € [0,00], [ da 2 f(x) < oo.
entspricht p(z) = e, ¢(z) =0, r(z) =2d7*", A = n

Eigenfunktionen: Hermite-Polynome H,, (z)

(Losung der Schréodingergleichung fiir Schwingungsprozesse)

d d

S f@) +ne f(z) =0

* Laguerresche Differentialgleichung d—(e 1e
T x

mit x € [0,00], [~ dz z*f(z) < oo.
entspricht p(xz) = ze™?, ¢(x) =0, r(z) =d™%, A=:n

Eigenfunktionen: Laguerre-Polynome L, ()

(Losung der Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom)

Nun: spezielle Differentialgleichungen und Funktionensysteme

9.2 Legendre-Polynome

9.2.1 Die einfache Legendresche Differentialgleichung

Gleichung : Bereits in 9.1.3 eingefiihrt. Alternative Schreibweise:
(1—2°)f"(2) = 2z f'(z) + 1L+ 1)f(z) =0
fir z € [—1: 1], Randbedingungen: f(z) regulér.

Losungsweg: Potenzreihenansatz f(z) = > 00 a, 2"
Einsetzen:
0= U1+ 1) f(x) — 201 (x) + (1 — 22) /" (2)
=1(11+1)>, apz" =23 apyna”+Y., an(n—1)z" 2= a,n(n—1)z"
| Sammle gleiche Potenzen
= 2"a,({({+1) —2n—n(n—1)) + anta(n+ 1)(n + 2)]
1(1+1)—n(n+1) @ = — (I—n)(I+n+1) a
(n+D)(n+2) " T T (nt1)(nt2) T

= Summe zweier "unabhéngiger” Reihen: Eine mit geraden, eine mit ungeraden
Potenzen von x. Sind durch den jeweils ersten Koeffizienten ay bzw. a;
vollsténdig bestimmt.

Koeflizientenvergleich = a,, 42 = —

Moglichkeiten fiir diese beiden Beitrage:
— Unendlich, Reihe bricht nicht ab.
Konvergenzradius R? = lim,,_, o

(€273 |
Qn 42

= Singularitdt am Rand des Intervalls [—1, 1]
~» Nicht kompatibel mit Randbedingung!

— Reihe bricht ab = n =1 oder n = —(I + 1) fiir ein n = n,
= [ muss ganzzahlig sein.
OBdA >0
(anderenfalls ersetze [ = —(I+1) > 0= 1(l+ 1) =I(I + 1)
= Abbruchbedingung ist n, = [ = Polynom
[ gerade: Gerades Polynom
[ ungerade: Ungerades Polynom
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Losung (Zusammenfassung)
e Eigenwerte [ € Ny

e Eigenfunktionen: Polynome Pj(x)
— gerade fiir gerade [, ungerade fiir ungerade [

— Rekursionsrelation a2 = —%

— Ubliche Normierung: P;(1) = 1
— Konkret: Py(z) =1, Pi(z) =z, Pa(z) = 322 — 3, Ps(z) = 323 — 32

9.2.2 Wichtige Eigenschaften der Legendre-Polynome

1
(1) Orthogonalitit (P, Pp) = / dz P(z) Pp(z) =0fiirl #m
-1

(2) Erzeugende Funktion | ®(x,t) := Y )5, t! P(x)

kann durch einfachen analytischen Ausdruck dargestellt werden:

O(z,t) =1/ 1 =2zt + 2 (%)

(Beweis: Erzeugende Funktion erfiillt Differentialgleichung
(1—a%)5> & sP(x,t) — 23:69:(1)(33 t) + If(%2 (t®(x,t)) = 0 mit Randbedingungen:
®(0,t) = 1 L, @(1,t) = 11, @(2,0) = Py(z) = 1, 2(,1)|1=0 = Pi(z) = 2.
Diese Gleichung wird durch (%) erfiillt.)

Mit Hilfe der erzeugenden Funktion kann eine Reihe weiterer wichtiger
Eigenschaften hergeleitet werden, z.B.

2
3) Normierung: | (P, P) = ———
(3) Normierung (P, P) ST

(Dazu Berechne fl dz ®*(x,t) =Y, (P, Py ) >, U P, P):
f dz ®%(x,t) = f da/(1 -2zt +t*) =1 In (_ == t2l213-1

Koeﬂimentenverglelch — (P, P)=2/(21 + Hv)

(4) Rekursionsformeln, z.B.

o (1 4+ 1)Pia(@) = (20 + aPyz) — 1P (2)
(Herleitung: Zeige zunéchst (1 — 2zt + tQ)%CD = (z—1)D.
Dann Reihendarstellung einsetzen und Koeffizientenvergleich.)

o 2P/(z) — P, (x) + LFi(x)
(Herleitung: Zeige zunéchst (z — t)a%CI) = t%@.
Dann Reihendarstellung einsetzen und Koeffizientenvergleich.)
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1oa o,

[
o qd @ Y

(5) Formel von Rodriguez | P(x) =

(Beweis:

*: Zeige, dass f(z) = dd—;v(x) mit v(z) = (22 — 1)! die Legendresche Differential-
gleichung erfiillt.
Zunichst: (22 — 1)v/(z) = (22 — 1)l(z? — 1)!7122 = 2zv(2)
Dann leite diese Gleichung (I + 1) mal ab

unter Beriicksichtigung von %oj =0 fir n > m.
+1 1+1 ) +1 1 l+1 l
= S (@ - 1)) = (@ - )8 + (+ D2ede + GHagy

! dl+1

= O (2wv) = 2y 1211+ 1)Ly
= (@? = 1)f"(@) + 22f'(x) -1l + 1) f(x) =0
1
*: Berechne f(1) = & (2% — 1) = dd—((a: — Dz + 1Y |pz1
= @+ D)L (@ — 1) e =210 V)
A (om0
’ fir m<1

(6) Explizite Gleichung (ohne Beweis)

S ()
ol l

mit [[/2]: kleinste ganze Zahl > [/2.

(7) Reihenentwicklung beliebiger Funktionen auf [—1 : 1]

fl@)=2a @l+1) Rz) & q=1[" de P(2) f(z)

1
< Vollstéandigkeitsrelation: 3 2(21 +1) P(x) Py(z) = 6(x — ')
l

9.2.3 Zugeordnete Legendre-Polynome

Gleichung: Verallgemeinerte Legendresche Differentialgleichung

d d m?
(1= S f@) + (-

+I1(1+1))f(x)=0

)

mit |z| < 1, |m| < |I| ganzzahlig.

NB: m = 0 — Einfache Legendresche Differentialgleichung, Losung Pj(z)!

Losungsweg fiir m # 0, OBdA m > 0.
e Singularitiit bei z — +1 (im Term —m?/(1 — 22))
Analysiere zunéichst asymptotisches Verhalten bei x — +1:
7 > +1),(1-2%) = 2(1 F )
2
~+ Néhere Differentialgleichung durch L2(1 Fz)L f — st =0
Substituiere y = In(1 F z) = d%(l Fo)d -4 dgf m2f =0
= Asymptotische Losung: f ~e?V = (1F1)%
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e Motiviert Ansatz: f(z) = (1 —2)% (1 + )2 v, (z) = (1 — 22) 2 v, (2)
Einsetzen ... = (1—22)v/ (z)—2(m~+1)zv), (z)+ (1 (1+1)—m(m+1))v,(z) =0
Trick: Diese Gleichung ableiten und sortieren
= (1 —22)v —2(m +2)zvl, + ([(1+1) — (m+ 1)(m +2))v,, =0
Vergleich — w], = um4+1: Ableiten entspricht Hochsetzen von m — m + 1!

= Rekursiv erhélt man Losung: vy, (z) = v),_;(z) = ... = dd:;:L vo(z) = dszl( x)
Losung: Zugeordnete Legendre-Polynome P/ (x) mit
P(x) = (=)™ ((ll —)372) s " ()
Prm(e) = (1) U prna

(Faktor ((—1)™ und Definition fiir P”™: Konvention)

Eigenschaften :

1 dl+m
— Formel von Rodriguez | P"(z) = —(—

w[3

_ 1)1

dgl+m (:E

(abgeleitet aus 9.2.2)

., L P 2 (4m)
— Orthogonalitét /_1 dz P" (z) P (x) = 2A+1 (I —m)! Otm

(= Orthogonaliéit: Fiir festes m is die Differentialgleichung vom Sturm-
Liouville-Typ mit p = 1 — 22, ¢ = —m?/(1 — 2?)

— Normierung;: Ubungsaufgabe)

9.2.4 Kugelflichenfunktionen

Nun nachgeliefert Motivation: Bedeutung der Legendre-Polynome.

Haufige Fragestellung in der Physik: Partielle Differentialgleichung mit A-
Operator an prominenter Stelle. Losungen sollen nach Radial- und Win-
kelanteil separiert werden.

Beispiele: Fernfeldentwicklungen (Multipole, Streuung), sphirische Geo-
metrie ...

— Suche nach Eigenfunktionen von A in Polarkoordinaten, d.h. Losungen der
FEigenwertgleichung

Au=[ 5L 5 +5 (g apsindsy + nZ 9312) u(r, 0, ¢) = —k*u(r,0,¢)
N

=Ar =—[2
Separationsansatz: u(r,8,¢) = R(r) Y (0, ¢)
= £ AR - v LY  =-k?
W—/
unabhingig von r
=:1(1+1)

= Radialgleichung: (A, — it 1)) R(r) = —k* R(r)

r2

Winkelgleichung: L2 Y (0, ¢) = I(I + 1) Y (6, ¢)
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NB: Radialgleichung ist eine sphérische Besselgleichung (vgl. 9.1.3).
Hier: Schwerpunkt auf Losung der Winkelgleichung.
~» Zweiter Separationsansatz: Y (6, ¢) = f(0) ®(¢)

1 1 d d 1 1 d%®
= (_7f(0) snodo sin Q@f(Q) ~ sn2o 7@«{)) ag? = l(l + 1)
N—_——

unabhingig von 6
Konstante: —m?

= Azimuthale Gleichung: %@ = —m?2® fiir ¢ € [0 : 27]
mit (27)-periodischen Randbedingungen
= d~e™ meZ

v ap S0y — g + 10+ 1) f(0) =0
Substituiere x = cos 6 ;:) % =1 %, sin? 6 = (1 — 2?)
= (1 —2%) g — 25 + 10+ D))f(@) =0

= Verallgemeinerte Legendresche Differentialgleichung!
= Losung bekannt: Eigenwerte (I + 1) mit [ € Ny
Eigenfunktionen: P"(x) = P/"(cos(0))

Polare Gleichung: (

Zusammenfassend: Kugelflichenfunktionen
Der Winkelanteil des Laplace-Operators
A 1 9 0 1 02
L? = —— —sinf— — —— —
sing 00 >80 sin20 D>

hat die Eigenfunktionen

Yim(0,0) = Ny PM(cosf)e™  (m > 0)
Yi-m(0,6) = Ny P™(cosf)e™? (m < 0: Konvention)

mit Eigenwerten ’ leNg,meZ,—l <m<lI ‘
Normierung N, so gewihlt, dass [sinfdf [ d¢ |Yi,|* =1

a1 1 —m)
- Mm_\/ 4 (I4+m)!

Die Funktionen Y}, (6, ¢) heien Kugelflichenfunktionen.

Wichtigste Eigenschaften

2 T
Orthonormal: / do / df sin@ Yy (0,0) Yy (0, 0) = S Ommy
0 0

(Jo™ o Yy Yine ~ Jo " dg e m=m¢ 0 fiix m £ m’
[T sin6 A0 Yy, Yirm ~ [, da P (x) PP () = 0 fiie 1 # 1/
Normierung: Per Definition.)

00 l
Vollstandig: Z Z Y (0,0)Yin(0',¢) = 6(¢p — ¢') 6(cos 6 — cos )
=0 m=-1
(d.h., man kann alle Funktionen f(6, ) nach Y}, entwickeln:
F(8,0) = 370 e i €t Yim (0, )

mit ¢, = [[sinfdf do YjE (0, ¢) f(0,6).)
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Additionstheorem: (ohne Beweis)
Gegeben Einheitsvektoren €, € mit Winkelkoordinaten (6, ¢), (¢, ¢).

l
> Vi (0, ¢)Yim(0,¢) = P(E- )

m=—1

47
20+ 1

Dann gilt

9.3 Die Besselsche Differentialgleichung

Ergibt sich als Radialgleichung in zweidimensionalen Problemen oder bei Ver-
wendung von Zylinderkoordinaten (z.B. 8.2.2.2)

Entsprechung in drei Dimensionen (Radialgleichung des Laplace-Operators in
Kugelkoordinaten) — sphérische Besselgleichung (vgl. 9.1.3).

d, d
Gleichung : Nach 9.1.3 | o (2~ f(z)) + (k222 —n?) f(x) =0

bzw. definiere p = kx und schreibe etwas um
d? 1

%f+p$+<—$»ﬂm=0

=

Losungsweg: Wieder Potenzreihenansatz f(p) = Z}io aj p!

— Rekursionsformel ag; = —m agj—2 und a; = 0 fiir j ungerade.

Konvention: ag = [2" n!]~!

ésung : = N 4(_1)71 Py2j+n
Losung | ) = 3 5t (5

Besselfunktion erster Art der Ordnung n.

Weitere Losungen (Reihen): Besselfunktion 2. Art, Hankelfunktion, ...,
Fiir ganzzahlige n ist J,(z) als einziges reguldr bei n = 0.

Orthogonalitéit : Gehe wieder zuriick zur urspriinglichen Gleichung (p = kx).
Laut 9.1.3 Sturm-Liouville-Gleichung zum Eigenwert k fiir festes n.
— Fiir jedes n erhélt man einen Satz orthogonaler Funktionen J, (kr).

Auswahl der k£ aus Randbedingung. Sei zum Beispiel Bedingung f(R) = 0

= Orthogonales Funktionensystem ist {f,(z)} = {Jn(a;} ) mit {a;}:
Satz der Nullstellen von Jj(z). (davon gibt es unendlich viele)!

Orthogonalitétsrelation: fOR dr x Jp(ar§) Ju(ay §) =0 fir I £ 1.

(vgl. 9.1.3: Skalarprodukt muss hier mit Faktor z definiert werden!)

Man kénnte noch vieles zu Besselfunktionen sagen, aber wir lassen es hier erst
einmal dabei bewenden!
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