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Anhang A

Anhang: Matrizen

A.1 Beispiele von Matrizen

Matrizen: Neben Vektoren weitere niitzliche Konstrukte, mit denen sich Sach-
verhalte kurz und prézise ausdriicken lassen. Bedeutung unter anderem fiir

— Lineare Gleichungssysteme
— Beschreibung von Drehungen im Raum

— Darstellung bestimmter physikalischer Gréfien

Das soll im Folgenden kurz illustriert werden.

Lineare Gleichungssysteme
3z + Ty - 2z =

Beispiel: Sor oty _

Charakterisiert durch ”Koeflizientenmatrix” ( _32 I _02 )

und ”Spaltenvektor” ( ? )

Eigenschaften des Gleichungssystems werden im Wesentlichen von der
Koeffizientenmatrix bestimmt.

"Matrix” hier: Zahlenschema aus m x n Zahlen a;; (m Zeilen, n Spalten)

Darstellung des Gleichungssystems in Matrixschreibweise:
37 2\ ") (2
21 01 Y)7\1)
z

Drehungen

Gegeben physikalischer Vektor d, zwei rechtwinklige Koordinatensysteme
Y, ¥/ mit Basisvektoren {¢;}, {¢;} (Einheitsvektoren entlang Achsen 7).
Darstellung von d im Koordinatensystem X: d = Y; a;6; mit a; = (d- é;).

Darstellung von d im Koordinatensystem X': @ = Y, ajé; mit a, = (d’-é}).

141
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= Einfache Regel fiir die Umrechnung von Koordinaten {a;} - {a}}:
aj = (&) = (3 a;é;) € =3 (& -&)a; = ), Dija; (A1)
j J J

Definiert Drehmatrix D = (D;;) mit D;j = €; - €;.
Dann folgt a; = ¥.; D;ja; bzw. in Matrixschreibweise: a’ = Da.
Dies gilt fiir alle physikalischen Vektoren d. Drehung des Koordinatensy-
stems wird durch das Zahlenfeld D vollséindig bestimmt.

Konkret z.B. Ebene: D = ( Cf)S(b —sin ¢ )
sing cos¢

Verallgemeinerung: Allgemeine affine Koordinatentransformation zwischen
Koordinatensystemen, die nicht unbedingt rechtwinklig sind: Beschrieben
durch allgemeine invertierbare 3 x 3-Matrix.

Bemerkung: Mit der Einfiihrung der Drehmatrizen wird die Konkreti-
sierung des Begriffs ”physikalischer Vektor” moglich: Ein physi-
kalischer Vektor ist eine GroBe, charakterisiert durch drei Zahlen {v;}
(im dreidimensionalen Raum — zwei Zahlen in der Ebene), die sich
unter Drehung des Koordinatensystems in folgender Weise transfor-
mieren:

{vi} = {vj} mit vj = ¥; Dyjv;.

Physikalische Tensoren

Beispiel: Trigheitsmoment und Trigheitstensor

Tragheitsmoment 6§ Verkniipft Drehimpuls mit Winkelgeschwindigkeit
7.B. symmetrischer Kreisel, der sich um Symmetrieachse dreht. Sym-
metrieachse sei die z-Achse.

Winkelgeschwindigkeit: w = d¢/dt.
Drehimpuls: Vektor L mit Betrag L = 6w und Richtung z
0 ist das Drehmoment und charakterisiert den Kreisel
(Konkret: 6 = [ d3rp(7)(z?* + y?))
Bedeutung des Drehimpulses: Physikalische Erhaltungsgriofe.

Verallgemeinerung: Tréigheitstensor I

Frage: Beliebige Drehachse? Asymmetrischer Kreisel?
— Drehimpuls nicht unbedingt parallel zur Drehachse.
Aber: Immer noch linearer Zusammenhang.
Fiihre vektorielle Winkelgeschwindigkeit & ein.
Betrag: w, Richtung: Drehachse.

Ly Ly Lo Iz w1 R
Dann gilt: Lo |=| Io1 Iy Iog wy | bzw.: L =10
L3 I3y I3z I33 w3

mit I: 3 x 3-Matrix, die eine physikalische Figenschaft des Kreisels
beschreibt. (Konkret: I;; = [ d3rp(7)(r%6;j — x; ;)
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= Definition eines ”physikalischen Tensors” #hnlich der Definition
des physikalischen Vektors: Grofle, charakterisiert durch 3 x 3-Matrix
{ti;}, die sich unter Drehung des Koordinatensystems in folgender
Weise transformieren:
{tij} — {t;j} mit t;j =2k Dir Djity.
(Strenggenommen Tensor zweiter Stufe. Tensoren hoherer Stufe: Selbes
Prinzip, nur mehr Indizes.)

A.2 Elementare Begriffe

1) Definition einer Matrix
Eine m x n-Matrix ist ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n

air - Gip
Spalten: : : = (aj) (aij € R oder C).

am1l - Gmn

Zwei Matrizen gelten als gleich, wenn jeder Eintrag a;; gleich ist.
2) Spezielle Matrizen
0 - 0

e Nullmatrix: :
0 - 0
e Quadratische n x n-Matrizen
— Symmetrische Matrix: a;; = aj; V i, j
— Antisymmetrische Matrix: a;; = —a;; V4, J
— Diagonalmatrix: a;j = d;; a;
— Einheitsmatrix: E =1 = J;;
e Vektoren:
Spaltenvektor: n x 1-Matrix
Zeilenvektor: 1 x n-Matrix

— Koordinatendarstellungen von Vektoren sind spezielle Formen
von Matrizen.

3) Rang einer Matrix
m x n-Matrix kann man sich zusammengesetzt denken aus m Zeilenvek-
toren oder n Spaltenvektoren.

Zeilenrang: Maximale Zahl linear unabhéngiger Zeilenvektoren
Spaltenrang: Maximale Zahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren

Es gilt: Spaltenrang = Zeilenrang.

A.3 Rechnen mit Matrizen

1) Addition : Sei A = (a;;), B = (b;j), gleiche Zahl von Zeilen/Spalten.
C = (¢i5),C = A+ B bedeutet: ¢;; = a;j + b Vi,
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2) Multiplikation mit Skalar : Sei A Skalar
C = MA bedeutet: Cij = )\aij Vi,7.

Bemerkung: Matrizen mit Addition und Skalarmultiplikation bilden wie-
der Vektorraum iiber dem Korper der Skalare (R oder C).

3) Transposition
C = AT bedeutet: Cij = aji

4) Matrixmultiplikation : Sei A = (a;;), B = (b;}),
Anzahl Spalten von A = Anzahl Zeilen von B

C = AB bedeutet: ¢;j = Y a;y, by;-

Eigenschaften der Matrixmultiplikation

o Assoziativ: A(BC) = (AB)C
e Neutrales Element: 1 erfiillt AT1=1TAVA
e Nicht kommutativ: Im allgemeinen ist AB + BA.

e Matrix A kann Inverses haben (siehe 5), muss aber nicht.

5) Matrixinversion A sei eine m x n-Matrix:
n x m-Matrix (A1) ist ”Linksinverses” von A, wenn (A™1)A =1.
(Definition der ”Rechtsinversen”: Analog)

Es gilt: (Leicht zu zeigen)
(AB) ' =pB71A"!
(A7) t=4
Fiir n =m: AA™ = ¢
(d.h. A~! ist dann auch Rechtsinverses).

Praktische Berechnung: Losung eines Satzes von linearen Gleichungs-
Systemen.

L3 . Gesucht A7t = Til 12
2 1 T21 T22

o 2 )(a 7)o v)
o1 T22 2 1 0 1
Entspricht zwei linearen Gleichungssystemen:
(>(—) 1$11 + 3%12 = 1 13321 + 3.7522 = 0
(*%) 2z11+1lx12 = 0 2x91 +1x9g = 1
Selbe Koeffizienten, nur rechten Seiten sind verschieden
— Dieselben Transformationen fithren zum Ziel.

Beispiel: Gegeben A = (

Losungsverfahren (fiir n x n-Matrizen).
Schreibe Koeffizientenmatrix (fiir linke Seite) und Einheitsma-
trix (fiir rechte Seiten) nebeneinander auf. Fiihre dann die Zei-
lentransformationen aus, die die Gleichungssysteme l6sen.
— Linke Matrix (Koeffizientenmatrix) wird zur Einheitsmatrix,
rechte Matrix wird zur gesuchten inversen Matrix.
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2 1

(o) <H>/5(

Konkret: (

[S2{ [N}
-

1 1
0 0

1
5

(S]]
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1 3
= Ergebnis: A™! = ( P9 )

1 (**)*g)%(*) 1 3 1 0
0 0 -5]1-21
1
2
5 )
5 5

2
3 0 ) ()=(x)=3(x%) 0| -3
LR )

1 - 1| z
(Alternativen: Cramers Regel, siche ndchster Abschnitt, wird aber
fir n > 2 impraktikabel. Weitere numerische Verfahren, z.B. LU-
Zerlegung, siehe Numerikliteratur).

6) Spur : Fiir n x n Matrizen A ist Sp(A) :=
Es gilt: Sp(AB) = Sp(BA)
(leicht zu sehen, wenn man es explizit hinschreibt).
- Sp(A1-+-Apn-14y) = Sp(AnAr-+-Ap_1):
Matrizen in der Spur diirfen zyklisch vertauscht werden.

Yis1 Qi

7) Determinante : Siehe nichster Abschnitt

A.4 Determinanten

1) Definition: Betrachte n x n Matrix A = (a;;)

det(A) = Z(_l)Palpl Aypy " Upp, (AQ)
P
Hier ist: (P;---P,): Permutationen von (1---n)
Y. p: Summe {iber alle Permutationen
(-1)P: 1 , falls Permutation gerade
" | -1 , falls Permutation ungerade

wobei - 'gerade’ Permutation: ldsst sich durch gerade Anzahl paarweiser
Vertauschungen (Transpositionen) realisieren.
- 'ungerade Permutation: ungerade Anzahl Transpositionen

Es gilt: Zuordnung Permutation < gerade/ungerade ist eindeutig.
ailr - Qin ailr -t Qin
Notation: det(A) =det| : =] :

anl -+ Onpn Gpl - Anp

=ai1 a2 —a12 a21-

ailr a2
Konkret: 2 x 2:
a1 a2

ai; aiz a3
3x3: | a1 az a3 | =X €5k al; azjazg
asz1r a32 a33

ap by ¢
— Spatprodukt: (abé) = Y €jp aibjcr =| az b2 c2
as b3 C3

entspricht genau dem von (d, b, ¢) aufgespannten Volumen.
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Geometrische Interpretation: A = (G;---d,) (d; Spaltenvektoren)
Dann ist | det(A)| genau das von (d; -Gy, ) aufgespannte n-dimensionale
Volumen im n-dimensionalen Raum.

Daraus folgt z.B. det(A) =0 < a; linear abhingig <> Rang A < n.

2) Rechenregeln

e Transposition : det(A”) = det(A).
(Begriindung: det(AT) = ¥ p(-1)Fap,1-ap,n = ZP(—l)Pa1P1-1~~~anpﬁl
=% p(-1)"a, pra, py mit P =P
letzter Schritt folgt aus (-1)F = (—l)Pil.)
e Addition einer Zeile/Spalte

ain v Qi ain o Qi air Qi
aip +bin v Qi +bin [ =| a0 i || bin o b
an1 Gnn an1 =+ Gpp ap1 =+ QGpp

Spalte analog.
(Begriindung: Faktoren (a;; + b;;) in Gl. (A.2) ausmultiplizieren.)
e Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einer Zahl «

ail : Aln ail - A1n
aagp o QQgp | = O Qi1 Qip
anl -+ Gpn anl "+ Qnn

(Begriindung: Faktor « in Gl. (A.2) vor die Summe ziehen.)

Folgerung det(aA) = ™ det(A).

e Vertauschung zweier Zeilen/Spalten dndert Vorzeichen.
(Begriindung bei Spaltenvertauschung ¢ < j: Entspricht in Gl. (A.2) dem
Ersetzen der Permutationen P durch P’ = T;; P, wobei T;; die Transposition
(i < 7) ist. Falls P gerade, ist P’ ungerade und umgekehrt.)

e Sind zwei Zeilen/Spalten gleich, folgt det(A) = 0.
(Begriindung: Vertauschung #ndert A nicht, aber Vorzeichen von det A.)
— Wenn ein Vielfaches einer Zeile/Spalte auf eine andere addiert

wird, dndert sich Determinante nicht.

e Determinanten-Multiplikationssatz :
det(AB) = det(A) det(B)

(ohne Begriindung: siche Mathematik-Vorlesung)

e Algebraisches Komplement : A7) sei die Matrix, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Algebraisches Komplement: U;; = (=1)7 det(A()).
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¢ Determinanten-Entwicklungssatz :

det(A) i aij Uij Entwicklung nach Zeile ¢

= ¥,ai; Ui Entwicklung nach Spalte j

(ohne Begriindung: siche Mathematik-Vorlesung)

e Andererseits: Y i a;r, Uj, =0, Xxap; Uy =0 fiir ¢ # k.

(Begriindung: Definiere Matrix A, die bis auf j-te Zeile identisch ist mit
A, nur j-te Zeile durch i-te Zeile ersetzt. Dann ist det(A4) = 0. Erste
Behauptung (Zeile) folgt aus Entwicklungssatz: det(A) = ¥, @, U =
Yk airUji. Zweite Behauptung analog,.)

3) Folgerungen und Anwendungen

e Inverses einer n x n-Matrix:
Voraussetzung: det(A) # 0
Dann liisst sich A invertieren und [A™1];; = Ui/ det(A).
([A71];;: Eintrag in der i-ten Zeile, j-ten Spalte der Matrix A™1).

e Lineare Gleichungssysteme Allgemeine Form: Az =b

ail - Qln
mit Koeffizientenmatrix A = : : )
m1  * Gmn
z1 b1
und Spaltenvektoren x = P, b= :
Tn bm

Losbarkeit
e Az =) losbar < Rang(A) = Rang(A4,b).

Q14
(denn: Schreibe A = (a;---a,,) mit a; = : )
Ami
Az =b=Y,;a,x; = b= b ist Linearkombination der g,.)
e Losung ist eindeutig <+ Rang(A) =n.
(denn: Rang(A) = n = alle g, linear unabhéngig.
Aus Y a,xi =b=Y,a;\ folgt z; = X\; Vi)
Losung fiir n x n-Systeme
Gleichungssystem Az = b allgemein 16sbar (fiir alle b),
wenn det(A) # 0 < A invertierbar.
Dann ist z = A7'b.
Cramersche Regel:
Definiere A®): Matrix wie A, k-te Spalte ersetzt durch b.
Dann ist Losung von Az = b: j, = det(A®))/det(A).
(folgt nach Einsetzen von [A™'];; = Uji/ det(A) in zj = [A7b]x).
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A.5 Drehungen und Drehmatrizen

Erinnerung (A.1): Koordinaten eines Vektors d@ #ndern sich bei Drehung des
Koordinatensystems ¥ — X' geméfl a’ = Da mit D = (D;;), D;j = €; - é;.

Im Folgenden: Vertiefung der Diskussion von Drehmatrizen.
1) Charakteristika von Drehmatrizen

e Orthonormal : D' =DT bzw. DT D=DDT =1
(Begrﬁndung: [DTD]ik = Zj DZ;D]]C = Zj DjiDjk = Z(éz . é;)(é; . ék) =
Ei(X, €&, -61)) = & - & = 0y, Y d)
Folgerung fiir die Struktur von Drehmatrizen:
Spaltenvektoren v; in D = (v, ve,v3) stehen senkrecht aufeinan-
der und |v;] = 1.
e Determinante : det(D) = 1.
(Begriindung: detD = 1 folgt aus DTD = 1. Vorzeichen + folgt daraus,

dass ¥, ¥’ beides Rechtssysteme sind — lassen sich kontinuierlich in-
einander iiberfithren.
Konkret: D parametrisierbar durch drei Winkel, D(¢, 8, &) mit D(0,0,0) =
1 = det(D(0,0,0)) = 1. Drehung D sind stetige Funktionen dieser
Winkel, damit ist auch det(D(¢,0,£) stetig und springt nicht einfach
von +1 nach -1 um.)

Bemerkung: Es gibt auch Transformationen 7' mit 777 =1
und det(7T") = -1, z.B. Spiegelung am Ursprung, T = -1.
In diesem Fall geht Rechtssystem in Linkssystem {iber.

2) Wirkung von Drehungen auf physikalische Grofien (teilweise Wdh.)

physikalischer Skalar ®: Invariant unter Drehung, ® —» ®' = ®.
physikalischer Vektor v: v - v’ = Dv.

physikalischer Tensor 2. Stufe ¢: t - t' = DtD”.
Kann nun auch begriindet werden aus Transformationsverhalten phy-
sikalischer Vektoren: Tensor angewandt auf Vektor gibt Vektor (z.B.
Triigheitstensor: I@ = L.)
= (tv) = (tv) =D(tv) = DtDT .

Verallgemeinerung fiir Tensoren n-ter Stufe leichter in Indexschreib-

weise: Tk, — t;jk... = Zz”j’k’... D;i'Djj: Dyyr.. tijk....

Speziell Invarianten: Aus Tensoren abgeleitete Skalare.

Vektoren : Betrag
Tensoren 2. Stufe : Spur und Determinante

(jeweils nicht schwer zu zeigen).

3) Einordnung der Drehmatrizen, Drehgruppe

Klassifizierung reeller Matrizen
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(i) Invertierbare n x n-Matrizen bilden Gruppe GL(n,R)

(ii) Matrizen U € GL(n,R) mit U~! = UT bilden Gruppe:
Orthogonale Gruppe O(n)

(iii) Matrizen D € O(n) mit det(D) = +1 bilden Gruppe:
Spezielle orthogonale Gruppe SO(n).

NB: Ahnliche Strukturen gibt es auch bei den komplexen Matrizen:
Matrizen U mit U~} = U»T bilden unitire Gruppe U(n).

Matrizen U € U(n) mit det(U) = 1 bilden spezielle unitéire Grup-
pe SU(n). Spielen wichtige Rolle in der Elementarteilchenphysik.

A.6 Das Eigenwertproblem

Beispiel: Tréigheitstensor I des Kreisels verkniipft Drehimpuls L mit Winkel-
geschwindigkeit «: L = I&. Es gibt offensichtlich eine Drehachse, fiir die gilt
L || @ (die Symmetrieachse). Fiir diese gilt 1w = 6.

Das Tragheitsmoment 6 ist ein Beispiel fiir einen Eigenwert

1) Eigenwerte und Eigenvektoren
Allgemein: Gegeben n x n-Matrix M

Einen Vektor v # 0 mit Mv = Av (\: Zahl) nennt man Eigenvektor.
Der zugehorige Wert A heifit Eigenwert. Die Gleichung Mv = A\v ist eine
Eigenwertgleichung.

Figenwertgleichungen spielen eine wichtige Rolle in allen Bereichen der
Physik.
2) Bestimmung von Eigenwerten: Charakteristisches Polynom
Forme Eigenwertgleichung Mv = Av um zu (M - A1)v =0 (v #0).
= (M - A1) ist nicht invertierbar. = det(M — A1) = 0.
Folgerung:
Definiere charakteristisches Polynom y,;(\) = det(M - 1) (Po-

lynom vom Grad n). Eigenwerte von M koénnen dadurch bestimmt
werden, dass man die Nullstellen \; von xas(\) ermittelt.

Den zu einem Eigenwert \; zugehorigen Eigenvektor v; erhélt man dann
durch Losung des Gleichungssystems (M — \;1)v; = 0.

3) Eigenvektoren und Eigenridume

- Es gilt: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind voneinander
linear unabhéngig.
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Begriindung: Die Behauptung gelte fiir (k- 1) Eigenvektoren zu verschie-
denen (k-1) Eigenwerten A;. Der k-te Eigenvektor zum Eigenwert A,
sei linear abhéngig: vy = Z?;ll Cjv;4.
Dann folgt einerseits Mwy, = M Y. cjvj = c;Mv; = ¥ ¢cjAjv;
und andererseits Muvy = Agvg = A\ 2 ¢jv; = X ¢ ARY;,
Also zusammen Y. ¢;j(A; — A\g)v; = 0. Da die v; (fiir j < k) linear un-
abhéngig sind, folgt ¢; =0V j oder A\ = \; fiir mindestens ein j.
- Ist M symmetrisch, dann stehen die Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten senkrecht aufeinander.

Begriindung: Sei v; Spaltenvektor, ’U;‘-F der zugehorige Zeilenvektor.
Mit Mwv; = Ajv; folgt U;TFMT = U]T)\j. Weiterhin v;‘-rvk = ¥; - U (Ska-
larprodukt). Damit ist einerseits v} Mv; = v} \jv; = ¥ - 9; A; und
andererseits v,{Mij = A U - Uy, also zusammen ;- U, (A; — A\g) = 0.
Damit ist entweder A; = A\, oder ¥; -5 =0 (d.h., ; L Uy.)
- Ist \; ein vielfacher Eigenwert, d.h. vielfache Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms, dann kann es mehrere linear unabhéngige Eigen-
vektoren zu \; geben. Mit v](.l) und vj(.2)

tion clv]m + czv](?) wieder Eigenvektor. Die Gesamtheit aller Eigen-

vektoren bildet also wieder einen Vektorraum, den ”"Eigenraum” des
Eigenwerts. Dabei ist die Dimension des Eigenraums maximal die
Vielfachheit des Eigenwerts (z.B. doppelter Eigenwert: — Eigenraum
kann maximal eine Hyperflache sein).

ist auch jede Linearkombina-

4) Diagonalisierung

Allgemein
Eine n x n-Matrix M habe n verschiedene linear unabhéngige Ei-
genvektoren v; zu Eigenwerten \; (gilt z.B. sicher dann, wenn sie n
verschiedene Eigenwerte hat).
Konstruiere Matrix V' = (vy,---,v,,) aus den Spaltenvektoren v;. In-

vertierbar, da die v; linear unabhéngig (det(V') #0).

A1l 0
Es gilt: MV = (Mv1,...; Apun) = (v1, ...,Un)(
0

= VMV = A|mit A: Diagonalmatrix
Transformationen M — VMV heien Ahnlichkeitstransforma-

tion. Falls es eine Ahnlichkeitstransformation gibt, die M diagonal
macht, heifit M diagonalisierbar.

) = VA.
An

Speziell symmetrische Matrizen

Siehe 3): Vektoren v; stehen senkrecht aufeinander, kénnen natiirlich
auch normiert werden (|v;| = 1).
— V is orthonormal, entspricht einer Drehmatrix, ggf. gekoppelt
mit Spiegelung (falls det(V') = -1).

- baw. [ M = VAVT |

M geht aus A durch Drehung hervor.
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Spektralsatz : Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar.
— Fiir symmetrische Tensoren (wie z.B. der Tréigheitstensor)
148t sich ein rechtwinkliges Koordinatensystem finden, in dem
die (x,y, z)-Achsen Eigenvektoren sind.
(”Hauptachsen” und ”Hauptachsentransformation”)

A.7 Funktionen von Matrizen

Zum Abschluss: Mit n x n-Matrizen kann man im Prinzip fast so hantieren
wie mit Zahlen. Man muss nur darauf achten, dass sie nicht kommutieren (i.A.
AB # BA). Insbesondere kann man Funktionen von Matrizen bilden.

- Potenzen: Klar (M", ggf. M~", falls M invertierbar).

- Allgemein (siehe Kapitel 3) lassen sich die meisten Funktionen durch Potenzreihen
darstellen: f(z) = Y52 ckk
= Verallgemeinerung auf Matrizen: f(M) = ¥.77, e M*.

- Damit 148t sich fiir diagonalisierbare Matrizen M noch eine weitere Konstruk-
tionsvorschrift motivieren:

Sei M =VAV ™ und f(M) =Y c,;MF =Y cp,(VAV Y, = V(T e AV VL

A N
Mit A = ( ) folgt A* = ( )
An PV

Ak f(1)
jf(M):V(ZCk( ))V‘1:V(( ))V‘l.
Ak F(An)

Diese Vorschrift 148t sich auch unabhéngig von der Potenzreihendarstel-
lung von f(x) anwenden.




	A Anhang: Matrizen
	A.1 Beispiele von Matrizen
	A.2 Elementare Begriffe
	A.3 Rechnen mit Matrizen
	A.4 Determinanten
	A.5 Drehungen und Drehmatrizen
	A.6 Das Eigenwertproblem
	A.7 Funktionen von Matrizen


