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Anhang B

Anhang: Analytische
Funktionen

In diesem Anhang: Spezielle Eigenschaften komplexer differenzierbarer Funk-
tionen f(z) (f(z),z€C).

Komplexe Differenzierbarkeit ist eine viel stidrkere Forderung als Differenzier-
barkeit im Reellen, da der Grenzwert fiir den Differenzenquotienten fiir Diffe-
renzen in der komplexen Ebene erfiillt sein muss.

Im Gegenzug haben komplex differenzierbare Funktionen eine Reihe erstaunli-
cher Eigenschaften — Gegenstand der Funktionentheorie.

B.1 Definitionen

Analytische Funktion: f(z) heifit analytisch bei z = a, wenn f(z) diffe-
renzierbar fiir alle Punkte innerhalb eines (moglicherweise kleinen) Kreis
um z = a, d.h. der Grenzwert % = limg,_o W existiert und ist
eindeutig fiir alle Richtungen von dz in der komplexen Ebene.

Eine Funktion f(z) heifit analytisch in einem (offenen) Gebiet, wenn
f(2) bei jedem Punkt in diesem Gebiet analytisch ist.

Regulire Punkte von f(z) sind Punkte, wo f(z) analytisch ist.

Singulire Punkte oder Singularitéiten sind Punkte, an denen f(z) nicht
analytisch ist.

Falls f(z) bei z = a singulér ist, aber rund um a analytisch, dann ist a eine
isolierte Singularitét.

Ein Pol ist eine isolierte Singularitéit, bei der die reziproke Funktion 1/f(z)
regulédr ist und eine Nullstelle hat. An einem Pol nter Ordnung hat
1/f(z) eine nfache Nullstelle.

Beispiele:
Die Funktion f(z) = 22 ist analytisch.

153
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Die Funktion f(z) = 1/2? hat einen zweifachen Pol bei z = 0.

Die Funktion f(z) = |z|? ist nicht analytisch.
(Nicht differenzierbar im Komplexen:
In Polardarstellung sei z = [z[e", dz = [dz]e’.
Dann ist limg,-¢ W = 2|z| cos(¢ — ¥)e™™ nicht eindeutig:
Héngt von ¢ ab.)

B.2 Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen
Sei z =x +iy und f(2) = u(x,y) +iv(x,y) mit z,y,u,v € R. Es gilt:

Cauchy-Riemann-Relationen Wenn f(z) analytisch ist, dann gilt
ox oy’ dy Oz

(Beweisskizze: df = du + idv;dz = dx + idy.
=df = 6—"dx+ dy+zavdx+18“dy ' dfdz = df(da:+zdy)

wobei 4 —z elndeut1g sein soll. = (6y + z ) (_ Bu + v

Rest folgt aus Vergleich von Real- und Imaglnartell )

Umgekehrt gilt: Falls die v und v stetig und stetig differenzierbar sind und
ihre partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemann-Relationen erfiillen, ist
f(2) = u+ iv analytisch.

(Beweisskizze: Eindeutigkeit der Ableitung 148t sich zumindest fiir
Grenzwerte dz — 0 entlang gerader Pfade von dz zeigen.
Schreibe dz = dz + idy = |dz|e*® — dz = |dz|cos ¢, dy = |dz|sin ¢.

|dz|[ cos ¢+ —s1n¢+z— cos ¢ + z—smq&]

= |dz|(cos ¢ + isin d))[— +i2e ] wegen Cauchy-Riemann-Relation.

oz
Damit ist d’; = Qu 4 ;jOv

5o +i%92 eindeutig.)

NB: Daraus folgt unmittelbar, dass fiir analytische f = u + iv die Funktio-
nen v und v im Analytizitdtsgebiet die sogenannte Laplace-Gleichung

erfiilllen: Au =0, Av =0 mit Ag(z,y) := g | g

el ay
(g; + gz = a%% - a%% = 0. Herleitung fiir v analog.)
Beispiele:
f(2) =22 = u(z,y) +iv(z,y) mit v =22 -2, v="2zy
= 8 =2z = gy gy -2y = —8—2 — analytisch!

f(z) = |,z|2 cu(w, y)+w(m y) mit u=22+y% v=0
= gm =2r + gy =0 a“ 2y + - a” =0 — nicht analytisch!
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B.3 Integralsitze

Cauchyscher Integralsatz: Wenn f(z) auf einer ’einfachen’ geschlossenen
Kurve C und in dem darin eingeschlossenen Gebiet G analytisch ist, dann

gilt: | §dz f(2)=0 |
Dabei ist eine ’einfache’ Kurve eine Kurve, die sich nicht selbst kreuzt,

und das Integral [, dz f(z) ist als Kurvenintegral definiert: Die Kurve C
sei durch eine Funktion z(s) mit irgendeinem Parameter s parametrisiert

(s €[s0,51]). Dann st [, dz f(2) = [} ds & L f(2(s))

(Beweisskizze: Betrachte einfachkeitshalber konvexes Gebiet
(anderenfalls Zerlegung in konvexe Teilgebiete).
Betrachte in §dz f(z) = §,(dz +idy) f(z) zunichst den Term ¢ dz f(z).
Weg C kann in oberen und unteren Teilweg y, () und y.(z) zerlegt werden.

$ dxf(Z):fzf:;jx(f(%yu(x))—f(w,yo(:r))=—f£ﬁ$§" da [ dy 3 = - [[ aa%l

Analog: ¢ dy f(z) = [[,dA G

Zusammen: ¢ dzf = — fdeA(——z ) [deA( +Zi_l@z+g;)
=0 wegen Cauchy-Riemann Relatlonen)

Folgerung: Solange man Anfangs- und Endpunkt gleich ldsst und keinen Pol
tiberstreicht, darf man Integrationspfade in der komplexen Ebene ver-
schieben. (Altes und neues Kurvenintegral unterscheiden sich dann um
eine geschlossene Kurve, die nach dem Cauchyschen Integralsatz keinen
Beitrag liefert.)

_r2
T e’Lk{L'.

Beispiel: Berechnung des Integrals I = [ dze
00 —(2—ik/2)2 —k2 —k2 co—ik/2 a2
[:f_oodxe(xzm)e /4 _ /4f(oolz/]€/2)dyey
ety k24 [0 eV = o R/ /7.
Cauchysche Integralgleichung: Sei eine einfache geschlossene Kurve C, die

gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Wenn f(z) auf C und dem
von C eingeschlossenen Gebiet G analytisch ist, dann gilt fiir Punkte w

in dem Gebiet G: | §dz % =2mif(w) |.

(Beweisskizze: Ziehe Integrationskurve so weit zusammen (Cauchyscher Integralsatz!),
bis sie nur einen Kreis von infinitesimalem Radius € um den Pol z = w ist. Para-
metrisiere sie mit ¢ € [0:27]: 2(¢) = w + ee™®.

z 27 z z 27 . 7 .
= $odz L9 = [T dp 3 LD = [T dpice’ L = f(w) i [T dg = 2mi f(w))

zZ—w d¢ z-w

Residuensatz Folgt direkt aus dem Cauchyschen Integralsatz.

C sei eine einfache geschlossene Kurve, die ein Gebiet G umschlieit. Die
Funktion f(z) sei auf C' und G analytisch bis auf endlich viele isolierte
Singularitéten z; im Inneren von G.

Dann ist | §,dz f(z) = 2mi Zle Res[f(2); 2]

mit den Residuen Res[f(2);z;] := 2m fp d¢ f(¢), wobei die Kurve I';
ein Kreis mit Radius € - 0" um z = z; 1st Alle Kurvenintegrale werden
gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.
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Berechnung des Residuums oft ganz einfach:
Wenn z; eine nfache Polstelle von f(z) ist, dann ist

Res[ £(2); %] = gy s [£(2) (2= 2)"]],_.

(Rechnung: f(#) hat n-fachen Pol bei z; < g(2) = f(2) (z - 2;)" ist regulir bei z;
Parametrisiere I'; mit ¢ € [0:21] : 2(¢) = z; + ee™®.
(e muss klein genug sein, dass I'; nur einen Pol umschliefit.)
2m z i -n _—in
fr dz f(2) = fr(z dz(zq;))n =/ d¢g—¢g(zj + ce ¢)€ e m?

| @ =iee’®, Taylorentwicklung von g(zj + ') um Zj
1dg() +1 2w —i(j+n-1)¢ _ 1 d7*
_Zk 1 k! dzk = zj 6] " f d¢ ig#n-1) ~ (n-1)! dzn—lg(z)’Z
—_—
2785 n-1

Anwendungsbeispiel: Berechnung von [°. dx 1+$2
Funktion f(2) =1/(1+ 22) hat emfache Pole bei z = +i.
Zugehorige Residuen: Res[f(z),i] = 21, Res[f(z),—i] = 21Z
Wihle als Integrationspfad Kurve, die gewiinschtes Integral enthélt
und obere Halbebene umschliesst:
= limpgow § dzf(2) = [T da f(:c) + [T A(Re™) f(Re™?)
Beitrag von / " d(Re') f(Re') ~ £ verschwindet mit R — oo
= [ do -2mRes[ (2),i] =7

1+:1:

B.4 Taylor-Reihe und Laurent-Reihe

Theorem: (ohne Beweisskizze): Eine Funktion f(z), die in einem Gebiet analy-
tisch ist (also mindestenst einmal differenzierbar), ist damit automatisch
unendlich oft differenzierbar und kann in jedem Punkt a des Gebietes in
eine Taylorreihe entwickelt werden. Der Konvergenzradius der resultieren-
den Potenzreihe ist durch den Abstand zum néchsten singuldren Punkt
in der komplexen Ebene gegeben.

(Beispiel: f(z) = In(1+z) hat Singularitéit bei z = —1. Deshalb hat die MacLaurin-
Reihe von f(z) den Konvergenzradius R =1.)

Analytische Fortsetzung - Innerhalb eines zusammenhéngenden Gebiets kann
der Konvergenzbereich bzw. u.U. auch der Definitionsbereich einer Funk-
tion f(z) erweitert werden, wenn man die Taylorreihe um z = a dazu
nutzt, eine neue Taylorreihe um einen geeigneten Punkt b zu konstruie-
ren.

Beispiel: Logarithmus f(z) = In(1+ 2)

Taylor-Reihe von f(z) um z = 0 hat den Konvergenzradius 1 (s.o.)

Man kann diese Taylor-Reihe dazu nutzen, eine Taylorreihe um z = 0.9
zu konstruieren. Die neue Potenzreihe hat den Konvergenzradius
R = 1.9 und konvergiert daher in einem grofieren Bereich als die
urspriingliche Reihe.
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Durch sukzessive analytische Fortsetzungen iiber die komplexe Ebene
kann man den Definitionsbereich von f(z) auch so erweitern, dass
die Funktion fiir reelle z < -1 definiert ist. Ergebnis ist allerdings
nicht eindeutig und hingt davon ab, ob iiber die obere oder untere
Halbebene von C analytisch fortgesetzt wurde.

Laurent-Reihe: Verallgemeinerung der Taylor-Reihe

Taylor-Reihe: Entwicklung von f(z) nach Potenzen (z — 2p)"™ mit n € Np.
Konvergenzgebiet kreisformig (schlieit zg ein).

Laurent-Reihe: Entwicklung von f(2) nach (z - 20)* mit k € Z.
Konvergenzgebiet kreisringférmig (schliet zp nicht notwendig ein).

f(2) = ZnZo an(z = 20)" + X5l1 bn/ (2 = 20)™.
f(z)

by = ok fodz F(2) (2 20)" ",
wobei C' eine beliebige geschlossene Kurve im Konvergenzgebiet
(Kreisring) ist, die zo umschlieft.

. _ 1
mit a, = Q—M.fﬁcdz

(Herleitung der Formeln fiir a,, und by:

Zeige zunichst, dass 95 dz(z - zo)k = 0p,—12mi fiir k € Zt

k = —1: Cauchysche Integralgleichung.

k > 0: Cauchyscher Integralsatz ((f(z) = (z - 20)" ist analytisch).

k < —1: Ziehe Integrationskurve auf Kreis mit Radius € um 2y zusammen.
Parametrisiere z(¢) = zp + ee™®.
Berechne ¢ dz (2 - 20)F = ie"*! [27 dpe'F*D? = 0 fiir k = 1.

Setze dann Laurentreihe fiir f(z) in Gleichungen fiir a,, und b,, ein und iiberpriife

deren Richtigkeit.)
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