Mathematische Rechenmethoden

Version vom SS 2014*

Universitat Mainz

Fachbereich 08

Theorie der kondensierten Materie
Prof. Dr. Friederike Schmid®

Mathematische Rechenmethoden fiir Physiker

Mathematische Rechenmethoden 1

Grundlegendes

Zahlen

Reelle Funktionen

Komplexe Zahlen
Vektorrechnung

Vektoren und Vektorridume

Skalarprodukt

Vektorprodukt
Infinitesimalrechnung

Folgen und Reihen

Differenzieren

Potenzreihen

Integrieren
Differentialgleichungen
Vektoranalysis  Zusatz fiir Studierende Bachelor of Science
Die Delta-Funktion
Partielle Differentialgleichungen

*Elektronisch: Letzte Anderung am 11.07.2014
103-534, Tel. (06131-)39-20365, <friederike.schmidCuni-mainz.de>



Literatur

K. Hefft Mathematischer Vorkurs
(online unter http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~hefft/vkl/ )

W. Nolting Theoretische Physik Bd. 1, erstes Kapitel

S. Groflmann Mathematischer Einfithrungskurs fiir die Physik
K.-H. Goldhorn, H.-P. Heinz Mathematik fiir Physiker 1
C. Lang, N. Pucker Mathematische Methoden in der Physik
M. L. Boas Mathematical Methods in the Physical Sciences

WolframAlpha http://www.wolframalpha.com/examples


http://www.thphys.uni-heidelberg.de/~hefft/vk1/
http://www.wolframalpha.com/examples

Inhaltsverzeichnis

1 Grundlegendes 1
1.1 Die Sprache der Physik . . .. ... ... ... ... ... . ... 1
1.1.1  Zeichen fiir physikalische Gréflen . . . . ... ... ... .. 2
1.1.2  Zeichen fir Verkniipfungen . .. ... ... ... .. ... .. 3
1.1.3 Einheiten . . ... ... ... ... . 4

1.2 Zahlen . ... ... ... 6
1.2.1  Vorab: Mengen, Gruppen, Ringe, Kérper . . . . . ... .. 6
1.2.2 Natiirliche Zahlen N . . . ... ... ... ... .. ..... 7
1.2.3 Ganze Zahlen Z . . . . ... ... .. .. ... .. ... 8
1.2.4 Rationale Zahlen Q . . . .. ... ... ... ......... 9
1.2.5 Reelle Zahlen R . . . .. ... ... ... ... .. ... .. 9
1.2.6 Komplexe Zahlen C . . . . ... ... ... .......... 10
1.2.7 Zusammenfassung . . . . . .. ... .o 11

1.3 Reelle Funktionen . .. ... ... ... ... ............. 12
1.3.1 Elementare Funktionen . . . . . ... ... ... ....... 12
1.3.1.1 Polynome und rationale Funktionen . ... ... 12

1.3.1.2  Algebraische Funktionen . . ... ... ... ... 13

1.3.1.3 Exponentialfunktion . . .. ... ... ... .... 14

1.3.1.4 Logarithmus. . ... ... ... ........... 15

1.3.1.5  Trigonometrische Funktionen . . ... ... ... 16

1.3.1.6  Hyperbolische Funktionen . ... ... ... ... 16

1.3.1.7  Funktionen mit Ecken und Spriingen . . . . . . . 17

1.3.1.8  Weitere wichtige abgeleitete Funktionen . . . . . 17

1.3.2 Eigenschaften von Funktionen. . . .. ... ... ... ... 18
1.3.2.1 Spiegelsymmetrie . . . . . ... ... ... ... .. 18

1.3.2.2  Beschranktheit . . . ... ... ... ... ... .. 18

1.3.2.3 Monotonie . . . .. ... ..o 18

1.3.2.4  Fineindeutigkeit . . ... ... ... ... . .... 18

1.3.2.5 Stetigkeit . ... ... ... ... L. 19

1.3.2.6 Grenzwerte . ... ... ... ... ... .. ... 19



4 INHALTSVERZEICHNIS
1.4 Komplexe Zahlen . . . . ... ... ... 21
1.4.1 Die imagindre Einheit . . .. ... ... ... ... ..... 21

1.4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen . . . . .. ... ... .... 22
1.4.2.1 Rechnen mit der imagindren Einheit . . .. . .. 22

1.4.2.2  Charakterisierung allgemeiner komplexer Zahlen: 22

1.4.2.3 FEuler-Formel . ... .. ... ... .. ....... 23

1.4.2.4 Rechenregeln . . ... ... ... .. ... ..... 23

1.4.2.5 Spezielle Transformationen . . . . . ... ... .. 24

1.4.3 Funktionen einer komplexen Variablen . . ... ... ... 24
1.4.31 Potenzen. . ... ... .. .. ... .. ... .. 25

1432 Wurzeln . . ... ... . oo 25

1.4.3.3  Exponentialfunktion (natiirlich) . . ... ... .. 26

1.4.3.4 Logarithmus (natiirlich) . . .. ... ... .. ... 26

1.4.3.5 Trigonometrische Funktionen . . ... ... ... 27

2 Vektorrechnung 29
2.1 Vektoren . . . . . ... 29
2.1.1 Definition bzw. Begriffsklarung . . . . . .. ... ... ... 29
2.1.2 Koordinatensysteme und Koordinatendarstellung . . . . . 30
2.1.3 Elementares Rechnen mit Vektoren, Vektorrdume . . . . . 31

2.2 Skalarprodukt (inneres Produkt) . .. ... ... ... .. ..... 33
2.2.1 Definition und mathematische Struktur . . ... ... ... 33
2.2.2  Koordinatendarstellung und Kronecker-Symbol . . . . .. 33

2.3 Vektorprodukt (dufleres Produkt, Kreuzprodukt) . . . . ... ... 35
2.3.1 Definition und mathematische Struktur . . ... ... ... 35
2.3.2 Koordinatendarstellung und Levi-Civita-Symbol . . . . . . 35
2.3.3 Hohere Vektorprodukte . . . . . ... ... ... ... 36

3 Infinitesimalrechnung 39
3.1 Folgenund Reihen . . . . .. ... .. ... . . 39
3.1.1 Folgen . . ... ... 39
312 Reihen. ... ... . 40

3.2 Differentialrechnung . . . . .. ... ... .. o Lo 42
3.2.1 Die Ableitung . . . . ... 42
3.2.2 Elementare Beispiele . . . ... ... ... ... .. ..... 44
3.2.3 Differentiationsregeln . . . . . ... ..o oo 46
3.2.4  Anwendungen der Differentiationsregeln. . . . . . ... .. 47
3.2.5 Tabelle wichtiger Ableitungen . . . . . ... ... ... ... 48

3.2.6 Vektorwertige Funktionen . . ... ... ... ... ..... 49



INHALTSVERZEICHNIS )

3.2.6.1 Infinitesimalrechnung mit vektorwertigen Funk-

tionen . . ... 49
3.2.6.2 Speziell Raumkurven . ... ... ... ...... 49
3.2.7 Extremwertaufgaben . .. ... ... ... ... .. ... .. 51
3.3 Taylor-Entwicklung . . ... ... ... ... ... ... ....... 55
3.3.1 Kurzer Abriss iiber Potenzreihen . . . . .. ... ... ... 55
3.3.2  Konstruktion der Taylor-Reihe . . . ... ... ... .... a7
3.3.3 Anwendungen . ... .. ... ... 59
3.4 Imtegralrechnung . . ... ... ... ... ... . ... ... ..., 62
3.4.1 Das Riemannsche Integral . . ... ... ... ... ..... 62
3.4.2 Hauptsatz und Stammfunktion . . ... ... ... ... .. 63
3.4.3 Integrationsmethoden . . . . .. ... ... ... .. ..... 65
3.4.4 Uneigentliche Integrale . . . . ... ... ... ... ..... 68
3.4.5 Mehrfachintegrale . . . . ... ... ... ... ... .. 70
3.45.1 Beispiele . . . ... ... 70
3.4.5.2 Polarkoordinaten . . . ... .. ... ... ... .. 71
3.4.5.3 Wechsel der Integrationsvariablen und Jacobi-
Determinante . . . . ... ... 73
4 Gewohnliche Differentialgleichungen 77
4.1 Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung . . . . ... ... 78
4.1.1 Separable Differentialgleichungen . . . . . . ... ... ... 78
4.1.2 Lineare Differentialgleichungen . . . . ... ... ... ... 79
4.2  Systeme von Differentialgleichungen . . ... ... ... ... ... 81
4.2.1 Differentialgleichungen héherer Ordnung versus Differen-
tialgleichungssysteme erster Ordnung . . . ... ... ... 81
4.2.2 Lineare Differentialgleichungssysteme . ... ... ... .. 81
4.2.3 Speziell: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten . . . .. ... ... ... 0oL 82
4.2.4  Lineare Differentialgleichssysteme mit konstanten Koeffi-
zienten . . . . ... .. 85
5 Vektoranalysis 87
5.1  Vorbemerkungen und Erinnerung . . ... ... ... ... ..... 87
5.1.1 Physikalische Skalare, Vektoren und Tensoren . ... . .. 87
5.1.2 Felder . .. ... ... 88
5.1.3 Kurvenintegral bzw. Linienintegral . . . . . ... ... ... 88
5.1.4 Fléachenintegral . . . . ... ... ... .. ... ... 89
5.2 Der Nabla-Operator . . ... ... ... ... ... .. ........ 90

5.2.1 Skalare Felder und Gradient . . . . . .. ... ... ..... 90



INHALTSVERZEICHNIS

5.2.2  Vektorfelder: Divergenz und Rotation . ... ... ... ..
5.2.3 Der Laplace-Operator. . . . . ... ... ... ... .....
5.2.4  Wichtige Zusammenhénge . . . .. ... ... ... .....

5.3 Krummlinige Koordinaten . . ... ... ... .. ..........
5.3.1 Allgemeine und orthogonale Koordinatensysteme . . . . .
5.3.2 Darstellung in orthogonalen Koordinatensystemen

5.3.3 Zusammenstellung der Formeln fiir die wichtigsten Koor-
dinatensysteme . . . . . . .. ... ...

5.4 Integralsétze . . . . . . . . . . ...
5.4.1 der Gauflsche Integralsatz . . ... ... ... ........
54.1.1 DerSatz ... ... ... . ...

5.4.1.2 Folgerungen aus dem Gauflschen Integralsatz . .

5.4.2 Der Greensche Satz in der Ebene . . . . . . ... ... ...
5.4.3 Der Integralsatz von Stokes . . .. ..............

Die Diracsche Delta-Funktion

6.1 Motivation und Einfithrung . . . . . ... ... ... ... ... ...

6.2 Definition . . ... ... . L

6.3 Darstellungen der Delta-Funktion . . . .. ... ... ... .....
6.3.1 Darstellung als Grenzwert glatter Funktionen . ... ...
6.3.2 Darstellung als Integral . . . . . ... ... ... .......

6.4 Rechenregeln mit der Delta-Funktion . . . . . ... ... ... ...

6.5 Verallgemeinerung fiir hohere (d) Dimensionen . . . . .. ... ..

Die Fouriertransformation
7.1 Diskrete Fouriertransformation . . ... ... ... ... ......
7.1.1 Definition . . . . . ... ... ..
7.1.2 Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation
7.2 Fourierintegral . . .. ... .. ...
7.2.1 Definition . . . .. ... . oo
7.2.2 Eigenschaften und Rechenregeln . . . ... ... ... ...
7.2.3 Paare von Fourier-Transformierten . . . . . ... ... ...
7.2.4 Anwendungsbeispiele . . . ... ... oo L
7.2.4.1 Wellengleichung . .. ... ... ... ......
7.2.4.2 Diffusionsgleichung . . . . ... ... ... ... ..
7.2.4.3 Greensche Funktion . ... .............
7.3 Fourierreithe . . . . . . . ..
7.3.1 Definition . . . . . ...

7.3.2 Darstellung in trigonometrischen Funktionen . . . . . . ..



INHALTSVERZEICHNIS 7

8 Partielle Differentialgleichungen 121
8.1 Ubersicht iiber die wichtigsten Beispiele in der Physik . ... .. 121
8.1.1 Elliptischer Typ . . .. ... ... . ... ... .. 122
8.1.2 Hyperbolischer Typ . . . . ... ... ... ... ....... 122
8.1.3 Parabolischer Typ . . . . . ... ... .. ... ... .... 123
8.2 Losungsverfahren fiir partielle Differentialgleichungen . . . . . . . 123
8.2.1 Laplace-Gleichung . . . . ... ... ... ... ... ..... 124
8.2.1.1 Numerische Lésung . . .. ... ... ....... 124
8.2.1.2 Losung mit Separation der Variablen . . . . . . . 124
8.2.2  Wellengleichung . . . ... ... ... ... .......... 126
8.2.2.1  Freie Wellen: Losung mittels Fouriertransforma-
tlon . . . . .. 126
8.2.2.2  Schwingende Saite/Membran: Losung mit Sepa-
rationsansatz . . . .. ... ... 127
8.2.3 Diffusionsgleichung . . . ... ... ... ... ... ... .. 128
8.2.3.1 Separationsansatz und asymptotisches Verhalten 128
8.2.3.2 Propagatordarstellung . . . . ... ... ... ... 129
8.2.4 Inhomogene Gleichungen und Greens-Funktion . ... .. 129
9 Orthogonale Funktionen 131
9.1 Allgemeiner Rahmen . . . . .. ... ... ... ... .. ....... 131
9.1.1 Eigenwertgleichungen und Funktionensysteme . . .. ... 131
9.1.2 Das Sturm-Liouville-Problem . . . ... ... ... ..... 132
9.1.3 Beispiele fiir Sturm-Liouville-Gleichungen . . . . . . .. .. 133
9.2 Legendre-Polynome . ... ...... ... ... .. .. ....... 134
9.2.1 Die einfache Legendresche Differentialgleichung . . . . . . 134
9.2.2 Wichtige Eigenschaften der Legendre-Polynome . . . . . . 135
9.2.3 Zugeordnete Legendre-Polynome . . . . .. ... ... ... 136
9.2.4 Kugelflichenfunktionen . . . . . . ... .. ... ... ..., 137
9.3 Die Besselsche Differentialgleichung . . . . . . .. ... ... .. .. 139
A Anhang: Matrizen 141
A.1 Beispiele von Matrizen . ... ... ... ... ... ......... 141
A.2 Elementare Begriffe . .. ... ... ... .. o 0L 143
A.3 Rechnen mit Matrizen . . . . . .. ... ... ... ... ....... 143
A4 Determinanten . . ... .. ... ... 145
A.5 Drehungen und Drehmatrizen . . . ... ... ... .. ....... 148
A.6 Das Eigenwertproblem . . . . . ... ... L oL 149

AT

Funktionen von Matrizen . . . . . . . . . ... ... .. .. .. ... 151



INHALTSVERZEICHNIS -1

B Anhang: Analytische Funktionen 153
B.1 Definitionen . . . . ... ..o 153
B.2 Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen . . .. ... ... .. 154
B.3 Integralsdtze. . . . . . . . ... . L 155
B.4 Taylor-Reihe und Laurent-Reihe . . . . . . .. .. ... ... .. .. 156



INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Grundlegendes

1.1 Die Sprache der Physik

Kreislauf der empirischen Wissenschaften:

Beobachtung == ﬂ*{
W) Beschreibung

Strukturierung

Experiment
"Erkldrung": Suche nach bzw.

Einordnung in allgemeinere
Vorhersage Prinzipien
a=g

Theorie

In der Physik (und groen Teilen der Chemie, zunehmend Biologie, Volks-
wirtschaft ...) spielt Mathematik als Sprache in diesem Kreislauf eine zen-
trale Rolle.

(NB: Nicht einfach nur als Hilfsmittel: Sprache bestimmt das Denken).

Historisch: Physik und Mathematik

Bis Mitte des 19. Jahrhundert (~ 1830)

o Mathematik im Wesentlichen zur Beschreibung von Experimenten
(Funktionaler Zusammenhang zwischen Messwerten)

e Spekulationen iiber allgemeine Zusammenhénge i.A. umgangssprachlich
(nicht-technisch)
(”experimentelle Philosophie” )

Beschiftigung mit der Physik war i. A. Nebenbeschiftigung.
Seit ~ 1870

e Mathematik ist die Sprache der Theorie.
— Interpretation der Natur wird von Mathematik geleitet.
Wichtige Rolle dabei: Entwicklung der Infinitesimalrechnung

Physik wird zum Beruf (Universitéten)

1
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Beispiel: Christiaan Huygens: ”Horologium Olscillatorium”, 1673
(frithe Mechanik, 14 Jahre vor Newtons ”Principia”)

iiber fallende Korper:
”7Zu gleichen Zeiten werden einem fallenden Korper gleiche Mengen
Geschwindigkeit hinzugefiigt, und zu gleichen Zeiten erhthen sich
die von einem Korper durchquerten Absténde sukzessive um den
gleichen Betrag.”

Ubersetzung in die heutige Sprache:

% = const. oder v = const.
d dr _ T
3 qr = const. oder Z = const.

Zutaten zu einer mathematischen Formulierung physikalischer Sachverhalte:
e Zahlen (2, -3.5, m)
e Einheiten (m, km, s, EUR)

e Zeichen fiir

Physikalische Grofien
Manipulationen und Verkniipfungen

Im Einzelnen:

1.1.1 Zeichen fiir physikalische Grofien

Lateinisches Alphabet
a,b,c,
A, B,C, -
Griechisches Alphabet
o, By,
A, B,T,-

Altdeutsches Alphabet, Fraktur oder Siitterlin (heutzutage selten)
a, []7 G
A, B, -

z.B. Newtonsches Kraftgesetz: Kraft = Masse mal Beschleunigung
iibersetzt: FF'=m-a (F = "Force”, a = "acceleration”)
oder K=m-b (K ="Kraft”, b = ”Beschleunigung”)

Notation wird i. A. nicht einheitlich sein
(von Buch zu Buch, von Dozent zu Dozent, sogar innerhalb eines Kurses)

(Schlimmes Beispiel: £ = mc? konnte die Gleichung fiir die Beschleunigung auf
einer Kreisbahn sein: Radius - Winkelgeschwindigkeit 2)
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1.1.2 Zeichen fiir Verkniipfungen

Einfache mathematische Zeichen:
+,— /’ +
= %=
<7 >7 Sv >

R~
N, ,OC

K, >
o0

Logische Zeichen:
€,3,¢
c,>,5,2
u,nN,\, g
3, 3!
v
=, =,

Beispiel: Vx: ly:z+y=0
Kompliziertere Zeichen:

Summenzeichen }:: Shoiap=ai+az+-+ap
Beispiele:
Gaufsche Summenformel
Yioik=1+2+3+-+n=n(n+1)/2
(denn: ¥, = %(2Z=1 k+Ypa(n+1l-k)= %ZZ=1(” +1) =
%n(n +1).

Geometrische Summe
et =l+a = (2" -1)/(x-1) fir x# 1
(denn: S, := Y0 g 2® = 28, - S, =" —1=5,(x - 1))
Geometrische Reihe
Speziell: 52 2% = 1/(1 - ) fiir || < 1.

Produktzeichen [T: [Tp; ak = a1 - az-ap
Fakultat: n!=1-2-3--n
Binomialkoeffizient: (Z) = #lk),

Bedeutung des Binomialkoeffizienten (eine von vielen)

— Binomialformel: | (a +b)" = Y1 (Z)akbnfk

Aufgaben

e Berechnen Sie Zﬁ:l(—l)ky Hé:l(_l)kv (g)
e Berechnen Sie ("), (n)7 (n)

0 1 n

e Zeigen Sie (:) = ( " )

n-k

e Zeigen Sie (kT—Ll) + (Z) = ("Zl)
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e Zeigen Sie Y5, (:) =2"
o Zeigen Sie Y7 n’ = sn(n+1)(2n+1).
Trick: Ausmultiplizieren von Y7_; (k +1)3.

e Betrachten Sie folgenden ”Beweis”, dass Wasserstoff=Chlor. Wo steckt der Wurm?
Aus Ho + Cly; = 2 HCI
folgt HH+ C1Cl-2HCl=0
= (H-C1)? =0
= H-Cl=0
= H=2Cl

1.1.3 Einheiten

Vorab: Einheiten < Mafistibe
Festlegung von MafBlstdben ist eine eigene Wissenschaft.
(MaBstébe fiir Zeit, Léinge, Masse, Ladung, --)

Dariiberhinaus gibt es aber noch verschiedene Einheitensysteme.

Héufig (nicht immer) benutzt man heute SI-Einheiten
(syst‘eme international d’unit’es)

mit Grundgréfen
Lénge: Meter (m)
Zeit: Sekunde (s)
Masse: Kilogramm (kg)
Elektrischer Strom: Amp‘ere (A)
Lichststirke: Candela (cd)
ebener Winkel: Radian (rd)
Raumwinkel: Steradian (srd)
Stoffmenge: Mol (mol)

und vielen abgeleiteten Grofien, z.B.
Frequenz: Hertz (Hz = 1/s)
Kraft: Newton (N = kg m/s?)
Energie: Joule (J = N m)

Andere auch gebrduchliche Einheiten

Winkel: Grad © = (7/180) rd = 0.01745 rd, Minute ’ = 6—100, Sekunde ” =
1/

60 °
Masse: atomare Masse ~ u=1.66-1072" kg
Energie: Elektronenvolt eV = 1.6022-1071% J

verschiedene Einheitensysteme im elektromagnetischen Bereich
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Groéflenordnungen

Um Nullen zu vermeiden — international standardisierte Dezimalvorsilben

(z.B. m, km, mm, pum, ---, entsprechend g, kg, mg, ug, -

107! = d (Dezi-) 10! = D (Deka-)

10‘3 =c (Zer?ti'—) 10% = h (Hekto-)
10*6 =m (Mllh—) 103 = k (Kilo-)
1075 = p (Mikro-) 10% = M (Mega-)
107 = n (Nano-) _

10° = G (Giga-)
10'2 = T (Tera-)
10'5 = P (Peta-)

1072 = p (Pico-)
1071 = f (Femto-)
10718 = a (Atto-)

Aufgaben

Wie viele Kubikdezimeter Wasser hélt ein Kanister mit Lénge 80 cm, Breite 40 cm,
Hohe 60 cm?

Wiviele Stunden und Minuten sind 18600 Sekunden?

Wieviele Platten der Grofie 10 x 20 cm bruacht man, um eine Fliche von 50 m? zu
pflastern?

Welchen Léngen entsprechen 1 Grad, 1 Minute, 1 Sekunde, 1 rad auf der Erdoberflache
(Umfang ist 40.000 kkm).

Welchen Fliachen entspricht auf der Erde 1 Quadratgrad, 1 Quadratminute, 1 Quadrat-
sekunde, 1 Steradian?

Wieviele Steradian hat eine Kugel?

Wie lange ist ein Mikrojahrhundert?
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1.2 Zahlen

Dieses Kapitel: Rudimentire Ubersicht iiber verschiedene Arten von Zahlen

und deren Eigenschaften.

NB: Obwohl Zahlen uns sehr vertraut sind, sind sie eigentlich hichst abstrakte

Gebilde

1.2.1 Vorab: Mengen, Gruppen, Ringe, Korper

Mengen: Verbund von Objekten (Elementen), z.B. A = {a,b, c}.

Elemente: Objekte in einer Menge (a € A)
leere Menge: Menge ohne Elemente (@)
Teilmenge: z.B. B = {b,c} ist Teilmenge von A = {a,b,c} (B c A)
Obermenge: z.B. D = {a,b,c,d} ist Obermenge von A = {a,b,c} (D> A)
Vereinigungsmenge, Schnittmenge: z.B. sei C = {¢,d}

= AuC ={a,b,c,d},AnC ={c}

Abbildung: Vorschrift, die jedem Element a einer Menge M ein neues Objekt

v(a) zuordnet: a - ¢(a).

Dann ist ¢(a) das Bild von a, a das Urbild von ¢(a)

Falls p(a) € N fiir alle a € M: Abbildung von M in N

Abbildung surjektiv, wenn alle Elemente von N ein Urbild haben.
Abbildung injektiv oder eindeutig, wenn es jeweils genau ein Urbild gibt.
Abbildung bijektiv: Injektiv und surjektiv (eineindeutig).

Verkniipfung: Abbildung von der Menge M x M (der "Produktmenge”)

aller Paare (a,b) mit a,be M: (a,b) — ¢(a,b) oder aob.
(z.B. auf Zahlenmengen: Addition, Multiplikation)

Gruppe: Menge G mit einer Verkniipfung mit den Eigenschaften:

1) Abgeschlossenheit: a e G,be G =aobe G

2) Assoziativgesetz: (aob)oc=ao(boc)

3) Neutrales Element: Es existiert eine ”Identitit” e € G
mit eoa = a fiir alle a € G.

4) Inverses Element: VaeG: 3a e G: atoa=¢

Abelsche Gruppe: Gruppe mit der Zusatzeigenschaft

5) Kommutativgesetz: aob=boa

Halbgruppe: Menge mit Verkniipfung, die die Eigenschaften 1) und 2)

erfiillt (Abgeschlossenheit und Assoziativgesetz).

Ring: Menge R mit zwei Verkniipfungen +,- (Addition, Multiplikation)

— Abelsche Gruppe bzgl. Addition (+)

— Halbgruppe bzgl. Multiplikation ()

— Distributivgesetze: a-(b+c¢)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c
Identitat bzgl. de Addition heifit iiblicherweise Null.
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e Korper: Ein Ring K mit folgenden Eigenschaften:
— Mindestens ein Element ist von Null verschieden.
— K ~ {0} (K ohne Null) ist von Abelsche Gruppe bzgl. Multiplikation.

Bemerkung: Diese Strukturen wurden natiirlich im Hinblick auf die Zahlen-
mengen eingefiihrt, die gleich besprochen werden. Sie sind aber auch
von viel allgemeinerer Bedeutung: Zusammenhénge, die man nur aus
Gruppen-, Ringen- oder Korpereigenschaften beweist, gelten ganz allge-
mein in allen derartigen Strukturen.

Aufgaben:
— Zeigen Sie: Fiir Gruppen folgt aus Gruppeneigenschaften auch aoa™ = e, ace = a.
— Sei R ein Ring. Zeigen Sie, da dann die Menge der Polynome f(z) = X7, arz®

mit ay, € R, n eine natiirliche Zahl (siehe 1.2.2), z ein Symbol, auch ein Ring ist.

1.2.2 Natiirliche Zahlen N

N ={1,2,3,---}: ?Natiirlich”, da seit alters her zum Zihlen benutzt.

Axiomatische Definition iiber Peano-Axiome (Giuseppe Peano, 1858-1932)

I 1 ist eine natiirliche Zahl.

IT Jede natiirliche Zahl a hat einen Nachfolger a* in der Menge der
natiirlichen Zahlen. (Va e N: 3la* e N)

III Es gibt keine Zahl mit dem Nachfolger 1.
IV Aus a® =b" folgt a =b.

V Prinzip der vollstdndigen Induktion:
Enthélt eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen die Zahl 1 und zu
jeder Zahl a auch deren Nachfolger a*, enthilt sie alle natiirlichen
Zahlen.

Aus dem letzten Axiom folgt Beweismethode der vollstindigen Induktion.

Ziel: Eine Eigenschaft F fiir alle natiirlichen Zahlen N beweisen.
Weg: — Beweise E fiir N =1
— Nimm an, E gilt fiir alle N <n € N. Beweise sie fiir N =n™.

= Dann gilt sie fiir alle natiirlichen Zahlen.
Beispiel: Beweis von Y.} k =n(n+1)/2:

-Gilt fir N=1V

— Gelte fiir N <n

= Yt k= Yik +(n+1)=(n+2)(n+1)/2V

——
TL(TL+ 1)/2 laut Annahme

Auf natiirlichen Zahlen kann man Addition und Multiplikation definieren.

Addition iiber x+ 1 =2, z+y* = (z+y)" Vo,ye N
Multiplikation iiber z- 1=z, z-y* =z -y+x Vr,ye N
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Eigenschaften (ohne Beweis)
— Addition +: Assoziativ, kommutativ
— Multiplikation -: Assoziativ, kommutativ, Identitét
= N ist Halbgruppe bzgl Addition und Multiplikation.
— Zusiétzlich gelten Distributivgesetze.

Haufig wird noch die Null hinzugenommen: Ny = Nu {0} = {0,1,2,3,--}
Dann hat die Addition auch eine Identitét

Bemerkung: Die Griechen und Rémer hatten keine Null. In China gab es sie
schon seit dem 4. Jhdt. vor unserer Zeitrechnung. Wurde im 12. Jhdt.
nach unserer Zeitrechnung von Arabern nach Europa gebracht.

Aufgaben zum Induktionsbeweis:
Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion:
e Yy k=n(n+1)/2
YR kr=n(n+1)(2n+1)/6
Th-1 k= (Xk=1 k)Q
Yhe1 k(Z) =n2""!
nf2<ii't<n
e Berechnen Sie ;' ;(2k — 1) (erst erraten, dann mit vollstdndiger Induktion beweisen)

Diskutieren Sie folgende zwei ”Beweise”, die mit der Methode der vollstdndigen Induktion
gefithrt wurden. Wo steckt der Wurm?

Beweis, dass alle Zahlen interessant sind:
Die Eins ist interessant (klar, z.B. Identitéit der Multiplikation).
Nimm an, alle Zahlen kleiner als n sind interessant. Dann ist auch n + 1 interessant.
Anderenfalls wire es die erste nicht interessante Zahl, und das macht sie auch wieder
interessant.

Uberraschungstest: Ein Lehrer kiindigt fiir die kommende Woche an, dass er an einem Tag
einen Uberraschungstest schreiben wird. Die Schiiler stellen folgende Uberlegung an.
— Am Freitag kann er den Test nicht mehr schreiben,
da wiire es ja dann kein Uberraschungstest mehr.
— Am Donnerstag ist es deshalb auch unmoglich.
— Ebenso am Mittwoch, Dienstag, Montag.
— Folglich wird der Test nicht stattfinden.
(Aber: Dann schreibt der Lehrer dann am Mittwoch véllig {iberraschend einen Test ...)

1.2.3 Ganze Zahlen Z

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen

Forderung: Gleichung soll fiir alle a,b € N l6sbar sein.

~ fithrt zu negativen Zahlen:
Zu jedem a € N gehort ein (-a) mit a + (-a) = 0.

(Beispiele: Mathematiker im Aufzug, Schulden, Vorwérts-/Riickwértsgehen)

Gesamtmenge: Natiirliche Zahlen, Null und negative Zahlen bilden zusammen
die ganzen Zahlen Z =Nu{-a:aeN}u{0}
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Figenschaften:

—In Z ist die Gleichung a + x = b immer losbar (z =b+ (—a))

— Z bildet bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe (a hat Inverses), bzgl.
der Multiplikation nach wie vor eine Halbgruppe.

— Distributivgesetze gelten

= 7 ist ein Ring.

1.2.4 Rationale Zahlen Q

Ausgehend von den ganzen Zahlen

Forderung: Gleichung soll 16sbar sein fiir alle .

~ fithrt zu rationalen Zahlen:
Zu jedem a € Z ~ {0} gehort ein Inverses a™! mit a-a™! = 1.

e Erweiterung von Z um Kombinationen a™'b = b/a
= a-z =b wird losbar.

e Bemerkung: De facto steht eine rationale Zahl fiir eine ganze Klasse
von Tupeln (a,b) = b/a, da man kiirzen kann
(z.B. 16st 2/3=4/6 sowohl die Gleichung 3x=2 als auch 6x=4).

Gesamtmenge: Rationale Zahlen Q = {p/q:p€Z,q e N}

Eigenschaften:

e In Q ist die Gleichung a - x = b 16sbar.
e Q ist eine abelsche Gruppe bzgl. +, Q~ {0} ist abelsche Gruppe bzgl.

e = QQ ist ein Korper.

Beispiele: Praktisch gesehen alle Zahlen in der Physik
(Messung liefert immer Dezimalzahl, die irgendwo abbricht.)

1.2.5 Reelle Zahlen R

Bei rationalen Zahlen sind immer noch einige wichtige Zahlen, nicht enthalten,
z.B.

— Losung von 22 = 2
und anderen Polynomgleichungen p(x) = ¥, apzF =0
Graphisch: 2 — 2 = 0 sollte Losung haben.
(Kurve y = 22 — 2 schneidet die Nullinie).
entsprechende Erweiterung um Zahlen, bei denen in einem Plot p(z)

vs. x die Nullinie geschnitten wird (Nullstellen des Polynoms
p(x)): algebraische Zahlen.
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(NB: Unvollstiandige Erweiterung, da z.B. 22 = —1 nach wie vor kei-
ne Losung hat. Das wird erst mit der Einfithrung der komplexen
Zahlen (s.u.) behoben.)

— Kreiszahl 7, Eulersche Zahl e u.a.: Transzendente Zahlen.
Zusammen: Reelle Zahlen R.
Bemerkungen

Die Erkenntnis, dass die Losung von 22 = 2, also \/2 irrational ist, ist
uralt. Das war schon den Pythagordern bekannt, wurde aber unter
den Tisch gekehrt, weil es nicht ins Weltbild passte.

Der Beweis geht so: Nimm an, /2 = p/q sei rational. Dann folgt V2q =
p=2¢* = p°.
Primfaktorzerlegung von p und ¢: Links steht eine ungerade Zahl
Faktoren, rechst eine gerade Zahl. Es gilt aber, dass die Primfak-
torzerlegung eindeutig ist. (ohne Beweis: Folgt aus der Theorie der
Ringe). Also kann /2 nicht rational sein.

Konstruktion der reellen Zahlen R aus den rationalen Zahlen Q basiert
auf der Infinitesimalrechnung / braucht Begriff des Unendlichen.
(Vorgriff auf Begriff der Folgen): R enthélt mit jeder konvergierenden
Folge von rationalen Zahlen auch deren Grenzwert. Rationale Zahlen
liegen dicht in R, d.h. sie kommen beliebig nahe an jede reelle Zahl
heran. (In jeder noch so kleinen ”e-Umgebung” einer reellen Zahlen
liegt auch eine rationale Zahl: Vz e Rjee R: Jy e Q: |z —y| <e).

Anschaulich:
. i . ganze Zahlen
Eindeutige Abbildung
zwischen Zahlen und natiirliche Zahlen
Zahlengeraden 3 o 4 0 1 2 3

I I I I I I I
Zahlengerade

1.2.6 Komplexe Zahlen C

Erweiterung so, dass z? = —1 auch 16sbar wird. Dafiir muss man das Bild der

Zahlengeraden aufgeben / erweitern. Mehr dazu in Kapitel 1.4
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1.2.7 Zusammenfassung

11

Symbol l6sbare zusitzliche Rechenregeln Abbildung
Gleichungen Zahlen
Addition | Multiplikation
assoziativ assoziativ
Natiirliche N %f bb = g kommutativ | kommutativ Gitterpunkte
Zahlen - Identitét auf
Halbgeraden
Ny Null Identitét
Ganze 7 a+z=b | Differenzen | abelsche Gitterpunkte
Zahlen a-b Gruppe auf Geraden
Ring
Rationale Q a-x Briiche abelsche abelsche Dicht auf
Zahlen (a#0) bla Gruppe Gruppe Geraden
Korper
;{; }iléi R ?=a Irrationale Kérper Vollsténdige
(a>0) Zahlen Gerade
K;gﬁleixe C ?=a Imaginére Kérper Zahlen-
(a<0) Zahl Ebene

Aufgaben zum Abschluss:

Wias ist an folgenden ”Beweisen” falsch?

1=0 , denn: Betrachte x =1

2
=T =T

2
=>z-rz=x-1

=(z-1)(z+1)=2-1

=>zr+1=1
=zx=0 V7.

4=5 , denn: Es gilt 16 — 36
=16-36+81/4=25

= 25-45
—45+81/4

=42-2-4-5+(2)*=5"-2-5-2+(2)?

= (4-5)7=(G-3)

:4—%:5—2
=4=5 V7.
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1.3 Reelle Funktionen

Bedeutung von Funktionen

e Mathematisch — anderes Word fiir Abbildung
z.B. reelle Funktion f(z) = 1/|x|
charakterisiert durch:
— Definitionsbereich D¢: Erlaubte Werte von x (hier: R\ {0})
— Wertebereich W;: Menge der Bilder (hier: {y e R:y >0})
— Abbildungsvorschrift

e Physikalisch — Hilfsmittel zur Formulierung von Theorien und zur Be-
schreibung von Experimenten.

Empirischer Kreislauf (vereinfacht)

Experiment %_ - —_— **%

Messung = Auftragung

t

Interpolation

‘m X:f(f) M m

Dieses Kapitel: Zusammenstellung/Erinnerung an einige wichtige reelle Funk-
tionen und Charakterisierung.
1.3.1 Elementare Funktionen
1.3.1.1 Polynome und rationale Funktionen
e Konstante Funktion: f(x) = a (ebene Linie)
e Lineare Funktion: f(x) = a + bz (Gerade)
e Quadratische Funktion: f(z) = a + bx + ca® (Parabel)
e Polynome nten Grades: f(x) = Y7_; apa®

¢ Rationale Funktion: f(z) = p(x)/q(x) wobei p(z),q(z) Polynome sind.

Beispiele
~H(@)=1/(x-1) I
~fe)=1/(1+a?) 00 ) (1)
(Lorentzkurve) PP 0_2 T o0 1 2
Bemerkungen

a) Teilen von Polynomen kann man genauso angehen wie Dividieren
zB. (22 +2x-1)/(x+1) =2 +1-2/(x+1)
(2% +2)
(z+1)
-2
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b) Nullstellen von Polynomen:
—Quadratische Gleichungen: a;2 +pr+qg=0
- "pg-Formel” z =-£ +./(£)? -
—Gleichungen 3. oder 4. Ordnung Kompllzierte Ausdriicke
—ADb 5. Ordnung: Kein allgemeiner algebraischer Ausdruck mehr méglich!
(Satz von Abel-Ruffini)

Aufgaben zu rationalen Funktionen
— Skizzieren Sie 2%, 2%, 1/27, 1/2*, 1/(z - 2)?, z/(1 + 2?)
— Berechnen Sie (z* - a*)/(z - a)

1.3.1.2 Algebraische Funktionen
Wurzel: g(z) = /z = 2/? inverse Funktion zu f(z) = 22

Allgemein inverse Funktionen:

Falls y = f(z), ist = = f~1(y) inverse Funktion (f(f~'(y)) = ¥)
Graphisch y y=x X

Spiegelung an
[
Winkelhalbierenden

Yam = y
NB: Inverse Funktion muss nicht eindeutig sein. Falls nicht eindeutig,
muss man sich eine Variante aussuchen.

Speziell Wurzel:
Konvention: \/z ist oberer Ast.
NB: Definitionsbereich
eingeschrankt (z > 0).

Andere rationale Potenzen
z.B. §/z = 2'/3 ist inverse Funktion zu f(z) = x
Y= x1/4 ist inverse Funktion zu f(z) = 24

Zusammengesetzte Ausdriicke

z.B. Va2 + CLQ/(x - 3)3/5 ete. (mit y3/5 . (y1/5)3)

Aufgaben zu algebraischen Funktionen / Zahlen
— Skizzieren Sie 1/y/z, 1/vV/z +1, 1/\/z+1
— Zeigen Sie folgende Identitdten (Aufgaben aus Indien):

36 1,24 30
Apastamba, 5.-4. Jhd. v. Christus: — - (— —) 324

Bhaskara II, 1114-1185: \/10+\/ 4+\/ +\/ =V2+V3+V5.

1 ./2 /4
Ramanujan, 1887-1920: \/ ¥/2 -1 = {/;7 {/;+ i/g
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1.3.1.3 Exponentialfunktion

Vorab: Rechnen mit Potenzen b*, b sei positiv (b > 0)
— Exponent x natiirlich: z =n e N

b* definiert durch 6™ =b-b--+b
—

n mal

— Rechenregeln: b"0™ = b""™, (b,)™ =b™"™, (ab)™ = a™b"
— Exponent x eine ganze Zahl, z € Z

b® definiert iiber b° := 1, b~ := 1/b"

— Rechenregeln gelten immer noch.
— Exponent x eine rationale Zahl, x € Q

b” definiert iiber b'/™ = /b, ™™ = (V/b)™ gemiB 1.3.1.2

— Rechenregeln gelten immer noch.

Klasse der Exponentialfunktionen

Waihle irgendein b > 0

Zeichne b” fiir alle z € Q
— schone, glatte Kurve, Punkte liegen dicht.
— kann erweitert werden auf z € R

Fiir jedes b erhélt man eigene Kurve. 2 3% 7 2x

Es gilt jeweils Multiplikationstheorem

bz+y =bpT.pY B
(b)Y = by fir z,y,be R, b>0. i 0.5%

Natiirliche Exponentialfunktion

Spezielle Wahl von b, so dass lokaler Winkel zur 2

y-Achse bei z = 0 genau /4 ist (45 Grad).

Dies gilt fiir ’b =2.71828... = e‘ : Euler-Zahl 1
(irrational)

Notation ’f(:c) =e” = exp(z) ‘ 0.. e X

Besondere Figenschaften
— Ableitung: f(z) =exp(z) = f'(x) = f(x) (Vorgriff auf Kapitel 3.1)
— Potenzreihe: exp(z) = .72, %l‘k (Vorgriff auf Kapitel 3.2)
— Wachstum: exp(z) wiichst schneller an als jede Potenzfunktion x"
(Vn,b>0:3xy:e” > bx" Va > )

Bedeutung der Exponentialfunktion

e ”exponentielles Wachstum”:
Charakteristisch fiir ungebremstes Wachstum 2
(z.B. Bakterien mit genug Nahrung in Petrischale)

e "exponentieller Zerfall”: (1/e)” = exp(-z)

exp(x)

exp(-x)

charakteristisch fiir freien Zerfall 0
(z.B. radioaktiver Zerfall) x
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Aufgaben zur Exponentialfunktion
Skizzieren Sie: — f(z) =1-e * (Spannung beim Aufladen eines Kondensators)
—fx)=z+e"
— f(z) =z e ® ("Poissonverteilung’)
~ f(x) =2%e™”
— f(z) =1/(e” - 1) ('Bose-Einstein-Verteilung’)
- f(x) =1/(e” + 1) ("Fermi-Dirac-Verteilung’)
Schauen Sie sich verschiedene Funktionen auf dem Computer an, z.B. Java-Applet
” Funktionenschaufenster” im Skript von K. Hefft (www.thphys.uni-heidelberg.de/ hefft /vk1)
oder die Seite von Wolfram Alpha (http://www.wolframalpha.com)

1.3.1.4 Logarithmus
Inverse Funktion zur Exponentialfunktion

Natiirlicher Logarithmus

Inverses zur natiirlichen Exponentialfunktion
y=exp(z) < x=In(y) =log(y) 0 nix

Dekadischer Logarithmus
Inverses zur Funktion y = 10° < z =1g(y) = ,, log(y)

Dyadischer Logarithmus
Inverses zur Funktion y = 2% < z=1d(y) = , log(y)

Allgemeiner Logarithmus
Inverses zur Funktion y =" < x =, log(y)
”Logarithmus zur Basis b” (mit b> 0)

Rechenregeln: Aus Multiplikationstheorem b* b¥ = b**Y, (b*)Y = b™
folgt fiir jede Basis:

ylog(y-z) =, log(y) + , log(2)

y, log(2) =, log(2¥)

Umrechnung zwischen Exponentialfunktion und Logarithmen:
Rechne als Referenz alles auf natiirliche Funktionen um.

(denn: b= elnb = b = (elnb)a: — e:vlnb)

,log(y) =1In(y) -, log(e) (In(y)-, log(e) = , log( ™™ = log(y))

Bemerkung: So wie die Exponentialfunktion schneller als jede Potenzfunktion
anwéchst, wichst der Logarithmus langsamer als jede Potenzfunktion:
Ve>0:3zp: In(z) <2 Vo > xo.

Aufgaben zum Logarithmus
— Zeigen Sie , log(e) = 1/1n(e)
(also ist Umrechnungsformel auch: , log(y) = In(y)/In(b))
— Berechnen Sie , log(b)
— Berechnen Sie 1d(z) aus In(x).
— Wo steckt der Wurm in folgendem ”Beweis” fiir die Behauptung 2 > 3.
1/4>1/8 = (1/2)% > (1/2)% = In(1/2)* > In(1/2)?
= 2In(1/2) >3In(1/2) =2>3v?
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1.3.1.5 Trigonometrische Funktionen

Ergeben sich daraus, dass man entlang einer Kreisscheibe lauft

T 3722 2m 5m/2
Bogenlange ¢ (Winkel)

e Eigenschaften

periodisch mit Periode 27: f(z +27) = f(x)

cos?(¢) +sin?(p) = 1 (<> Satz des Pythagoras)
(Notation: sin?(¢) = (sin(¢))? etc.)
cos(@) =sin(¢ + 7/2)

e Additionstheoreme

cos(a £ b) = cos(a) cos(b) Fsin(a)sin(b)
sin(a £ b) =sin(a) cos(b) = cos(a) sin(b)

e Abgeleitete Funktionen

Tangens: tan(¢) = sin(¢)/ cos(¢) tan(¢)(2) / /
Cotangens: cot(¢) = cos(¢)/sin(¢)

-2

e Umkehrfunktionen (zyklometrische Funktionen)
Sin(:ﬂ) =Y, TE [_%7 g]
cos(x) =y, x€[0,]
tan(z) =y, v €[-7, 7]
cot(x) =y, x €[0,]

x = arc sin(y)
x = arc cos(y)
x = arc tan(y)
x = arc cot(y)

VLo

Aufgaben zu trigonometrischen Funktionen

— Skizzieren Sie cot(¢),arc tan(¢), ¢ + sin(¢, sin(¢)/¢.
— Zeigen Sie: sin®(¢) = tan®(¢$)/(1 + tan?(¢))
— Zeigen Sie: sin(z) +sin(y) = 2sin(5Y) cos(*FY)

1.3.1.6 Hyperbolische Funktionen

Aus Exponentialfunktion abgeleitet

Eigenschaften, die an trigonometrische Funktionen erinnern
e Definition

Sinus hyperbolicus: sinh(z) = %(exp(z) —exp(-x))

Cosinus hyperbolicus: cosh(x) = %(exp(a:) +exp(-z))

Tangens hyperbolicus: tanh(x) = sinh(z)/ cosh(z)
Cotangens hyperbolicus: coth(x) = cosh(z)/sinh(z)
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e Eigenschaften
cosh?(z) - sinh?(z) = 1

e Additionstheoreme

cosh(x + y) = cosh(x) cosh(y) +sinh(x) sinh(y)
sinh(x + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y)
(kann durch Einsetzen leicht nachgepriift werden)

— GroBe Ahnlichkeit mit trigonometrischen Funktionen
Deutet auf Zusammenhang zwischen Exponentialfunktion und Sinus/Cosinus
hin — wird ersichtlich nach Einfithrung der komplexen Zahlen. (Kap. 1.4).

e Umkehrfunktionen: Area-Funktionen

sinh(z) =y, — x =arsinh(y)
cosh(z) =y, z€[0,00] — x=arcosh(y)
etc.

Aufgaben zu hyperbolischen Funktionen
— Skizzieren Sie sinh(z), cosh(z), tanh(z), arsinh(z)
— Beweisen Sie die Additionstheoreme.
— Zeigen Sie: arcosh(z) =In(z + Va2 - 1)

1.3.1.7 Funktionen mit Ecken und Spriingen

Es gibt vor allem zwei wichtige derartige Funktionen

e Betragsfunktion y = ||
Definition des Betrages: Sei a € R

a : a>0 ||
lal = —-a : a<0 X
Rechenregeln:
ja-b| = |a] - [b]

llal - [b]| < |a + b] < |a| +|b| (Dreiecksungleichung)

e Heavisidesche Stufenfunktion O(z)

1 : >0
@(1') = 05 : =0 609 10 X
0 : x<0

Beispiel: O(z —a) ©(b-x) (mit a < b) gibt Kastenfunktion.

1.3.1.8 Weitere wichtige abgeleitete Funktionen

e GauBfunktion: f(z) = exp(-z?) ! /
exp()_| 4
e Lorentzfunktion: f(z) = 1/(1 + 2?) 0
e f(z) = exp(-|zl|/a) 2 o 2
exp(-|x|
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1.3.2 Eigenschaften von Funktionen
1.3.2.1 Spiegelsymmetrie

y = f(x) gerade, wenn f(-z) = f(z) Vo (2.B. 2?)

y = f(x) ungerade, wenn f(-z) = —f(z) YV (2.B. z3)

Bemerkung: Man kann jede Funktion in einen geraden und einen ungeraden
Anteil zerlegen: f(z) = fy(z) + fu(x) mit
fo(@) = 5(f(2) + f(=2), fu(z) = 5(f(z) - f(-2)).

1.3.2.2 Beschrinktheit

Funktion heisst nach oben (unten) beschrénkt im Intervall [a,b], wenn es eine
obere (untere) Schranke fiir Funktionswerte gibt.

| y = f(z) nach( oben )beschréinkt in [a,b] < 3B : B(i)f(m) Ve [a,b]

unten

1.3.2.3 Monotonie

Funktion heisst monoton steigend (fallend) im Intervall [a,b], wenn mit wach-
sendem Argument die Funktionswerte steigen (fallen)

’ y=f(x) monoton(SESfii%d)in [a,b] < V1 <9 €[a,b]: f(xl)(i)f(xg)

| y = f(x) streng monoton(s%cslilgezréd)in [a,b] < Va1 <39 € [a,b] : f(z1)(5) f(22)

Anwendung auf einige der Funktionen in 1.3.1 (im Definitionsbereich)

Funktion Symmetrie Beschréanktheit Monotonie
(gerade, ungerade) | oben ‘ unten | (steigend, fallend)

sin(x) u v v -

cos(x) g v v -

exp(x) - - v s

log(x) - - - s

sinh(x) u - - s
cosh(z) g - v -

1.3.2.4 Eineindeutigkeit

Definitionsbereich Dy sei [a,b]. Funktion f(x) ist eineindeutig, wenn zu jedem
Punkt in Dy genau ein Punkt im Wertebereich Wy gehort.

’ y = f(z) eineindeutig in [a,b] < Yy e Wy: 3z e [a,b]:y = f(x)

— dann ist die Umkehrung von f(x) eindeutig ("umkehrbar eindeutig”) bzw.
f(x) ist surjektiv (vgl. 1.2.1).

Bemerkung: Streng monotone Funktionen sind eineindeutig.
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1.3.2.5 Stetigkeit
Anschaulich: Keine Spriinge

Mathematisch:
f
Stetig bei zg — kein Sprung 0

— f(x) riickt nahe an f(zg),
wenn ¢ nahe an xg riickt.

‘ y = f(x) stetig bei 29 = Ve>0:36>0:|f(x) - f(xo)| < € Vo mit |z — x| < 4.
Beispiele:
— sin(x),cos(x),exp(z),log(x) im gesamten Definitionsbereich stetig.

— 1/x bei z = 0 nicht stetig (divergiert sogar!), sonst iiberall stetig.
— Heaviside-Funktion bei x = 0 nicht stetig.

1.3.2.6 Grenzwerte

e Grenzwert an vorgegebenen Punkten xq:

fx4 ‘

f(x) néhert sich bei Anniherung Cnksseltiger
. . . \ -
an xg einem Grenzwert yg beliebig 1

redhtsseiliger
nahe an, z.B. Gr:euzwer
: > X
&

Mathematisch: Grenzwert wird durch lim,_,,, dargestellt.
Linksseitiger Grenzwert: lim, ;- f (x) = yo bedeutet:
Ve>0:30>0:|f(x) —yo|<eVexeDymit0<x —x9<6
Rechtsseitiger Grenzwert: lim,_, .+ f (z) = yo bedeutet:
Ve>0:30>0:|f(z)—yo|<eVozeDymit0<zg—-2<0
Allgemeiner Grenzwert: lim,_,,, f(z) = yo bedeutet:
Ve>0:30>0:|f(z) —yo| <e Vo e Dymit|x— x| <9

(falls Definitionsbereich das Intervall um z( einschlieft, impliziert
das rechtsseitiger Grenzwert = linksseitiger Grenzwert.)

Bemerkungen:

i) lim, ;= = yo bedeutet nicht automatisch f (z0) = o
Gegenbeispiel ist Heaviside-Funktion:
lim,o- 0(z) =0, lim,_o+ 0(z) =1, 0(0) = 1/2.
(ii) Stetigkeit bei zp bedeutet: Grenzwert bei x( exisitiert und ist
gleich dem Funktionswert
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e Grenzwert im Unendlichen (+o0):
f(z) ndhert sich bei grossen x oder —z beliebig nahe einem Grenzwert an
(z.B. limg_, o exp(—x) = 0)
| limg oo f(z) =y < Ye>0:3A>0:|f(x) —yo| < e Vxmitx > A

| limg—o f(z)=yo < Ve>0:3A>0:|f(z) —yo| <eVrmitz < -A

¢ Regel von 'Hospital (ohne Beweis)

Oft hilfreich zur Bestimmung schwieriger Grenzwerte

Betrachte Grenzwert der Form lim,_.,, %
mit limgz, f(2) = limg_z, g(z) =0

oder limy_,, f(z) = o0, lim, 5, g(z) = +o0.

Zur Berechnung des Grenzwertes bestimme Ableitungen f'(z), ¢'(z) von
f(x),g(z) (Vorgriff auf Abschnitt 3.1, hoffentlich bekannt aus der

Schule!).
Falls der Grenzwert lim,_,,, % existiert, gilt limg_,,, g Eg = limg 4, j; 'g)) .
Beispiele
. 1

— llmg;—>oo 1+mx2 =y,
—lim; 00 Ty? =0,
- hmz—>oo 1f§2 = 17
—limg o 71,7 = 00 (Grenzwert existiert nicht).
S L CO R

- x

(Berechnung nach 1'Hospital mit f(x) =sinz, g(z) = z:
= f'(x) =cosx, f'(z) =1 = lim, ¢ —g,gg =1 =1lim;_g %)

NB: Griinde, warum Funktionen eventuell keinen Grenzwert haben:
—lim f(z) divergiert (wird +oo)
— Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert verschieden.
— Grenzwert nicht eindeutig

Aufgaben
— Berechnen Sie limg oo i—i, limg 1 i—i, limg 1 %
— Berechnen Sie limz_,o(tanx)2, limg o (tan :r)27 lim, o arctanz, lim,_,.. arctanz.
— Berechnen Sie lim, o tanh z, limy_.o |z| limg—o ‘i—l, limgton ilf:

— Betrachten Sie Grenzwerte von Funktion exp(-1/z). bei =0 und z = oo.

— Skizzieren Sie exp(-1/x).
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1.4 Komplexe Zahlen

1.4.1 Die imaginire Einheit

Zum Abschluss: Weitere Erweiterung des Zahlenraums.
Bislang hatten wir die Zahlenklassen:
Natiirliche Zahlen N, Ny
} Losbarkeit von a +x =b Va,beN.
Ganze Zahlen Z
| Losbarkeit von az = b Ya,beZ.
Rationale Zahlen Q
| Ganzer Zahlenstrahl
Reelle Zahlen R

} Losbarkeit beliebiger Polynomgleichungen:
Z;'L:() CLJ‘CUJ =ap+a1x+-+az” =0

Komplexe Zahlen C

Wie geht das?

Gute Nachricht:
Es geniigt, eine einzige neue Zahl einzufiihren:

Die imaginéire Einheit i = /-1 (Euler).
x =i lost die Gleichung 2% + 1 = 0.

Mit i konstruiere allgemein neue Zahlen (z,y € R)

— Komplexe Zahlen C.

Damit wird jede Polynomgleichung lésbar (Satz von Abel)
— Jedes Polynom kann in Linearfaktoren zerlegt werden
Yie0aj7) = an (v - x1) (T — 22) (7 — 7p)
(Fundamentalsatz der Algebra):
— Viele andere niitzliche Eigenschaften.
Viele Rechnungen werden sehr viel einfacher.

”Schlechte” Nachricht:
Darstellung der Zahlen auf Zahlenstrahl nicht mehr moglich.
— Ubergang zur GauBschen Zahlenebene i .
Komplexe Zahl entspricht Punkt in der Ebene e E
Vergleichsrelationen wie <,> (kleiner, grofier)
machen dann keinen Sinn mehr. |

X Reelle Zahlen

Frage: Brauchen Physiker das?
1) Nein: Wir kommen ja eigentlich zur Beschreibung von Experimenten
schon mit rationalen Zahlen aus!

2) Ja: Viele Dinge vereinfachen sich erheblich, wenn man komplexe Zah-
len zul&sst.
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Viele Formeln werden sehr kompliziert, wenn man versucht, mit re-
ellen Zahlen auszukommen

— insbesondere im Zusammenhang mit Schwingungen, Wellen, Elek-
trotechnik, Quantenmechanik

Also: Wenn wir uns das Leben schwer machen wollen, versuchen wir,
ohne komplexe Zahlen auszukommen. Wenn wir bequem sein wollen,
machen wir uns jetzt die Miihe, sie kennenzulernen und uns daran
zu gewohnen (wie seinerzeit an die negativen Zahlen).

1.4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

1.4.2.1 Rechnen mit der imaginiren Einheit

Imaginire Einheit i = /=1 bzw. i + 1: Losung von 22 = 1:

Folgerung: Potenzen
V=1 i3 = (4%)i = —i

1/i invers zu i = it=(¥)i=-i?=1

(check: (1/i)-i=(~i)i=-i®>=1V)

-4 _
1i% = (1i)? = (=i)? =% = -1 .y
1//[/322 Z,4n+2:z_ fl'jrnEZ
1/’&4 =1 Z.4n+3 - 1
ete. ¢ =t

Aufgaben: Was ist i°,i*, (<)%, (=i)™%?

1.4.2.2 Charakterisierung allgemeiner komplexer Zahlen:
Gegeben z =z + iy (mit z,y € R)

Dann ist = =: 8(2) = Re(z) Realteil von z (eindeutig!)
y=:J(z) =Im(z) Imaginirteil von z (eindeutig)

Alternativ: Polarkoordinaten in der Zahlenebene
z = [z|(cos(¢) +isin(¢))
mit ¢: Argument von z (nicht eindeutig,
auler man schrinkt ein, z.B. ¢ € [0, 27])
|z|: Betrag von z

Berechnung von ¢ und |z| aus = und y:

Betrag: |z| = /22 + y? (Pythagoras)
r=Jelcos(9) | _ y _ sin(s)
y = |2|sin(¢) z  cos(o)

= tan(¢)

Argument: Aus

Aufgaben
— Berechnen Sie Betrag und Argument von 1+14,1—1¢
— Was ist falsch an folgender Rechnung? —1=+/(-1)2=v1=1
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1.4.2.3 Euler-Formel
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Darstellung z = |z| (cos(¢) + isin(¢)) kann stark vereinfacht werden mit Hilfe

der Formel

' = cos(¢) +isin(¢)

Erweiterung der Exponentialfunktion auf komplexe Zahlen. Begriinding
kommt in Kapitel 3.2 (Die linke und rechte Seite der Gleichung haben die

gleiche Potenzreihe). Es gelten die tiblichen Rechenregelne fiir exp(z).

2.B. Checke ¢/(#1492) = ¢i1 . gi¢2
i1 . ¢if2 = (cos(¢1) +isin(¢p1))(cos(p2) +isin(¢p2))

= COS (1 €OS 2 + (8N ¢1 COS Pg + sin o cos 1) + i%sin @1 8in ¢g

= [cos ¢1 cos ¢ — sin ¢y sin ¢ | +i [Sin ¢1 cos Pg + sin ¢o cos @1 |

cos(dr+¢2) | sin(1+61
= cos(py + o) + isin(¢y + dg) = H(P17¢2)

Speziell gilt: |exp(27i) =1 und: exp(i(¢ +2m)) = exp (i)
exp(in) = -1 ist periodisch mit Periode 2.
exp(im/2) =1

exp(—im/2) = —i

Die Polarkoordinatendarstellung von z = x + ¢y ist dann: ’ z = |z| exp(ig) ‘

1.4.2.4 Rechenregeln

e Addition z =z + iy, w +u +iv (z,y,u,v € R)
=z+w=(r+u)+i(y+v)
Realteil und Imaginé&rteil werden getrennt addiert.
Man sieht direkt dass die Gesetze fiir abelsche Gruppen gelten.
(Abgeschlossenheit v, Assoziativitit v/, Kommutativitit v,
Null: 0+ 0z erfilllt z+0=2Vz v
Negatives: —z = —x — iy erfiillt z+ (-2) =0Vz v
Anschaulich: Komplexe Zahl enspricht Vektor (z,y) in Zahlenebene.
Addition entspricht Vektoraddition.

e Multiplikation z = z + iy, w + u +iv (x,y,u,v € R)
=z-w=(z+iy)(u+iv) = (zu—yv) +i(yu + xv)
Anschaulich am ehesten in Polarkoordinaten zu begreifen:
2= |26, w = [w|e™ = z-w = 2| [w] @)
Daran sieht man, dass wieder abelsche Gruppengesetze gelten:
(Abgeschlossenheit v, Assoziativitit v/, Kommutativitit v,

Eins: 1 +0¢ erfillt z-1=2Vz Vv
Inverses: 1/z == (1/|2]) e erfiillt (1/2)-2=1VzeC~ {0} v

Distributivgesetze gelten auch.

= Insgesamt bilden die komplexen Zahlen C wieder einen Korper!
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1.4.2.5 Spezielle Transformationen

e Betrag (hatten wir schon, hier nur wiederholt)
z=1x+1iy = Betrag |z| = /2% + y?
Bei den komplexen Zahlen gilt immer noch die Dreiecksungleichung;:
||a| - \b|| <la+b|<|al+1b| Im(z)
(wird aus Skizze anschaulich a
sauberer Beweis siche Mathe-Vorlesungen) 2o Re(2)
NB: Hier macht der Begriff ” Dreieck” erst Sinn!

e Komplexkonjugation

z =x +1iy = Komplexkonjugiertes z* =z —iy

Entspricht Spiegelung an der reellen Achse
In Polarkoordinaten: z = |z[e’® = 2* = |z]e”

Speziell: z = x + iy = |2[e!?, w = u + iv = |w|e'
(z+w)" =z"+w”
(z-w)* =2 -w” A
(check: (zw)* = (J2||lw]e(@*¥))* = |z[jw|e (¢*¥) = z*w* V)
(s-2°) =|aP

Aufgaben
— Berechnen Sie fiir ¢ = 3 + 3iv/3: cc*, &, ¢/c*, 1/c,1/c*, 1[c+1/c*, 1/c-1/c*,
— Berechnen Sie allgemein fiir z = re'?: 22,22, 2/2%, |z/2*|, 1)z + 1/2*, 1]z - 1/2*
— Skizzieren Sie in der GauBschen Zahlenebene die Zahlen c,ic,1/c,1/c*
firc=1-¢und c=1+2i.

1.4.3 Funktionen einer komplexen Variablen

Vorab: Grundsitzliche Definition einer Funktion wie bei den reellen Zahlen:
Abbildung f(z) von komplexer Zahl z auf komplexe Zahl w.
Vieles kann man aus Kapitel 1.3.2 sinngeméf iibernehmen, z.B.

e Definition von Stetigkeit (keine Spriinge)
w = f(z) stetig bei zg
< Ve>0(eR):30>0(eR) :|f(2) - f(20)| < €Vzmit|z - 29| <9
o Definition von Grenzwerten

limzqu:wo
< Ve>0(eR):30>0(eR) :|f(2) —wo| < € Vzmit |z — 2p| <0

e Definition von Beschranktheit
f(z) beschrinkt < 3B >0(eR):|f(z)|<BVz
(Beschranktheit "nach oben” oder "nach unten” macht keinen Sinn

mehr.)

Weitere Funktionen, die wir in 1.3.1 diskutiert haben, lassen sich ohne weiteres
fiir komplexe Zahlen erweitern.
Nur: Graphische Darstellung wird schwieriger (4D7)
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1.4.3.1 Potenzen
Gegeben komplexe Variable z = x + iy = |2|(cos ¢ + isin ¢) = |z[e’®

nte Potenz ist (dquivalente Schreibweisen, n € Ny)
2" = (x+1iy)" = |z|"(cos ¢ + isin p)"
= |2 (€)™ = [2["e™? = |2[" (cos(ng) +isin(ng))

Also: Fiir z - 2™
Betrag |z| = |2]"
Argument ¢ - n¢

Bemerkung: Liefert nebenbei Formeln fiir cos(n¢) und sin(n¢)
Man muss nur |z| = 1 setzen. Betrachte z.B. n = 2:
cos(2¢) +isin(2¢) = (cos ¢ + isin ¢)?
= (cos? ¢ —sin® ¢) + i - 2sin pcos ¢
Vergleiche Realteil = cos(2¢) = cos® ¢ — sin® ¢
Vergleiche Imaginéirteil = sin(2¢) = 2 cos ¢sin ¢

1.4.3.2 Wurzeln

Weitgehend analog zu Potenzen: Fiir z = |z[e’? ist nte Wurzel:

(L/z - Zl/n - (|Z|ei¢)l/n=|z|1/nei¢/n _ Weiqb/n

FEinziger Unterschied zum Reellen:
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Im Reellen gibt es eine Konvention, zu welcher von mehreren Lésungen

von z = a >0 der Ausdruck x = ¢/a gehort (positiver Ast).

Im Komplexen gibt es keine solche Konvention, es muss jedesmal extra
spezifiziert werden. Insofern ist der Ausdruck /a im Komplexen

mehrdeutig!
Konkreter: Gleichung w™ = z hat n verschiedene Losungen.

e Diskutiere zuerst w™ =1, also U1,
Dal-= e0 — ez~27r — ez~47r — = ez~2m7r (m € N),
ist M _ eO’ ez~27r/n7 ez-47r/n, .__ez~2m7r/n

— ”Einheitswurzeln”:
Einheitskreis in n ” Tortenstiicke” aufgeteilt.
Wurzeln entsprechen Randpunkten gh2ma/n
Erst nach n Punkten geht es wieder
von vorne los.

e Allgemein w" = z mit z = |2[e’® = |2]e’? - 1
= Losungen /z = {/|z[e?®/™; ¢/|z|e0/m+12mkIn (1 € 7)
Von diesen sind n verschieden.
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Beispiele

o Wurzeln ﬂ, also Losungen von w? =1
i=1- eiw/Q i /4 im/4 ei27r/2 _ _eiTr/4
—
-1
= w9 = /4 = £(cos(7/4) +isin(n/4)) = i%(l +1)
— — 2

1/\/2 1/V/2
e V/8i, also Losungen von w? = 8i
. . e .
8i =82 = wy = ¥Re'%3 = 2e/0
wa = iﬁ’/ge%%”z”% = 2¢im5/6

E i 2 . .

ws = B33 < 9ind2 - o
.
-1

= wy =" wy =¢e

Aufgaben

Berechnen Sie 3/@7 3/27 \4/—17 M+

1.4.3.3 Exponentialfunktion (natiirlich)

Erweiterung der Exponentialfunktion auf imagindre Zahlen iiber Euler-Formel
e = cos ¢ + i sin ¢

Erweiterung auf allgemeine komplexe Zahlen z = x + iy tiber Multiplikations-
theorem et = e? . ¥ = €% = ™" = e%eW = &7 (cosy +isiny).
——

—————

Betrag y: Argument

1.4.3.4 Logarithmus (natiirlich)

Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, d.h. w=Inz = z =%
Mit z = |z[e’? folgt |z]e® = e™I21+1¢ = e "also w = In|z| + i¢.
Achtung: Auch hier gibt es, wie bei den Wurzeln, eine Mehrdeutigkeit.
Mit w = In|z| + i¢ ist auch wy = In|z| + i¢ + 27ik eine Losung von z = e

fiir alle k € Z.

— Ausdruck In z ist ebenfalls nicht eindeutig definiert.

Konvention: Die Losung mit —7 < ¢ < 7 ist herausgehoben und heifit ”Haupt-
wert”. Notation dafiir: Ln(z).

Aber: Der Ausdruck In(z) ist mehrdeutig, und wenn er verwendet wird, muss
zuséatzlich festgelegt werden, was gemeint ist.

Beispiel: In(i) = In(e'™?) = in/2;i(7/2 + 27);i(7/2 + A7), ---

Bemerkung: Mit Hilfe des Logarithmus kann man nun auch allgemeine Poten-
zen berechnen: b® = ¢*™?. Da aber Inb nicht eindeutig ist, ist b auch nicht
eindeutig. Solche Ausdriicke kommen aber in der Praxis (in der Physik)
eher nicht vor.

Aufgaben _
Berechnen Sie In(-1),In(-%),".
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1.4.3.5 Trigonometrische Funktionen
Erhalt man aus Umkehrung der Euler-Formel

Zunéchst reelle ¢:
. = l Z¢ + e_i¢)
Aus 656 = s cos ¢ (e‘ '
us e cos¢ +ising = { sinqbzz(e’d)—e’“f’)
Erweiterung auf komplexe Zahlen:
cosz = L(e¥* +e7%%)
sinz = 5 (e —e™*%)

Folgerungen

e Es gilt nach wie vor cos® z +sin®z = 1

(Check durch Einsetzen: A A
cos? z = }l(ezz +e#)2 = i(em +2+ e 2%)
sin2 o= %(%)Q(eiz _ e—iz)Z - }l(e%z —924 e—2iz)
= cos?z +sin? z = %(2+2) =1 V)
e Man erkennt unmittelbar den Zusammenhang mit den hyperbolischen
Funktionen:
cosh(z) = lé(ez +e %)
sinh(z) = 5(e* —e77)
Daran sieht man |cos(z) = cosh(iz), sin(z) = %sinh(iz)

Aufgaben
— Zeigen Sie cos(iz) = cosh(z),sin(iz) = ¢sinh(z)
— Berechnen Sie cos(+7/2), cos(+m) aus der Euler-Formel.
— Berechnen Sie cos(w + 7)), cos(m/2 + i)
— Zeigen Sie cos(x +1y) = coszcoshy —isinzsinhy
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