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Kapitel 2

Vektorrechnung

Logisch wére es, in der Vorlesung an dieser Stelle mit Infinitesimalrechnung und
Potenzreihen weiterzumachen (Kapitel 3). Es soll aber relativ unmotiviert ein
Kapitel iiber Vektoren eingeschoben werden, da die elementaren Begriffe der
Vektorrechnung in den Vorlesungen der Experimentalphysik so ziemlich von
Anfang an benotigt werden.

2.1 Vektoren

2.1.1 Definition bzw. Begriffskliarung

Vektoren: Zentrale Grofien in der Physik.
Aber: Was ist ein Vektor eigentlich?
— physikalische und mathematische Sichtweise

Mathematischer Vektor: Element eines Vektorraums (siehe 2.1.3)
Physikalischer Vektor: Gerichtete Strecke mit Anfangs- und End-
punkt, z.B. Ort 7, Geschwindigkeit ¥, Kraft F'.
Notation: d,a,a, -
Charakterisierung: Durch Betrag (Lénge der Strecke)
und Richtung (Einheitsvektor €,).

Skalare: Im Gegensatz zum Vektoren einfache ”Zahlen”
Wieder physikalische und mathematische Sichtweise.

Mathematisch: Vektorraum ist ”iiber einem Korper” definiert (siehe 2.1.3)
Skalare sind Elemente dieses Korpers.

Physikalisch: Groflen, die durch einzelne Zahlen charakterisiert werden
koénnen (z.B. Temperatur, Druck, Betrag eines Vektors)

29



30 KAPITEL 2. VEKTORRECHNUNG

2.1.2 Koordinatensysteme und Koordinatendarstellung

Im allgemeinen legt man im Raum ein Koordinatensystem (KDS) fest.
V4

Dann kann Vektor durch Satz von D Zahlen dargestellt
werden. (D =3 im Raum, D =2 in der Ebene etc.)
Zahlen (Koordinaten) hingen vom KDS ab.

== Alternative Definition eines physikalischen Vektors:
Grofe, charakterisiert durch D Zahlen (D: Dimension des Raums), die
sich bei Drehung des Koordinatensystems in ”bestimmter Weise” trans-
formieren. (mehr dazu gleich).

Alternative Definition eines physikalischen Skalars:
Grofle, charakterisiert durch eine Zahl, die vom Koordinatensystem un-
abhéngig ist.

Frage: Was bedeutet ”bestimmte Weise”?
Wie transformieren sich Vektorkoordinaten unter Drehung des KDS?
Annahme hier: rechtwinkliges Koordinatensystem.

Diskussion zunéchst in 2 Dimensionen (Vektor in der Ebene)

Betrachte Einfluss auf Drehung um Winkel ¢ auf Vektor .
y Koordinaten des Vektor o:
‘ vx=0c0s¢_>vx=vcos¢>
vy =vsing " v =vsing'
mit ¢ = ¢ -1

vl = veos(¢— 1) = veos dcosh +vsindsin = v, cos Y + vy sinyY
v; =vsin(¢ — ) = vsingcos ) — v cos psiny = —v, sin ) + vy cos P

Matrix-Schreibweise: ( vgf ):( €os v osing )( Ve )
vy, —siny cosvy Uy

Drehmatrix D(y)

¢

=

~

~ Drehung des KDS kann durch Drehmatrix beschrieben werden.

Analog kann man Drehmatrizen auch in drei Dimensionen definieren.
(kompliziertere Form, die Matrizen hiingen von drei Winkeln ab).

Vorteile der Beschreibung von Drehungen durch Drehmatrizen:
e Eine Drehmatrix beschreibt Einfluss der Drehung auf die Koordina-

ten aller Vektoren

e Kombinierte Drehungen kénnen leicht durch Hintereinanderschalten
von Drehmatrizen beschrieben werden
(formal per Matrixmultiplikation — siehe Einschub Matrizen).
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Kurzer Einschub Matrizen
(Stoff in "Mathematik fiir Physiker’ (fiir BSc) bzw. Rechenmethoden 2 (fiir BEd)
Fiir ausfiihrlichere Ubersicht siche auch Anhang Matrizen)

Beispiel: 2 x 2-Matrizen

Gegeben Matrix A = ( 412 nd Vektoren v = ( vt ), w = ( w1 )7
a21 a2 V9

¢ Anwendung von Matrix auf Vektor: w = Av bedeutet

w1 |\ _ [ @11 Q12 U1 ) _ [ @11V1 *+ 41202
- - 9
w2 a1 Q22 V2 a21v1 + a22V2

d.h. in Komponentenschreibweise: |w; = 331 a vy |

e Analog Matrixmultiplikation:

( ain a2 )( b1 b2 ):( a11bi1 + a12bar  ar1bi2 + ar2boo )

a1 a2 ba1 b2 a21b11 + agobor  az1b12 + azzbar
d.h. in Komponentenschreibweise:

Mit A< [ @ a2 B- b1 bi2 - c11 c12
a1 G2 bar  bao c21 €22

= (' = AB bedeutet |cix = ¥; aijbjk |

Kann verallgemeinert werden auf beliebige n x n -Matrizen
(und sogar n x m Matrizen, ist aber hier weniger wichtig).

Matrixmultiplikation definiert assoziative Verkniipfung auf den Matrizen.
n x n-Matrizen mit dieser Verkniipfung bilden eine Gruppe.

2.1.3 Elementares Rechnen mit Vektoren, Vektorridume

1) Addition von Vektoren d + b:

a+b

e Graphisch: Hénge Pfeile aneinander b
- a
al b1 ay + bQ
e Koordinaten: | as |+]| b2 |=| as+bo
as bg a3 + b3

e Rechengesetze: Vektoren mit Addition bilden ” Abelsche Gruppe”

(i) Abgeschlossen: d+ b ist wieder ein Vektor

(ii) Assoziativ: (G +b) +¢=d+ (b+7).

(iii) Es gibt eine Null 0 mit: a+0=0+a=a  Va
(iv) Inverses: Va 3 (-a): i+(-a)=da-a=0
(v) Kommutativ: d+b = b + d.

2) Multiplikation mit einem Skalar : (i.e., einer Zahl A ¢ R oder C.)

e Graphisch: Streckung/Stauchung um Faktor A
(Falls A < 0: Richtung dreht sich um.)
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aq Aaq
e Koordinaten: A\| a2 | =] Xas
as )\ag

e Rechengesetze:
(vi) Kommutativ: A\d = A
(vii) Assoziativ: f(ad) = (fa)a

(viii) Distributivgesetze: (a+ 8)d = ad + Ba, (@ +b) = ad + ab.

Bemerkung: Die Menge der Skalare R oder C fiir sich genommen bildet
einen Korper (siehe 1.2.1). Eine Menge von Objekten, auf der eine Addi-
tion und eine Skalarmultiplikation mit den obigen Eigenschaften (i)-(viii)
definiert ist bezeichnet man als linearen Vektorraum iiber dem Korper
der Skalare.

== Mathematische Definition eines Vektors: Element eines Vektorraums
Der mathematische Begriff des Vektors ist allgemeiner als der physikali-
sche Begriff. In dieser Vorlesung werden mathematisch gesehen meistens
Vektorrdaume R diskutiert (D ist die Raumdimension). Aber z.B. die
Menge der Funktionen f(z) bildet auch einen Vektorraum iiber R oder
C.

3) Lineare Abhingigkeit :

Definition: Vektoren dq, ds9, :-d, heiflen linear unabhéngig,
falls aus Y, ayd; =0 folgt a; =0 V4.
Anderenfalls sind die Vektoren linear abhéngig.

Anschaulich: Zwei Vektoren linear abhéingig = parallel.
Drei Vektoren linear abhéingig = koplanar (in einer Ebene) .

Bemerkungen:

— Zwei linear unabhéngige Vektoren a,b spannen Ebene durch Ur-
sprung auf, d.h. alle Punkte der Ebene konnen in die Form
ad + Bb gebracht werden (o, § sind Skalare).

— Drei linear unabhéngige Vektoren spannen gesamten Raum auf.

—In drei Dimensionen sind maximal drei Vektoren linear unabhéngig.

(Mathematisch: Dimension ist definiert als die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren in einem Vektorraum)

Aufgaben: 9 1 1
1 |,6= o |,e=| 1|
3 2 5

o Gegeben sei @ =
Berechnen Sie @ + BLB -¢
Sind (a,b), (@,¢), (b,¢é), (a,b,¢), linear unabhingig? R
Wie lautet die Gleichung fiir die Gerade durch d, die zu b parallel ist?
e Bilden Sie in der (z,y)Ebene die Summe von 7 Vektoren der Linge a, wobei d; in -
Richtung zeigt und d; mit ;-1 die Winkeldifferenz /6 hat.
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2.2 Skalarprodukt (inneres Produkt)

2.2.1 Definition und mathematische Struktur

1) Skalarprodukt im Vektorraum R® (oder R” mit beliebigem D > 1):
Abbildung eines Paars von Vektoren auf einen Skalar y

G-b=ab cos(¢p)|mit ¢: Winkel zwischen @ und b.

Physikalisches Beispiel: Arbeit = Kraft mal Weg (W = F - Ar).

2) Rechenregeln:

(i) Kommutativ: G-b=0-a
(ii) Homogen: (\d)-b=d- (\b) = A(d- D)
(iii) Distributivgesetz: d-(b+¢)=a-b+a-¢.
(iv) d-a=a%>0
(a=+a-a ist Betrag des Vektors).
e Kein eindeutiges Inverses
(durch Vektoren darf man nicht dividieren !)

Bemerkung: Einen Vektorraum mit einem Skalarprodukt, das die Eigenschaf-
ten (i)-(iv) erfiillt, nennt man unitér.

3) Folgerungen

e Cauchy-Schwartzsche Ungleichung;: ||a - 5| <ab
( hier konkret: klar, da cos¢ <1
Kann man aber auch allein aus (i)-(iv) beweisen:
Fiir alle A gilt: 0 < (- Ab)? = a® + A%0* = 2\(a - b)
Wihle A= G2 - 0<a? - @D o (G.5)2<a®? v )
Falls |G - b| = ab folgt: Vektoren @, b sind parallel.
(moglicher Test auf lineare Abhéngigkeit).

e Dreiecks-Ungleichung: ||a - b| < |d - b/ <a+b

(a-b)> = a®+b>-2ab Aus —ab<d-b<ab
vel.{ (@+b)* = a2+b*+2a-b (Cauchy-Schwartzsche Ungl.)
(a+b)% = a®+0b®+2ab folgt (a—b)%2 < (a+b)% < (a+b)* v

e Einheitsvektor in Richtung a: é, = % =

2
Q

2.2.2 Koordinatendarstellung und Kronecker-Symbol

Ab jetzt sollen unsere Koordinatensysteme rechtwinklige Koordinatenachsen
haben, die ein "Rechtssystem” bilden (Rechte-Hand Regel).

Definiere é;: Einheitsvektoren entlang der Koordinatenachse 3.
of . — 4 =a1€] + agfs + azfs = ¥; a;6; (mit a;: Koordinaten)
’ 1: i=j

% O Es gilt: €;-€; = 0: i+j
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1) Motiviert Definition des Kronecker-Symbols

1: 2=y -
5ij::{0: ixj |9

2) Skalarprodukt in Koordinatendarstellung: a = Y; a;€é;; b= >, bi€;
=ad-b=(X;0i€;)(X,;0i€5) = ¥;jaibj (€ -€;) =¥, a;bj bij
= |a- 5 = Zz a; bi

3) Anwendung: Berechnung der Koordinaten eines Vektors @ in einem anderen
(rechtwinkligen) Koordinatensystem mit Koordinatenachsen in Richtung
{e}.
!

Koordinaten: Projektion von d auf die Achsen (Einheitsvektoren) é;:

Gilt fur alle Vektoren a und rechtwinklige Koordinatensysteme {é;}.

~ Liefert einfache Berechnungsformel fiir Drehmatrizen.
Betrachte Drehung, die KDS {¢&;} in KDS {é;} iiberfiihrt.
Vektor @ hat Koordinaten a; bzw. a] mit a; =d-é;, d; =d- €,
Aus d =Y ;ajé; und a; = a- € folgt a; = ¥, a;(é; - €;)

I _ .. . ] ] . =P Y
also | a; = >; Dija; | mit Drehmatrix | D;; = €; €

Aufgaben:

e Beweisen Sie den Kosinussatz fiir Dreiecke: Fiir Dreiecke mit Seitenlédngen a, b, c und dem
Winkel ¢ zwischen den Seiten a und b gilt a® + b* — 2abcos ¢ = .

2 -1
e Betrachten Sie Vektoren mit Koordinaten d = ( 1 ) ,l;= ( 0 ) Berechnen Sie @- b
3 2

-1
e Bestimmen Sie den Einheitsvektor in Richtung ( 2 )
-2
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2.3 Vektorprodukt (dufleres Produkt, Kreuzprodukt)

2.3.1 Definition und mathematische Struktur

1) Vektorprodukt im Vektorraum R3:

Abbildung eines Paars von Vektoren auf Vektor ¢ =d x b
mit Betrag

e = a b sin(¢) ‘ (¢ : Winkel zwischen ¢ k 77777 )
a und b.)

a

Richtung: ¢ senkrecht auf d, b

Vorzeichen: So, dass ((6,5,5 Rechtssystem.
Geometrisch: |¢| ist Fliche des von @ und b

aufgespannten Parallelogramms
Physikalisches Beispiel: Drehimpuls 7 x p.

2) Rechengesetze

(i) Antikommutativ: @x b= -bx d
(ii) Homogen: (Ad) x b=d x (Ab) = A(d@ x b).
(iii) Distributivgesetz: d x (b+¢) =d x b+d x &
(zur Herleitung siehe z.B. Nolting Bd. 1)
NB: Aus (i) und (iii) folgt auch (@ +b)xcé=dxcé+bx¢
(iv) Jacobi-Identitéit @ x (bx &) +bx (éxd)+éx (axb) =0
(vorldaufig ohne Herleitung).

e Nicht assoziativ, keine Identitét, kein Inverses
(durch Vektoren kann man immer noch nicht dividieren).

Bemerkung: Einen Vektorraum mit einem dufleren Produkt, das die Ki-
genschaften (i)-(iv) erfiillt, nennt man eine Lie Algebra.
2.3.2 Koordinatendarstellung und Levi-Civita-Symbol

Das Koordinatensystem sei wieder ein rechtwinkliges Rechtssystem, mit Ein-
heitsvektoren €; entlang den Koordinatenachsen.

= €1 x€ = €3 = —€2x€
52 X 63 = él = —53 X 52 éi X éi =0 V.
€3 X € = €3 = —€X€3

1) Motiviert Definition des Epsilon-Tensor oder Levi-Civita-Symbol:

1: (ijk) = (123),(231),(312)
€k =4 —1: (ijk) = (213),(321),(132) =(é; x éj) -6k
0: sonst

(bzw. "total antisymmetrischer Tensor dritter Stufe”).
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2) Vektorprodukt in Koordinatendarstellung:
Mit a = Zz aié’i; B = Zj bjéj fOlgt ¢=ax B = Zij a; bj (éz X éj)
= C = E‘ék = [ZLX b]k = Zl-jai bj (éz X éj) -ék = Zijai bj Eijk

C1 agbg - a3b2
= |[axb]x=X;jaibjeyr |,  konkret: | co |=| asb—aibs
C3 aq bg - a2b1
3) Rechenregeln mit dem Epsilon-Tensor:
€ijk = €jki = €kij = —€jik = —€kji = —€ikj
~————
gerade Permutationen ungerade Permutationen von (1, j, k)

’ Xm €klmEpgm = 5kp61q - 5kq(slp

(Beweis: Hausaufgabe — Buchhaltung, argumentieren ...)

’ Xim E€klmEplm = 25kp ‘
(denn: Yim €klmEplm = Zl(ékp o _5kq5lp) = 35kp - 5kp ‘/)
1

Aufgaben:

-1 3
e Berechnen Sieéxl;mitd=( 2 )undB:( -1 )
-3 5

e Berechnen Sie die Fliche des von ( ; ) und ( _12 ) aufgespannten Parallelogramms.

2.3.3 Hohere Vektorprodukte

1) Spatprodukt | (dbé) = d- (b x ¢) (— Skalar)

Geometrische Interpretation:
Betrag: Volumen eines von (a, b, ¢) aufgespannten Parallelepipeds.
Vorzeichen: +, falls (@, b, ) Rechtssystem,
— fiir Linkssystem.
Koordjnatenschreilt)weise:
(@bc) = Xp ap(bx &)k = X;jk arbicj €k = Xijk €ijk aibjck

= (abé) = Zijk fijk aibjck .

2) Doppeltes Vektorprodukt: d x (b x ¢) (= Vektor)

Dafiir gilt ”Entwicklungssatz”: | @ x (bx &) = b(d - &) — é(a - b)

( Herleitung am schnellsten mit Hilfe des Epsilon-Tensors:
(@x(bxE))x = Xij€ijrai(bxE)j =Y, €ijkai Lim €tmibicm
= Dijim €ijk€im; aibiCm = Zilm(Zj €kij€lmj ) AibiCm
Y itm (Ok10im — OxmOir)aibicm )
Yo AmbkCm — Xy atbiek = b (a- ¢ —cp(a-b) ).
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3) Weitere wichtige Beziehungen:
(@xb)-(éxd)=(a-&)(b-d)-(a-d)(b-?)
(@ x b)? = a®b? - (G- b)? (Lagrange-Identitit)
(@ x b) x (¢ x d) = (¢da)b— (¢db)a = (abd)¢ — (abé)d

Aufgaben:

e Beweisen Sie die Jacobi-Identitét

-1 3 -1
e Gegeben die Vektorena=| 2 |,b=| -1 |,é=| o |
-3 5 2

Berechnen Sie (@bé), |(a@x b) x &, |@ x (b x &), (@xb) x (b x &).
e Beweisen Sie mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols: (ax b) - (éx d) = (a-&)(b-d) - (a-d)(b-¢)
e Berechnen Sie (@ x b) - (¢xd)+ (bxb)-(dxd)+(éxa)-(bxd).
e Die Vektoren d1, d2, G3 seien linear unabhéngig.

Die reziproken Vektoren seien definiert durch: by = q

Zeigen Sie aLB] = 5ij
e Zeigen Sie (d-b) - ((d@+0b) x &) = 2a(b x ).
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