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Kapitel 3

Infinitesimalrechnung

Rechnen mit dem Unendlichen, Gegenstand der Analysis
Erste Begriffe schon bei Funktionen (Grenzwerte, Stetigkeit)
Nun: Weitere Grundziige

3.1 Folgen und Reihen

3.1.1 Folgen

Formal: Folge ist eine unendliche Menge von durchnummerierten Zahlen
(ap,a1,az,as, ) = (an)nen, mit einem Bildungsgesetz
(oder: Abbildung von Ny (manchmal auch N) in R oder C)

Beispiele:
(a) (07 17 2 3 ) (an = n)
(b)  (1,-1,1,-1,-) (an = (-1)")
(c) (1, %, %, é, ) (an = l n eN) harmonische Folge
d 07 993940 an =
Ee)) El % . )) Ea T)l) (Konvention: 0! = 1)

19 6’ 47 n = o 0=

(f) (1,¢.4*,¢*, ") (an=4q") geometrische Folge
(g> (17 17 27 y 787 ) (an =0p-1+ an—Q) FibOHaCCi-Folge

zu (e): Beschreibt Zinseszinsentwicklung
z.B. 3% Zins - nach 1 Jahr Vermehrung um Faktor 1.03
nach 2 Jahren Vermehrung um Faktor (1.03)?
nach 3 Jahren Vermehrung um Faktor (1.03)3

zu (f): Beriihmte Folge. Sollte urspriinglich Kaninchenwachstum beschrei-
ben. Heute u.a. in der Kryptographie benutzt.

Charakterisierung von Folgen (Eigenschaften) — dhnlich Funktionen (1.3.2)

e Beschranktheit
(an) beschrinkt <> 3B :a,|< B VneNy
Analog: nach oben / nach unten beschrénkt (fiir reelle Folgen)

39
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e Monotonie (nur fiir reelle Folgen)
(ay) monoton steigend < a, < ap41 Vn
(ay) streng monoton steigend < a, < ap41 Vn
analog monoton / streng monoton fallend

e Konvergenz
Folge ist konvergent, wenn sie einen Grenzwert bei n — oo hat
lim, e @ =a < Ve>0: AN >0: |a, —a|<eVn>N
Alternatives, dquivalentes Kriterium: Cauchy-Kriterium
(an) konvergent < Ve>0: AN >0: |ay —am|<eVn,m> N
(Vorteil: Leichter zu tiberpriifen, falls Grenzwert nicht bekannt.)

Niitzliche Sétze (anschaulich klar: Beweis hier weggelassen)
e Jede konvergente Folge ist beschrénkt.
e Eine Folge, die gleichzeitig monoton und beschrénkt ist, hat einen Grenz-

wert.

Anwendung auf unsere Beispiele:

‘ beschrankt monoton Grenzwert
(a) - steigend -
(b) v - -
(c) v fallend (streng) 0
(d) v steigend (streng) 1
(e) v fallend (streng) 0
(f) (¢g<1) v fallend (streng) 0
(f) (¢=1) v steigend /fallend (nicht streng) 1
(f) (¢>1) - steigend (streng)
(2) - steigend (streng)

3.1.2 Reihen

Gegeben Folge (a, ). Konstruiere neue Folge (S,,) mit Sy, = X0t an
— diese nennt man dann eine Reihe. (moglich auch: S, = > ay)

Notation: Man schreibt dafiir S'= Y2, a, (bzw. S =372, an)
Dieser Ausdruck steht aber fiir die Folge (S,,) und sagt a priori noch
nichts dariiber aus, ob diese iiberhaupt einen Grenzwert .S hat.

Falls der Grenzwert limy, oo Y.peq Gn existiert, heifit die Reihe konvergent.
Falls sogar lim,—.c Y.pe |an| existiert, heifit sie absolut konvergent.
NB: Falls Y7 |a,,| konvergiert, dann auch Y72 a,.

Zum Beispiel Geometrische Reihe (siche 1.1.2)
1_gm+1 divergiert fiir g > 1

q .
i = limy, .00 S konvergiert (— %_q) firg<1

sz Zloqnz

wird héufig benutzt, um andere Reihen abzuschétzen.
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Weitere Beispiele: Reihen aus unseren Musterfolgen (3.1.1)
(a) Yoogn=0+1+2+3+- divergiert.
(b) Ypo(-1)"=1-1+1--- hat keinen Grenzwert.
(Sm alterniert zwischen 0 und 1).

(c) Yoo, s=1+5 + é +--- divergiert.
1 1.1, 1 _ 1,11 3 .
(denn 1+2+ §+Z +5+g+;+§+-~-—1+ 5 +35 +5 divergiert.)
—_— — | —
22%:% 24%:% unendlich oft
) . oo n+ll _ 1 1 :
(¢)) aber: X021 (=1)""" = =1~ 35 + 5 — - konvergiert,.
1,11 .1 _1.1_1 R U B T
(denn 1-5 +3-3+5-g+7 -5+ =73T33 56"
—_— Y Y~ Y=
s 71 55 75
1 1,1 n
weiterhin: ﬁ+§+%+ﬁ+-"+1314 <Zn0( )=
————
<2ﬁ <8'%<§

= Zusammengefasste Reihe ist monoton (nur positive Elemente)
und beschréankt — konvergent!) (de facto: anl(—l)””% =1n(2))
(d) T2t =0+1+2+. divergiert (da Grenzwert lim,,_.o nlo1).

n= 1 n 3
(e) oy n, 1 213 2;’4 + .-+ konvergiert. (de facto: Yoy = =)
(denn 1+1+ 3 +%+N—4+-~-<1+ZZ‘;O(%)”:3

- ==
<l o1
<32 23

also: Folge Sm = Y-y % ist beschrénkt und monoton — hat Grenzwert.)

(f) : Geometrische Reihe, oben bereits diskutiert.
(g) : Divergiert.

Aufgaben
e Bestimmen Sie die Grenzwerte der Folgen
_ on _ (3n-4)(n?+1)
Gn = 3057 On = 7, (2n2+10000)

A
=vn+1-yn, an =t fir [t <1, [t =1, [t[ > 1.

2

e Zeigen Sie: ¥;7, -7 ist konvergent. (de facto: ¥ir; = %)

e Berechnen Sie \/2+ V2 + V2 + -

e Diskutieren Sie folgenden ”Beweis” der Behauptung 2=4:
Betrachte die Gleichung 2 = (Notatlon 2 =2 2" =27 ) ete)
Lésungsversuch: Da xxT =2, folgt 2*" ) =22 =2 = 2=2
Nun die Gleichung " =4
Losungsversuch Wle oben: Da 2 =2, folgt z(® e =4 =>2=2
Alsofolgt\/_ =2 un d\/_ =4 =2=4(7)

e Hier noch ein weiterer ”Beweis”, diesmal fiir 0 > %

Betrachte S =Yoo, (-1)""' 2 i =1-1+ 3 -3+3
3 3 . _ 1 1 1
Wir haben gezeigt: S= 15 + 353 + 55 + Daraus folgt S>3
Betrachte nun folgende Umformung;:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L-g+3-3+35 —(1“—11‘5“') G ma) G wow o w) b
=(1+2+2)(1-5-2-1.

123
—te)=l-2 R (3)"=1-3-2=0folgt: S=0> 3 (?)

2

(Hintergrund: Vorsicht beim Vertauschen von Termen in unendlichen Reihen! Nur er-
laubt fiir absolut konvergente Reihen).
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3.2 Differentialrechnung
Differential- und Integralrechnung

Entwicklung war einerseits motiviert aus der Physik.
Macht andererseits moderne Physik iiberhaupt erst moglich!

3.2.1 Die Ableitung

1) Differenzenquotion und Differentialquotient

Betrachte als konkretes Beispiel einen Wagen, der entlang einer geraden

Strafle fahrt. Zur Zeit ¢ hat er die Strecke s(t) zuriickgelegt.

Frage: Was ist seine Geschwindigkeit?

Erste Antwort: Mittlere Geschwindigkeit = Strecke/Zeit

s(t1)-s(to) _ As . 1y i
T = A : Differenzenquotiont.

Das ist aber nicht, was der Tacho anzeigt.

entspricht v =

Zweite Antwort: Momentangeschwindigkeit = Tacho-Wert
— im Prinzip Differenzenquotient, aber so,

dass die beiden Zeiten tg,t; sehr nahe aneinander sind.

_.ds
T dt

— Grenzwert ¥ = limas_g % : Differentialquotiont.

to
’ Leibniz-Schreibweise

Geometrische Interpretation:
Differenzenquotient: Sekante /

Differentialquotient: Tangente

Allgemein: Gegeben Funktion f(x) einer reellen Variablen x.
— Differentialquotient:
df| _ yin f(mo+Az)-f(z0)
dz Zo Alirnj() Ax
heiffit Ableitung nach x.
Alternative Schreibweisen: %’xo = %f(x)’m = f'(xo) (Strich)

. . . d ¢
Speziell Ableitung nach der Zeit ¢: d—{ o f(to) (Punkt)

2) Alternative Sichtweise: Differential

Betrachte Funktion f(z) am Punkt x.
Schitze ab f(xzo + Ax):
— Zuwachs f(xg+ Az) = f(x9) + Af(x)
~ f(xo) + f'(z0) Az + Rest.

Rest verschwindet (auch relativ zum Zuwachs), fiir kleine Az -0 .

Im Grenzwert Az — 0 schreibt man
f(xo +dx) = f(x0) +df(x)

sieht formal aus wie "kiirzen” (%dx =df).

mit df(aﬁ)L:0 = f'(xo) dz | =

zo

S1

As
So At
t, t,

ds i
"t

dt
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NB: Kiirzen darf man bei Differentialquotienten natiirlich eigentlich nicht.
Trotzdem machen Physiker davon ausgiebig Gebrauch. Hintergrund
ist genau dieses Denken in Differentialen, also: df entspricht einem
realen Zuwachs von f (also einer echten, sehr kleinen Zahl).

3) Differenzierbarkeit
Grenzwert lima,_.q ﬁ—i muf} existiert nicht immer.

oxx) 1———
—> (unstetige Funktion)

Gegenbeispiele:
Ix|

X

(Funktion mit Knick)

Wenn der Grenzwert existiert, dann heifft die Funktion differenzierbar.

‘ f(x) differenzierbar bei zg < lim J(@) = (o)

T—>T0 T —Xo

existiert.

4) Verallgemeinerung auf komplexe Funktionen

Definition von Differentialquotient und Differenzierbarkeit kann man di-
rekt fiir Funktionen f(z) von komplexen Zahlen z iibernehmen.

- lim {(&0td2)-f(z0)
0 |Az-0 Az

dz

Geometrische Interpretation schwieriger, sonst keine Anderung.
f(z)-f(z0)

f(z) heift differenzierbar bei zp, wenn der Grenzwert lim,_,, po

existiert.

NB: Im Komplexen ist Differenzierbarkeit eine viel stéirkere Bedingung
als im Reellen, da sich z von der ganzen komplexen Ebene an z
anndhern kann.

5) Verallgemeinerung auf Funktionen mehrere Variablen

Gegeben sei z.B. eine Funktion von zwei Variablen f(x,y).

— Man kann ohne weiteres nach einer der Variablen, x oder y, ableiten
und die andere dabei festhalten. Man muss nur festlegen, welcher.
Das nennt man dann partielle Ableitung

Notation
f(@yo)-f(zo,y0) _ Of

Ableitung nach z: lim,_,,, pra— o

0,90
f(xoy)-f(zoyo) _ Of

Ableitung nach y: lim,_, Y=o dy

Z0,Y0
Geschwungene Zeichen 0 sagen aus:

Achtung, hier gibt es noch weitere Variablen.
— Physiker diirfen nicht mehr ohne weiteres kiirzen !!!
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Dazu betrachte zugehoriges Differential —
Zuwachs von f(z,y) bein infinitesimaler Verschiebung

von (x,y) um (dz,dy):
Zuwachs von f(z,y) in z-Richtung: %dx

Zuwachs von f(z,y) in y-Richtung: g—gdy
— Gesamter Zuwachs: Summe der einzelnen Beitrige.
. 0 0,
f (@) = f(wo,90) +df mit |df = Grde+ GLdy|
Man sieht: Einfaches Kiirzen paft hier nicht mehr.

Abgesehen davon ist die partielle Ableitung nichts grundsétzlich anderes
als eine "normale” Ableitung.

5) Verallgemeinerung: Hohere Ableitungen
Gegeben Funktion f(z)

Ableitung f’(x): Neue Funktion, kann man evtl. wieder ableiten
— Zweite Ableitung f"'(x) = %% = SQTJ;.
Beispiele: Ort s(t) (Wagen)
Geschwindigkeit v(t) = % =5(t)

Beschleunigung a(t) = % =0(t) = i—jﬁ =5(t)
Allgemein nte Ableitung: f(™(z) = %f(”_l)(:v)
Notation: f™(z) = &L = (L) f(z).

Funktionen mehrere Variablen analog. Sei Funktion f(xz1,:,xy)

— Erste Ableitungen: % gemif 4)
— Zweite Ableitungen: 85_2(3’; -
10T

Satz von Schwarz: Bei mehrfach differenzierbaren Funktionen

: : e M
kann man partielle Ableitungen vertauschen: 90,0, = ;00

(NB: Gilt nicht allgemein!)

6) Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Zum Abschluss ein niitzlicher Satz fiir reelle Funktionen:

Ist f(z) stetig im Intervall [a,b] und differenzierbar in Ja,b[, dann folgt:
Es existiert ein Wert xg €]a, b[, so dass % = ' (xo).

3.2.2 Elementare Beispiele

Explizite Berechnung der Ableitung einiger elementarer Funktionen. Aus diesen
kann man spéter die meisten iibrigen Ableitungen herleiten.

1) Potenzen: f(z) =2" = f'(x)=na"!
Rechnung:
f’(IL‘) =limaz-0

binomische Formel : (a+b)" =Y} _, (Z)a”b’”c

Hardo) @) _

2 Az—0 Aiw[(x +Ax)" -2
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f'(x) =limaz_0 ﬁ[:ﬁ” +na" Az + (72L):137"“2(A:U)2 +oe =z
= limag_o[na™ ! + (g)x"’2A5L‘ +0((Az)?)] = na™ ! v
NB: Gilt auch fiir komplexe Funktionen f(z) = 2".

2) Exponentialfunktion: f(z)=¢e" = f'(z)=¢"

Rechnung;:

f'(x) =limazo ﬁ[e‘“m” —e”] =limaz_o ﬁez(em’ -1)

=e” liHIAx_,O eAAz_m—l =e* limAx_)O eOJng;_eo
=e” . [Steigung von €” bei x = 0]

Aber: Per Konstruktion hat e” bei x =0 die Steigung 1
(e” schneidet die y-Achse im Winkel 7).

= f'(z)=e"f'(0)=e"-1=¢e" V

NB: Es wird sich zeigen, dass die komplexe Exponentialfunktion f(z) =
e® bei z = 0 (wie auch bei allen anderen z) differenzierbar ist. Da-
her gilt f/(0) = 1 auch in der komplexen Ebene und die Rechnung
funktioniert genau so auch fiir die komplexe Funktion e*.

3) Trigonometrische Funktionen: f(x) = sin(@) - f1(g) = 5@

cos(z) —sin(z)

Rechnung zu f(x) = sin(z)

f(z) = limag-o Az [sin(z + Az) - sin(z)]
Additionstheorem : sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
f'(x) =limaz_o ﬁ(sin(w) cos(Ax) + cos(x) sin(Ax))

cos(Az)-1 sin(Ax)
Ax Ax

Es gilt: cos(Azx) —1=-2 sin%%). Setze Az’ = Az /2

= sin(x) lima, -0 + cos(x) limaz—o

. . in?(Az’ .
—sin(z) limaz_o % +cos(x) limaz_o(

sin(Ax)
Ax

Es gilt: limgo w =1, limgoo w =0 (Beweis siehe unten)

= f'(z) =cos(z) V
Rechnung zu f(z) = cos(z) = f'(x) = —sin(x) geht analog.

s i sin® () _
Nachtrag Beweis limg-.o 2 =0

(ohne Verwendung von Ableitungen, sonst beifit sich die Katze in den Schwanz.)

sin(9)
¢

=1, limgo

Beweis nach I"Hospital zunéchst fiir ¢ >0
Betrachte Kreissegment mit einem einbeschriebenem
und einem umfassenden rechtwinkligen Dreieck

— Fléche kleines Dreieck: 1 cos(¢) sin(¢) ! tan®)
— Flédche Kreissebment: %ﬂ' = %(ﬁ sin(9)
— Fléche grofies Dreieck: 1 tan(¢)

— L cos(9) sin(6) < 1o < L tan() (= L sin(6)/ cos(6))

= cos(¢) < @/ sin(¢p) < 1/cos(d) = 1/cos(¢) > sin(d)/¢ > cos(p)

= lim¢‘,0+ 1/ COS(¢)) > lim¢‘,0+ sm(¢)/¢ > 1im¢‘,0+ COS(¢)
—_— —_—
1 1

= limg_ o+ sin(¢)/¢ = 1 und limg_ o+ sin®(¢)/¢ = 0
Beweis fiir ¢ < 0 geht analog.
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3.2.3 Differentiationsregeln

Von den elementaren Funktionen aus Abschnitt 1.3.1 haben wir die Potenzen
z" und die Exponentialfunktion e® abgeleitet.

Es fehlen noch: Polynome, rationale Funktionen, Wurzeln, Logarithmen, etc.

Diese koénnen jedoch aus den bekannten Ableitungen 3.2.2 unter Benutzung
allgemeiner Regeln hergeleitet werden.

1) Linearitat | f(z)=ag(z) +bh(z) = ['(z)=ag'(z) +b (). |

Denn: f/(x) =limaz_o A%C[ag(x +Az) + bh(x + Azx) —ag(x) — bh(z)]
= alimaz_q ﬁ[g(x +Azx) —g(x)] +blimayo ﬁ[h(w +Ax) - h(zx)]
=ag'(z) + bh'(z) v

2) Produktregel ’f(:z:) =g(z) h(z) = f'(x) =¢'(z) h(x) + g(x) ' (z). ‘

Denn: f'(z) =limaz—0 2= [g(x + Az)h(z + Az) - g(2)h(z)]
=limag-o 25 [(9(z + Az) — g(z))h(z + Az) + g(z) (h(z + Az) - h(z))]
= lima,o 9(:c+AAaci—g(x) h(z + Az) +g(z) h(x+Aa:)—h(;c)]

Az
—g'(z) —h(zx) —h!(z)

=g'() h(z) +g(x) W' (z) v

3) Inversenregel |f(z)=1/g(z) = f'(z)=-g'(z)/g(x)*

. . z)-g(x+Ax
Denn: f/(x) =limaz—o A%c[—g(mlAz) - ngg)] = limagz-o0 ﬁ—%((w)+§i)z(m))

~ i 1 g(z+Az)-g(z) 1 — (x)
= —hmA;r—>0 E g Az . g(x+A$)g($) - _§($)2 \/
———— —

———
—-g'(z) —1/g(x)?

1) Quotientenregel | f(z) = g(a)/h(x) = f/(r) = LEIHE AN C)

Ergibt sich aus Kombination von Produktregel und Quotientenregel:

d doo 1 d1 ,(d \1_1
=D =m0 7)) =9 &n (G5 =(-gh'+g'h) v
—_——
—h’/h2

5) Kettenregel |f(z)=f(9(x)) = f'(z) = f'(9) g'(x). |

df _df dg — Wieder ein Fall von "kiirzen”.

Leibniz-Schreibweise: I = dg do

Beweisskizze mit Differentialen:

z=f(y) = Az=Af(y) = f'(y)Ay + Rest

— — — _ Ay _ Rest
y=g(x) = Ay=Ag(x) = ¢'(z)Az +Rest = Ax = 70y " 9

o E—— M)A CON

Az Reste verschwinden Ay/g’(x) B

7) Umkehrfunktionsregel
Sei y = f(x) differenzierbar und umkehrbar - x = g(y).

Dann ist g(y) differenzierbar und | ¢’(y) = 1/f’(x)| w !
a=g(y
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Leibniz-Schreibweise: f'(x) = 32 = ¢'(y) = §7 = 1/(dy =1/f ().
— Wieder so dhnlich wie ”Kiirzen”.

Beweisskizze ohne Kiirzen
p=g(f(@) = & =18k = g(f@) = g(f@) ['(x)
=>1=9¢f' =y =1/f’ /

3.2.4 Anwendungen der Differentiationsregeln

Mit Hilfe der Differentiationsregeln kénnen aus den elementaren Ableitungen
von Abschnitt 3.2.3 die Ableitungen fast aller iibrigen Funktionen berechnet
werden, zum Beispiel:

1) Polynome P(:L") = Y0 g apr® = ag + a1r + aga?

4+ e
tiber —x = k2* ! und Llnearltatsregel

= P’ (x) oo apkz® 1 = ay + 2a07 + -

2) Rationale Funktionen: f(z) = P(x)/Q(x) mit Polynomen P und @
iiber 1) und Quotientenregel

3) Wurzeln: f(z) = \/_ zin
iiber %x nx"” und Umkehrfunktionsregel y = ¢/z = x = y"”
y _

> f(@) = =% =1y ) = Al = L

4) Natiirlicher Logarithmus: f(z) = In(z)

iiber die“c = e” und Umkehrfunktionsregel y = In(z) = = = e?

= f(x) =1/E =1/e¥ =1/e"™* = 1/z.

5) Allgemeine Potenz: f(z) = 2%, ae€R
iiber 2% = e*™(®) und Kettenregel f(x) =¥ mit y = alnzx

= f’(x):%g—z:eyal —aajal =qr®”

Aufgaben

Berechnen Sie einige der folgenden Ableitungen:
tan(z), cot(z), arcsin(x), arccos(z), arctan(z), arccot(x)
sinh(x), cosh(z), tanh(z), coth(x)arsinh(z), arcosh(x), artanh(x), arcoth(z)
b*,plog(x), x”.

Berechnen Sie einige der folgenden Ableltungen
sin®(4z), exp(-(z/a)?), 1/ az? + 1n(362z) V1++y/z, In(xz) In(In(z)) - In(x).

acosh(‘"C 226y gz 2g7be 1/(1+( )) (“n(T/a))

z/a
Berechnen Sie folgende Ableltungen
2 3/ COS. 2 w €T -
dd?artanh (%) ' da2 f(g(a‘))’ dzz (exp[(aaz + ﬂﬂ: +"Y) ] ) s de ln V f(wt) xt
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3.2.5 Tabelle wichtiger Ableitungen

f(x) ‘ f(x) ‘ Einschrinkungen
const. 0
x® ozt aeR
exp() exp(z)
In(x) 1/]x| x+0
re r* In(r) O<reR
plog(lz]) | 1/(xIn(b)) 0<beR,z+0,b+1
sin(x) cos(z)
cos(z) sin(x)
tan(x) 1/ cos?(z) x#(z+1/2)7 fir z € Z
cot(z) ~1/sin?(x) x#zmfir z€Z
arcsin(z) | 1/V1-22 | -7/2<arcsin(z) <7/2, |z|< 1
arccos(z) | -1/V1-22 0 < arccos(x) <, |z| < 1
arctan(z) | 1/(1+2?) -7/2 < arctan(x) < 7/2
arccot(z) | —1/(1 + x?) 0 < arccot(zx) <7
sinh(x) cosh(x)
cosh(x) sinh(x)
tanh(z) | 1/cosh?(x)
coth(z) | —=1/sinh?(x)
arsinh(z) | 1/V1+ a2
arcosh(z) | 1/vVaz2-1 0 < arcosh(z), x > 1
artanh(z) | 1/(1-2?) lz| < 1
arcoth(z) | -1/(2%-1) |z| > 1

Aufgaben

Berechnen Sie folgende Grenzwerte mit Hilfe der Regel von 1'Hépital (siehe 1.3.2.6):
arcsin(7z) z_q

tan(x)

In(z)

lim lim M
x—00 “ra T2 T—exp(2m-x)’

limg_o 2 , limg0 e 1, lim, 0 , limgo &=

tanh(z)

sin(z)

limg oo 22 limg o

Berechnen Sie folgende partiellen Ableitungen
i(x +y+ z), 3y (m + y +z )7 o (zyz), o \/ﬁ, limg_o 2 2 129;3
q(p1p2) = y(p1,p2) = 8p-2*p3 ™ (Cobb-Douglas Produktlonsfunktlon)

Zeigen Sie: Fiir ¢(x1,z2) = AxT z3 @ gilt ¢(x1,m2) = xl + 6812 To.

Berechnen Sie das totale Differential der folgenden Funktlonen.
Fy) = @+ y)e”, f(@,9) = ==, f(w,y) =™, [(z,y) = 82%y — dzexp(g(y))
f(xly"',l‘n) ln(zz lwl) ]._[1—1\/_

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung der Funktionen
f(z,y) = exp(ay(+a® - y? und f(z,y) = /2% +y>.

Berechnen Sie mit Hilfe des totalen Differentials die Ableitung dy/dz fiir folgende implizit
definierte Funktionen y(x)
zy? -3t =xy+5
3y-4=xz(y+2)

Die Funktion z(x,y) ist implizit durch die Gleichung yz —In(z) = x + y definiert. Bestimmen
Sie die partiellen Ableitungen 0z/0z und 9z/dy mit Hilfe des totalen Differentials.
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3.2.6 Vektorwertige Funktionen

Vektorwertige Funktion: Abbildung V()\) von Skalar A auf Vektor V.
Typisches Beispiel aus der Physik: 7#(¢) - Ort eines Teilchens als Funktion der
Zeit — Trajektorie

3.2.6.1 Infinitesimalrechnung mit vektorwertigen Funktionen

Im Grunde keine Anderungen gegeniiber vorher

1) Stetigkeit wie gehabt:
V()) stetig bei Ag < Ve>0: 36> 0: [[V(A) =V (Xo)| <eV¥[A=No| <8

2) Differentiation wie gehabt:

% =limax_o W, falls

Es gilt: - (a()) + b(N)) = TR

Grenzwert existiert.

ax(fa) = ga)+r gt Varianten
SYCICORICY NI SUCVELE 3 der
%(a()\) xb(N\)) = % x b(\) +ad x % Produktregel

Beispiele: Ort 7(t) (Trajektorie)
— Geschwindigkeit ¥(t) = %, Beschleunigung a(t) = %f.

Aufgaben

e Gegeben sei die Trajektorie 7(t) eines Teilchens. Berechnen Sie die Ableitung nach der Zeit
f'(t) fiir die Funktionen f(t) = #(t)® =7 7, f(t) = |F|, f(t) = 1/|7|, f(t) = exp(-|7|/a).

cos(wt)
e Betrachten Sie ein Teilchen mit der Trajektorie 7(¢) = A(t)| sin(wt)
t
— Zeichnen Sie die Trajektorie fiir die Fille A(t) =konstant und A(t) = at.
— Berechnen Sie Geschwindigkeit und Beschleunigung.
o Betrachten Sie ein Teilchen mit der Trajektorie 7(t) = cos(wt)é + sin(wt)é’ (t)
mit & = (€ x 7i(t))/|é x 7i(t)|, € konstant, & und 7(¢) Einheitsvektoren (|| = |7i(t)| = 1).
— Berechnen Sie die Geschwindigkeit
— Betrachten Sie speziell den Fall, dass 71 immer senkrecht auf é steht.
Berechnen Sie dafiir auch noch die Beschleunigung.

3.2.6.2 Speziell Raumkurven

Beispiel: durchhéngende Leine

1) Parametrisierung

Raumkurve wird beschrieben durch vektorwertige o

Funktion 7#(\), wobei Skalar A alle Werte in einem vor-

gegebenem Intervall [A\g, A1] einnimmmt.

Falls A so gewiihlt werden kann, dass 7(\) differenzierbar ist und dd—i +0
fiir alle A, spricht man von einer glatten Kurve.



50 KAPITEL 3. INFINITESIMALRECHNUNG

Im Folgenden setzen wir bei glatten Kurven voraus, dass die Parametri-
sierung % # 0V A erfiillt.

2) Bogenlinge

Gegeben glatte Kurve 7(\)

Frage: Lange der Kurve?
— Setzt sich zusammen aus infinitesimalen
N Stiicken der Lange ds = |d7.

Lénge ergibt sich aus Summe dieser infinitesimalen
Stiicke, d.h. Integral
A A= A1 |dF
= L= onl ds = )\Ol |d7| = f/\ol %
(Integral: bekannt aus der Schule, sonst siehe
3.4).

Q) riv)

Analog kann man Bogenlinge s()\) des Teils der Kurve zwischen Ao und
A bestimmen. s(\) = )\)(‘) %.

s(A) wichst wegen % # (0 streng monoton mit A an.
= eindeutig umkehrbar (A\(s)).
— man kann statt A auch s zur Parametrisierung der Kurve verwenden:

7(A\) = 7(A(s)) = 7(s). - natiirliche Parametrisierung.

3) Tangentenvektor

Gegeben glatte Kurve 7(\)

Tangentenvektor :
d7

Einheitsvektor in Richtung & t
g d7/dA . ~ _
= t:m; speziell A = s: t(s):% "

4) Kriimmung und Torsion

¢ Kritmmung x: Anderung von  mit s: |k = Eel

R =1/k ist Kriimmungsradius.

di/ds _
aZ/ds|

zeigt in Richtung Kriimmungsradius.
NB: 7 steht senkrecht auf ¢ (da [t] = 1).

Definiere Normalenvektor: |7 =

e Schmiegeebene:
Kriimmung anschaulich: Kreis, der sich an Raumkurve schmiegt.
Ebene, in der dieser Kreis liegt, heifit Schmiegeebene.
Charakterisiert durch Vektor 5, der senkrecht darauf steht.

— Binormalenvektor

(Kreuzprodukt, da b senkrecht auf £ und 7 stehen muss.)

e Torsion 7: Anderung der Schmiegeebene, bzw. b, entlang s: |7 = |j—§|

o = 1/7 heiit Torsionsradius.
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5) Begleitendes Dreibein

Die Vektoren %,7,b aus 3) und 4) bilden zusammen ein orthogonales
Rechtsstem. Sie kénnen als ein entlang der Kurve mitbewegtes Koordina-
tensystem benutzt werden.

Anderung der Vektoren als Funktion von S: Frenetsche Formeln

dt  _ .=

d_§ = RN

b =
$ 0T
T = Tb-kt
S

Aufgaben

o Beweisen Sie die Frenetschen Formeln .
(Hinweis: Zeigen Sie erst und benutzen Sie dann 42¢+ St = 0).

ds

cos(aX)

e Betrachten Sie die Raumkurve 7#(\) = A| sin(a)) |.
1

— Bestimmen Sie den Tangentenvektor £(\) als Funktion von \
— Bestimmen Sie das Bogenldngenelement ds
— Bestimmen Sie die Kriimmung als Funktion von A im Grenzfall A > 1.

3.2.7 Extremwertaufgaben

Wichtige Anwendung von Ableitungen:
Bestimmung der Extrema (Maxima, Minima, Sattelpunkte) einer Funktion.

Gegeben: Mehrdimensionale Funktion f(z;...z,).

Gesucht: Extrema dieser Funktion in kompaktem (n-dimensionalem) Gebiet €2.

NB: Die Extrema konnen in dem Gebiet liegen oder auf dessen Rand 0f2. Diese
Falle miissen separat behandelt werden. Weiterhin konnte es auch sein, dass
noch eine Nebenbedingung erfiillt sein muss (z.B. Maximierung der Funktion
auf dem Rand).

1) Extrema im Inneren des Gebietes

(ohne Nebenbedingungen)

Lokalisierung der Extrema:
Am Extremum muss in jeder Richtung die Steigung Null sein:
= alle partiellen Ableitungen verschwinden: df/dz; = 0 fiir alle .
Folgerung: Differential verschwindet in alle Richtungen,
df =% gLdw; =0 Vda;.
Damit ist noch nicht klar, was fiir eine Art Extremum man hat
(Maximum, Minimum, Sattelpunkt?)
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Klassifizierung der Extrema:
Die Funktion f(z1,--,zy,) habe ein Extremum bei (Z1,-,Z,).
Betrachte Zuwachs A f von f bei kleiner Verschiebung (Az1, -, Azy,).
(Af = f(@1+ Az, Zn + Aag) = f(Z1,, 7))
Vorgriff Kapitel 3.2 (Taylor Reihen): Zuwachs ist gegeben durch

2
Af Z@ 1 6ac ‘:vl, nt5 Z i,j=1 Bz 8:Jc | Zn Ax; Al‘j + Rest,
| S —
0 laut Voraussetzung ::Hij

Rest geht bei Ax; — 0 schneller als (Az)? nach Null

~ Art des Extremums wird von zweiten Ableitungen bestimmt,

2
genauer gesagt der Hesse-Matrix H;; = %
10T

— Minimum: Falls H;; positiv definit,
d.h. ¥, ; HijAx; Az > 0 fiir jede Wahl von (Axy,--Azy,).
— Maximum: Falls H;; negativ definit,
d.h. ¥ ; HijAx; Azj <0 fiir jede Wahl von (Axy,--Azy,).
— Sattelpunkt: Falls H;; indefinit,
d.h. es gibt sowohl Richtungen (Azq,---Ax,) mit
> HijAz; Az >0 als auch mit ¥, ; HijAz; Az; <0.
Alle anderen Félle: Unbestimmt
(z.B. wenn H;; nur positiv semidefinit, d.h.
> HijAr; Azj > 0, aber ¥, ; HijAz; Azj = 0 kommt vor.)
In diesem Fall miissen hohere Ableitungen berechnet werden.
Formale Bestimmung am besten iiber ”Eigenwerte” von H;;
(siehe MRM2, Mathe fiir Physiker oder Anhang))
— Alle Eigenwerte positiv: Maximum
— Alle Eigenwerte negativ: Minimum
— Negative und Positive Eigenwerte: Sattelpunkt

2) Extrema am Rand

Eventuell wird die Funktion erst am Rand maximal oder minimal.
Beispiele:
o f(z,y) = exp(-(2® +y*)) auf dem Gebiet |z| < 1,|y| < 1 hat Maximum im
Inneren des Gebietes (z = y = 0) und Minima an den Kanten (x = 1,y = +1)
o f(z,y) = exp(=(z® +y?)) auf dem Gebiet = > 1 hat Maximum am Rand (bei
z =1,y =0) und kein Minimum (bzw. eines im Unendlichen)

— Dort muss dann nicht mehr fiir alle ¢ gelten, dass Jf/0x;.

Differential df = Zl dxl muss nur fiir Verschiebungen (dzq,---dx,)
entlang des Randes ‘verschwinden.

Manchmal muss df am Extremum iiberhaupt nicht verschwinden,
z.B. wenn das Extremum an einer Ecke des Randes ist
oder bei eindimensionalen Funktionen f(z) am Rand.

— Verhalten am Rand muss separat ausgewertet werden, Maxima und
Minima miissen mit Extrema im Inneren des Gebietes verglichen
werden.
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NB: Die Beschrinkung auf den "Rand” stellt Nebenbedingung dar.
Frage: Wie bestimmt man Extrema, wenn es Nebenbedingungen
gibt? — néchster Abschnitt.

3) Umgang mit Nebenbedingungen

Fragestellung Maximiere/Minimiere f(x1,...,x;) unter den Nebenbedin-
gungen ¢o (21, ...,25) = 0.
Beispiele:

i) Maximiere f(z,y) = exp(—(z® + y*)) auf der Geraden y =z + 1
= Nebenbedingung g(z,y) =y -z -1=0.

ii) Bestimme Quader mit maximaler Fliche, den man in die Kugel % +y% + 2% = 1 einschrei-
ben kann.
— zu maximierende Funktion: f(z,y,z) = 4zyz (mit z,y, z > 0)
Nebenbedingung: g(z,y,2) = 2> +y* + 2% - 1

Verschiedene Losungsansétze.

e Elimination von Variablen: Nutze die Gleichungen g, = 0, um Varia-

blen zu eliminieren.
Unsere Beispiele:

i) g(z,y)=y-x-1=0=>y=z+1
Setze ein: f(x,y) = f(z,z+1) = exp(—(2* + (z + 1)?) = exp(-22% - 2z - 1).
Extremum: & f(z,2)=0 = z=-1/2= y=2+1=1/2V
(ist auch tatséchlich Maximum!)

i) gz, y,2) =22+ +2°—1=0 = z=/1-22 92
Setze ein: f(x,y,2) = f(z,y,\/1 - 22 -y?) =xy/1 - 22 — y?
Extremum: 9f(z,y,/1- 22 -y2)0x =0,0f(z,y,/1 -22-y2)0y =0

Losung mithsam ohne Symmetrie-Annahmen (z.B. z =y = 2)

= Naheliegend, leider oft miihsam
e Methode der Lagrange-Parameter
Im allgemeinen eleganter.

Voriiberlegung:

Der Satz Nebenbedingungen g, = 0 definiert eine Hyperfliche
im Raum (z.B. in den obigen Beispielen: (i) die Gerade
y=x+1und (ii): Die Kugel 2% + y? + 22 = 1.

Betrachte infinitesimale Verschiebungen (dz1,...dZ,) innerhalb
dieser Hyperflache

Wegen g, = 0 auf der Hyperfliche gilt fiir diese:

Y, g—;d@ =0 Va

Wir suchen Punkte (x1,---,x,) in der Hyperfliche mit
S 5Ld; = 0 fiir alle (diy,-di, )

(Kein Zuwachs fiir Verschiebungen in der Hyperfliche).
Wir miissen nicht df =Y ; %d$z =0V(dzy, -, dz,) fordern.
(Diese Bedingung wire zu streng.)

Trick: Fiihre freie Variablen A\, ein.

Bestimme Losungen von d(f - Y, Aaga) =0V (dzy, -, dzy,).
— Liefert eine ganze Schar von Losungen (1, x,).
Suche darunter die Losung, die in der Hyperfliche liegt.

— Diese erfiillt dann auch Y, g—a{ldii =0 fiir alle (dzq,---dZy,)
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= Rezept:
- Definiere I(z1,...,2n) = f(21, .., Zn) = o Aa 9o (T1, oy Tn)
- Finde Extrema von I.
= Schar von Losungen z;(\;) mit d/ =0 V.
0 09a
(A1 = $yda; { 2L - £ 0]
- Wihle aus dieser Schar die, die die Nebenbedingungen erfiillen.

Illustriert an unseren Beispielen:
i) I=f(z,y) - Ag(x,y) = exp(~(2* +y°)) = Ay -z - 1)
- g—l = 222G LA L0 o A =226 TV
g—; = 72ye_(x2+y2) “A20 = A= f2ye_(x2+y2)
= zr=-y
— Kombiniere mit Nebenbedingung y =z +1 = (z,y) = (—%, % .
i) I=f(x,y,2) - \g(z,y,2) = doyz - A(z? +y* + 27 - 1)
- g—i =dyz-22z20 = A=2yz/z
% :4acz—2/\y;0 = \=2zz/y

%:4:1031—2/\2;0 = \=2xy/z

— Kombiniere mit Nebenbedingung z° +3* + 22 =1 =az=y=2z=

Geometrische Interpretation:

Fasse Of = (g_:i""’%) und Jg = (%,.”7%) als Vektoren auf,
ebenso dx = (dzq,---dx,). Dann ist df = of - dx

Forderung an Extrema: Of - dx = 0 fiir alle dx in der durch g, =0
definierten Hyperfliche = Of steht senkrecht auf Hyperfliche.

Ebenso stehen die Vektoren dg,, senkrecht auf der Hyperflache und
sind idealerweise linear unabhéngig.
= Es gibt A\, mit 9f = >, \,0g,

= Fiir Extrema konnen A\, gefunden werden mit 0f - >, A\,0g = 0.
Fiir diese gilt d(f - Y4 9a) = (Of = ¥, Aa0g) -dx = 0 fiir alle dx.

Aufgaben
e Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Extremwerte und bestimmen Sie mit Hilfe
der Hesse Matrix deren Art: f(x,y) = zy—zy?, f(z,y) = 2> -2, f(z,y) = 2* +ay +y* |
e Bestimmen Sie die Extrema von f(z,y) = z exp(=(z? + y*)/a?) auf dem Kreis 2 +¢* = 1

e Bestimmen Sie die Extremwerte der Funktion f(z,y) = = + y mit der Nebenbedingung
4z? +y* = 20.

o Bestimmen Sie das Volumen des groBten Quaders, den man in das Ellipsoid z?/a? +y2/b2 +
2% /c® einschreiben kann.

= qy/z=yzlr=z2xly=)\2 = 2Pyz=zy’z=xys® = x=
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3.3 Taylor-Entwicklung

Eine wichtige Anwendung der Differentiation:

Darstellung von Funktionen als Potenzreihen: | f(z)= %32, apz®

(Alternative Darstellung unendlich oft differenzierbarer Funktionen)

Beispiele fiir eine Darstellung als Potenzreihe
e Geometrische Reihe f(z)=1/(1-2) = ¥, 2% (bereits bekannt!)
e Exponentialfunktion f(x) =exp(z) =Y} %ka (wird unten gezeigt)

Fragen:
(i) Was bringt das?
Beispiel Exponentialfunktion
— Man kann sie {iberhaupt erst mal ausrechnen!
— Man kann sie ndhern, wenn’s nicht genau sein muss.
(z.B. exp(z) » 1 + x)
(ii) Wann geht das? (d.h., wann gibt es eine Potenzreihendarstellung?)
(iii) Wie kommt man an die Koeffizienten ay?
(iv) Praktisch gesehen: Wie rechnet man mit solchen Reihen?
(Addition, Multiplikation, Differentiation)

Werden von riickwérts beantwortet.

Zuerst: Allgemeine Eigenschaften von Potenzreihen

3.3.1 Kurzer Abriss iiber Potenzreihen

Potenzreihe: Funktion der Form P(z) = ¥3°, apz®
(z komplex, ay reell oder komplex).

1) Konvergenz:

Erste Frage: Fiir welche = konvergiert eine solche Reihe iiberhaupt?

Antwort: Es gibt einen Konvergenzradius R, so dass gilt:
e Fiir || < R: Die Reihe ist absolut konvergent
d.h. schon Y72, |apz¥| konvergiert.
e Fiir |x| > R: Die Reihe konvergiert nicht.
e Fiir |z| = R: Die Reihe konvergiert oder divergiert.
(Beweis in zwei Schritten:
(i) Wenn P(zo) konvergiert, dann ist P(x) absolut konvergent fiir |z| < |zo|
denn: P(z0) konvergent = apz§ beschriinkt = 3C mit |apzh| < C Vi
= Fiir ¢ := 5] <1 gilt: lanz®| = \akx§||£|k <C¢*
= Yo lanz®| < C Y, " = lfcq konvergiert.
(ii) Wenn P(z1) divergiert, dann divergiert P(x) fiir |z| > |z1|
(denn: wenn P(xz) konvergent wire, dann nach (i) auch P(z1).)

(i) und (ii) zusammengenommen = Es existiert ein Konvergenzradius. v')

Bemerkung: Sofern die Reihe konvergiert, ist sie bei |z| = R auch stetig
(Abelscher Grenzwertsatz).
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Berechnung des Konvergenzradius oft ganz einfach:

e Quotientenkriterium: | £ = limj_.« | 2L

(falls Grenzwert existiert)

“k:l| existiert.
ag

leimk_,w|“§—zl| < V8>0:3ko>0:¢&" ::§—6<|“§—Zl\ <& =E+6Vk> ko
Sei nun &|x| < 1. Wiihle 6 so, dass £'|z| <1 = 3¢ mit &'|z|<g< 1

(Beweis: Nimm an limy_ e |

= |apnz™| < Jarz®|q < |ar |¢° 70 V k > ko. Schiitze Chiko |lax|jz|® ab.
= Y ilko lak||lz]® < |a,] X heko g~ ko = |ak0|1%q konvergiert.
Sei &|x| > 1. Wiihle § so, dass £”|z| > 1 = 3Q mit &"|z|>Q > 1
= a2 > Jarz®|Q > |awy |QFFO V k> ko.
= Yo larllel” > 52k, larllel® > Jary| Z32y, Q" divergiert.)
o Wurzelkriterium: % = limg 00 m
(falls Grenzwert existiert)

(Beweis: Nimm an limp_co W existiert.
€ = limjoo §/]ar] = V6> 0:3ko >0: " =66 < &/]ar| <€ = €+6VEk > ko
Sei nun &|z| < 1. Wihle § so, dass £'|z| <1 = Jg mit ¢'|z|<g< 1
= {ara*| = /]ar]jx| < €')z| < ¢ < 1 Yk > ko. Schiitze Y2k, lakllz|® ab.
= |ag||z|® < ¢* = X heko lag||z|® < 2520 q" = 1—; konvergiert.
Sei £|z| > 1. Wihle § so, dass £”|z| > 1 = 3Q mit £’ |z|>Q > 1
= Yara*] = ar]lz| > €"|z] > Q> 1V k > ko

= lallel* > @ = S, lanllal* > 52, QF divergiert)

Beispiele:
o Geometrische Reihe P(xz) = .72, -azk, d.h. ap=1Vk
= R =1 nach beiden Kriterien.
¢ Exponentialfunktion: P(z) = Y.}, %:pk, d.h. a; = %
Quotientenkriterium: % =limy o0 |“§;1] = limy_ o0 |kl?| =0
= R=0
e Harmonische Reihe P(z) = Y72, %xk, d.h. a; = %

G| = Ty | ] = 1

Quotientenkriterium: }% =limg o0 |
= R=1
Fehlerabschitzung: Wann kann man eine Reihe abbrechen?
Sei f(x) = Y52 apz®. Betrachte Restglied R, (2) = P(x) - X7, apz®.
e Lagrangesches Abschitzung: |R,(z)| < (f;nT;l), maxiyjq| f(t)-
e Praktische Abschitzung mittels geometrischer Reihe

n+1

Falls |ag1] < |ag| fiir k& >n und |z] <1, folgt |R, (7)] < an+15— -

Aufgaben

Berechnen Sie den Konvergenzradius der Reihen
o 1k oo pm_k oo mP ke
Yo g, X Kat, Xyl g fiir festes n,m e N

Yoanl®, TR, V149, TR nta”
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2) Rechnen mit Potenzreihen

e Addieren, Subtrahieren: Gliedweise
Y apz® £ Y bpat = Y (ap = by )x®

e Multiplizieren: Nur bei absolut konvergenten Reihen erlaubt. Dann wird
ausmultipliziert wie bei Polynomen. Ebenso kann man dividieren,
sofern nicht durch Null geteilt wird.

(Im Allgemeinen wird sich dabei der Konvergenzradius éndern).

e Substitution: Absolut konvergente Reihen kénnen ineinander substitu-
iert werden.

(Im Allgemeinen wird sich dabei der Konvergenzradius éndern).
e Differentiation: Gliedweise.
f(x)= Yaprt - f'(x) =% apkz® 1 ete.
e Eindeutigkeit Wenn ¥ axz® = ¥ biz® auf einem Intervall um z = 0,
dann ist ap = b, Vk.
= erlaubt Koeffizientenvergleich.

Aquivalent: ¥ ¢xz” = 0 auf einem Intervall = ¢, = 0 Vk.
(Folgt letztlich daraus, dass alle Ableitungen Null sind.)
NB: Interpretation innerhalb der linearen Algebra:

Potenzreihen bilden unendlichdimensionalen Vektorraum,
Funktionen z* bilden linear unabhingige Basis.

3.3.2 Konstruktion der Taylor-Reihe

Methode, Potenzreihen fiir Funktionen zu konstruieren. Funktioniert fiir sehr
viele Funktionen f(x).

Beantwortet Eingangsfrage (iii) (" Wie kommt man an die Koeffizienten?”)

1) Taylor-Entwicklung um x = 0 (MacLaurin-Reihe)

Funktion f(z) sei unendlich oft differenzierbar.
Setze an: f(z) = Y52 agr®

= f(z) = ay + ax + ax® + azx® + - = f(0)=ag
f'(x) = a1+ 2ax + 3azz? + - = f'(0)=a;
f(x) = 2a9 + 6agzx + - = [f"(0)=2a

Allgemein: f(M(z) =¥ %wk‘” = nlay, +- = fM(0) = nla,

(k)
= Taylor-Reihe | f(x) = X722, f ’“k!(()) ol

NB: Falls f(z) unendlich oft differenzierbar und nur im Reellen bekannt,
kann man so f(z) fiir komplexe Zahlen verallgemeinern
("analytische Fortsetzung”).
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2) Anwendungsbeispiele

e Geometrische Reihe

f@) = (-2t = fO) =
flx) = (1-z)7? ) =1
@) = 20-2)7 o) =2 |0
f’"(ac) — 2'3(1_!%)—4 f///(o) = 2.3 mn - n -
FO@) < n(l-2) = fM0) = nl
= Rekonstruiere = i "
- p20
e Exponentialfunktion

fl@) = ¢ = [fO) =1
fille)y = e = f(0) =1 AN

: "ol nl
fO @) = e = M) = 1
= exp(z) = i i‘m" wie behauptet!

n=0 -

3) Giiltigkeit der Taylor-Entwicklung

e Wann kann man Taylor-Reihen bilden?
Notwendige Bedingung: f(x) bei z = 0 unendlich oft differenzierbar.
Achtung: Diese Bedingung ist nicht hinreichend.
Beriihmtes Gegenbeispiel f(z) = exp(~1/z?%). Bei 2 = 0 unendlich
oft differenzierbar, aber f(™(0)=0 Vn.
= Taylorreihe wére identisch Null.
(Hintergrund: f(z) kann bei z — 0 nicht in die komplexe Ebene
erweitert werden: lim,_exp(-1/(ir)?) —» oo divergiert.)
o In welchem Gebiet ist Taylor-Reihe giiltig?
Antwort: Innerhalb des Konvergenzradius.
Achtung: Nicht notwendig deckungsgleich mit dem Definitionsbe-
reich der urspriinglichen Funktion f(x)
1

Beispiel: f(z) = 1= ist definiert im zusammenhéngenden Gebiet

x €] — 00, 1[, aber Taylorreihe ¥ z* nur fiir |z| < 1.

4) Erweiterung: Taylor-Reihe um beliebigen Punkt xg

Nachteile der MacLaurin-Reihe bei grofien |z|:

- Fiir grofle £ muss man immer mehr Terme mitnehmen, um eine gute
numerische Genauigkeit zu erzielen

- Eventuell konvergiert die Reihe gar nicht mehr.
Ausweg: Bilde Taylor-Reihe um anderen Punkt zg.

Schreibe f(x) = f(zo +h) =: f(h), entwickle f(h) nach h =z - xq
NB: Ableitungen f(™ (h) = £(™ (20)

= Taylor-Reihe | f(x) = X722, f(k)(!m) (z —z0)¥|.
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5) Erweiterung: Taylor-Reihen in mehreren Variablen

Beispiel: Funktion von zwei Variablen f(x,y), entwickelt um (xo,yo).

Potenzreihe: f(x,y) = ay, +a,,(x —x0) + ay, (¥ — y0)
T Ay (56 - 1‘0)2 + ay, (:U - l‘())(y - yO) T Qg (y - y0)2
= Zij Q;; (QZ‘ - xO)Z(y - yO)J
Koeffizienten a;; sind wieder eindeutig.
Ergeben sich als partielle Ableitungen: a,, = f (o, %0),

_ 0 _ 0
a1o = %ﬂ(zo,yo)’ @oy = 8_yf|(ro,yo)’

_ 1 82 _ 92 _ 1 82
Ay = 31 552 S l(z0.90) @11 = Faag S @owo) Go2 = 21552 fl(zo.w0)» €bC-

= Taylor-Reihe: f(2,9) = Zi a0 =20) &1 (-0 5 1)
Kann mit (a +b)" =3, #ﬂi)!aibn’i umgeschrieben werden als

f(x,y) =%, %[(az - 1’0)% +(y- yO)a%/]nf(x’y)hxo Y0)

Verallgemeinerung fiir Funktion f(x1,--xy) von M Variablen x;
Entwicklung um (aq,--aps)

[l aa) = En | Z%l(mj - aj)a%j]nf(fﬂl,'“ﬂ?M)

(a1,+anr)

3.3.3 Anwendungen

1) Exponentialfunktion: Wie gehabt

3

z_yoo 1,.n_ 22 | =z
e’ =2, ot =lrr+ T H 5+

2) Hyperbolische Funktionen: Summen /Differenzen von e(z)

. _ 2n+1 3
Slnh(ﬂ?) = %(ex —e I) = Z;o:() % =x+ ?)’_l 4+ ..

cosh(z) = §(e" +e™) = ¥y (JCQLn")' =1+ xz_? 4o
3) Trigonometrische Funktionen: iiber Taylor-Entwicklung

sin(x) — Z;ozo(_l)nﬂ mx%”l

cos(x) = Zﬁ:’:o(—l)"(%n)!x%

(Rechnung  f(x) = sin(x) = f(0)=0
fiir f'(z) = cos(x) F(0)=1
sin(z): j[‘"((m)): —sin(Ec)) ;”((O)): 0
"(2) = —cos(x "0) = -1 (2n)
FD () = sin(x) FD0) =0 agm =L n,(o) 0
: o1
f(4n) (.’E) _ sin(m) - f(4n)(0) =0 a2n+1 = (_1) E
f(4n+1)(13) _ COS(I) f(4n+l)(0) -1
()< osin(@)  f9(0)=0
FEOG) < costa)  F(0) =1
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Rechnung  f(z) = cos(x) = f(0)=1
fiir f/(z) = —sin(z) f(0)=0
cos(z): 1" (z) = —cos(z) 770)=-1
f"(z) =sin(z) f7(0)=0
FO (@) = cos(x) AR (ORS  ( E U
. n!
FO@) = cos(@) = fO@)=1 | T
FEm D (2) = —sin() Fem0) =0
FUm2 (@) = - cos() F4(0) = -1
FUm) (@) = sin(x) 40y =0
Folgerung: Liefert endlich den Beweis des Eulerschen Satzes
ir 00 n 2n n $2'n+1
exp(iz) = Yo 0( ) = Xn0 12 (Qn)l + ey A (2n+1)!
(- 1)" (-D)n*t/i
Vergleich mit sin(x) = $02,(-1)"*! (giﬂ), und cos(x) = Yo7 (- 1)”(”§n),:

= ’exp(iaz) = cos(x) + isin(x) ‘ v

4) Logarithmus:

Funktion In(x) lésst sich um x = 0 nicht Taylor-entwickeln (divergiert).
Aber: Entwicklung um xg = 1 moglich.

‘ In(1+xz) =Z;’Z°=1(_IHLH:U”:$—%2+§—§---
(Rechnung  f(z) =In(1+x) = f(0)=0
fl@)=QQ+a) f(0) =
(@) =-(1+2)™ f1(0)=-1
f(z)=21+2) £0) =2

FP@) = () - D)™ = [0 = (1) (n-1)!

(n)
= a, = f n!(O) ( 1)n+1 (n-1)! 1)‘ ( 1)n+1 1)

Bemerkungen:
e Konvergenzradius ist R = -~
Macht Sinn, da In(1+ x) bei x =1 divergiert.

e Mit - 1 kann man den Wert von 1 — = + % - % bestimmen:
I LA G S —ln(1+1)—ln(2)

5) Potenzen: ® (wobei a € R beliebig)

Analog 4): Fiir allgemeine « ist Entwicklung um = =0 i.A. nicht méglich,
da z® nicht beliebig oft differenzierbar
— Entwicklung um z =1

2 3 4

‘ (1+x)*=32 1( ):L" =1 -G+ % — T mit (a) = dazD(a=n+l)

(Rechnung:  f(z)=(1+xz)“ = f(0)=0
f'(@) = a(l+a)! f(0)=1
f(@)=a(a-1)(1+2)*? ~ o) =1

™ (@) =a(a-1)(a-n+1)(1+z)*™" = F™0) = a(a-1)(a-n+1)
a(a-1)-(a-n+1 _ (Z))

= Qnp = ]

Speziell o = n € Ny natiirliche Zahl — (]X) =0 fiir n> N)
= Potenzreihe bricht ab.
Man erhiilt bekannte Formel (1+2)" = ¥ (J,:[)ﬁ“
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6) Tabelle:
Taylor-Reihe bis zur Ordnung x? fiir wichtige Funktionen:
o (1+x)” N1+a$+%2x2
e sin(z) »x
. cos(m)ml—% )
e exp(z)~1l+zx +2%
e In(l+x)~a- %
Aufgaben

Berechnen Sie die Taylorreihe um = = 0 von
e f(z) = exp(—2?) (GauBkurve)
o F@) =1/(1-a%)

Berechnen Sie die ersten vier Glieder der Taylor-Reihe von
e tan(x)

ec”sin(z) (multiplizieren der Reihen fiir e” und sin(z)
sin(x)
o

Berechnen Sie die Taylor-Reihe von
e exp(z) um den Punkt zo = 10
e sin(z) um den Punkt zo =7

Losen Sie ndherungsweise die Gleichung %eﬂz =z
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3.4 Integralrechnung

Erinnerung: Einleitendes Beispiel bei der Differentialrechnung (Kapitel 3.2.1):
Wagen, der entlang gerader Strafle fahrt.
Gegeben Weg s(t) — Geschwindigkeit v(t)?

Betrachte nun umgekehrtes Problem: v(t) gegeben (z.B. vom Tacho)
— Wie kann man daraus Strecke s(¢) berechnen (z.B. Kilometerzéhler)

Graphisch
e Wenn v konstant ist: V _ - s(t) =v(t-to)
Zt = Fliche W

to t

e Wenn v sich

ab und 2 4 > s(t) = vt~ to) + va(ta — t1)
abrupt dndert: K b ! +v3(t —t2)
P ' fo b Zeit =  Fliche B - Fliche O

e Beliebiger Verlauf v(¢):

— Annéherung durch viele infinitesimale Stufen v(t)
= Fléche unter der Kurve des Teils v(t) >0 t
— Fliiche iiber der Kurve des Teils v(t) <0 Yo Zeit

(Fldche mit Vorzeichen)

Fiihrt zum sogenannten Riemannschen Integral

Allgemeine Aufgabenstellung: Berechnung der Fliche unter einer Kurve
Unser Beispiel zeigt, dass das so etwas wie eine ”inverser Ableitung” ist.
— Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

3.4.1 Das Riemannsche Integral

Gegeben reelle Funktion f(z) im Intervall [a,b]. fx)

Aufgabe: Berechnung der Fliche F' unter der Kurve f(x) b
(ggf. mit negativen Beitriigen fiir f(z) <0). 2 .

1) Konstruktion des Integrals

e Zerlege Intervall [a,b] in Teilintervalle der Breite Az = (b—a)/n.
— Teilintervalle v: [2,_1,2,] mit z, — 2,1 = Az. 4fx)

e Lege in jedem Teilintervall z-Werte £, fest, so dass:

x = 51(,0): Wert, an dem f(z) maximal wird.

x= 51(,u): Wert, an dem f(z) minimal wird.

e Berechne S, = Y7 _; f(&,) Ax jeweils fiir §,50) und fﬁu).
— Obersumme S\ = Yo-1 f(fl(,o)) Az
Untersumme S = n1 f(gﬁ“)) Az
= S,(Lu) < F (gesuchte Fliche) < ST(LO) Vn
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e Bilde Grenzwert n — oo.

f(x) heifit Riemann-integrierbar, falls die Grenzwerte lim,,_, S

und lim,, S,(Lu) existieren und lim,,_ o S,(f) =1limy, 0o Sr(Lu).

Dann ist die Fliche F = lim,,_co S,(LO’u) =limy oo 2opg f(g,ﬁ"’“)) Az.

Notation: |F = fabf(:c) dz = fab dz f(z) |

2) Riemann-Integrierbarkeit

Es gilt: Falls f(z) auf [a,b] stiickweise stetig ist (d.h. stetig auf endlich
vielen Teilintervallen) und beschrinkt, dann ist f(x) Riemann-integrierbar.

(anschaulich klar. Beweis weggelassen.)

3) Eigenschaften des Integrals

e Linearitét: fab{Af(x) +Bg(z)}dx = Afab f(z)dz + Bfabg(x) dz.
e Intervall-Addition: fabf(x) dz+ [ f(z)dz = [ f(z) da.
e Ungleichungen:
(i) Wenn f(z) < g(z)V x € [a,b]
Dann folgt fab f(z)dx < fabg(ac) dz.
(ii) Dreiecksungleichung: |fab f(z)da| < fab|f(33)| dz .

entilt negative Fliachen alle Flachen positiv
(iii) Wenn m < f(z) < M VY x € [a,b]
Dann folgt: m(b—a) < fab flx)de < M(b-a)
e Umkehrung fab f(z)dz = - [ f(z) dz.

(denn: dann sind in dem Ausdruck limpsoc 2op-g f(E,Sou)) Ax
die Groflen Ax =z, — x,_1 negativ.)

4) Mittelwertsatz der Integralrechnung
Ist f(z) stetig in [a,b], so existiert ein £ € [a, b]
. b =
mit [’ f(z)dx = (b-a)f(£).

3.4.2 Hauptsatz und Stammfunktion

Aus dem Beispiel Geschwindigkeit war schon ersichtlich: Integrieren ist irgend-
wie invers zum Differenzieren. Das soll nun spezifiziert werden (in zwei Teilen).

1) Gegeben eine stetige Funktion f(z). Definiere | F, (y) = [;{) f(z)dzx|

Dann gilt: | £ Fuo (y) = f(y) |

. . . A
(Beweisskizze: diy [ f(z)da = hmAyﬁoAAiy[fgg;r Y f(@)de -~ [ f(z)dz]
- 1 ry+tAy _ 1 A
=limay-o Ay fy f(m)dx;_’hmAy—ﬂ fyAy f(&) =
Mittelwertsatz der Integralrechnung f stetig

Wihle £ € [y, y + Ay] so, dass /,;*Ay f(z)de = Ayf(&)
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2) Gegeben eine differenzierbare Funktion f(z)

Dann gilt: fab f(x)dx = f(b) - f(a) = f(m)’l; )

(Beweisskizze: fab fl(@)dz =limpoe Yo Az (€)= liMpoo Yoy Aw%
—
Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Wihle &y € [2y-1, 2] so, dass f/(€)Ax = f(zv) - f(2r-1)

=limn—o f(zn) — f(zo) = f(b)- f(a).)

—
Tn=b, x0=a

Zusammen: Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Fazit: Um das Integral [ f(z) dz zu berechnen, muss man die Stammfunk-
tion von f(x) kennen, d.h. die Funktion F'(z) mit %F(x) = f(x) |

Dann ist fabf(ac) dz = F(ZL‘)|b )

Bemerkungen:

e Stammfunktion ist natiirlich nicht eindeutig. Mit F'(x) ist auch F'(z)+c
Stammfunktion zu f(z) fiir jede beliebige Konstante c.
Aber: an dem Wert von F(z)|? dndert das nichts.

e Wegen des Hauptsatzes kann man Integrale auch dazu benutzen, Stamm-
funktionen zu ermitteln (iiber F(y) = [Y f(x) dz).

Deshalb unterscheidet man zwischen

unbestimmten Integralen: [ f(xz) da.
— keine expliziten Integrationsgrenzen angegeben.
Es wird nur allgemein nach Stammfunktion gesucht.

bestimmten Integralen fabf(x) dz.
— explizite Integrationsgrenzen.
Gesucht wird konkreter Wert eines Integrals.

Beispiele
e [sin(z) dz = - cos(z) (+ Konstante)
. fob sin(z) dz = [~ cos(z)]% = - cos(b) + cos(a)

Aufgaben

Geben Sie die Stammfunktionen der folgenden Funktionen an:
f(‘r):‘rsy f(l’):—l/vl—lQ,
f(z) =sinh(z)  f(z)=2%  f(z)=(z+2)sin(z”® + 42 - 6)

Bestimmen Sie die folgenden Integrale
2
[a"dz, [ze ™ dx
[y da/(L+a?)(~7/4), [y da/z'™* mit a>0 (~a®)
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3.4.3 Integrationsmethoden

Vorab: Es gibt leider kein Patentrezept, ein Integral zu knacken.
Anders als beim Differenzieren: Man kann fiir (fast) jede differenzierba-
re Funktion einen expliziten Ausdruck fiir die Ableitung herleiten. Fiir
Integrale ist das oft nicht mdoglich.

Hier: Ein paar Tricks, mit denen man Integrale manchmal doch knacken kann.

1) Differentiationstabelle riickwirts lesen
bzw. Stammfunktion erraten.

2) Lineare Zerlegung

Ausnutzen von [{Af(z)+ Bg(z)}dx=A[ f(z)dz+ B [ g(x) dz.
Beispiele

(1) [ (1-2)2dz = [, (1 -22% + 42*)da

:foldw—Qfol 2d:c+f01 4dw—1—2.%+%:1%

(i) Jo" cos?(9)do = [P sin2(9)d = 1 [;7° [sin®(9) + cos(9)] do
Symmctrlc Trick 1
7r/2 dep =
(iii) Partialbruchzerlegung
Gesucht sei z.B. fol Wl(xﬂ)dx

—1 -4, B Aled+B))
(x+1)(z+2) ~ z+1 = x+2 T (z+1)(z+3)

= A(z+2)+B(z+1)=(A+B)z+(24+B) £ 1 Va
— A+B=0, 24+B=1= A=1, B=-1
1 1 1
= fo (w+1)1(m+2)dx:/0 ﬁ‘fo ﬁ
=In(z + 1)} - In(z + 2)[2 = In(4/3).

~ Zerlege

Aufgaben

Berechner} Sie f}l(lf +22%)3dx, f01 D ey 4 fol (sz)l(;“éll)dx
(~ %, (6In(3)-1), (F-n(2) )
3) Partielle Integration (Umkehrung der Produktregel)

Voraussetzung: f(x), g(z) differenzierbar.

Dann gilt: | [ f(2) ¢/ () dz = f(2) g(@)[ - [ f'(2) g(x) da |
(denn: f(m)g(x)l = [l de L [f(z)g(x)] = [, da[f/(x)g(z)]+ [, da[f(2)d (2)])

Beispiele

(i) [y dz

!
z Sizxex‘g—foydaze‘” =mex|g—e“”‘g =e"(z - 1)|g
f g
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(ii) [Ydzln(z)= [} da- 1 - In(z) = mlnx‘i’—fly dozl = x(ln(x)—l)ﬁ
g/
(» Stammfunktion von In(z) ist z(In(z) - 1))
(iii) fy dzsin(z) E:i = sin(w)e‘”‘g - [ dz cos(z) Ei
Rf—/ ,

—
9 fo9

= sin(x) em|g —cos(z) ex|g - [ da sin(z) ¢”
= [Jsin(z) e” dz = Le”(sin(x) - cos(z))[}

Aufgaben

Berechnen Sie [ dzzsin(z), [ dazz®cos(z), [) dzzln(z), [/ dzzde””
Zeigen Sie
o [dx f'(z)x" = f(x)x" —n [ dx f(x) 2""

o [;7 dwe 2™ = n! (z.B. mittels vollstéindiger Induktion)

. [ dzasinh(z)

4) Substitution (Umkehrung der Kettenregel)

Idee: Austausch der Integrationsvariablen z —» u in [f(z) d.

Voraussetzung: <> u héngen in umkehrbarer und stetig differenzierbarer
Weise voneinander ab.

(u=g(z), z =g (u) =2(u), % =2/(u) ist stetig).

Dann gilt: | [ f(z) dz = fggz(sz) 2'(u) f(x(u))du= [ E dz e (u)) dul.

Uq

(denn: Sei F(z) Stammfunktion von f(z),
also F(z) = fazdas' f(x", sz(m) f(=x)

dF _ dF dgz

T = 9r an = f@@) 2" (u) = F(z(u)) = [du f(z(u)) g'(v) V')

Beispiele
(i) f15dx\/2:n—1 ‘ Setze u=2z-1 = x(u) =1(u+1), =1
25-1 1 d 3/2|9 3
= Jouly dugpu= N du 5/t = 2%‘125(92_12):
d . .
(ii) [ dt cos(wt) = fdu L cos(u) = Lsin(u) = L sin(wt)
u:wt dt/du=1/w
2 2
(iii) fob dt t eot” = % Oab e %= —ie’“ gb = i(l - e’abz)

(mit u=at® = 9% =2at bzw. du = 2atdt)
(iv) [dztan(z) = fdx sm(:c)cos(m) — [ % = —In(u) = - In(cos(x))

(mit u = cos(x) = v

o = —sin(z) bzw. du = —sin(z) dz)

Man sieht: Eine geeignete Substitution zu finden erfordert Intuition
— geht nicht ”von alleine”!

Aufgaben

Zeigen Sie mit der Methode der Substitution: [, Cx
Berechnen Sie
Jo dze** [ da cosh(2), [ dz sinh(%), [dzVa£b , [ dz/Naz -
1

Jo dz~/1-x2, (Tip: Substitution x = sin(¢), Lésung ist 7), [ dz Vr —372
[dta(t), [dtz(t)i(t)

7
+ = In(2’ + ) + const
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Berechnen Sie

7 do sin(¢) [dza Va2 ta, [dx

cos2(p)+1?

1+x2

Zeigen Sie
x 71+1 x
o [20g' () g"(x) = LB

Za

o [79 (®)/g(2) = ng()2*
o [0 (@) /a(@) = 25 Y@@

e Bestimmen Sie die analoge Formel fiir fx” g (2)/g"(x)

5) Integralfunktionen

Bei manchen Funktionen 148t sich das Integral nicht durch bekannte Funk-
tionen ausdriicken — Integral definiert neue Funktion

Beispiele:
e Error-Funktion: Erf(y) = [/ exp(-2?) dz.
Elliptische Integrale: F(k,¢) = [ ﬁ dip,

E(k,¢) = [ V/1-k2sin(¢) dop.
sine) g,

T

Integralsinus: Si(y) = [

Integralcosinus: Ci(y) = —fyoo —Cosz(x) da.

Integralexponentialfunktion: El(y -[Y eXp(‘r) dzx.

Integrallogarithmus: li(y) = - [ ln(z) dz (y # 1)

Li(y) =~ 5 ln(ar;) dz (y > 1).
NB: Im Falle li(y), y > 1 wird iiber den Pol bei x = 1 im Sinne eines
Cauchyschen Hauptwertes integriert, siehe 3.4.4.

6) Hilfsmittel

e Formelsammlungen, Integraltafeln, z.B.
- Bronstein, Semendjajew, Taschenbuch der Mathematik
- Abramowitz, Stegun, Handbook of Mathematical Functions
- Gradshteyn, Ryzhik, Tables of Integrals, Series, and Products

e Symbolische Programme, z.B. MATHEMATICA, MAPLE
Achtung: Teilweise fehlerhaft, vor allem wenn die Losung Integral-
funktionen beinhaltet. — Ergebnisse gegenchecken, z.B. durch Ver-
gleich mit der numerischen Losung fiir ausgewéhlte Zahlen.

7) Numerische Losung (intelligent ” Késtchen zdhlen”)

Aufgaben

Berechnen Sie
() [dzV1+a?,

11) [ dz 2,

(

(iii) fy dx T
(iv) [dz In(1+2?),
(v)

v) [ dzarcsin(z)
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(Lésungswege: (i) Substitution x = sinh(u), (i) Substitution u = z2,
(iii) Partialbruchzerlegung, (iv) Partielle Ableitung von [ dz-1-In(1+z?), (v) Partielle
Ableitung von [ dz-1-arcsin(z)

Lésungen: (i) (zv/1+ 22 +arsinh(z)), (i) fartanh(z?), (i) (2 +In(2)),
(iv) In(1+2*)(z - 1), (v) zarcsin(z) + V1-22 )

3.4.4 Uneigentliche Integrale

Bis jetzt: Lastige Einschriankungen fiir das Integral:
1) Intervallgrenzen endlich
2) Integrand f(x) beschrinkt

Manchmal kann man Integrale im Grenzwert auch ausrechnen, wenn Einschrankun-
gen nicht zutreffen — ” Uneigentliche Integrale”.

1) Uneigentliche Integrale erster Art: Integrationsgrenze unendlich

o Definition

Obere Grenze: [ dz f(x) = limyoo [ dz f(z)

Untere Grenze: f_boo dz f(z) =limg o [ab dz f(x)

Beide Grenzen: [°, dz f(z) = lima- o fab dz f(=)

Cauchy-Hauptwert: P [ dz f(z) :=limg.eo [ dz f(2)

(falls [ dx f(x) nicht existiert,
existiert vielleicht wenigstens der Hauptwert P [ dz f(x)).

e Beispiele

(1) o7 dze™ = limp e fob dre™ =limp,e(—e P -e0) =1

(i) [20 % = limpe fab da L =limpe 1n(:p)|z = limpe0 In(2) > 00

(iii) [ =92 = limporeo [ dz 2 (%) = limy oo 2 (a™ ~ 5™

a
- f°° dr | a%/a : a>0
a0 pl*e 00 a<0

(iv) [ do s = lima- o J, de = = limao- [In(1+b%)~In(1+a?)]

1+x2 ~
— divergiert auf beiden Seiten.
Aber: Hauptwert P [ dz2y = 0 existiert.
(v) [ dz x existiert nicht, aber P [ dz z = 0 existiert.
Vergleichskriterien:
Kriterien, mit denen man abschétzen kann, ob ein Integral {iberhaupt

konvergiert.

a) Absolute Konvergenz
Falls [ dz |f(z)| konvergiert, konvergiert auch [~ dz f(z).
b) Konvergente Majorante
|f(z)| < M(z) Vo und [ dz M (z) konvergiert. Dann konvergiert
[ da|f(@)| < [ do M(2),
und damit auch [ dz f(x).
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c) Divergente Minorante
f(z)>m(xz) >0V 2z und [ dzm(x) divergiert.
Dann divergiert auch [ dz f(z).
Beispiel: Abschitzung der Konvergenz von /0°° dze”
2> (r-1)Vz = e <o (@)

Wegen [;° dze™ (@D = 1 < 0o konvergiert auch [;° dz e

$2 .
x2

Aufgaben

Berechnen Sie [ dz cos(z)e™™, [7 dz/(1+ z?), f::/ﬂ dxsmfc#, [ ™, P [T 2"

2) Uneigentliche Integrale zweiter Art:
Integrand unbeschrénkt an einem Punkt zy ("divergiert”, "hat Singula-
ritéat”).
(Beispiel: 1/z divergiert am Punkt x = 0).

Definition:

Singularitéit an der unteren Grenze: [ xb;zo da f(z) = lim,_o+ fxbo mdzf(z).

Singularitiit an der oberen Grenze: [ dzf(x) = limco+ [, dzf(z).

Intervall [a,b] schlieBt Singularitét ein:
b . —€ b

[, dx f(x) = hm’ﬁgi [fazo dz f(z) + [, dz f(w)]

Cauchyscher Hauptwert:
b . To—€ b
P [)dzx f(z) = lim,_o- [fa Cdx f(x) + [, d f(x)]
Beispiele:
(i)fob dad = lim, o+ fnb dzd = lim, o+ ln|x|‘g = lim, o+ In |b/n| = —o0
(i) f_bb dz % existiert dann natiirlich auch nicht,
aber P f_bb dx% =0 existiert.

ey b . b . _ _
(111) fO ﬁ% = hmnﬁo+ -[77 dz _xll+a = llmn%[)-*- é(n @ _ a)
fb dz 00 a0
= — = -
0 gl+o b %a : a<0

Vergleichskriterien

Analog den uneigentlichen Integralen erster Art.
— Falls [ dz |f(z)| konvergiert, dann auch [ dz f(x).
— Majorantenkriterium/Minorantenkriterium analog

Aufgaben

Berechnen Sie fol dz/V1 - 22, Oﬁ/Q dz tan(z), [, dz tan(z), P [," do tan(z),
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3) Wichtige uneigentliche Integrale

Gauflintegral: [° dz e = V7 (Herleitung siehe 3.4.5).

Gamma-Funktion: I'(z) = [("dte ™"t (2>0)

e I'(1)=[°dte"=1 (siehe 1) Beispiel (i) )
e I'(z+1)=aT(x).
(daT(z+1)=[T"dte "t = ftwe_t|;° +o [ dte ")

—— N e
0 I'(x)

re)
ON A~ O ®

=T(n+1)=nlfirneN
['(z) interpoliert Fakultit.
e Weiterer spezieller Wert:

U(1/2) = [° dwa~12e® =y 5 dye_y = /7.
Beta-Funktion: B(x,y) = fol t* (1 - t)y’ldt (z>0,y>0)
Es gilt: B(z,y) =T'(z)I'(y)/T'(z +y)
Elliptische Integrale:
E(k,¢) = [ /1 - k2sin®(¢) dip :f;md’dx\/%,

Vollstéindige elliptische Integrale: K = F(k,7/2),E = E(k,7/2).
3.4.5 Mehrfachintegrale

Mit den vorher behandelten Methoden kann man auch komplizierte Probleme
16sen, z.B. verschachtelte Integrale.

Wichtige Anwendung: Berechnung von Volumina

3.4.5.1 Beispiele

(i) Fldche A eines Kreises des Radius R

Erste Losung: Flache des Halbkreises {iber Einfachintegral

- VRZ -2

Yy
= Af2=[de VR? —2?=2 [['davVRT —a? = 2R?T
[ S ——
= A = ’]TR2 RQ% 1t. Ubungsaufgabe

Zweite Losung: Alternative Sichtweise: — Integriere (d.h. summiere)
tiber infinitesimale Flichenelemente dA =dxdy  [gy

Z‘ X2y? =R2

2—1’2
A .[/-Krem dA fRdx.[ \/IZQ—dy
R = [RdrovVRZ =2 =4 [Fdz 2V R2 - 2% = 7 R?




3.4. INTEGRALRECHNUNG 71

(ii) Volumen V einer Kugel des Radius R
Integriere iiber infinitesimale Volumenelemente dV =dz dyd=.

R2—$ /R2 z2
V= f[Kugel dv = /Rdxf \/R2—d f RZ—xZ
—fRdxf\/];Z_—md 2/ R? — 2% - y?

—fRdxélfo T dy 2/ (R2—22) - 2

(RQ—LL‘2 ) % 1t. Ubungsaufgabe

= ﬂ'f_}; dx (R? - x2)

Xe+y? +72 =R?
=n(2R - R*Z|" ) = wR3(2- %) = 4nR?

(iii) Volumen unter einer Gaussglocke
JeodA f(@,y) = [ [ dady f(z,y) 2
= [ dedye™ ¥ = [Z dee™ [ dye™
Joo dz dy J% S dy
2
= [ e dze” ] = J/r =T
| ——

Nachschlagen: /7

Aufgaben

e Berechnen Sie die Funktion f(x,y) auf dem Gebiet G
flz,y)=1auf G={(z,y):2<x <3,z <y<a®}
flz,y) =yV1-22 auf G = {(z,y):2® +y° <1,y 20}

e Berechnen Sie das Volumen eines rechtwinkligen Dreiecks der Seitenldnge 3cm
1 1-z
V=/[ def,"dy

e Berechnen Sie das Volumen eines dreidimensionalen Simplex der Seitenlénge a:
V= flde [T dy [T dz

e Berechnen Sie das Volumen eines d-dimensionalen Simplex der Seitenldnge 1

3.4.5.2 Polarkoordinaten

Bis jetzt: Koordinaten (z,y,z) ("kartesische Koordinaten”).

Oft ist es bequemer, andere Integrationsvariablen zu benutzen.

Dann muss man die Form des Fliachenelementes dA bzw. Volumenelementes dV/
anpassen (analog Substitution, siehe 3.4.3 4): do = du 2'(u))

Wichtigster Fall: Polarkoordinaten.

1) Zwei Dimensionen: Kreiskoordinaten (7, ¢)

y x =1 cos(o) ., re[0,00]
y=rsin(g) ™ gef0,2n]
[ ldy

dx,dy entspricht der infinitesimalen Fliche dA =dxdy g
y oLdo
&

dr,d¢ entspricht der infinitesimalen Fliche dA = dr rd¢
Also: Fiir f(z,y) = f(x(r,¢),y(r,¢)) = f(r,¢) folgt:

[ dAf(z,y) = [da [dy f(z,y) = [rdr [d¢ f(r,¢)
Beispiele:

(i) Kreisfliche: A= [, dA= [[fdrr [["d¢ = 7R

—_————
R2/2 2T
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(ii) Volumen unter Gaussglocke:
[ e @)z dy = Jo o drr e CTdg =

—_—

_1l,r2jc0_1 27
3¢5 =3

NB: Das beweist endlich auch [, dz e = V.
(wegen [[ dzdy eV 2 [f_°:° daﬁe_”z]2 (siehe 3.4.5.1, Beispiel (iii) )

Aufgaben

e Berechnen Sie den Fliacheninhalt eines Kreisrings mit innerem Durchmesser 71 und
juflerem Durchmesser r».
e Berechnen Sie das Volumen eines geraden Kegels der Hohe h und Grundfliche A.

e Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Fliche des Gebiets
G={(z,y):x20,y20,1<z®+y* <2}

2) Drei Dimensionen: Zylinderkoordinaten (r, ¢, z)

2} x =1 cos(¢) r€[0,00]
an' y=rsin(¢) mit ¢ e€[0,2n]
o z=z z €] —o00,00[

dx,dy,dz = infinitesimales Volumen dV = dx dy dz dz@dx

dr,d¢,dz = infinitesimales Volumen dA = dr rd¢ dz
Also: Fiir f(z,y,2) = f(x(r,0),y(r,8),2) = f(r,,2) folgt:

[l AV f(z,y,2) = [ dz [ dydz f(z,y,2) = [ rdr [ de¢dz f(r,¢,z)

Beispiel:
Volumen eines Zylinders der Héhe h und des Radius R
h [/Zylinder dv = /0R rdr ()27r d¢ foh dz =7R*h
N N—— e — —
r2 R_ R2 27 h
R 2 |0 -2
Aufgaben

e Berechnen Sie das Volumen des Metalls eines 1m langen Rohres mit Innenradius
r1 = 3cm und Aussenradius r2 = 3.2cm.

e Das Triigheitsmoment 0 eines Kérpers der Dichte p beziiglich der z-Achse ist gegeben
durch: 6 =p [ff dV (z? +4?). Hier wird natiirlich iiber den Kérper integriert.

— Berechnen Sie das Trégheitsmoment eines Zylinders der Lange L und des
Radius R beziiglich der Symmetrieachse.

— Berechnen Sie das Triagheitsmoment einer Kugel des Radius R.

3) Drei Dimensionen: Kugelkoordinaten (7,0, ¢)

z x =71 sin(0) cos(¢) r € [0, 00[
) ! y y =7 sin(f) sin(¢) mit 0 € [0,7]

z=r cos() ¢ €[0,2n]
—~ dz@ z rde
dz,dy,dz = infinitesimales Volumen dV = dx dydz g ' d
dr,d#, d¢ = infinitesimales Volumen d A = drrdfr sin(6)d¢ o Sinbap
Also: Fiir f(z,y,2) = f(r,0,¢) folgt: !

[ AV f(z,y,2) = [ dz [ dydzf(x,y,2) = [ r?dr [ sin(0)d6 [ dof(r,0,d)
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Beispiel:
Volumen einer Kugel des Radius R
_/]Kugel dV = .[OR T2dr .[Oﬂ' Sln(e)de .[027T d¢ = %T‘-RS
[ N S —

r3|R_R3 —cos(0)|T=2 27
310773 ( )|0

Aufgaben

e Berechnen Sie das Volumen einer Hohlkugel mit innerem Radius 71 und &uflerem
Radius 7s.

e Berechnen Sie das Integral iiber f(z,y,z) = e—\/x? +y? + 22 iiber den gesamten
Raum.

e Gegeben sei ein Vektor k. Berechnen Sie fff‘PsR dV exp(ik - 7).
Hinweis: Legen Sie die z-Achse in Richtung k.

3.4.5.3 Wechsel der Integrationsvariablen und Jacobi-Determinante

Betrachte nun allgemeiner das Problem, dass Integrationsvariablen in mehrdi-
mensionalen Integralen durch andere Variablen substituiert werden sollen.

Ausgangspunkt: Variablen x1---x, — Vektor Z
n-dimensionales Volumenelement dV = dxq---dx,.

Ziel: Neue Integrationsvariablen &;---&,
Bestimme fiir (d¢y,-++, d&,) neue Form des Volumenelements dV

Volumenelement wird aufgespannt durch Vektoren (g—é, g—é, ) 5%
— definieren zusammen Jacobi-Matrix J mit J;; = g—?
J

Vorgriff auf lineare Algebra (MRM 2, MfP)

Das von n Vektoren {6()} im n-dimensionalen Raum aufgespannte Vo-
lumen ist (bis auf ein Vorzeichen) durch die Determinante der Matrix

B=(bW-pM) (d.h. B;; = bgj)) gegeben.
Konkret:
Zwei Dimensionen: det(B) = B11Bgs — Bnglgﬁ B
(sieht man z.B., wenn man die Vektoren 6" und 5 in eine dritte
Dimension einbettet: b() = (bgl),bgz),O)
= Aufgespannte Flache: [6(1) x 5@ = (5{Vb{? — V(P )
Drei Dimensionen: det(B) = ¥, €ijx Bi1 Bj2 By
(entspricht Spatprodukt: det(B) = (6MbPpG)) = (61 . (b2 x p(3)))
Hohere Dimensionen: Siehe Anhang Matrizen
Fazit: Fiir Funktionen f(z1,---z,) = f(&1-&,) gilt
Javf(@) = [ dey-denf(2) = [ dé1 - dén | det(J)] F(61€n)

mit J;; = g—? und der Jacobi-Determinante det(.J)
J
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Beispiele: (Verifizierung anhand der Polarkoordinaten)

1) Kreiskoordinaten (x,y) — (7, ¢)

x\ [r cos(¢) g % g—z _[cos(¢p) —r sin(¢)
y) \rsin(¢) = % g—g) ~\sin(¢) 7 cos(o)
= det(J) = rcos?(¢p) + rsin®(p) =r

= dA=dzxdy=rdrd¢ Vv

2) Zylinderkoordinaten (x,y, z) - (r, ¢, 2)
Jdr Jx Oz

x r cos(¢) or 96 02 cos(¢) -rsin(¢) 0
yl=|rsin(e)| = J= % 2_35 % =|sin(¢) 7 cos(¢) O
z z 9z g_;’) 9z 0 0 1
0 cos(9) -rsin(¢) 0\ /0
=det(J)=|0]|-||sin(¢) | x| rcos(o) ||=|0]-|0]|="r
1 0 0 1 r

= dV =dezdydz=rdrd¢dz
3) Kugelkoordinaten (z,y,z) — (r,0, ¢)
x r sin(0) cos(¢)
y|=]r sin(f) sin(¢)
z r cos(6)

g_f % g_x sin(0) cos(¢) 1cos(f)cos(¢p) —rsin(f)sin(¢)

= J= % % % = | sin(#) sin(¢) 7cos(#)sin(¢) 7sin(f)cos(¢)
o 5_0 g_; cos(6) —rsin(0) 0

—rsin(6) sin(¢) sin(#) cos(¢) rcos(0) cos(¢)
det(J) = | -rsin(0) cos(¢) || | sin(8) sin(¢) | x | r cos(#) sin(¢)
0 cos(6) —rsin(6)
—-rsin(f)sin(p)\ [—rsin(¢p)
= rsin(8) cos(¢) |-| rcos(¢) | =r?sin(9)
0 0
= dV =drdydz =r? sin(f) drddd¢

Aufgaben

e Betrachten Sie den Variablenwechsel (z,y) - (u,v) mit 2 = 1 (u-v) und y = 3(u+v). Um
was fiir eine Art Transformation handelt es sich hier?

— Berechnen Sie die Jacobi-Determinante zu dieser Transformation P A
— Benutzen Sie die Transformation zur Berechnung des Integrals 1K G
2
Jgdu dv% iiber dem nebenstehend schraffierten Gebiet G. NEA A

o Betrachten Sie den Variablenwechsel (z,y) — (u,v) mit = = 3(u* - v®) und y = uwv (pa-
rabolische Koordinaten). Berechnen Sie die Jacobi-Determinante zu dieser Transfor-
mation. Berechnen Sie dann mit Hilfe von parabolischen Koordinaten das Integral

2 2
©° Rl u”+v —2uv
fO du f() dv——5"%5-e .

1+(u2-v2)2
e Versuchen Sie, die Kugelkoordinaten auf d Dimensionen zu verallgemeinern, und berechnen
Sie damit das Volumen einer Kugel des Radius R in d Dimensionen (d.h., das Volumen
des Gebiets G = {(z1,xs) : {27 < R*}).
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Abschlussaufgaben zum Thema Infinitesimalrechnung

1) Ein Auto fihrt die Hélfte einer Strecke mit 50 km/h. Wie schnell muss es die andere Hiilfte
fahren, um eine Durchschnittsgeschwindigkeit von 100 km/h zu erzielen?

2) Man stelle sich vor, eine Reihe von n Ziegelsteinen sei iibereinander gestapelt, ohne umzu-
fallen. Das Zentrum des untersten Ziegelsteins sei bei x = 0. Wie weit kann der oberste
Ziegelstein im Grenzfall n — oo maximal von x = 0 weg stehen?

3) Vier Méuse sitzen an den Ecken eines quadratischen Zimmers. Zum Zeit-
punkt ¢ = 0 laufen alle gleichzeitig und gleich schnell los. Dabei lauft
jede Maus zu jedem Zeitpunkt in Richtung ihres rechten Nachbarn. Ir-
gendwann treffen sie sich alle in der Mitte. Welche Strecke haben sie
bis dahin zuriickgelegt?

Lésungen 1): Unendlich schnell; 2): Unendlich weit (harmonische Reihe); 3): Die Seitenlénge
des Zimmers (M&use laufen immer senkrecht zueinander und aufeinander zu, bis sie sich
erreicht haben.)
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