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1.4.2.2 Charakterisierung allgemeiner komplexer Zahlen: 22

1.4.2.3 Euler-Formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.2.4 Rechenregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.4.2.5 Spezielle Transformationen . . . . . . . . . . . . . 24

1.4.3 Funktionen einer komplexen Variablen . . . . . . . . . . . 24

1.4.3.1 Potenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4.3.2 Wurzeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.4.3.3 Exponentialfunktion (natürlich) . . . . . . . . . . 26
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Kapitel 4

Gewöhnliche
Differentialgleichungen

Typische Gleichungen der Physik: Gleichungen, in denen Funktionen und de-
ren Ableitungen vorkommen (d.h. Aussagen über Beziehungen zwischen
Funktionen und deren Ableitungen.

Typische Fragestellung: Lösung solcher Gleichungen finden.

Beispiele

(a) Radioaktiver Zerfall: Teilchenzahl N(t) Ṅ = −kN
(b) Kräftefreie Bewegung (1 Dimension: x(t)) ẍ = 0

(c) Bewegung im Schwerefeld ẍ = −g
(d) Bewegung mit Reibung ẍ = −ηẋ
(e) Bewegung mit Reibung im Schwerefeld ẍ = −ηẋ − g
(f) Schwingungsgleichung ẍ = −ω2x

(g) Schwingungsgleichung mit Reibung ẍ = −ω2x − ηẋ
(h) Getriebene Schwingung ẍ = −ω2x − ηẋ + f cos(Ωt)
(i) Pendel, Winkel φ(t) φ̈ = −ω2 sin(φ)

(j) Diffusionsgleichung ρ(x, t) ∂ρ
∂t =D

∂2ρ
∂x2

(k) Wellengleichung u(x, t) ∂2u
∂t2

= c2 ∂2u
∂x2

(l) Laplace-Gleichung u(x, y, z) ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0

Charakterisierung/Klassifizierung

● Gewöhnliche Differentialgleichung: Eine Variable ((a)-(i))
↔ Partielle Differentialgleichung: Mehrere Variablen ((j)-(l))

● Ordnung der Differentialgleichung: Höchste vorkommende Ableitung
((vi): erste Ordnung; alle anderen Beispiele: zweite Ordnung)

77



78 KAPITEL 4. GEWÖHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

● Lineare Differentialgleichung: Funktion und Ableitungen tauchen nur
linear auf. (Alle Beispiele außer (vii))

● Besonders einfacher Spezialfall der linearen Differentialgleichung:
Konstante Koeffizienten: a + by(x) + cy′(x) + dy′′(x) + ⋅ = 0.

Hier nun im Folgenden: Gewöhnliche Differentialgleichungen
Partielle Differentialgleichungen evtl. andiskutiert am Ende der Vorlesung,

ansonsten ausgiebig in den Vorlesungen der theoretischen Physik.

4.1 Gewöhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Problemstellung:
Differentialgleichung: y′(x) = f(x, y)
Anfangsbedingung: y(x0) = y0 mit Definitionsbereich (x, y) ∈D.

Satz von Picard:
Falls f(x, y) und ∂f

∂y stetig, ist die Lösung eindeutig.

(hinreichende Bedingung).

Beispiel: Gleichung y′ = x√y mit y(0) = 0 (x ∈ R, y ≥ 0)
Lösungen: y ≡ 0 und y = x4/16 nicht eindeutig.
Hintergrund: ∂f

∂y =
x

2
√
y nicht stetig bei y = 0.

Falls Definitionsbereich so eingeschränkt wird, dass ∂f
∂y stetig (z.B. y > 0),

wird die Lösung eindeutig.

Nun: Diskutiere Lösungsmethoden für Differentialgleichungen erster Ordnung.
Es gibt kein allgemeines Lösungsverfahren, aber gute Verfahren für viele wich-
tige Spezialfälle.

4.1.1 Separable Differentialgleichungen

Funktion f(x, y) = a(x) b(y) faktorisiert.

Lösungsverfahren:
dy
dx = a(x)b(y) ⇒

dy
b(y) = dx a(x) ⇒ ∫ yy0 dy′/b(y′) = ∫ xx0 dx′ a(x′)

→ Lösung durch Integration, gibt implizite Gleichung y↔ x.

Beispiele:

(i) y′(x) = a(x) ⇒ y = ∫ xx0 dx′ a(x′) + y0 (einfaches Integral)

(ii) y′(x) = −λy → dy
y = −λ dx→ ln( dy

dy0
) = −λ(x − x0)

⇒ y = y0e−λ(x−x0)

(iii) y′(x) = α yx →
dy
y = αdx

x → ln( yy0 ) = α ln( x
x0

)
⇒ y = y0 ( x

x0
)α
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Physikalische Anwendungen:

(a) (Radioaktiver Zerfall) Ṅ = −kN
entspricht dem Beispiel (ii) ⇒ N(t) = N0 e−η(t−t0)

(b) (Kräftefreie Bewegung) ẍ = 0

Schritt 1: Setze zunächst ẋ = v ⇒
Gewöhnliche Differentialgleichung v̇ = 0
entspricht dem Beispiel (i) ⇒ v(t) = v0 + ∫ tt0 dt′v̇ = v0

Schritt 2: Lösung für v(t) einsetzen in ẋ = v(t) ⇒ ẋ = v0

entspricht wieder (i) ⇒ x(t) = x0 + ∫ tt0 dt′v0 = x0 + v0(t − t0)
(c) (Bewegung im Schwerefeld) ẍ = −g: geht analog!

Schritt 1: Setze ẋ = v ⇒ Gewöhnliche Differentialgleichung v̇ = −g
entspricht (i) ⇒ v(t) = v0 − ∫ tt0 dt′g = v0 − g(t − t0)

Schritt 2: Lösung für v(t) einsetzen: ẋ = v0 − g(t − t0)
entspricht (i) ⇒ x(t) = x0 + ∫ tt0 dt′[v0 − g(t − t0)]
⇒ x(t) = x0 + v0(t − t0) − 1

2g(t − t0)
2

(d) (Bewegung mit Reibung) ẍ = −ηẋ: wieder analog!

Schritt 1: Setze ẋ = v ⇒ Gewöhnliche Differentialgleichung v̇ = −ηv
entspricht Beispiel (ii) ⇒ v(t) = v0 e−η(t−t0)

Schritt 2: Lösung für v(t) einsetzen: ẋ = v0 e−η(t−t0)

entspricht (i) ⇒ x(t) = x0 + ∫ tt0 dt′v0 e−η(t−t0)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
−

1
η
v0 exp(−η(t−t0))∣tt0

⇒ x(t) = x0 + v0
η (1 − e−η(t−t0))

Bemerkung: Die freien Konstanten x0, y0, t0, v0 etc. heißen Integrationskon-
stanten. Mehr dazu gleich.

4.1.2 Lineare Differentialgleichungen

Funktion f(x, y) linear in y: f(x, y) = a(x) y + b(x)

Homogener Fall: b(x) = 0

→ separable Gleichung: dy
y = a(x) dx ⇒ y = α exp(∫ xx0 dx′ a(x′))

Allgemeine Lösung: y = αeA(x)

A(x): Stammfunktion zu a(x) (A′(x) = a)
α: beliebig → Eindimensionale Schar von Lösungen

Tatsächliche Lösung wird durch Anfangsbedingung festgelegt
(α = y0 e−A(x0)).

Physikalische Anwendungen: Alle in 4.1.1 diskutierten Anwendungen.
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Inhomogener Fall: b(x) ≠ 0

Vorab: Kennt man eine Lösung yI von y′ = ay + b, so kann man daraus
durch Addition der Lösungen yH des zugehörigen homogenen Glei-
chungssystems (y′H = ayH) eine Schar von Lösungen konstruieren.

(Mit y′I = ayI + b gilt für beliebige y = yI + αyH :
y′ = y′I + αy′H = ayI + b + aαy′H = ay + b)

Man braucht also nur eine Lösung zu finden.

Erstes Verfahren: Raten
(zum Beispiel a, b = const., y′ = ay + b ⇒ yI ≡ −b/a ist eine Lösung).

Zweites, systematisches Verfahren: ”Variation der Konstanten”

Ansatz: y(x) = α(x) eA(x)

→ y′ = eA(αA′ + α′) != ay + b = A′αeA + b
→ α′ = b e−A ⇒ Einfache Integration α(x) = ∫ xx0 dx′ b(x′)e−A(x′).

⇒ Spezielle inhomogene Lösung: yI(x) = eA(x) ∫ dx′ b(x′)e−A(x′)

⇒ Allgemein: (mit Anfangsbedingung y(x0) = y0)

y(x) = eA(x) [∫ xx0 dx′ b(x′) e−A(x
′
) +C]

mit C = y0e−A(x0).

Beispiel: y′ = 2 yx +
1
x3

=∶ ay + b mit a = 2
x ,b = 1

x3
.

Homogene Lösung: Bereits berechnet (4.1.1, Bsp. (iii))
→ yH = α x2 ( −̂ yH = α eA mit A = 2 ln(x))

Inhomogene Lösung: Obige Formel einsetzen mit A = 2 ln(x)
oder mit Ansatz: yI(x) = α(x) x2 durchrechnen.

→ y′I = 2 α x + α′x2 != 2yIx + 1
x3

= 2 α x + 1
x3

→ α′x2 = 1
x3
⇒ α′ = 1

x5
⇒ α(x) = − 1

4x4

→ yI = α x2 = − 1
4x2

Allgemeine Lösung: y = − 1
4x2

+Cx2

Physikalische Anwendung: Eingangsbeispiel (e)

Bewegung mit Reibung im Schwerefeld ẍ = −ηẋ − g
mit Anfangsbedingung x(0) = 0, ẋ(0) = v0 = 0

– Setze ẋ = v ⇒ Gewöhnliche Differentialgleichung v̇ = −ηv − g
– Zugehörige homogene Gleichung: v̇ = −ηv wurde bereits gelöst
→ v = v0 e−η(t−t0) =∶ A e−ηt

– Inhomogene Lösung: Diesmal mit Raten → vI = −g/η
→ Allgemeine inhomogene Lösung: v = − gη +Ae−η(t−t0)

– Berücksichtige Anfangsbedingung v(0) = 0 ⇒ v(t) = g
η (e

−ηt − 1)
– Schließlich noch aufintegrieren: x(t) = ∫ t0 dt′ v(t′)
⇒ x(t) = − gη t +

g
η2

(1 − e−ηt)
( gη : Grenzgeschwindigkeit, wird exponentiell erreicht).
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4.2 Systeme von Differentialgleichungen und Diffe-
rentialgleichungen höherer Ordnung

4.2.1 Differentialgleichungen höherer Ordnung versus Differen-
tialgleichungssysteme erster Ordnung

1) Systeme von n Differentialgleichungen erster Ordnung

Allgemeine Form: y′i = fi(x, y1,⋯, yn)
bzw. Vektorschreibweise y′ = f(x,y) mit y = (y1,⋯, yn).

Allgemeine Lösung hat die Form y = F(x,C1,⋯,Cn), wobei (C1,⋯,Cn)
freie Konstanten. ⇒ n-dimensionale Schar von Lösungen.

Konkrete Lösung (konkreten Werte von Ci) wird durch die Anfangsbe-
dingungen y(x0) = y0 festgelegt.

Hinreichende Bedingung für Existenz und Eindeutigkeit der Lösung (bei
vorgegebenen Anfangsbedingungen): f(x) stetig und ∂fi

∂xj
stetig.

2) Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Form: y(n)(x) = f̃(x, y, y′, y′′,⋯, y(n−1))
Reduktion auf ein n-dimensionales System von Differentialgleichungen

erster Ordnung durch Definition y1(x) = y(x),⋯, yn(x) = y(n−1)(x).
⇒ Differentialgleichungssystem: y′1(x) = y2(x)

y′2(x) = y3(x)
⋮

y′n−1(x) = yn(x)
y′n(x) = f̃(x, y1,⋯, yn)

bzw. vektoriell ⇒ y′ = f(x,y) mit f(x,y) = (y2, y3,⋯, yn, f̃(x,y)
Analog zu oben gilt dann: Allgemeine Lösung hat die Form y = F̃ (x,C1,⋯,Cn)

mit freien Integrationskonstanten Ci.

Fazit: Beide Probleme (Systeme von Differentialgleichungen und Differential-
gleichungen höherer Ordnung) sind im Prinzip äquivalent.
Man erhält eine n-dimensionale Schar von Lösungen.

3) Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung

lassen sich natürlich genauso auf Differentialgleichungssysteme erster Ord-
nung zurückführen.

4.2.2 Lineare Differentialgleichungssysteme

Nach 4.2.1 genügt es, Differentialgleichungssysteme erster Ordnung zu betrach-
ten. → Form y′ = A(x) y + b(x) mit A(x) = (aij(x)): n × n-Matrix

Wieder Unterscheidung: Homogener Fall und inhomogener Fall
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1) Allgemeine Aussagen zum homogenen Fall: (Gleichung y′ = A(x)y.)
(ohne Beweis: Mehr dazu in Vorlesungen der Mathematik)

● Falls aij(x) stetig in einem Intervall x ∈ [x0, x1], ist die Differential-
gleichung lösbar für beliebige Anfangsbedingungen
(hinreichende Bedingung).

● Superpositionsprinzip: Mit (y(1),⋯,y(k)) ist auch jede Linearkom-
bination y = ∑αky(k) Lösung des homogenen Systems.

● Lösungen (y(1),⋯,y(k)) heißen linear unabhängig, falls aus∑αky(k)(x) ≡ 0
auf dem Intervall x ∈ [x0, x1] automatisch folgt: αk = 0 ∀ k.

Falls aik(x) stetig ist, hat das Differentialgleichungssystem genau n
linear unabhängige Lösungen.

● Fundamentalsystem: Satz n linear unabhängiger Lösungen y(k)

Spannt die Fundamentalmatrix auf: Y (x) = (y(1),⋯,y(n))

2) Allgemeine Aussagen zum inhomogenen Fall: (y′ = A(x) y + b(x))
Lösungsverfahren analog dem eindimensionalen Fall

● Finde zuerst Schar der Lösungen zum zugehörigen homogenen Diffe-
rentialgleichungssystem y′H = A(x)yH
→ n unabhängige Lösungen yH = ∑k αky(k) = yH(x,α1,⋯, αn)

● Finde dann eine Lösung der inhomogenen Gleichung,
z.B. durch Variation der Konstanten

→ Ansatz yI = ∑k αk(x) y(k)(x)
● Allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung:

y = yI + yH(x,α1,⋯, αk).

4.2.3 Speziell: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Betrachte nun speziell lineare Differentialgleichungen nter Ordnung der Form
y(n)(x) = ∑n−1

k=0 ak y
(k)(x) + b(x) mit konstanten Koeffizienten ak.

1) Homogener Fall

Homogene Gleichung y(n)(x) = ∑n−1
k=0 aky

(k) ⇒ y(n) −∑ak y(k) = 0

Schreibe um [( d
dx)

n −∑n−1
k=0 ak ( d

dx)
k] y = 0.

Faktorisiere: [∏nk=1( d
dx − λk)]y = 0.

NB: Hier wird der Fundamentalsatz der Algebra ausgenutzt (1.4.1). Das

Polynom nter Ordnung P (x) = xn−∑n−1
k=0 ak x

k lässt sich eindeutig in
Linearfaktoren (x−λk) zerlegen, d.h. P (x) = ∏k(x−λk), mit reellen
oder komplexen Nullstellen λk.

Wir werden unten sehen: Jeder Faktor ( d
dx −λk) liefert eine unabhängige

homogene Lösung.

→ Lösungen können nach Art der Nullstellen klassifiziert werden.
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● Einfache reelle Nullstelle λk

→ liefert Lösung yk mit ( d
dx − λk)yk = 0 ⇒ yk = eλkx.

● Einfache komplexe Nullstelle λk = pk + iqk
→ analog: liefert Lösung yk = e(pk+iqk)x: komplex!

Konstruktion reeller unabhängiger Lösung wie folgt:
Mit λk ist auch λ∗k = pk − iqk Nullstelle und y∗k = e(pk−iqk)x Lösung
(da P (λ∗k) = (P (λk))∗ = 0)
→ zugehöriger Satz von komplexen unabhängigen Lösungen yk, y

∗

k

kann durch Linearkombination zu einem neuen Satz von zwei
reellen unabhängigen Lösungen zusammengesetzt werden:

⇒ yk,1 = 1
2(yk + y

∗

k) = epkx cos(qkx) = epkx sin(qkx)
yk,2 = 1

2i(yk − y
∗

k) = epkx cos(qkx) = epkx sin(qkx)

● Mehrfache Nullstelle λk, z.B. r-fache Nullstelle

→ Konstruiere r zugehörige unabhängige Lösungen

1. Lösung: ( d
dx − λk)yk,1 = 0 ⇒ yk,1 = eλkx

2. Lösung: ( d
dx − λk)

2y = 0 wird auch erfüllt für Funktionen yk,2 mit

( d
dx − λk)yk,2 = yk,1 = eλkx

(dann ist ( d
dx − λk)

2yk,2 = ( d
dx − λk)yk,1 = 0

∣ Inhomogene Gleichung, Lösung gemäß 4.1.2 (Übungsaufgabe)

⇒ yk,2 = x eλkx

⋮
r.-te Lösung: yk,r = xr−1 eλkx

Fazit: Man erhält n unabhängige Lösungen yk,r(x),
Bilden Fundamentalsystem.

Allgemeine Lösung: y(x) = ∑k∑nkr=1 ck,rxr−1eλkx ,

wobei nk: Vielfachheit der k-ten Nullstelle λk.

Physikalische Anwendungen:

(b) (Freies Teilchen): ẍ = 0 bzw. d2

dt2
x = ( d

dt − 0)( d
dt − 0)x = 0

→ zweifache Nullstelle bei λ = 0
→ Unabhängige Lösungen: x1(t) = e0⋅t = 1, x2(t) = t e0⋅t = t
→ Allgemeine Lösung x(t) = c1x1+c2x2 = c1+c2t (bzw. (x0+v0t))

(d) (Freier Fall mit Reibung): ẍ + ηẋ = 0

bzw. ( d2

dt2
+ η d

dt) x = ( d
dt − 0)( d

dt + η) x = 0
→ Einfache Nullstellen bei λ1 = 0 und λ2 = −η
→ Unabhängige Lösungen: x1(t) = e0t = 1, x2(t) = e−ηt

→ Allgemeine Lösung x(t) = c1 + c2 e−ηt

(f) (Schwingungsgleichung): ẍ + ω2x = 0

bzw. ( d2

dt2
+ ω2) x = ( d

dt + iω)(
d
dt − iω) x = 0

→ Einfache Nullstellen bei λ1,2 = ±iω
→ Unabhängige Lösungen: x1,2(t) = e±iωt
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oder alternativ Satz von reellen unabhängigen Lösungen:
→ x̂1(t) = 1

2(x1+x2) = cos(ωt), x̂2(t) = 1
2i(x1−x2) = sin(ωt)

→ Allgemeine Lösung x(t) = c1 cos(ωt) + c2 sin(ωt)
(g) (Schwingungsgleichung mit Reibung): ẍ + ηẋ + ω2x = 0

bzw. ( d2

dt2
+ η d

dt + ω
2) x = ( d

dt − λ1)( d
dt − λ2) x = 0

→ Nullstellen bei λ1,2 = −η2 ±
√

(η2)2 − ω2

⇒ Verhalten wird durch ∆ ∶= (η2)
2 − ω2 bestimmt!

Fall 1: ∆ < 0 ⇒ λ1,2 = −η2 ± i
√

∣∆∣ komplex

Lösungen: x1(t) = e−
η
2
t cos(

√
∣∆∣t), x2(t) = e−

η
2
t sin(

√
∣∆∣t)

→ Schwingungsfall

Fall 2: ∆ > 0 ⇒ λ1,2 = −η2 ±
√

∆ reell

Lösungen : x1(t) = e−(
η
2
+

√

∆)t, x2(t) = e−(
η
2
−

√

∆)t

→ überdämpfter Fall bzw. Kriechfall

Fall 3: ∆ = 0 ⇒ λ = −η2 ist doppelte Nullstelle

Lösungen: x1(t) = e−
η
2
t, x2(t) = t e−

η
2
t

→ kritisch gedämpfter Fall bzw. aperiodischer Grenzfall

2) Inhomogener Fall

Form: y(n)(x) −∑n−1
k=0 aky

(k) = b(x)
Verfahren wie Kapitel 4.1.2.

– Finde eine spezielle Lösung yI .
– Addiere Schar von homogenen Lösungen darauf.

Partikuläre Lösung z.B. wieder über Variation der Konstanten,
d.h. Ansatz yI = ∑k∑r ckr(x)eαkxxr−1.

Physikalische Anwendung: Eingangsbeispiel (h)

Getriebene Schwingung ẍ + ηẋ + ω2x = f cos(Ωt)
– Homogener Fall: ẍH + ηẋH + ω2xH = 0 bereits gelöst (oben 1 g))

Betrachte hier speziell Schwingungsfall, d.h. ∆ = (η2)
2 − ω2 < 0

→Allgemeine Lösung: xH(t) = Ae−
η
2
t cos(

√
∣∆∣t)+Be−

η
2
t sin(

√
∣∆∣t)

– Inhomogener Fall: Suche nach spezieller Lösung xI(t):
Rate: xI(t) folgt treibender Kraft (evtl. phasenverschoben)
→ Ansatz: xI(t) = A cos(Ωt − φ) (mit Phasenverschiebung φ)

Setze Ansatz ein in ẍI + ηẋI + ω
2xI = f cos(Ωt)

⇒ −AΩ2 cos(τ) − ηAΩ sin(τ) + ω2 cos(τ) = f cos(Ωt) mit τ ∶= Ωt − φ

Nutze cos(Ωt) = cos(τ + φ) = cos(τ) sin(φ) − sin(τ) cos(φ)

⇒ cos(τ)[A(ω2
−Ω2

)−f cos(φ)]+sin(τ)[−ηAΩf cos(φ)+f sin(φ)] = 0

Gilt in einem Intervall von τ . cos(τ) und sin(τ) sind linear unabhängig

→ Ausdrücke in Klammern [⋯] müssen verschwinden.

⇒ f cos(φ) = A(ω2
−Ω2

) und f sin(φ) = AΩη

⇒ tan(φ) = Ωη/(ω2
−Ω2

) und A2
= f2

/[(Ωη)2 + (ω2
−Ω2

)
2
]

⇒ Lösung ist xI(t) = f
√

(Ωη)2+(ω2−Ω2)2
cos (Ωt − arctan( Ωη

ω2−Ω2 ))
– Allgemeine Lösung: x(t) = xI(t) + a cos(ωt) + b sin(ωt).
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4.2.4 Lineare Differentialgleichssysteme mit konstanten Koef-
fizienten

Hier braucht man Konzepte der linearen Algebra (sollte in Mathe für Physiker
mittlerweile drangekommen sein, sonst siehe Anhang Matrizen).

Diskutiere nur homogenen Fall.

Form: y′(x) = A y(x) mit A ≡ const.

Ansatz: y(j) = eλjx u(j)

→ λj u(j) eλjx = A u(j) eλjx ⇒ A u(j) = λj u(j): Eigenwertgleichung!

Charakteristisches Polynom: P (λ) = det(A − λ1) != 0.
→ n Nullstellen, reell oder komplex, können auch aufeinanderfallen.

Reelle Eigenwerte λj , Eigenvektor u(j) → y(j)(x) = u(j) eλjx.

Komplexe Eigenwerte: Falls λj Eigenwert mit zugehörigem Eigenvektor u(j)),
dann ist auch λ∗j Eigenwert mit Eigenvektor u(j)∗) (Check: Einsetzen).

→ Aus y(j) = u(j)eλjx und y(j)∗ = u(j)∗eλ
∗

jx

können reelle Lösungen zusammengesetzt werden.

Entartete Eigenwerte: λj (r-fach entartet)

Falls es r unabhängige zugehörige Eigenvektoren gibt (d.h. Dimension
des Eigenraums zu λj ist r), liefert das r unabhängige Lösungen y(j).

Falls die Dimension des Eigenraums kleiner als r ist, müssen zusätzliche
Lösungen konstruiert werden.

Sei λj z.B. zweifach entartet, es gibt aber nur einen linear unabhängigen
Eigenvektor u(j).

Ansatz: y(j,1) = eλjxu(j), y(j,2) = eλjx(u(j)x + v).
Einsetzen: eλjx(λjv + u(j) + λjxu(j)

!= A y(j,2) = eλjx(xA u(j) +Av)
⇒ (A − λj1)v = u(j).

Diese Gleichung hat eine Lösung v (ohne Beweis).

⇒ Man erhält zwei linear unabhängige Lösungen y(j,1), y(j,2).

Höhere Entartungen: Analoges Verfahren.

Allgemein erhält man r linear unabhängige Lösungen y(j,ν). Jede der n
Komponenten von y(j,ν) ist ein Polynom vom Grad höchstens r.
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