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Kapitel 4

GewoOhnliche
Differentialgleichungen

Typische Gleichungen der Physik: Gleichungen, in denen Funktionen und de-
ren Ableitungen vorkommen (d.h. Aussagen iiber Beziehungen zwischen
Funktionen und deren Ableitungen.

Typische Fragestellung: Losung solcher Gleichungen finden.

Beispiele
(a) Radioaktiver Zerfall: Teilchenzahl N (t) N = -kN
(b) Kréftefreie Bewegung (1 Dimension: x(t)) =0
(c) Bewegung im Schwerefeld I=-g
(d) Bewegung mit Reibung I =-nt
(e) Bewegung mit Reibung im Schwerefeld T=-nt-g
(f) Schwingungsgleichung &= —wz
(g) Schwingungsgleichung mit Reibung &= -w?r-ni
(h) Getriebene Schwingung &= —w?x —ni + fcos(Qt)
(i) Pendel, Winkel ¢(%) ¢ = —w?sin(o)
(j) Diffusionsgleichung p(z,t) %f = D%@
(k) Wellengleichung u(z,t) ?;T;‘ = 02%
. 2 2 2
(1) Laplace-Gleichung u(x,y, z) % + g—yg + % =0

Charakterisierung/Klassifizierung

e Gewohnliche Differentialgleichung: Eine Variable ((a)-(i))
< Partielle Differentialgleichung: Mehrere Variablen ((j)-(1))

¢ Ordnung der Differentialgleichung: Héchste vorkommende Ableitung
((vi): erste Ordnung; alle anderen Beispiele: zweite Ordnung)

77



78 KAPITEL 4. GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

e Lineare Differentialgleichung: Funktion und Ableitungen tauchen nur
linear auf. (Alle Beispiele aufler (vii))

e Besonders einfacher Spezialfall der linearen Differentialgleichung:
Konstante Koeffizienten: a + by(z) + cy’(z) + dy" (z) +- = 0.

Hier nun im Folgenden: Gewo6hnliche Differentialgleichungen
Partielle Differentialgleichungen evtl. andiskutiert am Ende der Vorlesung,
ansonsten ausgiebig in den Vorlesungen der theoretischen Physik.

4.1 GewoOhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Problemstellung:
Differentialgleichung: y'(x) = f(z,y)
Anfangsbedingung: y(z¢) = yo mit Definitionsbereich (z,y) € D.

Satz von Picard:
Falls f(x,y) und g—i stetig, ist die Losung eindeutig.
(hinreichende Bedingung).

Beispiel: Gleichung y' = z/y mit y(0) =0 (zeR, y>0)
Losungen: y =0 und y = 2%/16  nicht eindeutig.
Hintergrund: % = ﬁ nicht stetig bei y = 0.
Falls Definitionsbereich so eingeschriankt wird, dass g—i stetig (z.B. y > 0),

wird die Losung eindeutig.

Nun: Diskutiere Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen erster Ordnung.
Es gibt kein allgemeines Losungsverfahren, aber gute Verfahren fiir viele wich-
tige Spezialfille.

4.1.1 Separable Differentialgleichungen

Funktion f(z,y) = a(x) b(y) faktorisiert.

Losungsverfahren:
g_g; =a(z)b(y) = b((i—;’) =dza(z) = y?é dy'/b(y') = frfz da’ a(z')

— Losung durch Integration, gibt implizite Gleichung y <> .

Beispiele:

(i) y'(z)=a(z) = y= fxzz dz" a(x’) + yo (einfaches Integral)
(ii) y'(x) = -y - % =-Adz — ln(s—yyo) = -\ - xz0)

= y = yoe N70)
(i) y'(z) =al - d_yy =adz In(L) =aln(L)

= y =10 (55)"
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Physikalische Anwendungen:

(a) (Radioaktiver Zerfall) N = -kN
entspricht dem Beispiel (i) = N(t) = Ny e (¢t0)
(b) (Kraftefreie Bewegung) & =0
Schritt 1: Setze zunéchst z =v =
Gewdhnliche Differentialgleichung o = 0
entspricht dem Beispiel (i) = v(t) = vo + ftf) dt’o = vy
Schritt 2: Losung fiir v(¢) einsetzen in & = v(t) = & = vy
entspricht wieder (i) = z(t) = zo + ftto dt'vg = zo +vo(t - to)
(c) (Bewegung im Schwerefeld) & = —g: geht analog!
Schritt 1: Setze © = v = Gewdhnliche Differentialgleichung v = —g
entspricht (i) = v(t) = v — ftf) dt'g =vo - g(t—to)
Schritt 2: Losung fiir v(t) einsetzen: & = vy — g(t — to)
entspricht (i) = z(t) = 2o + ftf) dt'[vg — g(t - t0)]
= x(t) =20 +vo(t —to) — 59(t - to)*
(d) (Bewegung mit Reibung) & = —ni: wieder analog!
Schritt 1: Setze © = v = Gewohnliche Differentialgleichung v = —nv
entspricht Beispiel (ii) = v(t) = vg e (10
Schritt 2: Losung fiir v(t) einsetzen: & = vy e (t0)
entspricht (i) = x(t) = zo + /tz dt'vg e (tt0)

—%Uo GXP(—W(t—tO))‘io
= a(t) = w0+ (1 -e1070)

Bemerkung: Die freien Konstanten xq, yo, tg, vo etc. heiflen Integrationskon-
stanten. Mehr dazu gleich.

4.1.2 Lineare Differentialgleichungen
Funktion f(z,y) linear in y: f(z,y) = a(z) y + b(z)

Homogener Fall: b(z) =0
— separable Gleichung: d—yy =a(r)dr = y=a exp(/,, dz'a(z"))
Allgemeine Lsung: y = aed(®)
A(z): Stammfunktion zu a(x) (A'(x) = a)
a: beliebig — Eindimensionale Schar von Lésungen
Tatséchliche Losung wird durch Anfangsbedingung festgelegt
(v = o e A(0)),

Physikalische Anwendungen: Alle in 4.1.1 diskutierten Anwendungen.
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Inhomogener Fall: b(z) + 0

Vorab: Kennt man eine Lésung y; von 3’ = ay + b, so kann man daraus
durch Addition der Losungen yp des zugehorigen homogenen Glei-
chungssystems (y3; = aym) eine Schar von Lésungen konstruieren.

(Mit y; = ays + b gilt fiir beliebige y = yr + ayp:
y' =y +ayly = ayr + b+ aayly = ay +b)
Man braucht also nur eine Losung zu finden.

Erstes Verfahren: Raten
(zum Beispiel a,b = const., y' = ay +b = y; = —b/a ist eine Losung).

Zweites, systematisches Verfahren: ” Variation der Konstanten”
A(z)

Ansatz: y(z) =a(z) e
-y =eMad +a') . ay+b=Aaet +b
— o' =be ™ = Einfache Integration a(z) = f,;g da’ b(z")e= A",
= Spezielle inhomogene Losung: yr(z) = eA@) [ dz’ b($’)e‘A(1")
= Allgemein: (mit Anfangsbedingung y(zo) = yo)
y(x) = A [[2 daf b(a') A 1 (]

mit C = yoe A(@0),

Beispiel: y' =22 + L =i ay+bmit a=2b= k.

Homogene Losung: Bereits berechnet (4.1.1, Bsp. (iii))
- yg=az? (S yyg=ae mit A=2In(zx))
Inhomogene Losung: Obige Formel einsetzen mit A = 21n(z)

oder mit Ansatz: yr(z) = a(x) 22 durchrechnen.

!
—>y}=2aw+a'w2=2y—;+mi3=2aa:+x—l3

2 _ 1 r_ 1 —__1
—a'z —53 =>1a == = a(r)= -5
e ylzagj =—m
Allgemeine Losung: y = —ﬁ + Cz?

Physikalische Anwendung: Eingangsbeispiel (e)

Bewegung mit Reibung im Schwerefeld & = -ni — g
mit Anfangsbedingung x(0) =0, ©(0) =vp =0
— Setze & = v = Gewdhnliche Differentialgleichung © = —-nv — g

— Zugehorige homogene Gleichung: © = —nv wurde bereits gelost
- p=uvge M) = 4 oM

— Inhomogene Lésung: Diesmal mit Raten — vy = —g/n
— Allgemeine inhomogene Losung: v = —% + Ae~n(t=to)

— Beriicksichtige Anfangsbedingung v(0) =0 = v(t) = %(e‘”t -1)

~ SchlieBlich noch aufintegrieren: z(t) = [} dt' v(t")
= x(t) = —%t + n%(l —e ")

(

3 I

: Grenzgeschwindigkeit, wird exponentiell erreicht).
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4.2 Systeme von Differentialgleichungen und Diffe-
rentialgleichungen héherer Ordnung

4.2.1 Differentialgleichungen héherer Ordnung versus Differen-
tialgleichungssysteme erster Ordnung

1) Systeme von n Differentialgleichungen erster Ordnung

Allgemeine Form: yg = filz,y1,, yn)
bzw. Vektorschreibweise y’ = f(z,y) mit y = (y1,*, yn)-

Allgemeine Losung hat die Form y = F(x,C1, -, C),), wobei (C1,---,Cy)
freie Konstanten. = n-dimensionale Schar von Losungen.

Konkrete Losung (konkreten Werte von C;) wird durch die Anfangsbe-
dingungen y(z¢) = yo festgelegt.

Hinreichende Bedingung fiir Existenz und Eindeutigkeit der Losung (bei
vorgegebenen Anfangsbedingungen): f(x) stetig und gf, stetig.
J

2) Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Form: 4™ () = f(z,y,9/,y", - y"V)
Reduktion auf ein n-dimensionales System von Differentialgleichungen
erster Ordnung durch Definition y;(z) = y(z), -+, yn(x) = D (2).
= Differentialgleichungssystem: y}(z) = ya(x)
ya(z) = ys(z)

Yp1(z) = yﬂ(x)
y;L(‘T) f(‘,r7y17"')yn)
bzw. vektoriell = y, = f(xv}I) mit f(xay) = (y2ay3a 7yn7f(x7y)

Analog zu oben gilt dann: Allgemeine Losung hat die Form y = ]:"(1:, Cy,-,Ch)
mit freien Integrationskonstanten C;.

Fazit: Beide Probleme (Systeme von Differentialgleichungen und Differential-
gleichungen héherer Ordnung) sind im Prinzip dquivalent.
Man erhélt eine n-dimensionale Schar von Lésungen.

3) Systeme von Differentialgleichungen n-ter Ordnung

lassen sich natiirlich genauso auf Differentialgleichungssysteme erster Ord-
nung zuriickfiithren.

4.2.2 Lineare Differentialgleichungssysteme

Nach 4.2.1 geniigt es, Differentialgleichungssysteme erster Ordnung zu betrach-
ten. - Form y’ = A(z) y + b(z) mit A(x) = (a;j(x)): n x n-Matrix

Wieder Unterscheidung: Homogener Fall und inhomogener Fall
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1) Allgemeine Aussagen zum homogenen Fall: (Gleichung y' = A(x)y.)
(ohne Beweis: Mehr dazu in Vorlesungen der Mathematik)

e Falls a;j(z) stetig in einem Intervall x € [z, ], ist die Differential-
gleichung l6sbar fiir beliebige Anfangsbedingungen
(hinreichende Bedingung).

e Superpositionsprinzip: Mit (y(l), ---,y(k)) ist auch jede Linearkom-
bination y =} aky(k) Losung des homogenen Systems.

e Losungen (y(), -, y(*)) heiBen linear unabhéngig, falls aus ¥ oy ™ () = 0
auf dem Intervall x € [x0, 21 ] automatisch folgt: ay, =0V k.
Falls a;;(x) stetig ist, hat das Differentialgleichungssystem genau n
linear unabhéngige Losungen.

e Fundamentalsystem: Satz n linear unabhéingiger Losungen y(k)
Spannt die Fundamentalmatrix auf: Y (z) = (y(, -, y(™)

2) Allgemeine Aussagen zum inhomogenen Fall: (y' = A(z)y + b(x))

Losungsverfahren analog dem eindimensionalen Fall

e Finde zuerst Schar der Losungen zum zugehorigen homogenen Diffe-
rentialgleichungssystem y%; = A(z)yn
— n unabhéngige Losungen yg = ¥, any® =y (z, a1, -+, o)
¢ Finde dann eine Losung der inhomogenen Gleichung,
z.B. durch Variation der Konstanten
— Ansatz y; = ¥ op(2) y ¥ ()
o Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung:
y=yr+ym(z, o, o).

4.2.3 Speziell: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten

Betrachte nun speziell lineare Differentialgleichungen nter Ordnung der Form
y™ (z) = Y72t ap y™® (2) + b(x) mit konstanten Koeffizienten ay,.

1) Homogener Fall

Homogene Gleichung y™ (z) = Z’,Z,;é ary® = ¢y — g 4® =0
Schreibe um [(%)” - Y05 ay (%)k] y =0.

Faktorisiere: [ [T}, (<X - A) ]y =0.

NB: Hier wird der Fundamentalsatz der Algebra ausgenutzt (1.4.1). Das
Polynom nter Ordnung P(z) = 2" - ZZ;& aj, x* lisst sich eindeutig in
Linearfaktoren (x —Ay) zerlegen, d.h. P(x) = [1,(x — A\x), mit reellen
oder komplexen Nullstellen \.

Wir werden unten sehen: Jeder Faktor (% — A ) liefert eine unabhéngige
homogene Losung.
— Losungen koénnen nach Art der Nullstellen klassifiziert werden.
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¢ Einfache reelle Nullstelle A
— liefert Losung yi mit (% “ M)y =0 = gy = M7,

e Einfache komplexe Nullstelle A\ = py + iqx

— analog: liefert Losung y, = e(Pr+%)%;: komplex!
Konstruktion reeller unabhéngiger Losung wie folgt:

Mit Ay ist auch A; = py, —ig, Nullstelle und y; = e(Pr=i9r)T [ sgung
(da P(X) = (P(\1))" = 0)

— zugehoriger Satz von komplexen unabhéngigen Losungen y, vy,
kann durch Linearkombination zu einem neuen Satz von zwei
reellen unabhéngigen Losungen zusammengesetzt werden:

= Yk = 5 (Uk + yi) = € cos(qr) = P sin(gpa)
Uk2 = 5 (Uk = Ui) = P cos(qr) = € sin(gp)

e Mehrfache Nullstelle A;, z.B. r-fache Nullstelle
— Konstruiere r zugehorige unabhéngige Losungen

1. Losung: (% “Me)Uk1=0 = yp1= e

2. Lésdung: (% — Ak)?y = 0 wird auch erfiillt fiir Funktionen Yk,2 mit
(35— M)Yk2 =Yk =€
(dann ist (55 = A)%we2 = GGk = Ae) k.1 =0
| Inhomogene Gleichung, Losung gemifl 4.1.2 (Ubungsaufgabe)
= Y2 =7 e T

AL T

r.-te Losung: yi , = a7 et

Fazit: Man erhélt n unabhéngige Losungen yy, (),
Bilden Fundamentalsystem.

Allgemeine Losung: |y(z) = Y5 205 ckv,ﬂx’ﬂ_le)‘km s
wobei ny: Vielfachheit der k-ten Nullstelle Ag.

Physikalische Anwendungen:

(b) (Freies Teilchen): & =0 bzw. %a} = (% - O)(% -0)z=0
— zweifache Nullstelle bei A =0
- Unabhingige Losungen: z1(t) =% =1, ao(t) =t et =1t
— Allgemeine Losung z(t) = ¢y 1 +coxe = ¢1+cot (bzw. (zo+vot))

(d) (Freier Fall mit Reibung): & +ni =0
2
bzw. (%Jrn%)x: (%—O)(%+n)az:0
— Einfache Nullstellen bei Ay =0 und Ao = -9
— Unabhiingige Losungen: x1(t) = €% = 1, xo(t) = ™
— Allgemeine Losung x(t) =c; +co e

(f) (Schwingungsgleichung): & + w?z = 0
bzw. (% +w) = (% +iw)(% —iw)x =0
— Einfache Nullstellen bei A1 5 = +iw

— Unabhiingige Losungen: z1 o(t) = e
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oder alternativ Satz von reellen unabhéngigen Losungen:
- 21(t) = %(.’El-ﬁ-wg) = cos(wt), To(t) = %(1’1—3}2) = sin(wt)
— Allgemeine Losung x(t) = ¢1 cos(wt) + c2 sin(wt)
(g) (Schwingungsgleichung mit Reibung): # + i + w?z = 0
2
bzw. (j? +n% +w) = (% —)\1)(% -X2)x=0
— Nullstellen bei Ay = -5 +/(4)% - w?
= Verhalten wird durch A := ()? - w? bestimmt!
Fall 1: A<0 = A\ o= —ng +44/|A| komplex .
Losungen: z1(t) = e 2¢ cos(\/|Alt), z2(t) = e 2! sin(y/|Alt)
— Schwingungsfall
Fall 2: A>0 = Ao =-19 + VA reell
Losungen : z1(t) = ef(g“/z)t, xo(t) = o (3-VA)
— iiberdampfter Fall bzw. Kriechfall
Fall 3: A=0 = X\ =-1 ist doppelte Nullstelle
Losungen: z1(t) = e 2¢, zo(t) = te 2
— kritisch geddmpfter Fall bzw. aperiodischer Grenzfall

2) Inhomogener Fall

Form: y" (z) - £25 ary™ = b(x)
Verfahren wie Kapitel 4.1.2.
— Finde eine spezielle Losung yy.
— Addiere Schar von homogenen Lésungen darauf.
Partikuldre Losung z.B. wieder iiber Variation der Konstanten,
d.h. Ansatz y; = ¥ 3, e (2)e®% 2"
Physikalische Anwendung: Eingangsbeispiel (h)
Getriebene Schwingung # + nd + w?x = f cos(Qt)
— Homogener Fall: &y +nig +w?zg = 0 bereits gelost (oben 1 g))
Betrachte hier speziell Schwingungsfall, d.h. A = (g)2 —w?<0
— Allgemeine Losung: z(t) = Ae™ 2t cos(\/Wt)+Be_gt sin(\/Et)
— Inhomogener Fall: Suche nach spezieller Losung 27 (¢):
Rate: x7(t) folgt treibender Kraft (evtl. phasenverschoben)
— Ansatz: x7(t) = Acos(Q2t — ¢) (mit Phasenverschiebung ¢)
Setze Ansatz ein in & +nis + Wz = f cos(2t)
= —AQ? cos(7) - nAQsin(7) +w? cos(7) = f cos(t) mit 7:= Qt — ¢
Nutze cos(Qt) = cos(T + @) = cos(7) sin(¢) — sin(7) cos(¢)
= cos(T)[A(w?-Q%) = f cos(¢)] +sin(7)[-n AQf cos(¢) + fsin(¢)] = 0
Gilt in einem Intervall von 7. cos(7) und sin(7) sind linear unabhéngig
— Ausdriicke in Klammern [---] miissen verschwinden.
= f cos(¢) = A(w? - Q%) und f sin(¢) = AQy
~ tan(6) = Qn/(w? - 02) und A% = F2/[(Qn)° + (w? - 02)?]

= Losung ist 27(t) = cos (Qt — arctan( ;255 ))

f
V()2 +(w2-02)?
— Allgemeine Losung: x(t) = x7(t) + acos(wt) + bsin(wt).
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4.2.4 Lineare Differentialgleichssysteme mit konstanten Koef-
fizienten

Hier braucht man Konzepte der linearen Algebra (sollte in Mathe fiir Physiker
mittlerweile drangekommen sein, sonst siche Anhang Matrizen).

Diskutiere nur homogenen Fall.

Form: y'(z) = A y(z) mit A = const.
Ansatz: y) = eXi® u(@)
— )\j u(j) e)\jﬂv = A u(j) e)\jﬂv = A u(j) - Aj u(j): Eigenwertgleichung!

Charakteristisches Polynom: P(\) = det(A — A1) 20.
— n Nullstellen, reell oder komplex, kénnen auch aufeinanderfallen.

Reelle Eigenwerte \;, Eigenvektor ul) - yU )(x) =u) eNi®,

Komplexe Eigenwerte: Falls \; Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor ut )),

dann ist auch A7 Eigenwert mit Eigenvektor ul)*) (Check: Einsetzen).

— Aus y(]) - u(])e)‘]x und }[(])yr - u(j)*e)‘;m
konnen reelle Losungen zusammengesetzt werden.

Entartete Eigenwerte: \; (r-fach entartet)

Falls es r unabhiingige zugehérige Eigenvektoren gibt (d.h. Dimension
des Eigenraums zu \; ist ), liefert das r unabhéngige Losungen y ).

Falls die Dimension des Eigenraums kleiner als r ist, miissen zusétzliche
Losungen konstruiert werden.

Sei A; z.B. zweifach entartet, es gibt aber nur einen linear unabhéngigen
Eigenvektor u?).
Ansatz: yOD = i) y(G2) = iz (uUy 4 v).
Einsetzen: ed%(\;v +ul) + \;zul?) A yU2) =M% (z A ul) + Av)
= (A-)\1)v=ul).
Diese Gleichung hat eine Losung v (ohne Beweis).
= Man erhilt zwei linear unabhéngige Losungen yUr!)| y(5:2),

Hohere Entartungen: Analoges Verfahren.

Allgemein erhiilt man 7 linear unabhingige Losungen y@*). Jede der n
Komponenten von y*) ist ein Polynom vom Grad hochstens 7.
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