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Kapitel 6

Die Diracsche Delta-Funktion

6.1 Motivation und Einfiihrung

Theoretische Physik:
Begriffe des ”Massenpunktes” und der ”Punktladung”.
Dagegen: ”Massendichte” und ”Ladungsdichte”

Frage: Wie kann man diese beiden Konzepte verheiraten?

Heuristische Losung: Eine Funktion 0(z) mit den Eigenschaften
d(x)=0 fir xz+#0
[ 6(z)=1 firallee>0
(genauere Definition siehe 6.2)
~ Massenpunkt bei 7y entspricht dann einfach der Dichteverteilung
p(7,t) =m (7 = 7o) =md(x —x0) 6(y — yo) (2 - 20)

Probleme:
— 0-Funktion ist eine ziemlich seltsame Funktion
— Integrierbarkeit?  (limyutersumme  IMopersumme!)

Aber:
e Physiker ignorieren das!
Funktion ist einfach ”sehr scharf” gepeakt, d.h. so scharf, wie man es
fiir die konkrete Anwendung braucht. (Peak schmiler als jede andere
Léngenskala im System).

e Mathematiker haben mittlerweile eine saubere Theorie der §-Funktion
und ahnlicher Konstrukte konstruiert: Die Distributionentheorie.

Historie

~ 1920: Einfithrung der é-Funktion durch Dirac
(im Kontext der Quantenmechanik)

~1950: U. Schwartz, Theorie der Distributionen
(erhielt dafiir die Fields-Medaille)

103



104 KAPITEL 6. DIE DIRACSCHE DELTA-FUNKTION

Heute wird é-Funktion in der Physik praktisch iiberall verwendet. Un-
erliiss lich zur Beschreibung physikalischer Sachverhalte, aber auch
zur Behandlung mathematischer Probleme, z.B. Fouriertransforma-
tion (Kapitel 7), inhomogene Differentialgleichungen (Kapitel 8.2.4)
u.v.a.

6.2 Definition

Zunichst in einer Dimension.
d-Funktion muss offenbar gemeinsam mit Integral definiert werden.

Formale Definition
0 definiert eine Abbildung
Ce — R
flz) — /abdx f(z)o(z—mp) = f(xg) fira<zp<bd
im Raum C der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf R oder C
nach R oder C.

Damit ist §(z) strenggenommen keine Funktion. Diese Subtilitit kann in der
Praxis aber in den allermeisten Féllen ignoriert werden. Als Physiker kann man
sich unter §(x) eine ”"normale” Funktion mit einem Peak vorstellen, der so
schmal und hoch ist, wie man es eben braucht.

6.3 Darstellungen der Delta-Funktion

6.3.1 Darstellung als Grenzwert glatter Funktionen

Ziel:
— Bessere Veranschaulichung
— Gleichungen fiir 4-Funktion fiir praktische Anwendungen
— Umgekehrt: Aussagen iiber Grenzverhalten bestimmter Funktionen

Allgemeine Form:  d(z) = limy,, o 0, () oder §(x) = limq dc(x),
wobei d,,(x) bzw. d.(x) differenzierbare (glatte) Funktionen sind, typi-
scherweisee mit den Eigenschaften [ dz 6, (x) =1 und limd, (z) = 0
fiir x # 0.

Konkrete Darstellungen — (Beweis von [ dz d,, (z) = 1 weiter unten).

(0 8) = \/2 Lol e

rz, €0

n
1+n2z2>

n — oo

( sin nx

2
), 0 oo
nx

~~
—e
<
C)q
A
8
N—’
3 = =\|3 mH ﬁl

—~
<
Oq

/-\
8

~—
I

(smnx), n — 0o
T
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Bemerkungen:

— (ii), (iii) mit Vorsicht zu benutzen, da d, (x) als Funktion von x im
Unendlichen sehr langsam abféllt.
Dabher ist z.B. [ dz d. (a:):c =< (5 de +€2 v £ [ da - oo
obwohl [ dz §(x) 2% = 0 sein sollte.
Problem tritt nicht auf, wenn man Integrationsgrenzen endlich wéhlt.
f ([ dz 6e(x) 2 S0 fir ex M).
— In Darstellung (v) verschwindet d,(z) strenggenommen nicht fiir = #

0,n — oo. Aber: oszilliert so schnell, dass Beitrdge zu Integralen
verschwinden. Diese Darstellung ist in der Praxis besonders wichtig.

Beweise von [ 8,.¢(z) =1 in den Darstellungen (i)-(v)

i) folgt aus [ dr e =/ (34.5) nach Substitution 7 = 7

(
(ii) folgt aus [, dT7 55 =7 (B)  nach Substitution 7 = z/e.
(iii) Analog (ii) mit € = 1/n.
(v) Zeige zuniichst [° d7¥2T = 7. Rest folgt nach Substitution 7 = 7.
Benutze dazu Theorie analytischer Funktionen (siehe Anhang B).
Falls f(z) analytisch innerhalb eines Gebietes G in der komplexen Ebe-
ne, das von einer Kurve C' umschlossen wird, dann gilt:
$odz f(2) =0  (Cauchyscher Integralsatz)
$odz % =2mi f(w)  fiir Punkte we G
(Cauchysche Integralgleichung).
Dabei wird Kurve C in §, gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.

Damit folgt:

o i . [ i —iT
j’ dr 27 = lim ] dr sinr — f ( e )
—oo T et YT T—1€ o T—1€ T—1€
x d i d e'? mit C: Schliefle Integrationsweg iiber obere Halbebene in C
.[ T —ie = 4¢‘C z z—i€ Oberer Halbkreis tragt nicht bei, da ei(iw) =e > =0.
—oo
= 27ie’(9) = 2mie™ = 2ri
Cauchysche e—0
Integralgleichung
o i —iz mit C’: SchlieBe Integrationsweg iiber untere Halbebene in C
j dr T—i€ Unterer Halbkreis trigt nicht bei, da e *(7%%°) = ¢™> = 0.
—oo
— O otZ . . ’
- da — analytisch innerhalb von C
Cauchyscher z-ue o ,
Integralsatz (einziger Pol zq = ie liegt auBerhalb von C")
=32mi=m V.
2 . .
(iv) Zeige [ dr (SmT) = 7. Rest folgt nach Substitution 7 = nr.
3 si oo oo 51
Betrachte I = f dT(—smT)2 = [7-(45”17')2] _[ drr+ 4 (sm-r)Q
- T partielle T —oo - dr T

Integration

=27 dr (S2r)2 -2 [T dr Snrcest - 97 - [ qroGD
=1=[7, dTM = 15 dT'(Si%,TI) =7 nach (v) v/
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6.3.2 Darstellung als Integral

5(w) = ifooclace“m
21 J-o0

(Begriindung:
i ; n . i .
(Sn(x) = % [—7;1 dk elkz _ %[iezkr]k:_n _ 27r1iz (eznz —e znz) _ %smznz
entspricht Grenzwert (v) in 6.3.1.
Alternativ: §.(x) = 21%[:1: dxei’fﬂﬂ-e\m\ 1: oL [ da e (F 4 o)
— ) — ; €

T 2w \e—ik | e+ik

entspricht Grenzwert (ii) in 6.3.1. )

6.4 Rechenregeln mit der Delta-Funktion

Zusammenstellung der wichtigsten Regeln

. b _ _ f(xO) © 2o E]avb[
@)+ franste-an) s = { 100 5 rocle
fiir alle stetigen ” Testfunktionen” f (laut Definition).
(ii) e d(x)=0firz=+0
L] CL'(S(.CL') =0 (dcnn:fdzzé(z)f(z):() v f(z))
° 5(1’ - y)f(x) = 5(33 - y)f(y) (denn: [dzs(z-vy) f(z) = f(y)=[dzé(z-y) f(y))
(iii) L] 6(¢($)) = Z ,; 5(1' - .f[fz) (Beweis folgt am Ende des Abschnitts)
Nullstellen |¢ (xl)l
x;vono(x)
o 5(0;.%) = ﬁ 6(1’) (Folgerung mit ¢(z) :am,)

(iv) ”Stammfunktion” :

1 x>0
o [* da'do(a")=0(z)=1 1/2 x=0 : Heaviside-Funktion
0 x<0

Umgekehrt: df/dx = 6(z).

(v) ” Ableitungen” :

by o _ | =f'(z0) : x0€]a,bl
° /adﬂZ(S(x_xO)f(x)_{o : x0¢[a,b]

fiir alle differenzierbaren Testfunktionen f
(denn: 62 £(2)8 (w - 20) = [6(z - 20) F(2)]E - [2 dw ' (2) 6(z - w0) = ~F(z0) )-

b _ D) (o) ¢ mg €]as b
 Jasst) e -0 1) - | ¢ e
fiir alle n-fach differenzierbaren Testfunktionen f (denn: analog)

(vi) Symmetrien :
e §(—z)=0d(x): 0(x) ist gerade (Folgerung aus (iii-b) mit a = -1.)
i 5/(_56) = —5(1‘) (Kettenregel)
* 5(71)(_:5) = (_1)n5(n) (.’E) (Kettenregel)
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Nachtrag: Beweis von (iii):  d(¢(x)) = X mf(:cz) o(x —x;)
v
Zerlege ¢(x) in monotone Teilstiicke I, = [Zo-1, 4]
In jedem Teilstiick ist ¢ umkehrbar. Umkehrfunktion g,(¢) ist definiert im

Intervall zwischen ¢q_1 := ¢(q-1) und ¢y = ¢(xa).

= Fiir stetige Testfunktionen f(z) gilt:
[ dzd(p(2)) f(2) = Ta [, dzd(¢(x)) f(2)
= Ya f(i(il de m&@ﬂ&(@)-

Substitution

Nur Teilstiicke, auf denen Nullstelle liegt, tragen zum Integral bei.
Jedes Teilstiick hat maximal eine Nullstelle x;.
Beitrag, falls ¢ monoton steigt (¢o-1 < ¢u, @' (z) > 0)
/¢a P (w)é((b) f(ga(9)) = f (2 )¢I(w ) ¢, f(l’z)/|¢ (z3)]
Beitrag, falls ¢ monoton fallt (¢a_1 > Pa, @’ (x) < 0)
I B R B (CONCC]

Sortiere
Integrationsgrenzen

Zusammen:
[ daed(o(x)) fx) = S vuseten /(2016 (1)
= [T dx ZNunqcenen v (ac )lé(x x;) f(z) fiir alle Testfunktionen f. v/

z;vong(x)

6.5 Verallgemeinerung fiir héhere (d) Dimensionen

Ortsvektoren 7 = (z1,-+,2q).

687 —70) = 6(x1 - 29) 6 (a0 — 29)- 0(2q — 27)

1 \d o
mit Integraldarstellung | §(7) = (2—) f A%k ek T
T
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