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2.2 Skalarprodukt (inneres Produkt) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.1 Definition und mathematische Struktur . . . . . . . . . . . 33

2.2.2 Koordinatendarstellung und Kronecker-Symbol . . . . . . 33
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Kapitel 7

Die Fouriertransformation

Motivation:

In Kapitel 3.3: Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen ⇒ Taylor-
Reihe. ↝ kann für praktische Rechnungen sehr nützlich sein.

In diesem Kapitel fast noch wichtigere Entwicklung: Zerlegung in Sinus-
und Kosinusfunktionen bzw. eiωt ⇒ Fourierreihe oder Fourierintegral.
Fülle von Anwendungen in Mathematik (Differentialgleichungen) und

Technik (Elektrotechnik, Signalverarbeitung, Bildverarbeitung).
Konkrete physikalische Bedeutung in vielen Bereichen der Physik (Op-

tik, Akustik, Quantenmechanik, Streuung)

Beispiele:

● Lichtbrechung am Prisma bzw. Regenbogen:
Weißes Licht setzt sich aus einem Spektrum an reinen Farben / Wel-
lenlängen zusammen. Diese werden durch das Prisma sichtbar ge-
macht ↝ entspricht einer Fourierzerlegung.

● Akustik
Geräusche −̂ Dichteschwankungen der Luft δρ(t)
→ Frequenzspektrum

Teilweise nimmt Ohr/Gehirn selbst Zerlegung in Frequenzen vor.
(Dreiklänge, Stimmengewirr etc.)

Teilweise wird Gemisch von Frequenzen als ein Ton mit bestimmter
charakteristischer ”Klangfarbe” wahrgenommen.

● Streuexperimente
Meßgrößen sind im Allgemeinen Fouriertransformierte von Korrela-
tionsfunktionen.

109



110 KAPITEL 7. DIE FOURIERTRANSFORMATION

7.1 Diskrete Fouriertransformation

Beginne mit dem mathematisch unproblematischsten Fall: Transformation eines
endlichen Satzes von Zahlen (Datenpunkten).

Numerische Bedeutung: Datensätze im Computer sind immer endlich.
Für diskrete Fouriertransformationen gibt es ultraschnelle Algorithmen (Fast
Fourier Transformation).

7.1.1 Definition

Gegeben Zahlenfolge (a0, a1,⋯, aN−1) ∈ C.

Diskrete Fouriertransformierte:

âk =
1√
N

N−1

∑
j=0

e−2πi kj/Naj für k ∈ {0,1,⋯,N − 1}

Inverse Transformation: Ursprüngliche Daten können zerlegt werden in

aj =
1√
N

N−1

∑
k=0

e2πi kj/N âk

Verbindung über Darstellung des Kronecker-Deltas

δnm = 1

N

N−1

∑
p=0

e2πi pn/N e−2πi pm/N für n,m ∈ {0,1,⋯,N − 1}.

(Check: Erst Gleichung für δnm:

n ≠m ∶ ∑N−1
p=0 e2πi

n−m
N p = ∑N−1

p=0 (e2πin−mN )p
=

geometrische
Summe

(e2πi(n−mN )N − 1)/(e2πin−mN − 1) = (1 − 1)/(e2πin−mN − 1) = 0

n =m ∶ ∑N−1
p=0 e2πi

n−m
N p = ∑N−1

p=0 1 = N
⇒∑N−1

p=0 e2πi
n−m
N p = N δnm ✓.

Nun inverse Fouriertransformation: Einsetzen

⇒ 1
√
N
∑N−1
k=0 e2πi

kj
N âk = 1

N ∑
N−1
k=0 ∑N−1

j′=0 e2πi kj/N e−2πi kj
′
/Naj′

= ∑N−1
j′=0 aj′

1
N ∑

N−1
k=0 e2πi kj/N e−2πi kj

′
/N

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δjj′

= ak ✓ )

Bemerkung: Vorfaktoren (1/
√
N) in den Gleichungen für âk bzw. aj sind Kon-

ventionssache und von Anwendung zu Anwendung verschieden. Hier wur-
den sie so gewählt, dass die diskrete Fouriertransformation und die inver-
se Transformation symmetrisch sind. Eine andere häufige Wahl wäre z.B.
âk = ∑j e−2πi kj/Naj und dementsprechend aj = 1

N ∑k e2πi kj/N âk.
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Interpretation: Datensatz (a0,⋯, aN−1) wird durch ”Frequenz-Anteile” eiωkj

charakterisiert mit ωk = 2π
N k. Amplituden âk zu kleinen Frequenzen ent-

halten Information über großräumige Datenstruktur
(z.B. k = 0 ↔ Mittelwert).

7.1.2 Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation

Vorab: Von nun an Konvention: Periodische Fortsetzung.
Für k ∉ [0, ...,N − 1] definiere âk ∶= âk mod N

Für j ∉ [0, ...,N − 1] definiere aj ∶= aj mod N

(NB: âk = 1√
N
∑N−1
j=0 e−2πi kj

N aj = 1√
N
∑N−1
j=0 e−2πi

(k+lN)j
N aj ∀ l ∈ Z

⇒ Konvention ist konsistent. Dasselbe gilt für aj).

(i) Linearität: cj = α aj + β bj mit α,β ∈ C ⇔ ĉk = α âk + β b̂k.

(ii) Translation: cj = aj−n ⇔ ĉk = e−2πikn/N âk

(denn: ĉk = 1
√
N
∑N−1
j=0 e−2πi

kj
N aj−n = e2πi

kn
N

1
√
N
∑N−1
j=0 e−2πi

k(j−n)
N aj−n

= e2πi
kn
N

1
√
N
∑N−1−n
j=−n e−2πi

kj)
N aj

∣ aj und e−2πi
kj
N sind periodisch modulo N

= e2πi
kn
N

1
√
N
∑N−1
j=0 e−2πi

kj)
N aj = e2πi

kn
N âk ✓)

(iii) Symmetrien:
aj reell ⇔ â0 reell, ân−k = â−k = â∗k

(denn: â−k = 1
√
N
∑N−1
j=0 e2πi

kj
N aj =

aj=a
∗

j

( 1
√
N
∑N−1
j=0 e−2πi

kj
N aj)∗ = â∗k)

aj rein imaginär ⇔ â0 = 0, ân−k = â−k = −â∗k
(analog)

(iv) Parsevalsche Gleichung:

N−1

∑
j=0

∣aj ∣2 =
N−1

∑
k=0

∣âk∣2 bzw. allgemeiner
N−1

∑
j=0

a∗j bj =
N−1

∑
k=0

â∗k b̂k

(Beweis: ∑N=1k=0 â
∗
k b̂k = 1

N ∑
N−1
k=0 ∑N−1

j=0 ∑N−1
j′=0 e−2πi

kj
N e2πi

kj′

N a∗j bj′

= ∑N−1
j=0 ∑N−1

j′=0 a
∗
j bj′

1
N ∑

N−1
k=0 e−2πi

kj
N e2πi

kj′

N

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δjj′

= ∑N−1
j=0 a∗j bj ✓)

(v) Faltungssatz: Für cl =
N−1

∑
j=0

aj bl−j gilt ĉk =
√
N âk b̂

∗
k

(Beweis: ĉk = 1
√
N
∑N−1
l=0 e−2πi

kl
N cl = 1

√
N
∑N−1
l=0 ∑N−1

j=0 aj bl−j e−2πi
kl
N

´¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¶
e−2πi

k(l−j)
N e−2πi

kj)
N

= 1
√
N
∑N−1
j=0 e−2πi

kj
N aj

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
âk

∑N−1
l=0 e−2πi

k(l−j)
N bl−j

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
∑
N−1−j
l=−j

e−2πi
kl)
N bl=∑

N−1
l=0

e−2πi
kl)
N bl=

√
Nb̂k

=
√
Nâk b̂k ✓)
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7.2 Fourierintegral

Betrachte nun statt diskreter Datenpunkte kontinuierliche Funktion f(x).
Fourierintegral: Kontinuierliche Variante der diskreten Fouriertransformation.

7.2.1 Definition

Gegeben Funktion f(x) ∶ R→ C mit Eigenschaften (Dirichlet-Jordan):

● Absolut integrierbar: ∫ ∞−∞ dx ∣f(x)∣ < ∞

● Hat in jedem endlichen Teilintervall nur endlich viele Sprungstellen, end-
lich viele Maxima und Minima und beschränkte Schwankung.

Dann ist:

Fouriertransformierte: f̂(k) = 1√
2π
∫

∞

−∞
dx f(x) e−ikx

Inverse Transformation: f(x) = 1√
2π
∫

∞

−∞
dk f̂(k) eikx

Verbindung über Darstellung der Delta-Funktion

δ(p − p′) = 1

2π
∫

∞

−∞
dy eipy e−ip

′y

(Check: Gleichung für Delta-Funktion: Siehe Kapitel 6.3.2
Inverse Fouriertransformation: Einsetzen

1
√
2π ∫ dk f̂(k) eikx = 1

2π ∫ dk ∫ dx′ f(x′)eikxe−ikx
′

= ∫ dx′ f(x′) 1
2π ∫ dk eikxe−ikx

′

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δ(x−x′)

= f(x) ✓)

Bemerkung: Auch hier wieder völliger Wildwuchs in der Literatur bezüglich
Vorfaktoren! Deshalb: Immer überprüfen, über welche Gleichung die Fou-
riertransformation konkret definiert ist.

Verallgemeinerung auf d Dimensionen:

f̂(k⃗) = 1
√

2π
d∭ ddr f(r⃗) e−ik⃗⋅r⃗ f(r⃗) = 1

√
2π

d∭ ddk f̂(k⃗) eik⃗⋅r⃗
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7.2.2 Eigenschaften und Rechenregeln

(Beweise völlig analog dem Fall der diskreten Fouriertransformationen)

(i) Linearität: h(r⃗) = α f(r⃗) + β g(r⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = α f̂(k⃗) + β ĝ(k⃗)

(ii) Translation: h(r⃗) = f(r⃗ − a⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = e−ik⃗⋅a⃗ f̂(k⃗)

(iii) Symmetrien: f(r⃗) reellwertig ⇔ f̂(−k⃗) = f̂∗(k⃗)
f(r⃗) rein imaginär ⇔ f̂(−k⃗) = −f̂∗(k⃗)

(iv) Parsevalsche Gleichung: ∫ ddr∣f(r⃗)∣2 = ∫ ddk∣f̂(k⃗)∣2

bzw. verallgemeinert ∫ ddrf∗(r⃗) g(r⃗) = ∫ ddkf̂∗(k⃗) g(k⃗)

(v) Faltungssatz: h(r⃗) = ∫ ddr′f(r⃗′) g(r⃗ − r⃗′) ⇔ ĥ(k⃗) =
√

2π f̂(k⃗ ĝ(k⃗)

Zusätzliche wichtige Eigenschaften

(vi) Produkt: h(r⃗) = f(α r⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = 1
∣α∣d

f̂(k⃗/α)

(denn: ĥ(k⃗) = 1
√
2π ∫ ddr⃗ f(α r⃗) e−ik⃗⋅r⃗

=
Substitution

τ⃗=α r⃗

1
√
2π ∫ ddτ 1

∣a∣d

Jacobi-
Determinante

f(τ⃗) e−ik⃗⋅τ⃗/α ✓ )

(vii) Ableitungen: h(r⃗) = ∂αf(r⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = ikα f̂(k⃗)
h(r⃗) = ∂α1⋯∂αnf(r⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = in kα1⋯kαn f̂(k⃗)

(denn: Für h(r⃗) = ∂αf(r⃗) gilt

ĥ(k⃗) = 1
2π ∫ ddr e−ik⃗⋅r⃗∂αf(r⃗) =

partielle
Integration

− 1
√
2π ∫ ddr f(r⃗) ∂α(e−ik⃗⋅r⃗)

= − 1
√
2π ∫ ddr f(r⃗)(−ikα)e−ik⃗⋅r⃗ = ikα ĥ(k⃗)

Höhere Ableitungen analog.)

(viii) Momente: h(r⃗) = rα f(r⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = i ∂
∂kα

f̂(k⃗)
h(r⃗) = rα1⋯rαn f(r⃗) ⇔ ĥ(k⃗) = in ∂n

∂kα1⋯∂kαn
f̂(k⃗)

(Herleitung: Analog zu (vii) wegen Symmetrie von Fouriertransformation und
inverser Fouriertransformation, oder, für h(r⃗) = rα f(r⃗)
ĥ(k⃗) = 1

2π ∫ ddr e−ik⃗⋅r⃗rα
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
i ∂
∂kα

e−ik⃗⋅r⃗

f(r⃗) = i ∂
∂kα

1
√
2π ∫ ud

dr f(r⃗) e−ik⃗⋅r⃗ = i ∂
∂kα

f̂(k⃗)✓

Höhere Momente analog. )
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7.2.3 Paare von Fourier-Transformierten

in einer Dimension

f(x) f̂(k) = 1√
2π ∫ dx e−ikx f(x)

(i) Delta-Funktion δ(x) 1/
√

2π laut 6.3.2

(ii) Konstante C C
√

2π δ(x) laut 6.3.2

(iii) Kosinus cos(ωx)
√

π
2 ( δ(k + ω) + δ(k − ω) ) Euler-

Sinus sin(ωx)
√

π
2 i( δ(k + ω) − δ(k − ω) ) formel

(iv) Gaußkurve e−x
2/2σ2

σ e−k
2σ2/2 siehe unten

(v) Lorentzkurve 1/(x2 + a2)
√

π
2

1
∣a∣ e

−∣ka∣ siehe unten

(vi) Exponentialfunktion e−a∣x∣ (a > 0)
√

2
π

a
k2+a2 Invers zu (v)

(vii) Rechteckfunktion θ(a − ∣x∣) (a > 0)
√

2
π

sin(ka)
k Übungsaufgabe

Bemerkungen:

● Manche der obigen Funktionen erfüllen das Kriterium der absolu-
ten Integrierbarkeit ∫ dx ∣f(x)∣ < ∞ nicht! (z.B. Konstante, Sinus,
Kosinus). In diesem Fall kann man sich einfach einen infinitesima-
len ”Dämpfungsterm” e−ε∣x∣ im Integral dazudenken mit ε→ 0+ (vgl.
6.3.2).

● Aus schmalen Peaks werden breite Peaks und umgekehrt.
Zum Beispiel Gaußfunktion: f(x) hat Breite σ, f̂(k) hat Breite 1/σ.

Generell gilt: (∫ dx x2 ∣f(x)∣2) (∫ dk k2 ∣f̂(k)∣2) ≥ 1

4

(ohne Beweis,
Spezialfall der Unschärferelation, Stoff von Theorie III).
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Rechnungen zu (iv)-(vi)

Brauche Theorie der analytischen Funktionen (AnhangB)
Falls f(z) analytisch (differenzierbar) innerhalb eines Gebietes G in der kom-
plexen Ebene, das von einer Kurve C umschlossen wird, gilt:
– Cauchyscher Integralsatz: ∮ dz f(z) = 0

– Cauchysche Integralgleichung: ∮ dz f(z)
z−w

= 2πi f(w) für w ∈ G
Dabei wird Kurve C gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.

Nun Rechnungen:

(iv) f(x) = e−x
2
/2σ2

⇒ f̂(k) = 1
√
2π ∫

∞

−∞
dxe−ikxe−x

2
/2σ2 =

Quadratische
Ergänzung

e−
1
2k

2σ2 1
√
2π ∫

∞

−∞
dxe−

1
2σ2
(x+ikσ2

)
2

RRRRRRRRRRRRR

Substituiere x̃ = x + ikσ2

Verschiebe Integrationsweg parallel zur reellen Achse
→ Wert des Integrals gleich, da keine Singularität überstrichen wird.

= e−k
2σ2
/2 1
√
2π ∫

∞

−∞
dx̃ e−x̃

2
/2σ2

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
√
2πσ

= σe−k
2σ2
/2

(vi) f(x) = e−a∣x∣

⇒ f̂(k) = 1
√
2π ∫

∞

−∞
dx e−a∣x∣ eikx = 1

√
2π ∫

∞

0 dx e−ax(eikx + e−ikx)
= 1
√
2π

( 1
a−ik

+ 1
a+ik

) = 1
√
2π

2a
k2+a2

(v) Folgt im Prinzip aus (vi) wegen Symmetrie der Fouriertransformation und
der inversen Fouriertransformation.
Alternative Herleitung: Betrachte f(x) = 1/(x2 + a2)
⇒ f̂(k) = 1

√
2π ∫

∞

−∞
dx e−ikx 1

x2+a2
= 1
√
2π ∫

∞

−∞
dx e−ikx( 1

x−i∣a∣
− 1
x+i∣a∣

) 1
2i∣a∣

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Schließe Integrationsweg in komplexer Ebene über Halbkreis
im Unendlichen in oberer oder unterer Halbene

k < 0 ∶ Weg C oben herum (über i∞), da e−ikx ∼ e−iki∞ ∼ e−∣k∣∞ = 0.
k > 0 ∶ Weg C ′ unten herum (über −i∞), da e−ikx ∼ eiki∞ ∼ e−k∞ = 0.

Achtung: Damit Integral über C ′ gegen den Uhrzeigersinn
läuft, dreht sich dabei Vorzeichen um!

⇒ k < 0 ∶ f̂(k) = 1
2i∣a∣

1
√
2π ∮C dz e−ikz( 1

z−i∣a∣
− 1
z+i∣a∣

²
Pol nicht eingeschlossen

kein Beitrag

) = 1
2i∣a∣

1
√
2π ∮C dz e−ikz

z−i∣a∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
2πie−ik(i∣a∣)=

√
π
2

1
∣a∣

ek∣a∣

k > 0 ∶ f̂(k) = − 1
2i∣a∣

1
√
2π ∮C′ dze

−ikz( 1
z−i∣a∣

²
Pol nicht eingeschlossen

kein Beitrag

− 1
z+i∣a∣

) = 1
2i∣a∣

1
√
2π ∮C′ dz

e−ikz

z+i∣a∣

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
2πie−ik(−i∣a∣)=

√
π
2

1
∣a∣

e−k∣a∣

Zusammen: f̂(k) =
√
π
2

1
∣a∣

e−∣ka∣ ✓
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7.2.4 Anwendungsbeispiele

Neben ihrer physikalischer Bedeutung ist die Fouriertransformation sehr nütz-
lich zum Lösen linearer Differentialgleichungen. (Das begründet natürlich ihre
Bedeutung, da die wichtigsten Gleichungen in der Physik lineare Differential-
gleichungen sind).

7.2.4.1 Wellengleichung

(Beispiel (k) in Kapitel 4)

Gesucht: Allgemeine Lösung u(x, t) der Gleichung ∂2u
∂t2

= c2 ∂2u
∂x2

Im Fourierraum: u(x) → û(k); ∂2

∂x2u→ −k2 û; ∂2

∂t2
u→ ∂2

∂t2
û

⇒ ∂2û
∂t2

= −k2c2û: gewöhnliche Schwingungsgleichung
In Kapitel 4 gelöst (4.2.3)
Allgemeine Lösung: û(k, t) = a(k)e−iωt + b(k)eiωt mit ω = ∣k∣c

⇒ Allgemeine Lösung im Realraum:
u(x, t) = 1√

2π ∫ dk {a(k)ei(kx−∣k∣ct) + b(k)ei(kx+∣k∣ct}
entspricht linearer Überlagerung von Wellen ei(kx±∣k∣ct).

7.2.4.2 Diffusionsgleichung

(Beispiel (j) in Kapitel 4)

Gesucht: Lösung ρ(x, t) der Gleichung ∂ρ
∂t =D

∂2u
∂x2 im unbegrenzten Raum mit

Anfangsbedingung ρ(x, t = 0) = δ(x)

Im Fourierraum: ρ(x) → ρ̂(k); ∂2

∂x2 ρ→ −k2 ρ̂; ∂
∂tρ→

∂
∂t ρ̂; δ(x) → 1√

2π

⇒ ∂ρ̂
∂t = −Dk

2ρ̂ mit ρ̂(0) = 1√
2π

: entspricht Zerfallsgleichung

In Kapitel 4 gelöst (4.1.1)

Lösung: ρ̂(k, t) = 1√
2π

e−Dk
2t

⇒ Lösung im Realraum:
ρ(x, t) = 1√

2π ∫ dk dikrρ̂(k, t) = 1
4πDte

−x2/4Dt

entspricht zerfließender Gaußfunktion

7.2.4.3 Greensche Funktion

Häufige Problemstellung, z.B. in der Elektrodynamik (Theorie II):
Lösung der Gleichung ∆G(r⃗) = δ(r⃗) in beliebigen Dimensionen.

Vorgehen: (hier)
Benutze Fouriertransformation, um auf geeigneten Ansatz zu kommen.
Benutze dann Gaußschen Satz, um das Problem zu lösen.
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1. Schritt: Lösung der Gleichung im ”Fourierraum” k⃗ .

G(r⃗) → Ĝ(k⃗), ∆G(r⃗) → −k2 Ĝ(k⃗), δ(r⃗) → 1/
√

2π
d
.

⇒ −k2 Ĝ(k⃗) = 1/
√

2π
d ⇒ Ĝ(k) = −1/(

√
2π

d
k2)

2. Schritt: Rücktransformation in ”Ortsraum” r⃗ .

Allgemeines Verfahren für Dimensionen d > 2

G(r⃗) = − 1
√

2π
d ∫ ddk eik⃗⋅r⃗Ĝ(k⃗) = − 1

(2π)d ∫ ddk 1
k2 eikr cosφ(k̂,r̂)

∣ mit k̂ = k⃗/k, r̂ = r⃗/r.
∣ ddk = dk kd−1 dΩd mit Ωd: d-dimensionaler Raumwinkel

k′=kr= − 1
(2π)d

r2−d ∫ ∞0 dk′ k′d−3 ∫ dΩd eik
′ cos(θ)

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
unabhängig von ∣r∣

∝ r2−d

Berechnung von ∫ ∞0 dk′ k′d−3 ∫ dΩd... ist aufwendig.
Übernimm daher lieber G(r⃗) ∝ r2−d als Ansatz.

Problem bei d ≤ 2: ∫ ∞0 dk′k′d−3... divergiert bei k′ → 0
⇒ Rücktransformation nicht zulässig.

Ausweg: Versuchen, ob Abschneiden von Ĝ(k⃗) zum Erfolg führt:

Ersetze Ĝ(k⃗) durch Ĝε(k⃗) = −1/(
√

2π
d(k2 + ε2)) mit ε→ 0+.

d = 1 : Ĝε(k) = − 1√
2π

/(k2 + ε2) 7.2.3(v)Ð→ Gε(x) = − 1
2ε e−∣x∣ε

ε→0+→ − 1
2ε + ∣x∣/2 = const. + ∣x∣/2.

NB: Die Differentialgleichung ∆G = δ(x) definiert G bis auf ei-
ne Konstante (und eine konstante Steigung), deshalb darf const.
abgezogen werden. Man zeigt leicht, dass G(x) = ∣x∣/2 die Diffe-

rentialgleichung ∆G = d2

dx2G = δ(x) erfüllt (Übungsaufgabe).

d = 2 Wähle x-Achse in Richtung r⃗

Gε(r⃗) = − 1
(2π)2 ∫

∞

0 dk k
k2+ε2 ∫

2π
0 dφ eikr cosφ

k′=kr= − 1
(2π)2 ∫

∞

0 dk′ k′
k′2+(εr)2 ∫

2π
0 dφ eik

′ cosφ

∣ Integral dominiert vom Beitrag bei kleinen k′

∼ − 1
(2π)2 ∫

∞

0
dk′ k′

k′2+(εr)2 ∫
2π

0 dφ ∼ 1
2π ln(ε r) = const.+ 1

2π ln(r)
Konstante kann wieder abgezogen werden.
⇒ Führt zu Ansatz G(r⃗) ∝ ln(r).

(De facto ist G(r⃗) = 1
2π ln(r) bereits die Lösung, siehe unten).

3. Schritt: Auswerten des Ansatzes aus dem 2. Schritt.

d > 2: Ansatz G(r⃗) = Cd r2−d ⇒ ∇G(r⃗) = Cd (2 − d) r1−d r⃗
r

Integriere über Kugel um Ursprung mit beliebigem Radius.
→ ∫V ddr∆G =

Gauß
∫∂V dA⃗ ⋅ ∇G = Cd (2 − d) Ωd.

mit Ωd ∶ Oberfläche der d-dimensionalen Einheitskugel.

Andererseits: ∫V ddr∆G
!= ∫V ddr δ(r⃗) = 1.

⇒ Cd = − 1
(d−2)Ωd

, G(r⃗) = − 1
(d−2)Ωd

r2−d.
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d = 2: Ansatz G(r⃗) = C2 ln(r) ⇒ ∇G(r⃗) = C2
1
r
r⃗
r

Verfahren wie oben ⇒ C2 = 1
Ω2

= 1
2π , G(r⃗) = 1

2π ln(r)
d = 1: G(r) oben direkt berechnet: G(x) = ∣x∣/2.

7.3 Fourierreihe

Zum Abschluss und zur Vervollständigung:
Fouriertransformation von Funktionen auf endlichen Intervallen oder von peri-
odischen Funktionen → Fourierreihen

7.3.1 Definition

Gegeben periodische Funktion f(t + nT ) = f(t) für t ∈ R, n ∈ Z mit Eigen-

schaften (Dirichlet-Bedingungen): Auf Intervall [0 ∶ T ] hat f(t) nur endlich
viele Sprungstellen und endliche viele Minima/Maxima. An jeder Unstetig-
keitsstelle existiert linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert.

Dann läßt sich f(t) schreiben als:

Fourierreihe: f(t) =
∞

∑
n=−∞

cn e2πint/T

mit Fourierkoeffizienten: cn =
1

T
∫

C+T

C
dt f(t) e−2πint/T

(C ∈ R beliebig).

Verbindung über

δnm = 1

T
∫

C+T

C
dt e−2πint/T e2πimt/T (*)

1

T

∞

∑
n=−∞

e2πint/T e−2πint′/T =
∞

∑
m=−∞

δ(t − t′ + Tm) (**)

(Check:

(*): Klar (einfach Integral ausrechnen!)

(**): Betrachte SM = ∑Mn=−M(e2πit/T )n = x−M ∑2M
n=0 x

n mit x ∶= e2πit/T

=
geometrische

Summe

x−M x2M+1
−1

x−1
=

x einsetzen

sin(π(2M+1)t/T )
sin(πt/T )

im Grenzwert M →∞ ∶
Interessant sind t-Werte mit sin(πt/T ) → 0 ⇒ t∗ =mT
Entwickle t =mT + x,x≪ 1

⇒ sin(πt/T ) ≈ π x
T

cos(πm) = (−1)mπ x
T

sin(π(2M+1) t
T
) = sin(πm + π(2M+1) x

T
) = (−1)m sin(π(2M+1) x

T
)

⇒ sin(π(2M+1)t/T
sin(πt/T )

≈ sin(π(2M+1)x/T
πx/T

M→∞Ð→ π δ(π x
T
) = T δ(x)

⇒ SM
M→∞Ð→ T ∑m δ(t −mT ) ✓

Rest ergibt sich durch Einsetzen und Benutzen von (*) und (**).)
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Bemerkung: Fourierreihenentwicklung kann ohne weiteres auf nichtperiodische
Funktionen angewendet werden, die nur in einem Intervall [0 ∶ T ] definiert
sind. Diese werden dann einfach periodisch fortgesetzt.

7.3.2 Darstellung in trigonometrischen Funktionen

Im Prinzip dieselbe Entwicklung, aufgespalten in Sinus- und Kosinus-Funktionen.

Definition: Gegeben eine reelle Funktion f(t), die periodisch mit der Periode
T ist und die Dirichlet-Bedingungen erfüllt. Sie kann dann geschrieben
werden als

f(t) = a0

2
+∑

n

{an cos(2πn t
T
) + bn sin(2πn t

T
)}

mit Koeffizienten

an = 2
T ∫

C+T
C dt f(t) cos(2πn t

T ) = cn + c−n
bn = 2

T ∫
C+T
C dt f(t) sin(2πn t

T ) = i (cn − c−n)

a0 = 2
T ∫

C+T
C dt f(t) = 2c0.

Speziell f(t) gerade (f(t) = f(−t)) : Reine Kosinusreihe (bn = 0 ∀ n)
f(t) ungerade (f(t) = −f(−t)) : Reine Sinusreihe (an = 0 ∀ n)

Wichtigste weitere Eigenschaft: Parseval-Gleichung

2

T
∫

C+T

C
dt ∣f(t)∣2 = a

2
0

2
+

∞

∑
n=1

(a2
n + b2n)
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