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Kapitel 7

Die Fouriertransformation

Motivation:

In Kapitel 3.3: Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen = Taylor-
Reihe. ~ kann fiir praktische Rechnungen sehr niitzlich sein.

In diesem Kapitel fast noch wichtigere Entwicklung: Zerlegung in Sinus-
und Kosinusfunktionen bzw. ™! = Fourierreihe oder Fourierintegral.
Fiille von Anwendungen in Mathematik (Differentialgleichungen) und

Technik (Elektrotechnik, Signalverarbeitung, Bildverarbeitung).
Konkrete physikalische Bedeutung in vielen Bereichen der Physik (Op-
tik, Akustik, Quantenmechanik, Streuung)

Beispiele:

e Lichtbrechung am Prisma bzw. Regenbogen:
Weifles Licht setzt sich aus einem Spektrum an reinen Farben / Wel-
lenldngen zusammen. Diese werden durch das Prisma sichtbar ge-
macht ~ entspricht einer Fourierzerlegung.

o Akustik
Geréusche = Dichteschwankungen der Luft dp(t)
— Frequenzspektrum

Teilweise nimmt Ohr/Gehirn selbst Zerlegung in Frequenzen vor.
(Dreiklénge, Stimmengewirr etc.)

Teilweise wird Gemisch von Frequenzen als ein Ton mit bestimmter
charakteristischer ”Klangfarbe” wahrgenommen.
e Streuexperimente
MefBgrofien sind im Allgemeinen Fouriertransformierte von Korrela-
tionsfunktionen.

109
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7.1 Diskrete Fouriertransformation

Beginne mit dem mathematisch unproblematischsten Fall: Transformation eines
endlichen Satzes von Zahlen (Datenpunkten).

Numerische Bedeutung: Datensétze im Computer sind immer endlich.
Fiir diskrete Fouriertransformationen gibt es ultraschnelle Algorithmen (Fast
Fourier Transformation).

7.1.1 Definition

Gegeben Zahlenfolge (ag, a1, an-1) € C.

Diskrete Fouriertransformierte:

~ —271'1 k]/N fiir k _
ay = ir ke{0,1,---, N -1}
mE

Inverse Transformation: Urspriingliche Daten kénnen zerlegt werden in

a; =

NZ kiIN
2mi kj ~

ﬂ%

Verbindung iiber Darstellung des Kronecker-Deltas

N- , .
P Z 2mipn/N o=2mipm/N | fisp 1 m e {0,1,-+, N - 1}.

1
N &

(Check: Erst Gleichung fur d,,,:

Nl 27r7

WP = T (TR )P
(e2m(”m)N 1)/( 2mg R 1) (1 1)/(627”1\,

geometrlbche
Summe

Nl 27rz

nEmM: Yy,

~1)=0

n=m: ), p—zNoll N
= Z;Jnvol 627”n P = =N 5nm v

Nun inverse Fouriertransformation: Einsetzen

- Zi\f_l 27mNak_NZ;€VOlZN 1 27‘|’lk:j/N —27rzk] /NCLI

—Z]Y()laj NZN 1 27le:j/N —27rzkj /N _ ar v )

[P

77

Bemerkung: Vorfaktoren (1/v/N) in den Gleichungen fiir a; bzw. a; sind Kon-
ventionssache und von Anwendung zu Anwendung verschieden. Hier wur-
den sie so gewahlt, dass die diskrete Fouriertransformation und die inver-
se Transformation symmetrisch sind. Eine andere haufige Wahl wire z.B.

k=25 e 2mi kj/Naj und dementsprechend a; = % e kilN G
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Interpretation: Datensatz (ag,--,an_1) wird durch ”Frequenz-Anteile” e*J

charakterisiert mit wy, = Qka Amplituden a; zu kleinen Frequenzen ent-
halten Information {iber grofiraumige Datenstruktur
(z.B. k=0 < Mittelwert).

7.1.2 Eigenschaften der diskreten Fouriertransformation

Vorab: Von nun an Konvention: Periodische Fortsetzung.
Fiir £ ¢ [0, .oy N = 1] definiere ay, := G mod N
Fiir j ¢ [0,...,N - 1] deﬁniere @j = G mod N
j . (k+IN)j
(NB: dj = e S5 e 2%, = L wiile 255 0, Viez
= Konvention ist konsistent. Dasselbe gilt fiir a;).

(i) Linearitiit: ¢; = aa; + 8b; mit o, e C < & = adag+ B b

(ii) Translation: ¢; = aj_, < ;= e 2mikn/N G

N-1 _2 Zk(a n)
\/*Z 4 Aj_n

_omi ki i kn
(denn: ¢ = \FZJ e N a;, = TN

kn

27 [ )

n —27r7, J

=¢€ \/* Z]=_n Noaj

| a] und e 2miR smd periodisch modulo N
271'1 —2mikd _ n2mikn

=e \ﬁZJOe Naj=eNa, V)

(iii) Symmetrien:
a; reell < ao reell, Gp_p = a_p = ay,

~ N-1 —oriki * Ak
denn: a_j, = = ¥V e27”Na~ = (=yN-le Na;)" =aj
( k VN 23_0 7 aj:a; (\/ﬁ Z]—O ]) k)
a; rein imagindr < ag =0, Ay = 4_ = —ay,
(analog)

(iv) Parsevalsche Gleichung:

- N-1
S lajl? = 3 |axf® | bzw. allgemeiner ajbj = Y apby
- =0 j

_2 i kg 2 kg’
(Beweis: Zk -0 a,’;bk—ﬁz Z Z, Oe ’”Ne’”Na;bv
-2 2 N-1
= E: 2: 1 0 a E:k =0 € ﬂﬂ N e ﬂl N’ = E:] =0 aj bj V/>

5jj'

N-1
(v) Faltungssatz: | Fiir ¢ = Z ajb_; gilt é,=VN ay by
j=0

fee A N-1 —2mikl 1 N-1 —2mikl
Beweis: ¢, = —— e Ne = —— a;i b e N

( k N Zl=0 1 /N Zl=0 Zj =0 W5 V-5
21ri7k(§\;j)c—2 —’”]{I)

T

ik N-1 — k(l 7) ~ 2
\IFZ] 0 € 27”Naj Yo € 2mi bi; =V Naybp V')

ar —2 N-1 —2
Rt Zl_,J TN bl Yt i N bi=v'Nby,
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7.2 Fourierintegral

Betrachte nun statt diskreter Datenpunkte kontinuierliche Funktion f(z).
Fourierintegral: Kontinuierliche Variante der diskreten Fouriertransformation.

7.2.1 Definition

Gegeben Funktion f(z):R — C mit Eigenschaften (Dirichlet-Jordan):

e Absolut integrierbar: [ % dz|f(z)| < oo

e Hat in jedem endlichen Teilintervall nur endlich viele Sprungstellen, end-
lich viele Maxima und Minima und beschréankte Schwankung.

Dann ist:

R 1 o0 .
Fouriertransformierte: | f(k) = \/? / dz f(z) ek
T J—o00

Inverse Transformation: | f(x) = dk f(k) e

v e

Verbindung iiber Darstellung der Delta-Funktion

1 0o . .y
op-p) =5 [y e

(Check: Gleichung fiir Delta-Funktion: Siehe Kapitel 6.3.2
Inverse Fouriertransformation: Einsetzen
= [ dk f(k) et = o [ dk [ da’ f(a')ettme
= [da’ f(a") 5= [ dke*me ™ = f(z) V)

S(z-x")

Bemerkung: Auch hier wieder volliger Wildwuchs in der Literatur beziiglich
Vorfaktoren! Deshalb: Immer tiberpriifen, iiber welche Gleichung die Fou-
riertransformation konkret definiert ist.

Verallgemeinerung auf d Dimensionen:

f(’%)=¢21_ﬂdff d'r f(7) e f(F)=¢;_ﬂdff Al f(R) T
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7.2.2 Eigenschaften und Rechenregeln

(Beweise vollig analog dem Fall der diskreten Fouriertransformationen)

(i) Linearitét: h(7) = a f(7F) + Bg(F) < h(k)=a f(k)+89(k)
(ii) Translation: h(F) = f(7 — &) < hk)=ec* f(F)

(iii) Symmetrien: f(7) reellwertig

=
f(7) rein imagindr <

(iv) Parsevalsche Gleichung: fddr|f(F)|2:fddk|f(lz:)|2

bzw. verallgemeinert [ ddr f*(7) g(7) = f Ak fr (k) g(k)

(v) Faltungssatz: | h(7) = fddr'f( g(F-7) < h(k) =V2r f(k§(k)

Zusitzliche wichtige Eigenschaften

(vi) Produkt: h(7) = f(a7) < B(%):ﬁf(/%/a)

(denn: iz(lz;) = \/% i A% f(a ) ik
Substitution \/% Jatr ﬁ f(7) e tkTle )

Frar Jacobi-

Determinante

(vii) Ableitungen: h(7) = 9q.f (7) = (k) =ike f(F)
h(F) = aaf“aanf(F) g h(];) =" kaf"kan f(]%)

(denn: Fiir 2(7) = 0o f(7) gilt i
WR) = & [ atr e R0, 1) = o [ e f(F) Da(e )

Integration
—\/% / dr f(7)(=ike)e T = ikq (k)
Héhere Ableitungen analog.)

(viii) Momente: h(7) = r4 f(7) < B(/%)_z'ag f(l?;)
W(F) = Tay~Ta, f(F) = h(k) =" 52— f(k)

(Herleitung: Analog zu (vii) wegen Symmetrie von Fourlertransformatlon und
inverser Fouriertransformation, oder fiir h(7) = rqo f(7)

h(k) = 2 [ d?r e Ry f(F) = 50 mfuddr F(F) e kT = ‘763 f(k)yv
—
i 83@ e—ik-7

Héhere Momente analog. )
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7.2.3 Paare von Fourier-Transformierten

in einer Dimension

f(2) f(k) = 7= [ dwe™ f(2)

(i) Delta-Funktion 5(x) 1/\V2r laut 6.3.2
(ii) Konstante C C 21 é(x) laut 6.3.2
(iii) Kosinus cos(wx) \/g( d(k+w)+0(k-w) ) Euler-

Sinus sin(wx) \/gz(é(k +w) —5(k—w)) formel
(iv) GauBlkurve e @’/20° o e k2 sieche unten
(v) Lorentzkurve 1/(z% +a?) \/g ﬁ e lkal siehe unten
(vi) Exponentialfunktion e~ (a>0) \/g T Invers zu (v)
(vii) Rechteckfunktion O(a-lz]) (a>0) \/g w Ubungsaufgabe

Bemerkungen:

e Manche der obigen Funktionen erfiillen das Kriterium der absolu-
ten Integrierbarkeit [ dz |f(z)| < oo nicht! (z.B. Konstante, Sinus,
Kosinus). In diesem Fall kann man sich einfach einen infinitesima-
len ”Dampfungsterm” e~*! im Integral dazudenken mit € - 0* (vgl.
6.3.2).

e Aus schmalen Peaks werden breite Peaks und umgekehrt.
Zum Beispiel Gaufifunktion: f(x) hat Breite o, f(k) hat Breite 1/o.

Generell gilt:

([ axr1fR) = |

([ dwa? (7))

(ohne Beweis,
Spezialfall der Unschérferelation, Stoff von Theorie III).
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Rechnungen zu (iv)-(vi)

Brauche Theorie der analytischen Funktionen (AnhangB)
Falls f(z) analytisch (differenzierbar) innerhalb eines Gebietes G in der kom-
plexen Ebene, das von einer Kurve C' umschlossen wird, gilt:
— Cauchyscher Integralsatz: ¢ dz f(2) =0
— Cauchysche Integralgleichung: ¢ dz % =2mi f(w) fir we G
Dabei wird Kurve C gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen.

Nun Rechnungen:

(iv) f(x) ="
f —_1 [ —ikz \—x? 202 _ —1k262 1 oo —ﬁ(aﬁikoQ)2
= f(k) \/ﬂ f_°° dxe ¢ Quadratische €’ \/ﬁf_‘x> dxe :
Ergédnzung

Substituiere & = x + iko>
Verschiebe Integrationsweg parallel zur reellen Achse
— Wert des Integrals gleich, da keine Singularitét iiberstrichen wird.
k%022 1 o0 1~ _32/252 —k%52%/2
=e ko) ﬁf_mdaze”/” =ge R/
————

V270
(i) f(x) = el

= f(k) = e A emalzl gikz = [y dweran (et 4 o7ihe)
1 2a

_ 1 ( 1 + 1 )_
T V2rx Va-ik ' a+ik’/ T J/2r kZ+a?

(v) Folgt im Prinzip aus (vi) wegen Symmetrie der Fouriertransformation und
der inversen Fouriertransformation.
Alternative Herleitung: Betrachte f(z) =1/(2? + a?)
= f(k)= \/% [ dme™r L= \/% /2 dx e’“””(gg}ila| - ﬁl‘a‘) ﬁ
Schliele Integrationsweg in komplexer Ebene iiber Halbkreis
im Unendlichen in oberer oder unterer Halbene
k<0: Weg C oben herum (iiber ioo), da e ™ ~ e=tkice  g7lklee —
k>0: Weg C’ unten herum (iiber —ico), da e~ ~ gikice o g=kee -
Achtung: Damit Integral iiber C’ gegen den Uhrzeigersinn
l4uft, dreht sich dabei Vorzeichen um!

Y mikz(_ 1 _ 1 y_ _1 _1_ ol
= k<0: f(k) = %ilal Van .¢-C dze (Z—i|a| z+i|a|) ~ 2ila] Var .¢-C dz z—ilal
— N————
7 1 klal Pol nicht eingeschlossen 2mie—ik(ilal)
= \/gme kein Beitrag
N | —ikzg_ 1 __ 1 y_ _1 _1_ et
k>0: f(k) T 2ila] Vor %C’ dze z—ilal z+i|a|) = 2ilal 21 950' dz z+i|al
—— ——
7T 1 —kla| Pol nicht eingeschlossen 2mie—ik(=ilal)
= \/gme kein Beitrag

Zusammen: f(k) = \/g ﬁ e lkal s
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7.2.4 Anwendungsbeispiele

Neben ihrer physikalischer Bedeutung ist die Fouriertransformation sehr niitz-
lich zum Losen linearer Differentialgleichungen. (Das begriindet natiirlich ihre
Bedeutung, da die wichtigsten Gleichungen in der Physik lineare Differential-
gleichungen sind).

7.2.4.1 Wellengleichung

(Beispiel (k) in Kapitel 4)

Gesucht: Allgemeine Losung u(z,t) der Gleichung 2 8t2 = ngg

Im Fourierraum: u(z) — u(k); 83_;2u k2 a g;u R 88:2“
= % = —k%c®0: gewohnliche Schwingungsgleichung
In Kapitel 4 gelost (4.2.3)

Allgemeine Losung: @(k,t) = a(k)e™™! + b(k)e™! mit w = |k|c

= Allgemeine Losung im Realraum:
u(z,t) = \/% [ dk {a(k)ez'(km—|k|ct) " b(k)ei(kz+|k|ct}

entspricht linearer Uberlagerung von Wellen ei(kaxlklet)

7.2.4.2 Diffusionsgleichung
(Beispiel (j) in Kapitel 4)

Gesucht: Losung p(z,t) der Gleichung ap = Dagc2 im unbegrenzten Raum mit
Anfangsbedingung p(z,t =0) =0 (m)

Im Fourierraum: p(z) — p(k); 8‘9—;/) - —k2 p; %p - %ﬁ; o(z) — \/LQ_W
= —3 = —DE?p mit p(0) = \/—_ entspricht Zerfallsgleichung
In Kapltel 4 gelost (4.1.1)
Losung: p(k,t) = %e_Dth

= Losung im Realraum ,
p(,t) = —= [ dk d* p(k,t) = piye™™ 4PF
entspricht zerﬂleﬁender Gauffunktion

7.2.4.3 Greensche Funktion

Hiufige Problemstellung, z.B. in der Elektrodynamik (Theorie II):
Losung der Gleichung AG(7) = 6(7) in beliebigen Dimensionen.

Vorgehen: (hier)
Benutze Fouriertransformation, um auf geeigneten Ansatz zu kommen.
Benutze dann Gauflschen Satz, um das Problem zu l6sen.
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1. Schritt: Losung der Gleichung im ”Fourierraum” k .

G - GF), AG®F) — -k2G(E), 6(F) - 12"
= K2GE) =1V = Gk) = -1/(vV2r' k)

2. Schritt: Riicktransformation in ”Ortsraum” 7 .

Allgemeines Verfahren fiir Dimensionen

G(f) = _\/21_7rd f d9k ezk?é(}%) _ _ﬁ f d%k k%eikrcosqﬁ(k,f)
| mit k = k/k, 7 = 7/r.
| d% = dk k%! dQy mit Qy: d-dimensionaler Raumwinkel

K'=kr _ (27lr)d r2-d /Ooo dE! /43 [ dQy ik cos(0) o .2-d

unabhéngig von |r|
Berechnung von [, dk’ k'3 [ dQy... ist aufwendig.
Ubernimm daher lieber G(7) oc r27% als Ansatz.

Problem bei d < 2: [;° dk'k'®3... divergiert bei &’ — 0
= Riicktransformation nicht zuléssig.

Ausweg: Versuchen, ob Abschneiden von G (l?:) zum FErfolg fiihrt:
Ersetze G(k) durch G (k) = —1/(\/27rgl(l<:2 +¢€2)) mit € - 0.

FGe(k) = - (2 + ) 25 G(w) = L 7ol

.
=L 4 Ja)/2 = const. + [z]/2.

NB: Die Differentialgleichung AG = () definiert G bis auf ei-
ne Konstante (und eine konstante Steigung), deshalb darf const.
abgezogen werden. Man zeigt leicht, dass G(z) = |x|/2 die Diffe-
rentialgleichung AG = ;—;G = §(x) erfiillt (Ubungsaufgabe).

Wiéhle z-Achse in Richtung 7

- 00 2 ;
Ge("") = _# fO dk ﬁ ) do oikrcosd
k:'ik"r‘ 1 &) 1% 2 ik'
= e o W gy Jo " doet e
| Integral dominiert vom Beitrag bei kleinen &’
oo I K 2
~— (27102 o k,glf(jr)Z o do~ % In(er) = const. + % In(r)
Konstante kann wieder abgezogen werden.
= Fiihrt zu Ansatz G(7) o In(r).

(De facto ist G(7) = % In(r) bereits die Losung, siehe unten).

3. Schritt: Auswerten des Ansatzes aus dem 2. Schritt.

d>2: Ansatz G(F) = Cyr?>™? = VG(F) =Cy (2-d) r'™ g
Integriere iiber Kugel um Ursprung mit beliebigem Radius.
> [y dr AG =[5, dA-VG =Cq(2-d) Q.
mit 4 : Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel.
Andererseits: [, A% AG = I dr 5(7) = 1.
= Cy = —m, G(7) = —m r2-d
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d=2: Ansatz G(F) =Cy In(r) = VG(F)=Cp 1L
Verfahren wie oben = Cj = QLZ = %, G(7) = % In(r)
d=1: G(r) oben direkt berechnet: G(x) = |z|/2.

7.3 Fourierreihe
Zum Abschluss und zur Vervollstéandigung;:

Fouriertransformation von Funktionen auf endlichen Intervallen oder von peri-
odischen Funktionen — Fourierreihen

7.3.1 Definition

Gegeben periodische Funktion’ ft+nT)=f(t) fir teR, neZ ‘mit Eigen-
schaften (Dirichlet-Bedingungen): Auf Intervall [0: 7] hat f(¢) nur endlich
viele Sprungstellen und endliche viele Minima/Maxima. An jeder Unstetig-
keitsstelle existiert linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert.

Dann 148t sich f(t) schreiben als:

Fourierreihe: | f(t) = Z cn o2mint/T
ne_

1 C+T )
mit Fourierkoeffizienten: | ¢, = T L dt f(t) e 2™t
(C € R beliebig).

Verbindung iiber

1 C+T o .

Sy, = ? L dte 2mint/T e2mmt/T (*)

% = eQWint/T e—27rint’/T _ i 5(t—t, +Tm) (**)
=—00 m=—0o0

(Check:

(*): Klar (einfach Integral ausrechnen!)

(**): Betrachte Sy = S22, (2 T)n = =M $2Man it g := 27T
Mg sin(r(2MA)YT)

= x sin(xt/T)

geometrische
Summe

im Grenzwert M — oo :
Interessant sind ¢-Werte mit sin(#t/T) - 0 = t* =mT
Entwickle t =mT +z,2 < 1
= sin(mt/T) » w5 cos(mm) = (=1)" 75
sin(m(2M+1) %) = sin(wm + 7(2M+1) %) = (1) sin(7(2M+1) %)
ST | eI M ) T
=Sy TS S(t-mT) v
Rest ergibt sich durch Einsetzen und Benutzen von (*) und (**).)

z-1 x einsetzen
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Bemerkung: Fourierreihenentwicklung kann ohne weiteres auf nichtperiodische
Funktionen angewendet werden, die nur in einem Intervall [0 : T'] definiert
sind. Diese werden dann einfach periodisch fortgesetzt.

7.3.2 Darstellung in trigonometrischen Funktionen
Im Prinzip dieselbe Entwicklung, aufgespalten in Sinus- und Kosinus-Funktionen.

Definition: Gegeben eine reelle Funktion f(t), die periodisch mit der Periode
T ist und die Dirichlet-Bedingungen erfiillt. Sie kann dann geschrieben

werden als
f(@t) = wa Z {an COS(Q?TTLE) +bn sin(27rn£)}
2 p T T
an =2 [S*T At £(2) cos(2mnt) = ey +con
mit Koeffizienten | b, = 2 [T dt f(¢) sin(2wn) =i (e, - c-n)

ap = % ngT dt¢ f(t) = 260.

Speziell f(t) gerade (f(t)=f(-t)) : Reine Kosinusreihe (b, =0V n)
f(t) ungerade (f(t) =-f(-t)) : Reine Sinusreihe (an, =0V n)

Wichtigste weitere Eigenschaft: Parseval-Gleichung

a?

Tf dt () _i §a+#
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