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Quickies:

84. Wie behandelt man ein System, das nahe an dem Zustand minimaler Energie ist, in linearer
Naherung?

85. Was ist eine Normalmodenzerlegung?

86. Was versteht man unter dem Begriff Liouville-integrabel?

87. Erkldren Sie den Begriff der Winkel/Wirkungs-Variablen?

88. Was ist generell das Kennzeichen von Chaos?

89. Wie lautet das Poincarésche Wiederkehrtheorem und wann gilt es?

90. Skizzieren Sie die wesentliche Aussage des KAM-Theorems.

Aufgaben (abzugeben bis spitestens 10:00 am 23. Januar 2017)
Abgabe: Einwurf in den roten Kasten Nr. 34 im Erdgeschoss des Physik-Gebdudes (Staudingerweg 7)

Aufgabe 29) Phasenraum (10 Punkte)
Betrachten Sie ein System mit der Hamiltonfunktion H(z,p) = p?/2m + mgz.

(a) Skizzieren Sie die Trajektorien im Phasenraum (z,p) fiir zwei verschiedene Anfangsbedin-
gungen (2(0),p(0)) = (20, p0). Kénnen die Trajektorien sich kreuzen? Begriinden Sie.

(b) Betrachten Sie nun die Gesamtheit aller Punkte in der (z,p)-Ebene, die zu der Energie
E = € und der Energie E = —e gehotren. Sie erhalten jeweils eine Kurve. Berechnen Sie
den Flacheninhalt Ay der Fliche, die von diesen Kurven und den Geraden p = —py £ ¢
eingeschlossen wird.

(c) Betrachten Sie die Gesamtheit aller Trajektorien, deren Anfangsbedingungen (zg,pg) zur
Zeit t = 0 innerhalb der in (b) definierten Fliche liegen. Zur Zeit ¢ verschiebt sich die
Fléche, auf der die Punkte (z(t),p(t)) liegen. Bestimmen Sie die Randkurven dieser Fléche
zur Zeit t und den Flicheninhalt A(¢) als Funktion von ¢.

(d) In (c) sollten Sie A(t) = Ap erhalten. Warum muss das so sein?

Aufgabe 30) Kleine Schwingungen: Lineare Kette (10 Punkte)

Betrachten Sie eine Kette aus N Teilchen der Masse m mit Koordinaten x; mit Gleichgewichts-
abstand a (N sei ungerade). Einfachkeitshalber nehmen wir ” periodische Randbedingungen” an,
d.h. wir fiigen noch eine virtuelle Koordinate zg = zx — Na hinzu. In linearer Ndherung kann
man das Potential dann schreiben als

2

U(.Tl,'” ,xN) = Zj\[:l%(x] —.Tj_l —a) .

Analysieren Sie die Normalmoden des Systems. Gehen Sie dabei folgendermaflen vor:

(a) Stellen Sie die Hamiltonfunktion H(z, p) auf. Zeigen Sie, dass die Transformation

r; = ¢; = (r; — ja)\/m, p;j — pj = pj/+/m kanonisch ist und bestimmen Sie H(q, p).



(b) Um H zu diagonalisieren, machen Sie zunichst eine diskrete Fouriertransformation:

A _ /1 Zé\i e—27rik;j/N ~j? ﬁk — /L1 Zé\i e?ﬂikj/N ~,

Die Umkehrung ist ¢; =/« ZN ! e2mikj/Ng, Dj = \/ ZN ! e~ 2mikj/N g,
Weiterhin gilt dpm = ijl e2miin/N o=2mijm/N iy om € [0,--- , N —1].
Aus den Realteilen (R) und Imaginérteilen () der ¢ und pj kann man 2N unabhingige
Variablen {, P generieren mittels

& = do, &1 = V2R(G), &2 = V2S(@);, Po = po, Py = V2R(k), Pra =
V2 S(pr), wobei k € [1,(N — 1)/2]. Zeigen Sie, dass die Transformation (g,p) — (£, P
kanonisch ist. Berechnen Sie den funktionalen Ausdruck fiir H(&, P).

~—

(c) In Teilaufgabe (b) erhalten Sie einen Ausdruck der Form

(N—1)/2
H=5(P +&wd) + 5> 1,2 k 1 )/ (Pk?,a"‘fl%,awl%)-

Das entsprlcht einem System von N unabhéngigen Oszillatoren. Tragen Sie wy gegen k/N
auf. Es gibt eine Mode k mit w; = 0. Welche? Diskutieren Sie die physikalische Bedeutung
dieser Mode.

Aufgabe 31) Logistische Gleichung (10 Punkte)

Die logistische Gleichung ist ein prominentes Beispiel einer diskreten Gleichung, deren Lésung
chaotisches Verhalten zeigen kann. Sie hat die Form

Tip1 =1 x; (1 —x4), mit 7 > 0. (1)

(a) Analysieren Sie zunéchst die kontinuierliche Version der Gleichung & = rx(1—z). Losen Sie
sie fiir gegebenen Anfangswert x(0) = . Berechnen Sie den Lyapunov-Exponenten dieses
dynamischen Systems. Ist das System chaotisch?

(b) Betrachten Sie nun das diskrete System (1). Bestimmen Sie die moglichen Fixpunkte, d.h.
die Werte x*, fiir die gilt: Falls z; = «* ist z;41 = z;.

(c) Analysieren Sie die Stabilitéit der Fixpunkte (es sind zwei). Dazu betrachten Sie Systeme
mit Anfangspunkt in der Ndhe des Fixpunkts. x1 = z* + ¢, ¢ — 0. Der Fixpunkt ist stabil,
wenn x, im Grenzwert n — oo wieder in den Fixpunkt hineinlduft. Fiir welche Werte von
r ist das der Fall?

(d) Losen Sie die logistische Gleichung numerisch bis zu n = 50 fiir die Startwerte 7 = 0.75
und z1 = 0.751 und die Parameter » = 0.5,0.9,1,1.1,2,2.9,3,3.1, 3.5, 3.7. Tragen Sie das
FErgebnis graphisch auf. Was beobachten Sie? Fiir welche Werte von r zeigt das System
chaotisches Verhalten?

Hinweis: Sie kénnen zum Beispiel Mathematica benutzen. Zugriff haben Sie im CIP Pool
(Raum 03-423). Alternativ kénnen Sie als Studierende des FBO8 eine eigene Lizenz bean-
tragen, siche https://fachschaft.physik.uni-mainz.de/mathematica-lizenz/. In Ma-
thematica kénnen Sie die Reihe (1) fiir den Startwert z; z.B. mit folgendem Zweizeiler

programmieren.
x[n_,r_,x1_] := x[n,r,x1] = r*x[n-1,r,x1]1*(1-x[n-1,r,x1]);

x[1,r_,x1_1 = x1;
Um es mit den graphischen Darstellungen bequemer zu haben, definieren Sie noch

plr_]:= ListLinePlot[Table[x[n,r,x1],{x1,{0.75,0.751}},{n,50}] ,PlotRange->A11]
Danach konnen Sie dann die Plots der zwei Reihen mit Startwerten x; = 0.75,0.751 (iiber-
einandergelegt) fiir ein gewiinschtes r einfach mit dem Befehl p[r] erzeugen.

(e) Lesen Sie den Wikipedia Eintrag zum Thema ”bifurcation diagram” und erkliren Sie (kurz)
das Bifurkationsdiagramm (oder Feigenbaum-Diagramm) fiir die logistische Gleichung.



