Kapitel 4

Quantenmechanik des
Drehimpulses

© Copyright 2012 Friederike Schmid! Wir haben in den Kapiteln 2 und 3 bereits einige
wesentliche Aspekte des Drehimpulses kennengelernt.

In diesem Kapitel: Systematische Gesamtdarstellung
- Wiederholung, Erweiterung, Ergéinzungen (insbesondere: Spin)

4.1 Wiederholung: Bahndrehimpuls

4.1.1 Definition
Operator: L=+x I
Ortsdarstellung: L= %F x V

Kommutatorrelationen: [L;, Ly = ihe jiiLy; [I_:Q, Lyl =0 Vk=uzy,z

4.1.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Gemeinsame Eigenvektoren z.B. von L2 und L.: |Im)
L2lm) = KA+ 1)[lm)
L.|lm) = hm |lm)
mit [ > 0 ganzzahlig; m ganzzahlig, m € [ : []

4.1.3 Darstellung in Polarkoordinaten

L, = %(—sincp%—co‘m? COSQO%)
L, = 4%
7?2 — _%(sinﬁa% sinﬁa% + %)

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (I), Universitsit Mainz, SS 2012.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 09.06.12.
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96 KAPITEL 4. QUANTENMECHANIK DES DREHIMPULSES

llm) — Y (9,¢) Kugelflichenfunktionen

mit Vi, (9,¢) = JVeim‘psinmﬁ%Pl(cosﬂ) (m >0)
N—_——
Legendre-P.
Viem(0,9) = (=1)™ Yim (9, 9)
Konkret:
N
YVOO — Van
Yio = \/% cos v
Yis:r = F %sinﬁeiw

Kugelflachenfunktionen bilden ein vollstéindiges und orthogonales Funktionen-
system
(~ L%, L, selbstadjungierte Operatoren)
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4.2 Allgemeiner Drehimpuls

4.2.1 Definition

Drehimpuls <+ Generator einer Drehung (Kapitel 3.4.2.3)
(eines Systems oder eines Teils eines Systems)

Drehung um Winkel ¢, Drehachse @/ :

—

) = [§) = R(@)[¢) mit | R(F) = exp(—+FJ])

~» Definiert Drehimpuls J
Konkrete Form hingt vom Zustandsraum {|¢)} ab.

Kommutatorrelationen: | [J;, Ji] = thejuJi (gezeigt in 3.4.2.3)

Folgerungen: Fiir J? = J2 + J; + J2 gilt:

- [J—Q,Jk] =0 fiir alle k = z,y, 2
(zB. [j?: Jz] = [ng Jz] + [Jzzv Jz] = Jyldy, Jol + J=[Jz, Ja] + [Ty, Jaldy + [z, Jo]J2
= —ih(JyJe + Jody) +ih(Jody + JyJ.) =0 /)
- J? positiv (@121 = [Tl + [yl + [ T:1)2 >0 )

4.2.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Suche gemeinsame Eigenvektoren von J2 und J.
— ,Standarddarstellung® |jm)

Motiviert durch 4.1, schreibe Eigenwertgleichung in der Form:
J2|jm) = h2j(j + 1)|jm) mit j > 0 (da J? positiv)
Jz|jm) = him|jm)

Losungsweg: dhnlich wie harmonischer Oszillator in 3.3, gestiitzt auf Kommu-
tatoren: ,, Algebraische® Losung

Hauptergebnisse

Eigenvektoren von J2, J.: |jm)

erfiillen j2|]m> = h%j(j +1)[jm)

wobei: j ist positiv und halbzahlig oder ganzzahlig

m e [—j, —g+1,-- 75— 1,]] ( (24 + 1) mogliche Einstellungen)
Es gilt: | Jy|jm) = h/(j —m)(j + m+1)|j m+1)
J_ljm) =h/(G+m)(j —m+1)[j m—1)
(modulo Phasenfaktor)
mit | Jo = Jp £ J]

Weitere Ergebnisse und algebraische Herleitung im Vergleich mit Kapitel 3.3
siehe grofle Tabelle auf der folgenden Seite
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‘ Harmon. Oszillator ‘ Drehimpuls
Ausgangs- | H = £(p* + 2?) J2=J2 + Jg + J?
punkt: | [Z,p] =ik [z, Jy| = ihJ,
(reskalierte Einheiten) (J- ist eine Zahl!)
Leiter- | a = —&(Z + ip) Jr=Jyildy
operatoren | af = ﬁ(i —ip)
= | H = ihw(ata + aal) JE = (Jpd_+J_J)/2+ J2
Kommu- | [a,a] =1 [y, J_] = 2hJ,
tatoren | [N,a] = —a [J2,J:] =0
[N,af] = al [J., Je] = £hJy  (da[Js,Jo £idy]
mit N = afa = [z, Ja] £ i[Js, Jy] = ihdy £ hJy)
Positive | N = afa J?
Operatoren | N + 1 = aal JyJ_ =J+ J; + hJ,
= J2— J2+hJ,
J_Jp =T+ J2—h,
= J2—J2 - hJ,
Losung: Sei |n) Eigenvektor Sei |jm) Eigenvektor zu J2, J,,
zu N, Eigenwert n Eigenwerte h2j(j + 1) und im
Wirkung | Na|n) JoJy|gm) = Ji(J, £ h)|jm)
der Leiter- = (n—1)aln) = h(m £ 1)Jy|jm)
operatoren | Na'|n) J2Jx|jm) = JoJ?|jm)
= (n+1)a’|n) = 12j(j + 1) Jx|jm)
= | aln) x |n—1) Ji|jm) o< |jm+1)
af|n) o< |n + 1)
Normier- | [[a|n)[[* = (n]afaln) [ Telim)l|* = (Gm| T J x| jm)
ung =n = (jm|J? — J2 F hJ.|jm)
Jaf|m) 2 = (njaal |n) = R2(j(j +1) — m(m £ 1))
=n+1 =R2GFm)(jEm+1)
= | aln) = /njn —1) Jx|jm)
afln) = vn +1jn +1) —h/GFMGEm+ 1) m+1)
Positivitat | N positiv J? positiv

= j(j+1)>0bzw. >0 (oBdA)

JiJ_ positiv = j(j+1) —m(m —1)
=(@+m)(j—m+1)>0
=—G<m<(+1)

J_J; positiv = j(j +1) —m(m+1)
=({-m)(+m+1)>0
=—Jj-1l<m<y

= |n>0 j>20und —5<m <y
Abbruch- | nyi, =0 Mmax = J = J+|7,7) =0
bedingung =al0) =0 Mpin = —J = J_|j,—j) =0

Ubrige Zustandsvektoren:

1), 12), [3), ...

Ubrige Zustandsvektoren: |j,j — 1),]7,7 — 2),

coobzwe g, =i+ 1), 4, -7+ 2) ...

Damit es zusammenpasst:
j—k=—jfireink

= 27 = k ~ j ganz- oder halbzahlig
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4.3 Der Spin

Wir haben gesehen: Bahndrehimpulsquantenzahlen sind ganzzahlig, aber prin-
zipiell wiren ganzzahlige oder halbzahlige Quantenzahlen méglich.

Frage: Treten halbzahlige Quantenzahlen in der Natur auf?
2.B. einfachster Fall j = 2 = m = +1(zwei Einstellungen) — gibt es das?

Antwort: Ja - Spin !

4.3.1 Experimenteller Hinweis: Der Stern-Gerlach-Versuch

Idee: Direkte Sichtbarmachung der Quantelung von J, (Quantenzahl m).

Drehimpuls erzeugt magnetisches Moment (z.B. Bahndrehimpuls i =
e E)

2mc

~» Beitrag zum Hamiltonoperator: Hyagn = —ﬁé

Fiir ungeladene freie Teilchen im Magnetfeld gilt:
&) = {10 H)) = ([P, Humagn]) = V (7iB)

= Um die Quantelung von pu, (++ J,) sichtbar zu machen, muss man Teilchen
durch ein inhomogenes Magnetfeld in z-Richtung schicken.

Aufbau

Urspriingliche Erwartung: Aufspaltung in 1, 3, 5 Strahlen je nach Bahndreim-
puls.

Beobachtung (Stern, Gerlach 1921): Aufspaltung in zwei Strahlen !
Atome: Silber — sollten eigentlich gar keinen Bahndrehimpuls haben.
Wiederholung mit Wasserstoff im Grundzustand (1927) — wieder zwei
Strahlen.

Folgerung: Es gibt einen intrinsischen Drehimpuls mit zwei moglichen Einstel-
lungen: Den Spin! — zusétzliche Eigenschaft der Elektronen.

4.3.2 Beschreibung von Teilchen mit Spin
4.3.2.1 Ein Teilchen mit Spin %

Spin: Zusétzlicher Freiheitsgrad

~» Erweiterung des Zustandsraums

$H =H0 R HErn (Produktraum)
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mit 5’)(0) = Zustandsraum eines spinlosen Teilchens
und $®P™ = Spin-Zustandsraum
Spinobservable: Operator S

Eigenwerte S2[¢)) = h2s(s + 1)|¢) = h23|p) fiir alle |[¢) € $)
S.|¢4) = £h3|hy) fiir Eigenvektoren [ty )
52 und S, kommutieren mit allen bisher bekannten Observablen

— S, vervollstandigt VSKO im erweiterten Zustandsraum

Konstruktion des Raums Sﬁ(Sp ) der Spinzustandsvektoren

$HP™). Raum, in dem der Operator S wirkt
Basisvektoren: z.B. Eigenvektoren von S,: |+), |—)
mit S,|+) = §|+);  S.|-) = E\—>

~ Spannen 7™ auf — §P™ hat zwei Dimensionen

Allgemeiner Vektor: |x) = a|+) + b|—)

Gesamter Zustandsraum: [¢)) = ]1/159)>|+> + 09—

4.3.2.2 Konkret: S,-Darstellung von Spinzustinden und Spinopera-
toren - Paulische Spinor-Schreibweise

Zustandsvektoren:

Kets: [4)2 =)= (1 )s allgemein [x) = al+) +b|-)= Z
(0) ==(0) )

Bras entsprechend: (x|= (a* b*)

0 und

Spinoperatoren:
5% =3p%1 (da §2[x) = 3K|x) fiir alle |x) )
S = g&' mit (& = (04,0y,0,): Paulimatrizen
01\ /0 =\ (1 0
%=1 0)% " \i 0)%%7 0 -1
(Rechnung:
= ((HSal+)  (HSal)\ o
Sa= (< |Sal+) <f|sa|f>) fira=y.2
S SH = s =—dls =52t (o 9)
)=

Sy, Sy: aus S+ = S £iSy, mit Sy |+) =0, S_ |

Si1-) = h/G—mGIm D) =Al+)  (dennj= 1, m=—1)
S_|+)=hm/(G+m)G—m—+1)|-)=hl-) (demnj=1 m=1)
:>Sz\+>—§(5++5 H) = 51=); Sal=) = ... = §4)

Syl+) = 5;(S4 — S=)[+) = i5]=); Syl- >=~ L= i)

[en]

ésng(? )undSU (8 )
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Figenschaften der Pauli-Matrizen:

as ay — iag

. ) fiir beliebige Vektoren @ € C3
ai + tag —as

[ ] 5-&’:Zaiai—<

7

° 0'3 = 0y; det(ai) - _17 Sp(al) =0
2

o o7 =1;[04,05] = 2igijn0n; (04,054 = 005 + 0505 = 204
= 005 = 04 - 1 +1 - ij,0%
(3@)(5b) = @bl +1i & (@ x b)
4.3.2.3 Identische Spin %-Teilchen

Spin %—Teilchen sind nach dem Spin-Statistik-Theorem Fermionen
~» Gesamtzustandsvektor muss antisymmetrisch sein
Beachte aber: Gesamtzustandsvektor beinhaltet Bahn- und Spinanteil
Beispiel: Betrachte zwei identische Teilchen a, b

Setze Gesamtzustandsvektoren zusammen aus Einteilchen-Bahnvektoren
|11), |¢2) und Einteilchen-Spinvektoren |+), |—).

Moglichkeiten:
[9) o< [1)alt2)slH)al=)b — [¥2)alt1)el—)al+)b
aber auch: antisymmetrischer symmetrischer

Bahnanteil Spinanteil

) o< ([1)alto2)s — |2)alt1)s) [+)al+)s

) o ([91)al2)s — [¥2)al¥1)s)  (I+)al =)o 4 [=)al+)b)

oder: symmetrischer antisymmetrischer
Bahnanteil Spinanteil

) o< (In)altr2)s + [¥2)altr1)s)  ([+)al =)o — [=)al+)e)

|1h) o [¥1)altbr)e (I+)al=)o = [=)al+)s)

4.3.3 Nichtrelativistischer Spin im elektromagnetischen Feld -
Pauligleichung

Stern-Gerlach-Versuch:
Spin wird dann messbar, wenn Magnetfeld eingeschaltet wird.

Generell gilt fiir

Geladene Teilchen ohne Spin im elektromagnetischen Feld

Hamiltonoperator: Hy = ﬁ(ﬁ— %ff)Q —qo (¢=Ladung)
Teilchen mit Spin

— magnetisches Moment: [ =: —g 2';'(35" = =% o0

mit pg = % Magneton
g: gyromagnetischer Faktor
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— zusétzlicher Beitrag zum Hamiltonoperator: — [[é

Speziell Elektronen:

Relativistische Quantenmechanik (Diracgleichung) — g = 2

Quantenelektrodynamik: Korrekturen wegen Wechselwirkung mit elek-
tromagnetischem Feld — g ~ 2 (g = 2.002319304718)

Schrédingergleichung nimmt die Form an

1 q
!1/1> (5, (P —*A) + ed + guB 3B] [+ | Pauligleichung

4.3.4 'Wirkung von Drehungen auf Spinzustinde

4.3.4.1 Rotationsoperator im Spin-Zustandsraum

. . - go. . . g0
R(§) = exp(~79) = exp(—559) = cos(%) —isin( %)
gerade ungerade

Potenzen von J&
Es gilt: (§5)2 = ¢?1 +i7(F x @) = p1

ok b i k gerade
~ (PA)T =9t L
B/p-& k ungerade

11— (U.(ﬁ/gp)sinf

LGEE :

M\ﬁ

4.3.4.2 Wirkung auf Spin-Erwartungswerte

Generell: Wirkung einer Drehung auf statistischen Operator o

0— 06=R(P) o R(P)!
( dazgz%ln)gnmw\ - ;nmmmw mit |) = R(F)n) )

Hier: Betrachte oBdA speziell Drehung um z-Achse: R(J) = e"30:%
Berechne Wirkung auf (S,): Sp(0Sa) — Sp(0Sa)

(Sz) (Sz) cos — (Sy)sinp
= Man erhilt: | (S,) | = | (Sy)cos + (Sy)sine
<Sz> <SZ>

Spinerwartungswerte drehen sich wie gewohnliche Vektoren

(Rechnung dazu: Sp(3Sa) = Sp(R(3) ¢ R(B)'Sa) = Sp(e R(P)'Sa R(#))
R(@)TSa R(P) = e2729Sye™29% = (cos & +i0,sin £)S

2 ¢
2

k(cos § —io,sin §)

£ cos Z]oz, 0%))

_ h
= 2(cos? £oy, + sin <

0,00, + tsin
[0z, 04 = 2ie.p01; 020K =0k 141 apioy
= 020102 = 050,k +16:410102 = 0202k — E2k1Elzm Om = 2020 — 0k
———
6km,<176zk)
= g(cos2 Lor + sin? £(20:0.1 — o) — 2sin § cos Te p107)

2
2sin £ cos £ =singp; cos® £ —sin? £ = cosp; sin? £ = %(1 — cosp)

= (cosp Sk + 0. S2(1 —cosp) —sinp e..1S1) v )
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4.3.4.3 Wirkung auf Spinzustandsvektoren
R(P) |x) = cos 5 [x) —i(d- B/¢p) sinF |x)

Speziell: Drehung um ¢ = 27

Ix) 2" R Ix) = —|x) | Vorzeichenwechsel !
SR G):(_) :
T [t R
»a-a[~ 2w

Vorzeichenwechsel hat keine Auswirkung auf Erwartungswerte, kann aber einen
Effekt machen, wenn es gelingt, Interferenzen zwischen ,,gedrehten“ und
yungedrehten® Zustéinden herbeizufiihren.

»Anschaulich® im Spinor-Raum:

Experimentelle Realisierung (Rauch et al. 1975, Werner et al. 1975)

Neutronen im Magnetfeld B||z

2 — 2
. —_ P _ 7R .— P
Neutronen neutral: H = 5 — [iB 1= 5~ + wS,
2 ~
(£~ koppelt nur an Bahn, B koppelt an Spin)

. geB
mit |w==—

= : Larmor-Frequenz
2me

~» Zeitentwicklung der Zustandsvektoren beschrieben durch:

U(t) _ ef%Ht =~ eféwtsz

Spinanteil
~» entspricht genau einer Drehung um z-Achse, Winkel ¢ = wt

Wirkung auf Erwartungswerte:

(<Sz>> B ((SZ) coswt — (Sy) sin "Jt> »Larmorprézession

ggyg (Sy) cos “’E; ><Sl> sinwt mit Frequenz w

Wirkung auf Zustandsvektoren:

IX(t+2)) = —[x(t)):
Periode fiir Zustand ist doppelt so lang wie fiir Prizession

Experimenteller Aufbau:

51 P Konstruktive und destruktive In-
terferenz, abhiingig vom Magnet-

, ‘Dek’.kbr feld.

konstruktiv: w At =27 - 2n

destruktiv: w At =27 - (2n + 1)
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4.3.5 Drehgruppe und spezielle unitire Gruppe
4.3.5.1 Drehgruppe: Gruppe der Drehungen Z(J) im R?
Eigenschaften:

e normerhaltend: || Za||? = ||al|? fiir alle e € R? = 279 =1

e Determinante det(Z) = 1
(det(2T 2) = det(27) det(2) = det(2)? =1 — det(2) = +1
Vorzeichen ,,+*“ folgt daraus, dass Drehungen kontinuierlich ineinander iiberfithrt werden

kénnen. )

= Spezielle orthogonale Gruppe SO(3)

- 3 freie Parameter (5)

- Infinitesimale Erzeugende:
W 0 -1 0 00 0 0 0 1
D =e=" mitwy=[1 0 o], Wy=[(0 0o —-1],w.=[0 0 0
- 0 0 0 01 0 -1 0 0

4.3.5.2 Darstellung in Spin %—Systemen: Rotationsoperatoren im Spin-
Zustandsraum
cos ¥ —in,sing  (—ing — ny)sin ‘20>

7 = = A
R=e22¥ =cos£1—(GF/p)sin £ = . : P
2 (: ¢/¢) 2 (—ing + ny) sin % COS % + 1n, sin %

=: (_(Z* Ci)*> =: U(CL, b) mit |CL‘2 + ‘b’Q =1 (= cos? £ +sin? £(n2 4+ n2 4+ n2))
Figenschaften

e komplexe 2 x 2 Matrizen, Untergruppe der 2 x 2 Matrizen
e Unitir: U*T =U~!
e Unimodular: det(U) =1 (det(U) = a2+ p]2=1)

= Spezielle unitidre Gruppe SU(2)

- Wieder 3 freie Parameter

- Zuordnung SO(3) — SU(2): lokal isomorph, aber nicht global:
Zu jeder Drehung 2 € SO(3) gehoren zwei Elemente der SU(2)
(U(a,b) und U(—a, —b))
Hintergrund: Drehung um 27 dreht Vorzeichen um

- Parameter a, b heiflen auch Cayley-Klein-Parameter
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4.4 Addition von Drehimpulsen

4.4.1 Problemstellung

Gegeben sei ein System mit zwei Drehimpulsen J ), J @),
so dass [Ji(l), JJ@)] = 0 fiir alle ¢, j.
z.B. Elektron mit Bahndrehimpuls L und Spin S
Zweiteilchensystem mit je einem Spin .5;
Bei Isotropie des Raums ist der Gesamtdrehimpuls die Erhaltungsgrofie,
Einzeldrehimpulse nicht mehr notwendig erhalten.
Beispiel: Wasserstoffatom mit Spin-Bahn-Kopplung.
Hamiltonoperator hat Zusatzterm o< L-S.
= [H,L] #0, [H,S] #0, aber [H, L+ S] = 0.

Gesamtdrehimpuls: J = JO) 4 J@)

- Drehimpuls, denn: [J;, J;] = [Ji(l), J(l)] + [J-(Q), J]@)] = iheijrJk

- Kommutatoren:
T3, (T2 = 05 [J%, (J)?] = 0, aber [J2, ;] #0
(Check: Ubungsaufgabe).

Mogliche Darstellungen (Basissysteme):

(i) Naheliegend: Eigenvektoren von ((J(1)2, (J(2)2, Jz(l), JZSQ))
(z.B. beim Elektron: |lm) <(1]) und |lm) (?))

— Notation |jijo; mima)

(ii) Andererseits Eigensystem zu J. Z(a) unbrauchbar fiir Losung der Schrodin-
gergleichung, wenn [H, g ha)] # 0.
~» Giinstiger wire haufig Eigensystem zu J?, J. statt Jz(a)
~ Alternative Basis: Eigenvektoren von ((J())2, (J2)2 J2. J,)
— Notation [j1j2;7 m)

Basiswechsel von (i) nach (ii)
~ ,,Addition von Drehimpulsen*

4.4.2 Additionstheorem

Erste Frage: Welches sind die moglichen Eigenwerte von J_Q, J, bei vorgegebe-
nen Eigenwerten zu (J(®)? (vorgegebene Quantenzahlen ji, j3) ?

Vorbemerkung: Zustandsvektoren |j1j2; mime) sind Eigenvektoren zu J,.
(Jelngzsmama) = (8 + I ooy = By +mo)|---) =2 | ---))
Also konnen sie zur Bestimmung moglicher m-Werte genutzt werden.
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OBdA sei j1 > jo. Mit my, € [—Ja, ja] folgt fiir die Werte von m:

—J1 N
—J2 | —Jj1 — Jo J1—J2
J1+j2—2
JitJje—2 j1+j2—1
Jo | Je—J1 o giti2—2 jitj2—1 J1+J2

Folgerung;:

(i) mmax = j1 +Jj2 = Jjmax = Mmax = j1 + jo2.

(ii) Ubrige Werte von m unterscheiden sich von mmax ganzzahlig.
= J € Umin:Jmin T 1+ s Jmax — 1, jmax]
mit jmax = j1 + j1 ~ Was ist die Untergrenze j,;,?

(iii) Gesamtzahl der moglichen Kombinationen von m: (251 +1)(2j2+1),
wobei viele entartet sind.

2l

1

1

=il gl Ila i,

Diese Entartungsstruktur wird reproduziert fiir j i, = j1

Entartungsgrad:

= Ja-

= Additionstheorem: ’ |71 — Jo| < J < j1+ Jo ‘
Anschaulich: Dreiecksungleichung.

NB: Damit ist auch gezeigt, dass der Satz Operatoren ({J1)2, (J2)2, J2, J.}

tatséchlich ein VSKO ist (gleiche Anzahl Basisvektoren wie im urspriing-
lichen System).

4.4.3 Losung des Problems: Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Formal: |j1j2;7 m) = > |jij2smame) (j1j2; mimaljije;j m)

mi,m2

) o Clebsch-Gordan-Koeffizienten
NB: Notation in jedem Buch anders; hier: Sakurai

Figenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten

(1) (J1j2;mamaljige; j m) = 0 fiir m # my + mo
( denn: (j1j2; mimal| J — Jél) — J§2) |jij2; g m)y =h(m —m1 —ma)(---|---)=0)
—_—
0

(i) (jij2; mimaljije; j m) = 0, falls nicht gilt: |71 — j2| < j < j1 + jo
(wegen Additionstheorem)

(iii) Clebsch-Gordan-Koeffizienten konnen reell gewihlt werden.

(Wegen (v,vi): Konstruktion aus Rekursionsrelationen mit reellen Koeffizienten)
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(iv) Definieren unitdre Matrix (da Basistransformation)

da sie noch dazu reell sind: orthogonale Matrix (cTCc =1)
= | 2o (12 mameljije; jm) (jz; mymaliiie; Jm) = Smym) Smamy,
gm
> (Jdes mamaljijz; jm) (G1j2; mama|jige; 5'm') = 05 dmm
mims

Speziell j = 7', m =m/

— Z |(j1jo; mimaljije; jm)|> = 1|: Normierung

mima2

Beziehungen zwischen Clebsch-Gordan-Koeffizienten

(v) Rekursionsrelationen

Aus (jujos mima) Ty — I — TP |jijo: j m) = 0
und Ji|j m) = hy/ (G Fm)(j £m+ 1) mE1) folgt:

VG F m)(j £ m+ 1) (e mamoljigo; j m £ 1)
= /(1 £m) Gy T ma + 1) (Grje; ma F 1 maljigje; j m)
++/ (2 £ m2)(j2 F ma + 1) (jrjz; m1 ma F 1]j1ja; j m)
~» Daraus konnen Koeffizienten rekursiv bestimmt werden.

(vii) Beziehungen zwischen Koeffizienten fiir gleiches m

Es gilt: J2 = (JO 4 J2)2 = (J0)2 4 (J@y24 gD 7@ 4 g0 72
271 7

) = 1 £ )
Sei T = J2 — (JW)2 — (J@)2 — g1 s _ ;W 72 _ 9501 52
Aus (j172; mime|T|j172; 7 m) = 0 folgt:
0={j(Gj+1)—ji(j1+1) —2mi(m—mq)}-
(J1j2;ma (m — mq)|j1j2; 5 m)
—V (1 +m)(Gr—mi+ 1Dz —m+m1)(jo+m—my +1)-
(J1d2; (ma — 1) (m —my + 1)|j1j2; j m)
—/ (1 +m1+1)(j1 —m1)(jz —m+m1 + 1)(j2 + m —my) -
(J1j2; (m1 + 1) (m —my — 1)|j1je; j m)

~» Homogenes Gleichungssystem fiir (j1j2;m1 (m — mq)|jije;j m)

bestimmt Koeflizienten bis auf konstanten Faktor
Dieser ergibt sich dann aus der Normierungsbedingung (v)
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4.4.4 Beispiele
4.4.4.1 Elektronen mit Bahndrehimpuls (und Spin)
J_g Jo L
Gesamtdrehimpuls: J=L+S8
Fiir die Quantenzahl j muss gelten: j = + % (wegen (iii))

Rechnung (z.B. iiber (vii)) (Ubungsaufgabe).

1. 41 171 7. 7,1 AT
=z Uy 25 mFg |5 U Hg m) =/ 51
IFm+3

(31 43 mwg |5 15 5 m) =5y 502

z.B. sind Eigenfunktionen zu j =1+ % gegeben durch:
I+m+1 l-m+1
|3 15 By m) = g W D) + V51 e 1))
N—— N——
* ()

(*)
(*¥) = Bahndrehimpuls-Eigenfunktion
4.4.4.2 Zwei Spin %-Teilchen
JO =8, J2 =g,
Gesamtspin: J= 51 + §2
Gesamtspinquantenzahl: j =0 oder j =1

Losung kann von (a) iibernommen werden.

j=l (3 LEL 0 EhIY =1 s =0
ELal 41 510) =L =10 =210+
GLh-1 -t bi-n=1 -1 -1) =)

j=0: (F Ll £ 01 L00) =31 »(00) = L(-[H)) + M)

~» Zustandsvektoren zum Gesamtspin j = 1 (,,parallele Spins*)
bilden Triplett: |1 1), [10), |1 —1)
Triplettzustandsvektoren sind symmetrisch

~>» Zustandsvektor zum Gesamtspin j = 0 (,,antiparallele Spins*)

bildet Singulett |0 0)

Singulettzustandsvektor ist antisymmetrisch!
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4.5 Anwendungsbeispiele
4.5.1 Helium-Atom

System: Kern (zweifach geladen) und zwei Elektronen 1,2.
(Annahme: Kern sehr viel schwerer als Elektronen
~» effektiv zwei Teilchen im Zentralpotential).
Hamiltonoperator H = Hy + Hs + Hyo
mit Hi:ﬁ?/Qm—Zez/r, H12:€2/|’171—’l72|.
Suche Grundzustand.

Wegen [H, S] = 0 (Gesamtspin) gilt: Eigenzustand zu S2.

~» Strategie: Suche Zustand niedrigster Energie zu vorgegebenem Gesamtspin,
optimiere dann den Gesamtspin.

(i) Vorab: Einteilchen-Bahnzustandsvektoren fiir System mit Hamiltonopera-
tor H;:
— im Prinzip wie Wasserstoffatom, reskalierte Ladung (e? — 2¢?).
— gebundene Zustdnde mit Energie-Eigenwerten FE,, = _@)m

sz (vel. 2.3)
und zugehorigen Eigenvektoren |®,,)

(ii) Zweiteilchensystem ohne Elektronen-Wechselwirkung: His = 0.
Gesamtspin S = 0 (Singulett)
— Spinanteil des Gesamtzustands antisymmetrisch.
— Bahnanteil symmetrisch:
Niedrigste Energie: |1o) = |®1)|P1) mit E = 2F;.
Gesamtspin S = 1 (Triplett)
— Spinanteil des Gesamtzustands symmetrisch.
— Bahnanteil antisymmetrisch.
~» Kombination |1g) = |®1)|®1) nicht erlaubt.
~» Zustand niedrigster Energie: %(@Q\Cbﬁ — [®9)|P1))
mit Energie £ = E] + Es.
= Singulettzustand giinstiger!

(iii) Beitrag der Elektronen-Wechselwirkung

Abschitzung: Eigenzustinde bleiben ungefihr gleich.

Energie (H) = (Yo|H|to) = 2Eo + (¢o|Hi2|t)

Konkrete Berechnung:
Einteilchen-Wellenfunktion ®,(7) = .4’ e=2"/% (ag = h?/me).
Zwei Teilchen: ¢y (71, ) = ©1 (7)) Pa(T2) = N 2e=2(r1+r2)/a0
= AFE ~ <¢Q|H12|¢0> = fdfldFQngwg == %me4/h2.

Vergleiche mit £ = 2E; = AE/E =5/16 = 0.31
(experimentell AE/E = 0.274).
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4.5.2 Wasserstoffmolekiil und Austauschwechselwirkung in Heitler-
London-Niherung

System: Zwei Kerne A,B und 2 Elektronen 1,2

Hamiltonoperator H = H4(71,p1) + Hp(72, p2) + Hap(71,72)
. N 2 2
mit HA’B(T‘,ﬁ) = gfm
€ [& €

€
Hap(i, ) = — —S5— — —= =
4B(71,72) [Fi—Rp|  |2=Ral ~ |Ra—Rp| 172l

=75
2 2 2 2
(Zuordnung Kern A <» Elektron 1; Kern B <» Elektron 2 willkiirlich, beliebig)

Suche wieder Zusténde niedrigster Energie zu H und Gesamtspin S.

Heitler-London-Ansatz

(i) Betrachte zuerst den Fall [R4 — Rg| — oo

Zustandsvektoren zu Zustinden niedrigster Energie:
e Setzen sich aus Einteilchen-Grundzustandsvektoren | 4), [¢B)
zu Hy, Hp und aus Einteilchen-Spinzustandsvektoren zu-
sammen

e Nur ein Elektron pro Kern (wg Elektronenabstofiung)

e Gesamtzustandsvektor muss bzgl. Vertauschung antisymme-
trisch sein.

Gesamtspin S =0
— Spinanteil: Singulett |xsing), antisymmetrisch
~> Bahnanteil muss symmetrisch sein
= [s) = Ixsing) - J5(l0a)1l0B)2 + [0B)1]0a)2)
Gesamtspin S =1
— Spinanteil: Im Triplett |xrip), symmetrisch
~» Bahnanteil muss antisymmetrisch sein
= ) = [xuip) - T5(leahlen)2 — lop)ilea)2)
Zustandsvektoren [¢s), [1¢) sind entartet bzgl. H — haben alle

Energie 2F; mit F; = Grundzustandsenergie des Wasserstoffa-
toms

(ii) Bringe nun Kerne néher aneinander: |[R4 — Rp| < 0o

Néherung: |1)s) und |¢;) beschreiben die Zustédnde niedrigster Ener-
gie nach wie vor in guter Ndherung.
Abschétzung der Energie: Ey o = %
(Normierung nétig, da |p ), |¢p) nicht mehr orthogonal)
Konkret in Ortsdarstellung;:
Einteilchenwellenfunktion: v 4 g(7) = /exp(—%h?— éA,BD

Zweiteilchenwellenfunktion (Bahnanteil):
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P.5(71,72) = J5(0a(F)ep(72) £ 0a(F2)pp(71))

(... Zwischenrechnung ...)

(Vrsltes) = 1+ 5 mit S = [dF pa(7) p(F)

(V15| H|r,s) = (Yr,s|Ha + Hlr,s) + (U1 s|Hap|Yr,s)
2By (1+52) Q+A

mit Q: ,,Coulombenergie* und A: ,, Austauschenergie*

Q = [dfy Ay pa(71)? wB(F2)* Hap(71,72)

A= [dry diz pa(F1) wB(7) pa(i2) @p(T) Hap(, )

= B, =2E + %34

1+52
Nach Auswertung der Integrale erhilt man netto:

: ‘_\\‘n:; R

-~ ~> Singulettzustand ist immer
ey giinstiger als Triplettzustand!

Singulett: Elektronendichte hat
Maximum zwischen Kernen

~» Elektronen profitieren von
beiden Kernen.

Triplett: Elektronendichte hat
Minimum zwischen Kernen

~» Elektronen sehen je nur einen
Kern.

Fazit

(1) Austauschwechselwirkung E; — Es > 0

begiinstigt Singulettzustand (Spins 1)

= Effektive Wechselwirkung zwischen Spins, erzeugt von
e Pauli-Prinzip (Symmetrisierungspostulat)
e Coulomb-Wechselwirkung

hat nichts mit magnetischer Wechselwirkung (iiber magnetische
Momente) zu tun.

Nach diesem Prinzip funktionieren alle ferromagnetischen Wechselwirkungen
in Materie (Mechanismen im Detail unterschiedlich, im Prinzip
gleich).

(2) Fiir Singulettzustand wird Es negativ und nimmt bei einem Abstand
Ry ein Minimum an.
= Elektronen binden Kerne aneinander: Molekiilbindung
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Wissensfragen

Wodurch ist ein Drehimpulsoperator J definiert?

Welche Bedeutung haben die Drehimpulsquantenzahlen j und m? Welche
Werte kénnen sie annehmen?

Was versteht man unter einem Spin?

Erkldren Sie den Stern-Gerlach Versuch.

Was ist die Spinorschreibweise? Welche Form hat der Spinoperator zum
Spin 1/2 in der Spinorschreibweise?

Welche Form haben die Pauli-Matrizen?

Wie lautet die Pauli-Gleichung?

Wie verhiilt sich der Erwartungswert (S) eines Spins unter Drehung?
Wie verhilt sich ein Spinzustandsvektor unter Drehung, z.B. unter einer
Drehung um 180 Grad? 360 Grad?

Was versteht man unter “Addition von Drehimpulsen”? Wozu braucht
man sie?

Was sind Clebsch-Gordan-Koeffizienten?

Welche Werte kann die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses in einem
System aus zwei gekoppelten Drehimpulsen mit Quantenzahlen j; und jo
annehmen? Wie kann man die Antwort anschaulich interpretieren?

Wie sehen die Eigenzustinde zum Gesamtspin in einem System zweier
gekoppelter Spin 1/2 aus?

Erkldaren Sie die Begriffe Singulett und Triplett und diskutieren Sie die
Symmetrieeigenschaften.

Erkldren Sie Ursprung und Wirkung der Austauschwechselwirkung im
Wasserstoffmolekiil.

Erkldren Sie Ursprung und Wirkungsweise der chemischen Bindung im
Wasserstoffmolekiil.
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