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Vorbemerkungen

,Elektrodynamik*: Zweite Vorlesung aus dem Zyklus ,, Theoretische Physik“,
bestehend aus:

Mechanik
Elektrodynamik (diese Vorlesung)

Quantenmechanik

Thermodynamik und Statistische Physik

Hohere Quantenmechanik (nicht verpflichtend; Bachelor oder Master)

Hohere Statistische Physik (nicht verpflichtend; Master)

In der ersten Vorlesung (Mechanik)
Klassische Struktur von Raum und Zeit
Dynamik von Massenpunkten
Symmetrien und Erhaltungsséitze, Noether-Theorem
Weitere Konzepte: Potential, Wirkungsprinzip, Phasenraum
Formalismen: Lagrange-Formalismus, Hamilton-Formalismus
Mathematisch: Gewohnliche Differentialgleichungen

In dieser Vorlesung
Raum-Zeit Struktur in der speziellen Relativitéitstheorie
Felder: Zusétzliche ”innere” Freiheitsgrade des Raums
Noether-Theorem fiir Felder
Wirkungsprinzip und Lagrangeformalismus fiir Felder
Weitere neue Konzepte: Eichfelder und Eichinvarianz
Mathematisch: Partielle Differentialgleichungen (und Losungsverfahren)

Konkrete Struktur der Vorlesung: Drei Teile
e Grundbegriffe der Elektrodynamik

(die Maxwell-Gleichungen und wie man sie lost)

e Spezielle Relativititstheorie
(Raum-Zeit Struktur nach Einstein)

e Lagrange-Formulierung der Elektrodynamik]
(Die Elektrodynamik als Beispiel einer klassischen Feldtheorie)
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Finige empfohlene Biicher:

Zur Elektrodynamik
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J.D. Jackson: Klassische Elektrodynamik
W. Nolting: Theoretische Physik Bd. 3 (Vieweg)

L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Theoretische Physik Bd. 2 (Klassische
Feldtheorie)

L.D. Landau, E.M. Lifshitz, Theoretische Physik Bd. 8 (Elektrody-
namik der Kontinua)

T. Fliessbach: Elektrodynamik
F.E. Low, Classical Field Theory

C.A. Brau, Modern Problems in Classical Electrodynamics
Zur Speziellen Relativitédtstheorie

W. Rindler: Essential Relativity. (van Nostrand Reinhold)
W. Nolting: Theoretische Physik Bd. 4 (Vieweg)
R. d’'Invesno: Finfihrung in die Relativititstheorie. (VCH)
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Vorab einige grundsétzliche Uberlegungen: Was sind klassische Felder?
Man kann zwei nach auflen hin grundlegend verschiedene Klassen von
klassischen Feldern unterscheiden:

(i) Generische Felder (z.B. elektromagnetisches Feld, Gravitationsfeld)
(ii) Kontinua (z.B. elastische Korper, Fluide)

erscheinen zwar konzeptionell unterschiedlich, doch methodische Behandlung
und Phénomenologie sind dhnlich (z.B. gibt es Wellen etc. )

Zu (ii)
Beispiel wurde in Theorie 1 kurz angesprochen: Hydrodynamik
Weiteres prominentes Beispiel: Elastizitdtstheorie

Feld ist nicht ” fundamental”, vielmehr eine Hilfsgréfie, um mit den vielen
Freiheitsgraden eines Vielteilchensystems umzugehen.

Mikroskopische Grundlage: ” Vergroberung”

— Ersetze mikroskopische Freiheitsgrade (Teilchenkoordinaten) durch
wenige ”wichtige” Freiheitsgrade (z.B. Teilchendichte, Impuls-
dichte, Energiedichte ...)

— vergroberte Beschreibung auf einer vergroberten (unscharfen)
Léngenskala, auf der die einzelnen Teilchen nicht mehr sichtbar
sind.

Struktur der Theorie im Wesentlichen durch Symmetrieiiberlegungen
bzw. Erhaltungsséitze gegeben
(z.B. Fluide: Teilchenzahlerhaltung und Impulserhaltung
— Navier-Stokes Gleichungen

Zu (i)
Beispiel: diese Vorlesung
Weiteres prominentes Beispiel: Allgemeine Relativitidtstheorie

Feld ist eine Eigenschaft des Raums
Im Allgemeinen nicht direkt messbar, nur iber Wirkung auf Teil-
chen (Krifte auf Teilchen bzw. zwischen Teilchen)
Hat trotzdem Eigendynamik (Wellen etc. )
Struktur der Theorie kann aus Symmetrieiiberlegungen abgeleitet
— oder zumindest motiviert — werden.
(”Lorentzvinvarianz, Eichinvarianz, sieche Kapitel 3).
Klassisch: ”Felder” und ” Teilchen” sind klar unterschiedliche Konzepte
Quantenmechanisch: Unterschied 16st sich auf:
— Welle-Teilchen Dualismus (Experimentalphysik 3, Theorie 3)
Teilchen werden durch Wellen beschrieben
— Quantenfeldtheorie (Theorie 5 und Folgende)

Teilchen sind im Wesentlichen Anregungen von Feldern
(z.B. elektromagnetisches Feld <> Photonen)
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Kapitel 1

Grundbegriffe der
Elektrodynamik

Historisches

Antike Altdgyptisch (Kahun Papyri); Indisch (Veden); China;
Griechenland (Thales von Milet)
Reibungselektrizitit von Bernstein (griechisch: ”Elektron”).
Magnetismus von Magnetit (griechisch ”Stein aus Magnesia”).

1600 William Gelbart
Erste neuzeitliche Abhandlung iiber Magnetismus und Reibungselektri-
zitét (”de magnete”).

1729  Stephen Gray
Elektrizitat kann fliefen.

1782  Benjamin Franklin
Ladung bleibt erhalten.

1767  Joseph Priestley
Elektrostatische Kriifte zwischen Ladungen fallen wie 1/72 ab.
(deskriptiv, Analogie zur Gravitation).

1785  Charles-Augustin de Coulomb
Coulombgesetz (Kraft zwischen Ladungen F ~ q1 q2/7?).
Magnetostatik.

1800 Alessandro Volta

Erste chemische Stromquelle.

~ 1800 Michael Faraday
Erstmals begriff des Feldes (statt Fernwirkung).
Anschaung: zugrundeliegender ” Ather” (elastisches Medium).

1813  Siméon-Denis Poisson
Poisson-Gleichung (fiir das elektrostatische Potential).
~ mit Ladungserhaltung vollstdndige Theorie der Elektrostatik

5



6 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

1820 Hans Christian Qrsted
Elektrischer Strom kann Magnetfelder produzieren.
~ KErste Verbindung zwischen Elektrizitdt und Magnetismus.

1820  André-Marie Ampere
quantitativ dazu: Ampere-Gesetz

1831 Michael Faraday
Magnetismus kann elektrischen Strom erzeugen.
(Faradaysches Induktionsgesetz).

1861- James Clerk Maxwell
1864  Maxwell-Gleichungen.
Abgeschlossene Theorie der Elektrodynamik, Bis heute giiltig.

1.1 Die Maxwellschen Gleichungen im Vakuum

Es soll nun ohne weitere Vorrede gleich die vollstéandigen Grundgleichungen der
Elektrodynamik eingefiihrt werden (”Herleitung” spéter in Kapitel 3).

Gegenstand der Elektrodynamik, bzw. physikalische Objekte, mit denen sich
die Elektrodynamik beschéftigt, sind:

— Felder: E(#,t): Elektrisches Feld
B(7,t): Magnetisches Feld

— Ladungen: Punktladungen ¢ bzw. Ladungsdichte p(7,t).

Es gilt Ladungserhaltung: Ladung kann nicht irgendwo entstehen oder ver-
schwinden, sondern mufl immer hin- oder abflieffen.

= Es muB eine Stromdichte j(7,t) geben, so daB fiir die Gesamtladung Q in
einem Gebiet G mit Oberfliche dG gilt (Q = [, dV p(7,1)) :

%Q _ /G dV atp ; —fac dxzi 5 GauBscger Satz —fG dV v 5

Da dies fiir alle moglichen Gebiete gelten muf , folgt

Kontinuititsgleichung: |9p+V-5=0

Konkret: Fiir ein System von Punktladungen ¢; an den Orten #; ist
p(7,t) = ¥i¢; 6(F - 7i(t)) und
J(Ft) = ¥ ¢i 0 6 (7 = T4(t))
(~ j = p () mit (3): Mittlere Ladungsgeschwindigkeit).



1.1. DIE MAXWELLSCHEN GLEICHUNGEN IM VAKUUM 7

1.1.1 Die elementaren Gleichungen

* Maxwellgleichungen im Vakuum:

) . 1 0B
V-E = 4 VxkE = —-=——
P o c Ot
. 47 1 OF S
VxB = —j+-2| v.B = 0
c c Ot
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen

* Lorentzkraft auf Punktladung ¢ der Geschwindigkeit ¥
bzw. Kraftdichte f(7,t) auf Ladungsverteilung p(7,t) mit Stromdichte 5 (7,t):

R L1 R R
F:q(EJrZ(T)xB)) bzw. f=pE+—=(jxB)

Mit der Zusatzbedingung, dass E und B im Unendlichen verschwinden sollen,
ist dieses Gleichungssystem vollstéindig, wegen des Helmholtzschen Satzes:
Ein Vektorfeld, das im Unendlichen verschwindet, ist durch seine Divergenz und
Rotation eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Hier verwenden wir das Gaufische Maflsystem.

Allgemeiner lauten die Grundgleichungen der Elektrodynamik:

n 4 n ks 8B
V-E = 3P ) VxE = -29B
. ir_: . 1 OE %
V X B = 0 ]Z; c] + % Dt V- B =0
und Lorentzkraft: F = q(FE + k—CQ(T; x B).
Vorfaktoren k; in gebraduchlichen Maf}systemen:
Mafisystem ‘ k1 ‘ ko ‘ Ladungseinheit ‘
Gaufy 1 1 | [Masse]'/?[Lénge]*/? /[ Zeit]
Heaviside-Lorentz | 47 | 1 | [Masse]'/?[Linge]/?/[Zeit]
Elektrostatisch N .
Ei‘rslheri(‘)cser? (ISSCE§ 1 ¢ | [Masse]'/?[Lénge]*/? /[Zeit]
Elektromagnetische B
Einheitef (emE) 1/ | ¢ [Masse]'/? [Liinge]'/?
SI Einheiten drey | ¢ As

mit ey = 8.854 - 10712A%s* /kg m?

Hintergrund: Unterschiedliche Einheiten fiir E, B und Ladung.
Dariiberhinaus unterscheiden sich i.A. auch noch die Einheiten fiir Masse,
Lénge und Zeit (z.B. cm,g,s statt mkg,s).
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1.1.2 Diskussion der Gleichungen
1.1.2.1 Bedeutung der statischen Terme
Betrachte Situation, in der die Felder und Dichten stationér sind,

d.h. GtE = 6,5B = 8tp = Otj =0.

(i) V-E=41p < GauBsches Gesetz

dA-E=4r Q,
—— @

Oberfliche 8V

. eingeschlossene
eines Volumens V' &)

Ladung

(Verbindung: Gaufischer Satz)

(ii) Vx B = 47“3 < Amperesches Gesetz

a-B-
c — BY i
Kurve C, die eine Strom durch ' 5
Flache O umschlie3t Flache O .
v 7

(Verbindung: Stokescher Satz)

(iii) VxE=0 < Es existiert Potential ® mit £ = -v®

Zusammen mit (i) folgt Poisson-Gleichung |A® = -47p

(iv) V-B=0 < Es existiert Vektorpotential A mit B =V x A.
(mehr dazu in 1.1.4).

1.1.2.2 Bedeutung der zeitabhingigen Terme
Zusatzterme im Fall O,F # 0, OB #0

(i) VxE = —% OB <«  Faradaysches Induktionsgesetz

Leiterschleife / / /

mit ®,,: magnetischer Fluss durch Leiterschleife, ®,, = [ dA-B

(Verbindung: Stokescher Satz)

(ii) Vx B~ 47”3 = %@E : Maxwellscher Verschiebungsstrom
Zusatzterm notig, um Ladungserhaltung zu gewéhrleisten.

(Ladungserhaltung: Fordere d;p+ V-7 =0

Es gilt 4mp=V-E = 9p= ﬁ@tV-E’
Mit 425 =V xB-19,E folgt V-j= 2 V- (VxB)- LVOE
S— —

0 Beitrag von
Zusatzterm

= Oyp+ V-] = 0 erfiillt, aber nur bei Anwesenheit des Zusatzterms.)
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1.1.3 Energie und Impuls

In der Mechanik waren zentrale Begriffe die Energie und der Impuls.
Frage: Wie sieht das hier in der Elektrodynamik aus? Gibt es erhaltene Groflen,
die man mit Energie bzw. Impuls identifizieren kénnte?

1.1.3.1 Der Energiesatz der Elektrodynamik

Ausgangspunkt: Energiebilanz fiir Teilchen im elektromagnetischen Feld.

Auf Teilchen wirkt die Lorentzkraft F = q(E + %(ﬁ x B))
- verrichtet Leistung F-9=q - F + %T;(T) xB)=qv-FE
- [ —
0
= FEnergiegewinn oder -verlust des Teilchens pro Zeit: =q0-E

Analog: Auf Ladungsverteilung p wirkt Kraftdichte f = pE + = (j B)
— entspricht Leistungsdichte W = ;- E
= Energiegewinn oder -verlust der Materie: 8;e + Vje = j - E,
mit e(7,t): Energiedichte der Materie
und j.: Dichte des Energiestroms in der Materie
(Strome z.B. wegen Teilchentransport oder wegen Stofien)
Frage: Lisst sich Energieinderung in der Materie auf eine Energiednde-
rung im elektromagnetischen Feld zuriickfithren?

Ansatz: Driicke j - F nur als Funktion von E, B aus:

j E=£ (v xB——atE) E o
| E(VXB) V(BXE)+B(VXE)——V (ExB)-1B-9,B
=-1=V- (ExB)——(E OE+B-0,B)
= [47r(EXB)] [87T(E2+B2)] = —VS—@tu
B L .
= Zusammen: au +VvV-S=-3-F Poynting-Theorem

1 .. -
mit | v = —(E? + B?) Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

S = i(E x B) Energiestromdichte bzw. ” Poynting-Vektor”

W=j-E Am/vom Feld geleistete Arbeit pro Zeit und Volumen.

Folgerungen:

Fiir j- F=0gilt| du+Vv-5=0
Kontinuitédtsgleichung fiir Feldenergie

Fiir j-E+0ist u+VvV-S=—j- E——me
Energie wird vom Feld an Materie abgegeben und umgekehrt.

Feld + Materie zusammen: Energieerhaltung!
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1.1.3.2 Impulssatz und Maxwellscher Spannungstensor

Ausgangspunkt: Impulsbilanz fiir Teilchen im elektromagnetischen Feld.

Ladungsverteilung p(7,t) hat Impuls mit Dichte p(7,t)

Ohne elektromagnetisches Feld gilt lokale Impulserhaltung: 0,p+ Vv ﬁ= 0

mit ﬁ: Impulsflussdichte der Materie
(Impulsfluss z.B. wegen Konvektion oder Sté8en)

- —

Lorentzkraft bewirkt Impulsdnderung = Op + V ﬁ= f= pE‘ +27x
Driicke diese wieder als Funktion von E und B aus:
= f=pE+1jxB

Addiere B(V-B) =0
Ersetze (8;E) x B = 0/(E x B) - E x 9B = 8;(E x B) + cE x (V x E)

= £ [E(V-E)+B(V-B)-Ex(VxE)-Bx(VxB)]- £0(ExB)
Schreibe um

[E(V -E)—E x (V x E)]L =Y Ei0;Ej - ¥ €ijk €timEj Oy Em
J

jkim
| Zk €ijk €klm = dal 5jm — Oim 5jl .
= Z(EZBJE] - Ej@Ej + ch?jEi) = Zaj(ElE]) - %&EQ
J J

=Y 0,(EiE; - $E° 6,5)
J
Dasselbe fiir B(V - B) — B x (V x B)
= fz = 17r %:8J [E,LEJ + BZB] - %(EQ + Bz)du] -0 ﬁ[ﬁ' X B]z

T ir
=T =1g;
0
= Zusammen: —gi—».0;Tji=—fi

ot 7

1 -

mit | g = 4—(E x B) | Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes.
me —_

negative Impulsstromdichte bzw.
”Maxwellscher Spannungstensor”

1 1 o -
T = E(EiEj + B;Bj - 5(Sl-j(E2 + B%))

Mechanische Impulséinderung der Teilchen

1. -
f=pE+ RN B | qurch elektromagnetisches Feld (pro Volumen)

Folgerung und Interpretation

Fir f=0 gilt| 8,g- v T=0 |mit T=(T3;), (mit [V T); = ¥, 0,Ti;)
— Kontinuitétsgleichung fiir Feldimpuls

Fiir f 0 ist 8§ V T= —f-
Ubertrag von Impuls vom Feld an Materie und umgekehrt.

Feld 4+ Materie zusammen: Impulserhaltung!
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1.1.4 Elektromagnetische Potentiale
1.1.4.1 Einfiihrung der Potentiale

Teilweise Losung der Maxwellschen Gleichungen durch Riickfithrung von E und
B auf geeignete Potentiale (analog 1.1.1 fiir stationére Felder).

+ V-B=0 < Es existiert ein Vektorpotential mit |[B=V x A |

(Beweis: <: da V- (V x [1)#: 0V A. R R
=: "Errate” ein A, welches B = V x A erfillt.
Ansatz: A = -gexm [ driBpn (dh. Ay =3 [dz By -3 [ dy B. etc)
- [VxA)i =Y € 05 Ax = —% Y Yk €ijk €kim [ Ari0;Bm
jk glmae—o—
0410jm—0im 051
= —%fd?“i Zj aij +% Zj fd’l“j 8jBi = Bi v )
——— —————
Vv-B=0 3B,

*VxE:—%@tB = VxE:—%Vx@t;l:Vx(E+%8tﬁ)=O

. 1 -
<  Es existiert skalares Potential ® mit |F=-V®--0;A|
c

Bemerkung: Damit kann man auch ein geschwindigkeitsabhéngiges ” generali-
siertes Potential” U fiir die Lorentzkraft F' definieren (siehe Theorie 1):

o d 9 1. -
F.:[__+——]U F.o,t)| mit |UF,6,t)=q(®--5-A
‘ 87“7; dt Ovi ( ) ( ) q( cC )
(Rechnung: F; = [7% + %6%] U=-q0;®+ 2(v;0;4; - L Ai(7,t))
= —q&@ + %(vjaiAj - ’Ujain —atAi)
[ ——

[ox(VxA)];
=—q(81¢‘+%8tA2)+%[T)x(VXA)]lzq(EpL%[ﬁxB]l) v )

1.1.4.2 Eichtransformationen

Eichfreiheit: A und ® sind nicht eindeutig:
Man kann mit beliebiegem skalaren Potential ”umeichen” geméf

A = A+ VA(F 1)

' = ©-19A(F,t)

(SN

—
—

(Check: B:Vxﬁ':VxA, daVxVA=0V
E=-vd - %atA’ =-V(®- %atA) - %8“21 - %ONA =-Vo - %8“21 V)

Diskussion: A und ® sind HilfsgroBen ohne physikalische Realitét.
Dagegen haben E und B physikalische Realitét, da iiber Lorentzkraft mit
Testladung direkt messbar — eindeutig!

Hintergrund: Enger Zusammenhang mit der Invarianz der Lagrange-Mechanik
unter Addition einer totalen Zeitableitung zur Lagrangefunktion (siche
Theorie 1 und Kapitel 3).
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Beliebte Eichungen (Zusatzbedingungen, die A festlegen)

Lorenzeichung: Fichbedingung %th) +V-A=0
Coulombeichung: Eichbedingung V- A =0

1.1.4.3 Maxwellgleichungen ausgedriickt in Potentialen

Beachte: Durch Einfiihrung der Potentiale sind homogenen Maxwellgleichungen
automatisch gelost. Es bleiben nur die inhomogenen Maxwellgleichungen. Thre
Form héngt von der Wahl der Eichung ab.

1 9
Generell: Definiere d’Alembert Operator: O := — 9
c
= DAz%j—V(%@t<I>+V-A), D<I>=47rp+%8t(%8t<1>+v-A)

(Herleitung: B B B B B
VxB=%2Zj+10F =vVx(VxA)=V(V-A)-AA=2;-199,®- 50, A
auA:cizg—;A—AA:%j—v(%atquv-A) v

V-E=dnp = —A@—%atVuZl:éhrp
= 0b=1 L6 -Ad=drp+ 10 (Lo, +V-A) V)

1) Lorenzeichung;:

=  Maxwellgleichungen: |0Ad=-—j, 0O®= dmp
c

1 -
mit Eichbedingung |-0,®+V-A=0
c

2) Coulombeichung;:

=  Maxwellgleichungen: |A® = —-4mp, DA=—j--vyd
c c

mit Eichbedingung |V - A=0
Vorteile der Coulombeichung: Besonders giinstig bei p = 0 (Optik).

1.1.5 Zusammenfassung von Kapitel 1.1

e Fundamentale Gleichungen der Elektrodynamik:
Maxwellgleichungen im Vakuum

e Diskussion von Energie- und Impulsbilanz
— Energie und Impuls elektromagnetischer Felder

o Elektromagnetische Potentiale
— vorerst einfach nur Hilfsmittel zur Losung der Maxwellgleichungen
— kiinftig wichtiges Konzept: Eichfreiheit und Eichinvarianz
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1.2 Stationire Losungen im unbegrenzten Raum

Betrachte nun Situationen, in denen p(7') und j(r) vorgegeben und zeitlich kon-
stant sind, und E, B stationér sind(d;E = ;B = 0). Der Raum sei unbegrenzt,
ohne &uflere oder innere Grenzflichen.

(Stationédre Randwertprobleme werden in Kapitel 1.4 behandelt).

1.2.1 Grundgleichungen

* Stationdre Maxwellgleichungen

V-E = dmp | V x E =0
N 47 - -
VxB = 25| v-B = 0
c
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen

Folgerung: Gleichungen fiir E und B sind fiir festes, vorgegebenes p, j
nicht mehr gekoppelt, kénnen separat gelost werden.

— getrennte Gebiete der Elektrostatik und Magnetostatik.

+ Elektrodynamische Potentiale (vgl. 1.1.4)

Losung der homogenen Maxwellgleichungen durch Einfithrung eines Ska-
larpotentials ® und eines Vektorpotentials A mit

B=V><A‘

]E:—wp\

Wiéhle Lorenz- oder Coulombeichung (hier dquivalent)
— Inhomogene Maxwellgleichungen nehmen die Form an (vgl. 1.1.4.3)

At =
AD = —drp, AA-= -—W 5| mit Eichbedingung | v-A=0

= Poissongleichung fiir & und die Komponenten A, von A.

* Superpositionsprinzip

Allgemeine Eigenschaft der Grundgleichungen: linear,
d.h. Loésungen konnen beliebig iiberlagert werden.

z.B. A®; = -4dwp;, = Ad= —47Tp mit & = ZZ y P =2 i
AAi=—4T7rji = AA———] mit A= ZZ ] S Ji
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1.2.2 Elementare Losungen
1.2.2.1 Elektrostatik und Coulomb-Potential

Wichtigste elementare Losung der Elektrostatik:
Losung der Poisson-Gleichung A® = —47p im unbegrenzten Raum fiir belie-
bige stationire Ladungsverteilung p(7)

* Potential einer einzelnen Punktladung ¢ am Ursprung

Symmetrie und Wirbelfreiheit von E = E(7) = E(r) 7/r.

Lege Kugel K (Radius R) um Punktladung, wende Gaufisches Gesetz an.:
[ dA-E =4mr? E(’I”);Llﬂ' Qx =4nq = E(F) =q#/r3.
oK ——

Oberfldache eingeschlossene
Ladung

Mit 7/r% = =v(1/r) und E = —V® erhilt man fiir das Potential ®
das Coulomb-Potential O(7) = 4
r

+ Potential und elektrisches Feld einer beliebigen Ladungsverteilung p(7)

Wegen des Superpositionsprinzips addieren sich Beitréige auf.
Beitrag einer infinitesimalen Ladung p(#') d3r':  d® = d3¢ p(#) /|7 — 7.

=/
Zusammen: | ®(7 )_.[d3 r P

|a a,|

= NG
E=—V<I>=fd37“ p(7 ’)|(ﬁ_77,|§

1.2.2.2 Magnetostatik und Biot-Savart-Amperesches Gesetz

Betrachte nun analoges Problem der Magnetostatik:
Losung der vektoriellen Poisson-Gleichung AA = —47“ g fiir vorgegebene sta-
tionéire Stromverteilung j(7) mit zusitzlicher Eichbedingung V- A =0

+ Potential und Magnetfeld einer beliebigen Stromverteilung 7 (7)
Analogie zur Elektrostatik (A® = —47p - & = [ d3r' =£5)

=
~ | i) fd3 / J(f')

7“—7“

Uberpriife Eichbedingung v - A = 0
VA= ldeT’](F,) V(‘ /|) deT,](F,)V(\ /\)
partielle Integration, 7 — 0 im Unendlichen

=1 [ LV - j(7') =0 wegen V- j = —0ip = 0 (stationdr)

[7=7|

B 1
Fiir das Magnetfeld ergibt sich: | B(7) =V x A = — [ a3’ 5 (7 x
c
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* Anwendung: Biot-Savart-Amperesches Gesetz

Kraft zwischen zwei stromdurchflossenen Leitern.

Intcgration 0

~ Magnetfeld des Leiters 2: Bo(7) = 1 [ d3 jo(7) x :;‘)
— Lorentzkraft auf Leiter 1: Integral iiber Kraftdichte f = —( J1 % B2)
= L drd® i) x Ga(7) < )
=L & [2() (W) - 55 - S0k (1) - 52(7)]
‘ [ &) 5 == O ) V) =t 50 =0

L a5 @) ()

(=7

1 FAPR
= F12=—E[/d3Td3T/ (]I(T)'jQ(T,)) |,'-;_77:/|3

1.2.3 Multipolentwicklung
1.2.3.1 Idee der Multipolentwicklung

Im unbegrenzten Raum: Elektro- und Magnetostatik im Prinzip geldst.
- ®(F) = [d*' ’;(TF)| baw. A(F) = 1ra% |;(_7;),‘

Hiufig kennt man p und j aber gar nicht so genau bzw. braucht ® und A gar
nicht so genau zu wissen. - Entwicklung nach wichtigsten Beitrdagen.

Hier: Diskutiere wichtigsten derartigen Fall:
(7) und 7(7) rdumlich begrenzt auf kompakten Triger (z.B. Molekiil).

P
Gesucht ist das von p bzw. j erzeugte Feld in grofier Entfernung.

Konkrete Fragestellung lautet also: Angenommen, es géibe ein R > 0, so dass
p(7") = 0 bzw. j(7') = 0 fiir ' > R (zumindest in guter Niherung).
Suche resultierende Potentiale bzw. Felder bei r > R (Fernfeld)
~ Entwicklung nach Potenzen von 1/r: Multipolentwicklung.

Vorgehen: Entwickle 1/|7 — 7’| nach Potenzen von 1/r.

Es gibt zwei populédre Darstellungen:

(i) In kartesischen Koordinaten
1 1 ~L(1-28F

= = =
77| 72277 4172
Taylorentwicklung von (1 + «)
a=-27- F'/r2 + (7"'/7’)2
Sortiere nach Potenzen von 1/r.
=1+ 5 (& 7))+ w (2(e,-7)? -
1
=57 7“2 2 Eri TZ + 7,3 Zz] €ri €rj (37“17’] D)
~ Setze ein in Gleichung fiir Potential ® bzw. A.
1/r - Monopolbeitrag.
1/r> - Dipolbeitrag.
1/r3 -  Quadrupolbeitrag.

7 7"/2 ~1/2
r_z) /

~1/2 pach kleinem Parameter

Definiere &, = 7/r.
1 /2)_,__“

.. 2 cee
dij T ) +

==



16 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

(ii) In Kugelkoordinaten (systematischer)

Ansatz: \F—_1F’| =% r% a;(0,9),
Entwickle a;(0, ¢) weiter nach ” Kugelflichenfunktionen” Y;,,, (6, ¢)
Man erhélt (siehe z.B. Jackson)

oo l
o= 2 (A L Vi (0 8) Yin(0,0)) fiie 7> o

Bemerkung: In niedrigeren Ordnungen wird i.A. kartesische Darstellung be-
vorzugt, auch in dieser Vorlesung. Trotzdem sollen im Folgenden kurz die
wesentlichen Fakten zu Kugelflichenfunktionen zusammengestellt werden.
Mehr dazu kommt in Theorie 3 (Quantenmechanik) (siehe auch Skript
”Mathematische Rechenmethoden”, Kapitel 9.2.4).

Ergénzung: Einschub zu Kugelflichenfunktionen

e Vollsténdiger Satz von Funktionen des Raumwinkels, jede ” verniinftige”
Funktion f(6,¢) kann nach ihnen entwickelt werden.

o Eigenfunktionen des Winkelanteils des Laplace-Operators: In Kugelko-

ordinaten ist A = %28717“2&— 7%[22 mit 2 = —ﬁ% sin 0% - ﬁa‘%.
. tal 2
Es gilt L2Yi (0, 6) = 1(H1) Y1 (0, 6) (und 55 Yim (0, 6) = =m*Yi (6, 6))

Daraus folgt: Potentiale ®(7) mit A® = 0 kénnen folgendermaflen ent-
wickelt werden: | ®(7) = Zlm(almrl + b T Y0 (0, 0)

(Rechnung dazu:
Ansatz ®(7) = cim (r)Yim (6, ¢) = T%BTTQBTclm(r) = LIl +1)cim(r)
Substitutiere cim (1) = u(r)/r = Orru(r) = 11+ 1)u(r)
= u(r) o< r® mit a(a-1)=1(l+1) = a=1+1 oder o =-I
= m(r) = amr! + b 1)

NB: Diese Eigenschaft macht die Kugelflichenfunktionen im Kontext
der Multipolentwicklung interessant, da fiir » > R die Potentiale die
Laplace-Gleichung erfiillen: A® =0 bzw. AA =0.

27 T
e Orthonormal: [ d¢ [sin@d0Y; (0,¢) Yim (6, ) = o Smum
0 0

oo 1
e Vollstindig: > Y. Y} (0,0) Vi (0',¢") = 0(¢— ¢') (cos b — cosd")
=0 m=-1
Daraus folgt, dass man alle f(6,$) nach Y}, entwickeln kann:

oo 1 2m T
f(97¢) = ZZO Z lcleZm mit Clm = _[ d¢f sin 6 d6 YE;(QWJS) f(ea ¢)
=0m=- 0 0
e Konkrete Form: Y}, (0, ¢) = Ny P/ (cos ) €™ fiir > m >0,
YVZ,—m(ea ¢) = (_1)m }/};1(07 ¢)
mit P/"(x): Zugeordnete Legendre-Polynome
und N,,: Normierung

e Spezielle Kugelflichenfunktionen:

Yoozw/ﬁ Yio = %cos@ YQOZ\/%(SCOSQQ—l)

N R - _ 15 i$
Yi1 = 5, sinfe'” Yo = 3. sinf cosfe

Yoo =/ 312—57r sin? @ ¢
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1.2.3.2 Multipolentwicklung in der Elektrostatik

Betrachte nun speziellen Fall einer begrenzten Ladungsverteilung p(7)
Fragen: 1) Wie verhélt sich das elektrostatische Feld in grofier Entfernung?
2) Welche Gesamtkraft wirkt auf die Ladungsverteilung p(7) in einem
dufleren elektrostatisches Feld?

zu 1) Berechnung des Fernfeldes bzw. Potentials in grofler Entfernung

Multipolentwicklung fiir Potential ®(7) = [ d3r/ p(™)

’F

7|
basierend auf der Entwicklung von 1/|7 — 7| aus 1 2.4.1

(i) In kartesischen Koordinaten:

o(r) =1 L[ d% p(7) +T2 e [ &' p(#)
—_—— \_‘,_—/
=q: Gesdmtlddung

+ 3 Zememfd?’r' p(F')(g’r;r;——ézjr )

—-QQij

—

1 1 11, <
= (I)(r):;q+r—26r-p+—3 ér Qe+

1
2

1 1 1 5_} - <~ . <—>_>
= E:—V<I>— erq+ (Ser (ér-P) p)+—(2€r (6, Q é)Qép)+-

~ Ladungsverteilung p(7) wird durch Momente charakterisiert:

q = [d&rp(F) (Gesamtladung) : Monopol ®
p o= [&rp@)7F : Dipolmoment &
Qi = [&rp(F) (Brirj—6;72) : Quadrupolmoment &
etc. (hohere Ordnungen)

NB: Q= (Qij) ist ein Beispiel fiir einen physikalischen Tensor
Es gilt ng qu Spur(Q) i Qii =

(ii) In Kugelkoordinaten

l
o(r) = [ d'p() & m(%1 S Vi (00) Yin(60,0)

= | (7) = Z

1=0m= ZQZ

Tl I+l lm(e ¢)QIm

mit | gy, = [d3r p(F) Y (0, ¢) Multipolmoment

Konkret z.B.: qoo = ﬁq, qio = %pw gi1 = — /%(px —ipy)

Fiir das elektrostatische Feld erhilt man mit E = —v®:

1

. 0 1 0
E(7) lz(z)m;lqzm 1l+2(6r(l+1)Y2m+eeae )

}/lm""ed) 98¢Y2m
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zu 2) Kraft auf Ladungsverteilung in duerem Feld Eext

Betrachte nun eine starre, aber als Ganzes verschiebbare Ladungsvertei-
lung p(7) = po(7—70), po(7) starr. Multipole sind bzgl. po(7) definiert.

—

E.., variiere nur langsam und Vv - E,, = 0 im Bereich p(7) % 0.

Berechne zuerst die potentielle Energie von p(7) im Potential ®,. mit
E..=-V®. (P schlieBt das von p erzeugte Potential ®y nicht ein!)

= U= [d%F po(F = To) Pexi(F) = [A*r po(F) Poss (7 + T
Taylorentwicklung von ®ext(7) um 7 = 7o
2
Dext (7 +70) = Pext (To) + 7+ V¢ext|ro + % 2ijTiTs #&rﬁbextho o
| Eext = _V(I)exf
= oyt (7o) — f-Eext(fg) - % Zij Ti T 8jEext,i|,:0 e
| Fiige ein: 0 = %V - Fext = é Zij 57;]' ajEext,i
= Bext (70) = 7+ EBext(Fo) = § £45 (375 75=1% 6i5) 8j Bextyil sy + -

= /d37“p0(77) { (I)ext(Fo) -7 Eext(Fo) — % Zij(3ri T'j—TZ (51]) 8jEext7i]fO + }

+ cee

7o

. . L o= . 1
= | U(70) = q¢ P (T0) =P+ Eexi(T0) — G > Qij 0jFui

ij

= Kraft auf Ladungsverteilung: F=-vU-=qE., + v(p- Eext) + o

~ Kraft wird auch von Multipolen bestimmt.
Ladung erfihrt Kraft in Richtung Feld
Dipol erfahrt Kraft in Richtung Feldgradient etc.

Bemerkung: Dasselbe Ergebnis erhélt man, wenn man von der im elek-

trostatischen Feld gespeicherten Wechselwirkungsenergie ausgeht:

— Gesamtenergie: Eiya = SLW [d3(E, + E.)?> (E,: Feld von p)

— Energie des externen Feldes: Feyt = % f dgrf?fxt

~ Energie des Feldes von p: E, = & [ d3rE?

~ Wechselwirkungsenergie: Eyw = Etotal_Eext_Ep = ﬁ / d3r Ep. E...
Es gilt: Eyw = [dr p(7) @ (F) = U

(Denn: [dHE-Eexy = [d*1(V®,)-(VPext) = [A*7 V(Pext - VO,) — [d3T AD, B

3
=47 fd rp q)ext ) Gauss: Randterm, verschwindet —4rnp

Aber Achtung: In der Magnetostatik ist der Zusammenhang zwischen
Feldenergie und Potential eines Dipols nicht so einfach.
(siehe Diskussion am Ende von 1.2.3.3)

Fazit aus 1) und 2) :
R&umlich begrenzte Ladungsverteilungen kénnen durch Multipolmomente
charakterisiert werden. Niitzliches Konzept besonders im statischen Fall.

e Beinhalten wichtigste Informationen tiber das Potential der Ladungs-
verteilung bei groflen Absténden

e Beschreiben die Wechselwirkungen mit dufleren Feldern
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1.2.3.3 Multipolentwicklung in der Magnetostatik

Nun: Betrachte entsprechendes Problem der Magnetostatik:
Begrenzte (starre) stationire Stromverteilung j (7).
Fragen analog wie beim elektrostatischen Fall:
1) Wie verhilt sich das magnetostatische Feld in grofler Entfernung?
2) Welche Gesamtkraft wirkt auf die Stromverteilung j(7) in einem
duBeren magnetostatisches Feld?

zu 1) Multipolentwicklung des Fernfeldes bis zur Dipol-Ordnung

Ausgehend von dem Vektorpotential A(7) = %f d%’f;_i,)' (vgl. 1.2.3)
und basierend auf der Entwicklung von 1/|F — 7| aus 1.2.4.1

— Fernfeld wird durch Momente der Stromverteilung bestimmt:
A (7—,;) — 1 (m) le Z] eij](gj m)

mit Monopol q =1 fd3r Ji(7),

Dipol: pl(cj m _ 1 /d37’jk(7’) r;, ete.

Einschrankungen Wegen Kontinuitétsgleichung v - 7 = 0:

Monopolterm: q =1 [d3 jp(F) =0

(Denn: fdgr]k(r) = fd3r] (Vrg) = fd3r V() —fd3r (V-))re =0)
JE= J( —_—— ——
GauB : [, dA.(jry)=0 0

= KEs gibt keine magnetischen Monopole!

Dipolterm: p( m _ 1 L [d%r ji(7) ry ist antisymmetrisch: p( ™) 2 —pl(;n)
(Denn: p{™ +pl(;”) S &7 (Gikre + jirs) o fd r(rig - (Vre) + 7.3 - (V1))
Jk=7"
= [&Prv(rerg)- [dPr (rem V- J) 0)
[ — N—
GauBl : [ dA (rer;j7)=0 0
= plg’f):: ( 7,?3 S f’;l) wirkt als Kreuzprodukt p b= xbVb.

-mg  mi 0

mit m; = Zewkp(m) fdgr%eijkjk rj =52 [&r[Fx ()]
J

Fazit: | A(7) = —m x &, + -

1 -
mit | m = % f d®r (7 xj(7))| magnetisches Moment
c

~>

- 1
Man erhilt das Magnetfeld x A= (3€r (& -1m)- ) o




20 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

zu 2) Kraft auf Stromverteilung in einem externen Magnetfeld Bext

Betrachte starre, als Ganzes verschiebbare Stromverteilung jd(T) Jo (7 = 79)
B... variiere nur langsam. Berechne magnetische Kraft F' auf Ja(7):

Fi =1 [@r [ja % Bext]k = X €rtm 2 [A*7" jo,1(F) Bexct.m (7 + 70)
| Taylorentwicklung von Bext:  Bext,m (7 +70) = Bext,m(70) + X, 700 Bext,ml
= Sim ktm Boxt,ml sy £ [A°7 Joi + Simn €ktmOn Bext,mly, + [A°r joarn,

c

—— —_—
(m) -0 pgm)
- Zlm Ek:l'mz pln )8 cht m|¢ [(ﬁLXV) Xcht]k :ak(m cht)fmk (V’cht)
— —
[mxV]; 0
= | F = v(m- Bext) + e (analog Elektrostatik)

Frage: Gibt es hier auch wieder ein zugehoriges Potential?

e Pro: Kraft F' kann formal auf ein “magnetisches Potential” zuriick-
gefithrt werden: F = —vU (™ mit U™ = —pi- B,,, in Dipolnéherung
und allgemeiner: U™ (7y) = — [d3r" jo (7 = 7p) - A (1)
(Dipolndherung: klar
Allgemeiner: F = 1 LfdPr [ [Ja(7) % Bext(7)] = % fd3 [a x (V x Aext)]
ifd?’r Yilja, iV Aext,i — ja, O A ext]

1 3 . A . 1 3 .
2 @[ daaV Aexti+Aext Xy Oija —< [P T Oi(Ga, i Aext,k)
———
v.jd:() Gauss: Randterm, verschwindet

=L [d% %, jou(F ~ 7))V Aext (7)
= L8 %, Gou () Virg Aextt (' + o)
= Vio [% deTIEO(?/ ~ 7o) 'Aext(’?l)] V')

e Contra: U™ entspricht nicht der im Feld gespeicherten Wechselwir-
kungienergie E‘ivw = % [d3r [(Ed +B..)?-B,- ngt] zwischen Dipol
und B,,,. (mit By: von der Stromverteilung generiertes Magnetfeld.)
Fiir diese erhilt man: Eyw = %fd%j(?) A (7) = UM

(Denn: Eww = ﬁ ]d3r Bext - Bq = ﬁfd3r (V x Aext) (V x Ad)
= ﬁ deT Zkl [(8k14ext,z)(3kz4d,l) - (3kAext,l)(alAd,k)]
=+ [ Ty 0k i (Aext 10k Ad i — Aext 101 Aa i) |

Gauss: Randterm, verschwindet

_ﬁ fdsr[_zl Aext,l (Zk akakAext,l) +Zl Aext,lal (Zk akAd,k)]
—————— ————
- %fd?’rjd(f) . Aext (,F) \/) AAd,lzf%jd,l V-Ad:O: Coulomb-Eichung

~ Wenn sich der magnetische Dipol im Feld ausrichtet, erhéht sich
die Feldenergie - im Gegensatz zum elektrischen

elektrischer Dipol
Dipol, bei dem sich die Feldenergie erniedrigt.
Anschaulich: Wegen Eyny = [d37 p(7) @ (7) bzw.
Eww = [d37 ja(7) Auxe(7) wird FEyyw vom Feld di-
rekt am Ort der Ladungs- bzw. Stromverteilung be- ; ;
magnetischer Dipol

stimmt (nicht vom Fernfeld!). Beim elektrischen Di-
pols ist dort lokal das elektrostatische Feld ernied-
rigt, beim magnetischen Dipol ist das magnetische
Feld erhoht!
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Diskussion: Mechanisches Potential vs. Gesamtenergie

F beschreibt mechanische Kraft auf konstante (Verschiebbare) Stromver-
teilung j4(7) = jo(7 - ro( )) im externen Feld Bext Um jo und B.,, bei
einer Verschiebung von jo mit Geschwindigkeit V = dr/dt, aufrecht zu
erhalten, muss zusétzliche Arbeit geleistet werden.

(a) Beitriige der Lorentzkraft

NB: Im Gegensatz zum E-Feld kann das B-Feld insgesamt keine
Arbeit verrichten, da F' = £ (¥ x B) senkrecht auf ¢ steht !

Bilanz: Es gilt jo(7) = po(7) 7o(7). Betrachte Arbeit die an bzw. von
den beweglichen Ladungen p(7) = po(7 - 7o(t)) verrichtet wird.
— Gesamtstromdichte (inklusive Bewegung V) j= p(vo + V)
= Dichte der Lorentzkraft: f =1 j x By, = p (Do + V) x By,
= Leistungsdichte: Mit d7 = (tg + V) dt und W = dt - f folgt
o Anteil mechanische Verschiebung des Dipols:
W1 =V'f= %p‘?((@0+‘7) Xéext) =%,0‘7-(170 Xéext)
mit [d3r Wy =V - F(rp(t)) = -V - vz, U™ = Ly (m)
e Anteil, der von der Stromquelle aufgewendet werden muss,
um die Strome jo gegen f aufrecht zu erhalten:
WQ = ﬁo'f: %p@o-((ﬁ0+‘7)><§ext) = %pﬁo-(?xgext) = —W1
= Wi+ W5 =0, wie es sein sollte.
Die Stromquelle leistet Arbeit, die in mechanische Arbeit zur
Verschiebung des Dipols umgesetzt wird.

Aber: Zusétzlich erhoht sich Feldenergie. Woher kommt die Energie?

(b) Zusatzbeitrag: Magnetfeld von j, und Aufrechterhaltung von B,

Betrachte nun auch die Stromverteilung jm, die das inhomogene
duflere Feld Bext erzeugt. Wenn Ed verschoben wird, dndert sich
das von j, erzeugte Magnetfeld B,(7,t) = Bo(7 - 7o(t)). Dadurch
werden wegen V x E = —%(%B elektrische Wirbelfelder induziert,
die j.. entgegenwirken. Um j.., aufrechtzuerhalten, muss (pro
Zeit) weitere Arbeit [d3r W3 = — [d®r W) verrichtet werden.

NB: Maxwellscher Verschiebungsstrom (aus 0;E) ist hier nicht
beriicksichtigt. Erzeugt elektromagnetische Wellen, die abge-
strahlt werden und zur Bilanz nicht beitragen.

(Rechnung: fd3r Ws = fd3rjext Emit VxE = —%&B, Jexct = =V x Boxt.
Es gilt: 0, B = 9, Ba(¥,t) = 9, Bo(¥ — 7o(t)) = —(V - V) Bol,
-(V-V)Ba = Vx(VxBa)=22Vxja.

VBd
= fdsr Ws = deTE'jext == fd?’rE- (V x Bext)
= £ [B*r V- (Bext x E) + 5= [d°r Bext - (V x E)

7o (t)

Gauss: Randterm, verschwindet
=2 [d* Bexe - (0:B) = =2 [d®r Bext - (V % ja)
= %fd?)?”;d . (V X Bext) = *fdgr W1 v )
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Insgesamt ist Leistungsbilanz: deT(Wl + W+ W3) = —fd3r Wy = —%U(m)

Die geleistete Arbeit wird in magnetischer Feldenergie gespeichert.
Deshalb folgt fiir die Wechselwirkungsenergie: %EWW = —%U (m))

NB: Dass sich mit diesen ganzen Korrekturen "nur” das Vorzeichen umdreht,
ist kein Zufall. Fiir eine systematischere Behandlung brauchen wir ein
verallgemeinertes Konzept von Potential und Arbeit — siehe Vorlesung
Thermodynamik (Theorie 4))

Fazit: Die Dynamik von permanenten Stromverteilungen jo um Referenzpunkt

7o im duBeren Magnetfeld B, (festes Jo im Sinne einer Zwangsbedingung)
wird bestimmt durch das ”mechanische” Potential

U = [ jo(” = 70) - A ()

Die Wechselwirkungsenergie im magnetischen Feld ist | Fyw = —U ™) |

Konkret sind Potential und Energie eines permanenten Dipols

—

U(m) =-m- Bext und Eww =Mm- Bext .

(NB: Vergleiche dazu Elektrostatik nach 1.2.3.2
U= [d% po(7" = 7o) ®(F') = qPeri = P+ Es und By = U )

1.2.4 Zusammenfassung von Kapitel 1.2

Betrachtung stationéirer Probleme, 0; A = 0 fiir alle Grofien A.
Beschriankung auf unbegrenzte Geometrien - unendlicher Raum, keine Rénder.
(siehe Kapitel 1,4 fiir Randwertprobleme)

Entkoppelte Gleichungen fiir elektrische und magnetische Felder
— Getrennte Gebiete der Elektrostatik und Magnetostatik

Trotzdem dhnliche Gleichungen — #hnliche Losungsverfahren und Losungen

Wichtigste elementare Losung:
Funktion | ¥(7) = 1/r | 16st Gleichung | AW = —474(7) ‘

Daraus abgeleitete Losungen:

— Allgemeine Losung des elektrostatischen Problems A® = —4mp(7)

— Allgemeine Losung des magnetostatischen Problems AA = —47“3(?)
(Biot-Savart-Amperesches Gesetz)

Praktisch relevant: Multipolentwicklung

— Systematische Entwicklung des Fernfeldes von rédumlich begrenzten
Ladungs- und Stromverteilungen in Potenzen von 1/r

— Beschreibung der Wechselwirkung solcher Objekte mit externen Fel-
dern (Monopol - Feld, Dipol - Feldgradienten etc.)

— (Last not least) Schafft notwendigen Voraussetzungen fiir das néchste
Kapitel: Herleitung der Maxwellgleichungen in Medien
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1.3 Maxwellsche Gleichungen in Materie

Bisher: Elektrodynamik im Vakuum
— Fundamentale Gleichungen der Elektrodynamik

Praktische Anwendungen der Elektrodynamik:
Im téglichen Leben hat man im Allgemeinen ein Medium (z.B. Luft)

~ Vielteilchensystem: Strenggenommen miissten sémtliche Freiheitsgrade samt-
licher beteiligten Ladungen (Kerne, Elektronen) beriicksichtigt werden.

Aber: De facto kommt man zum Gliick mit sehr viel weniger aus. Mikroskopi-
sche Freiheitsgrade des Mediums kénnen grofitenteils ” ausintegriert” wer-
den. Ubrig bleibt eine effektive Theorie der elektromagnetischen Felder:
Die "makroskopischen Maxwellgleichungen”

NB: Man kann zwischen zwei Arten von Ladungen in Medien unterscheiden:
— Gebunden an Atome und Molekiile
z.B. lokale Ladungsverschiebungen — Dipolmomente etc.
— Freie Ladungen, z.B. freie Elektronen, Protonen

1.3.1 Phinomenologische Uberlegungen

Betrachte zunéchst statische Eigenschaften von isolierenden Medien

1.3.1.1 Elektrostatik in Medien

Medium bestehe aus Molekiilen, die ungeladen sind, aber Dipolmomente haben.
Betrachte Scheibe aus einem solchen Material.
Lege dufleres Feld Ej an : Dipole werden orientiert.
— An der Oberfliche werden Oberflichenladungen ) induziert,
die das Feld im Inneren reduzieren (Kondensator).
Reduziertes Feld: E = Ey - 47Q/A (mit A: Fliche der Scheibe)

Allgemeiner: Durch Verschiebung von Ladungen werden lokal Ladungsdichten
pp(7) ==V -P erzeugt mit P : Polarisation (< lokale Dipoldichte)

(Denn: Ausgehend von lokal véllig neutralem System: p. =p- = p=ps—p-=0
betrachte Einfluss von Ladungsverschiebung dti. = dps = =V - (p01i+)
(Analogie Kontinuititsgleichung: 8;p = -V -5 = -V - (p?))
= 0pp =8p. —6p_=—V-P mit P = p, 8ty — p_dii_ )

Dann folgt mit V- E, = 4wp, lokal: E = Ey + E,, = Eg — 47 P,

Umgekehrt betrachte nun das von externen Ladungen p.. im Medium ge-

nerierte Feld E . Definiere dielektrische Verschiebung |D = E + 47 P | .

Dann gilt fiir einen Betrachter, der sich fiir innere Polarisationsladungen
nicht interessiert, eine modifizierte Maxwellgleichung

— Inhomogene Maxwellgleichung (statisch): |V - D = A7 P

Homogene Maxwellgleichung V x E = 0 wie gehabt (bleibt unveréndert)
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Zur Vervollstindigung des Gleichungssystems braucht man Bezichung E < D

Empirisch: Fiir kleine F gilt oft P o E, also
mit e: Dielektrizitdtskonstante oder dielektrische Permeabilitat

1.3.1.2 Magnetostatik in Medien

Betrachte Molekiile mit magnetischen Momenten.
Aufleres Magnetfeld — richtet magnetische Momente aus.

In Analogie zu 1.3.1.1 vermuten wir (”intelligentes Raten”):
Magnetfeld veréindert sich geméfl B = By + 47 M
mit M: Magnetisierung (Dichte der magnetischen Momente)

Definiere | H = B — 47 M

= Das von externen Stromen induzierte Magnetfeld erfiillt

— Inhomogene statische Maxwellgleichung: ’ VxH = %jext
— Homogene Maxwellgleichung V - B = 0 (unveréndert wie gehabt)

Nomenklatur: H heifit ”magnetisches Feld ”
B heifit "magnetische Induktion”
(verwirrend, aber so ist das nun mal.)

™
I

=
)

Zusammenhang H < B: Nimm wieder an H o B und definiere

p: magnetische Permeabilitét

1.3.1.3 Abschlielende Bemerkungen

— Phénomenologische ”Herleitung” der Maxwellgleichungen in Medien

— gar nicht schlecht. Kommt nochmal sauberer in 1.3.2, aber Ergebnis

bleibt gleich

— Phiinomenologischer Zusammenhang E < D, B <> H problematischer
e E|| D, M || H nicht unbedingt gegeben in anisotropen Medien

e E o< D, M o< H oft richtig bei kleinen F, B, aber nicht mehr bei grofien

und insbesondere in nichtlinearen Medien

— Phénomenologische Uberlegungen liefern nur stationiire Maxwellgleichungen.

Verallgemeinerung fiir nichtstationére Systeme steht noch aus.
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1.3.2 Mikroskopische Herleitung
1.3.2.1 Die Idee des Coarse Graining

Ausgangspunkt: Mikroskopische Theorie eines Materials, bestehend aus Punkt-
ladungen (Elektronen und Kerne); hier klassische Behandlung.

= Mikroskopische Maxwellgleichungen fiir mikroskopische Felder &, b:
s _ > _ _18b
Ve = Am Vxe = oy
e _ ™ —
VXb—EE = ?j v-b = 0
mit p(7,t), j(7,t): Mikroskopische Ladungs- und Stromdichten
< Mikroskopische Freiheitsgrade aller Teilchen

Ziel: Theorie, in der man nicht mehr das vollstdndige System betrachten muss.
Material wird als Medium betrachtet.
— Herleitung der ”makroskopischen” Maxwellgleichungen.

Ansatz: Vergroberung oder Coarse Graining.

Mikroskopische Variationen von €, b interessieren nicht, nur langwellige
Schwankungen. — Lokale Mittelung iiber Groflen ("unscharf stellen”)

Konkret: Faltung mit einer Vergroberungsfunktion f(7), z.B. Stufenfunktion
oder Gausskurve (normiert). Details von f(7) sind egal. Wichtig ist die
Breite — Léngenskala der Vergroberung

Mittelung: Fiir gegebene mikroskopische Funktion g¢(7,t) definiere
(g(7.t)) = [a%" f(7 ~7") g(#,t)
Ableitungen: (8&9(?, t)) = 8t<g(F7 t))? <8Zg('f”7 t)) = al(g('ﬂ t))
(denn: (9;g(7,t)) = [A* f(7F—7") 0} g(#,t) = — [A* g(¥,t) O] f (7 — ")
= [& g(,t) i f (7 =) = Di(g(7,1)) V')

Fazit: Aus Vielteilchentheorie wird Kontinuumstheorie (Dichte-/Stromfelder),
analog Hydrodynamik in Theorie 1

1.3.2.2 Anwendung auf Maxwellgleichungen
Definiere nun E(7,t) = (é(7,t)), B(7,t) = (b(7,t))
= Mikroskopische Maxwellgleichungen geben
V-E = 4 (p(7,1)) VxE
VxB-15 = (j(7t))  V-B
)

Berechne nun lokale Mittelung fiir (p) und (J

jo5)
oo

1l
|
o I

I
[an}
5
&

(a) Mittelung iiber Ladungsdichte (p(7,t))

Unterscheide freie und gebundene Ladungen: p = pgei + Pecbunden

Paebunden: Ladungen sitzen auf Atomen/Molekiilen n mit Schwerpunkt Rn
und rédumlich beschrinkten Ladungsverteilungen p,,

= pgebunden(F7 t) = Zﬂ pn(F - Rn(t)? t)

Prei: Externe und bewegliche Ladungen, z.B. Elektronen und Ionen
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Mittele gebundene Ladungen pqcpunden:
{Peobunden) = T (pn (7 Rm) = S J& f(7=7) pu (7'~ R, 1)
= S AU - Rami) pu(n)
| Ladungen raumlich beg{enzt
— Entwickle f(7 - R, — @) nach kleinen

% ¥ [dPupa(t,t) {f(F-Rn) -@- V], , }
= 2 {f(F = Ra) [du pu(tiyt) =V f - | g, [dPu pu(id,t) @}

a=7

—————— [ S——
.molekulare — . molekulares
dn’  Ladung Pn’Dipolmoment

=%, {(¢:0(7 = Rn)) = V- (Bnd(7 - Ry))}
= (p(F, 1)) = (pei) + S {@nd(F = Rn)) =V -3, (5nd(7 - Rn))

—
— makroskopische Ladung pyakr. (7,t) — Polarisation P

= (p(7,1)) ® Pumaier. (75 ) = V - P(F, 1)

(b) Mittelung iiber Stromdichte (j(7,t)) (analoger Ansatz)

Unterscheide zwischen freien und gebundenen Stromen Jge Und Jyebunden

jgebunden Zn 5”(77 R ) mlt 3"(17:) Vnpn(r t) +]mt(r t)
wobei V,: Schwerpunktgeschwindigkeit und Jint: innere Stréme

Mittele gebundene Stréme jgebunden:
(Jeebunden) = [%u X, f(7 = Ro = @) jn (@) = [d®u £, f(7 = Ro = @) [Vapn(,1) + 51" (i, 1)]

| Taylorentwicklung von f(7 — R, - %) nach kleinen 4

{f(r—R )[V fd wpn (U,t) + [d uj,ll“t(mt)]}

an siehe (i): O¢Pn
-3 ang Vo [Q*upnui+ T, 0if], p, f “ﬁ”ntul}
n
Pn,i siehe (ii): —c(V fxmy)

Nebenrechnungen dazu: Wie 1.2.3.3, aber mit V- ji™ = =8, p, (2 0)
) [dPu it (i, t) = fd?’u G )i = - [dPud(v-5et)
= —fd wu(Depn) = -0y fd U Upn = Ot Pn
(ii) Fiir beliebige Vektoren a ist
fd3u It (G-a) = —% fd3u a x (i x 4o +% /d3u ((d . ﬁ)j:‘t +(a - j‘"t))

2c(dxm)

mit Ty, = fd if’ﬁcuz +];L Yug) = Jd u(uljmt(Vuk) + ukT]mt(Vui))
ffd wuiug (V- Jint )= fd u U U Ot pr = 38,5Q,Mk ~0
(Quadrupolterme werden vernachlissigt)
= n{fV Gn + f OB = Vo (P - V) + eV f x 1i1n }
| SO = Bn)0iBn = 0u(fBn) = B0 (7 = Bn) = 0:(f5n) + Bu((V.) - Vi)
= { Vqn+at(fpn)+Cvfxmn+pn((vf) V) V(pn Vf)}

V% (Brnx Vi)

= (7, 0)) » (Jiwei) + (@ Vad (7 = Rn)) +0¢ (5o 6(7 = Rn)) +eVX T, (11n 6(7 ~ Ra))

makroskopische Stromdichte jmakn Polarisation P wie (a) Magnetisierung M
+V % Zi{(Bn x Va)5(7 = Ran))
= (J(7, 1)) = s (7, ) + O P (7, 1) +c(Vx M)+ V x T (B x Vi) 6(7 =Ry, ))
Letzter Term: Im Allgemeinen vernachlissigbar, da molekulare Ge-
schwindigkeiten V;, sehr klein. Ausnahme: Bewegte Medien
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(¢) Zusammenfassung und Folgerung fiir Maxwellgleichungen

Mittelung von p und j ergab:
(E(F,t)> ~ Enxakr-(F7t) -V ;P(F, t) B
(3(F,0)) ® Jmare (T, 1) + O P(F, 1) + ¢ (V x M)
mlt pmakr.(th) = (pfrei) + Zn<Qn5('F - Rn))
— makroskopische Ladungsdichte
jmakr.(F7t) = <jfrei> + Zn<ann($(f - Rn)>:
— makroskopische Stromdichte
M(F,t) = ¥, (g 6(F = Rp)) mit iy, = 5= [d3u (4@ x (i, t)):
— makroskopische Magnetisierung
P(#,t) = ¥,(pnd (7 — Ry,)) mit p,, =d3u @ py, (i, 1)
— Polarisation

Setze dieses nun ein in die inhomogenen Maxwellgleichungen
V- E = 4n{p(7,1)) = 47 (pare. = V - P)

VxB- %@E = %(j(F,t)) = %(j,,,akr, + 9P +¢(V xM))
Ergebnis:

Definiere ’ D=F+4xP ‘ Dielektrische Verschiebung

’ H=B-4nxM ‘ Magnetfeld (H-Feld)
Dann gelten folgende effektive Feldgleichungen
(in dem Inertialsystem, in dem das Medium in Ruhe ist):

. " 1 0B
VD = 47Tlomakr. v XE = Y
ob c Ot
_, 47 - 1 .
VxH = —jpet-> | VB = 0
c c Ot
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen
(modifiziert) (unverdndert)

Dies gilt nun auch allgemein fiir nichtstationére Systeme
(Verallgemeinerung von (1.3.1.1))

Zur Vervollstéandigung des Gleichungssystems brauchen wir nun noch Aus-
driicke fiir den Zusammenhang zwischen (D, H) bzw. (P, M) und (E, B).
— Diskussion im néchsten Abschnitt



28 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

1.3.3 Permeabilitdtsfunktionen

Suche nun also Zusammenhang zwischen (D, H) bzw. (P, M) und (E, B).

Annahme aus 1.3.1: D o< E (d.h. D =€¢E) und H « B (d.h. B = uH))
Heuristisch, alles andere als selbstverstandlich.

Tatsdchlicher Zusammenhang héngt von Material und Feldstédrke ab. Um ihn
zu berechnen oder auch nur abzuschétzen, braucht man Konzepte aus der
Vielteilchentheorie und der statistischen Physik (Theorie 4). Hier werden
im Folgenden deshalb nur ein paar wichtige Ergebnisse zitiert.

Allgemeiner Zugang fiir ”kleine” Felder und "normale” Medien:
Theorie der linearen Antwort (linear response theory)

Voraussetzungen:

— Thermische Mittelung méglich

— Felder klein (~ "kleine Stérung” des Mediums)

— Variationen der Felder so langwellig, dass die Kontinuumsnéherung
noch sinnvoll ist (nétig fiir unsere Anwendung hier, nicht allge-
meine Voraussetzung fiir die Theorie der linearen Antwort)

— Im Folgenden nehmen wir noch an, dass das Medium in Abwesen-
heit duflerer Felder isotrop ist.

Vorhersage: (Rechnung an dieser Stelle nicht moglich)

Zusammenhang D < E und B < H nicht instantan, aber kausal
D(t)=[' dt'e(t-t)E(') und B(t) = [ dt' u(t-t")H(t")
= ¢(t—t") und p(t—t") beinhalten auch Gedéchtniseffekte des Medi-
ums. Einfluss einer Variation von E(7,t) auf Polarisation P(7,t)
bzw. D(7,t) kann noch eine Weile nachwirken, Analoges gilt fiir
magnetische Groflen .

Nach Fouriertransformation (unter Anwendung des Faltungssatzes)
erhélt man frequenzabhéngige Permeabilititen e(w), u(w) mit

D(w) = e(w)Ew) | und | B(w) = p(w) H(w) |

Anmerkung: Hier verwendete Konvention zur Fouriertransformation:
) = & fdwe ™ fw) = f(w) = fdwetf(2)
Dann gilt (u.a.):
Ableitungen: h(t) = ($)"f(t) = h(w) = (=iw)" f(w)
Faltungssatz: h(t) = [dt’ f(t-t') g(t') = h(w) = f(w) §(w)
Parsevalsche Gleichung: [dt f(t)g*(t) = 27 [dw f(w)§* (w)

Nun: Konkrete Beispiele / Anwendungen

1.3.3.1 Dielektrische Permeabilitit bzw. Dielektrizitdtsfunktion

+ Isolierende, isotrope Medien (z.B. Wasser)
Dann gilt D = E + 47P mit P(w) = x(w) E(w) = e(w) =1 +4my(w)
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Typische Form (schematisch): T

. ) I |
Diskutiere nun die

Bereiche I,ILIII ! 111

Im (¢) JL =
I: Orientierungspolarisation:

Permanente Dipole richten sich gegen thermische Unordnung aus.

Annahme: Relaxationsverhalten mit Relaxationszeit T

Rechnung mit Theorie der linearen Antwort liefert: L pép 1

mit pg: molekulares Dipolmoment, p: Dichte Xpol ¥ 3k T Toir
k,T: "Boltzmann-Faktor” (T: Temperatur, k, = 1.39-10723.J/K)

II: Resonanzen des Mediums

Einfaches Modell: Kombination unabhéngiger Eigensehwingungen
(?Oszillatormodell”) = x = ¥, x; mit x;(w) ~ [w? — w? —iwy; ],
wobei w;: Resonanzfrequenz, 7;: Dampfungskonstante

(Betrachte z.B. Elektron, das um einen Atomkern schwingt,
Abstand d(t), Ladung e, Masse m — Dipolmoment p(t) =ed(t).
Ausseres Feld E(t) induziert Schwingung m(d + vid + w?d) = e E(t)
Fouriertransformation in den Frequenzraum: d(t) — d(w)
d——iwd, d > -w?d = m(-w?—iviw+w?)d(w) = e E(w)
= p(w) = ed(w) = x(w) E(w) mit x(w) = - % [(w? - w? - i7iw).)

— Lorentz-Drude-Formel fiir einfaches Medium mit Orientierungspo-

larisation |e(w) = 1+ 47X, + 47E ZZ nif[w? - w? - iviw]

mit n;: Oszillatorstérke (Anzahl der Oszillatoren pro Volumen
mit Frequenz w;; ¥; n; = ne: Elektronendichte)

Weitab der Resonanzfrequenzen: Normale Dispersion:
e reell, Re[e(w)] monoton steigend, Im[e(w)]

Nahe an Resonanzen: Anomale Dispersion: Re[e(w)] fallend,
Im[e(w)] # 0 — Energieverlust, Dissipation (siche 1.3.4)

IIT: Hochfrequenter Grenzwert w — co: |e~ 1 - 477"66 =1-w? /w

mit wy: Plasmafrequenz und n.: Elektronendlchte

+ Leiter
Bei w = 0 (stationéirer Fall) treten makroskopische Ladungsverschiebungen
und Strome auf (= € - o) — erfordert Sonderbehandlung

Bei w # 0: lokalisierte Ladungsverschiebungen (Schwingungen)
— Formale Beschreibung iiber dielektrische Permeabilitdt moglich!

Ansatz: Nutze j = 0 E (0: Leitfihigkeit), um bewegliche Ladungen und
Stréme im Leiter in das Feld D zu inkorporieren.
Leiter habe ” Grundpermeabilitét” € < oo (z.B. Atomriimpfe)

Rechnung: Uberfithre v x H = 4“3 + 18,5D und V- D= 47p mit D=¢E
in Gleichungen mit 1mp1121ten p und j v x H= 18,5D und V-D=0
Im Frequenzraum V x H-= 4"0 E-i2¢ :—i¥ ¢ E mit € = ¢ + 422
Setze ein: mit D=¢E,V-D=V-¢E=V- (e+zfm’)E V- D+z47r
Mit V- j = —iwp (Kontlnultatsglelc ng) und V- D= 4mp folgt V - D=0 V)

-4mo

\M\
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L _ o~ 4o
Ergebnis: | e(w) = €+ i

NB: Leitfihigkeit ¢ kann auch frequenzabhéngig sein.
Bei w — 0 gilt € > oo wie erwartet.

1.3.3.2 Magnetische Permeabilitit
Behandlung ganz #hnlich: H = B — 47 M mit M(w) = x™* (w) B(w)
= p(w) H(w) = B(w) mit g =[1 - dmx ™)
Bemerkungen:

— Frequenzabhéngigkeit von p kann i. A. vernachlissigt werden.
— In gewohnlichen Materialien ist y sehr nahe an 1 (-1 ~1079)
— Ausnahmen: Para- und Ferromagnete, spezielle Nanomaterialien

1.3.3.3 Mogliche Komplikationen

e Medium nicht isotrop (z.B. Fliissigkristall, doppelbrechende Medien)
— € und p sind Matrizen

e Manche Materialien sind schon bei Abwesenheit duflerer Felder magnetisiert
bzw. polarisiert (Ferroelektrika und Ferromagnete)
— Bei w =0 offenbar kein linearer Zusammenhang
— Bei w # 0 i. A. keine Anderung

e Hohe Felder (z.B. Laser)
— nichtlineare Effekte, "nichtlineare Optik”
1.3.4 Poyntingscher Satz in Medien
Erinnerung Energiebilanz fiir das elektromagnetische Feld: (1.1.3)

Poynting-Theorem: d,u+V-S+E-7=0

mit u = %(EQ + B?): Energiedichte
S = ﬁ(E x B): Poynting-Vektor

Frage: Kann man diese Bilanzgleichung fiir Medien iibertragen?
(nichttrivial, da Energieiibertrag an Medium moglich!)

Herleitung der Bilanzgleichung aus den Maxwell-Gleichungen

Ansatz analog 1.1.3: Leistungsdichte im elektromagnetischen Feld
jE=-&(vxH-19D) E

—
| (VxH) E=V(HxE)+H-(VxE)=-V-(ExH)-1H-9,B

~A2(E-0,D+H-9,B)- £ V- (ExH)

= Es gilt in jedem Medium

j-E+ (E-atb+ﬁ.até)+4iv‘(éxﬁ)=o
7

1
4
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Annahme im Folgenden: Medium linear im Sinne von 1.3.3, d.h. D = ¢E und
B = ;H mit frequenzabhiingige Permeabilitéitsfunktionen e(w) und p(w)
~ Moden zu verschiedenen Frequenzen w sind dann unabhéngig

1.3.4.1 Langsam verdnderliche Felder in isolierenden Medien

Betrachte zuniichst isolierende Medien in dem Fall, dass E und B so langsam
variieren, dass die Frequenzabhéingigkeit von € und p vernachléssigbar ist.

= E-0,D=10,(E-D) und H-0,B=10,(H-B)

= Mit quLW(E-D+B-IjI) und S’:ﬁ(Exﬁ)

gilt das Poynting-Theorem wie gehabt: | du+V-S+E-j=0

1.3.4.2 Schnell veridnderliche Felder

Nun diskutiere den Fall, dass E und B so schnell oszillieren, dass die Frequenz-
abhingigkeit e(w), p(w) wichtig wird.
~ Betrachte zeitgemittelte Energiebilanz:
T = = A 5 =
+fo dt{E-j+(E-0,D+H-9,B)+ £V(ExH)}=0
Zerlege Felder als: F(t) = P+ Y s0 Re[F (wy) €] mit w, = 2%71
und F =% [Fdt B(t), F(w,) = 2 [ dt et F(t)
NB: Zerlegung als Fourierreihe, weicht ab von 1.3.3,
damit F'(t) = Focos(Qt) - F(w) =0d,0 Fo .
Aber: €(w), u(w) nach wie vor geméf 1.3.3 definiert
(= D(wn) = e(wn)E(w,) und B(w,) = p(wn)H(w,) gilt nach wie vor.
Ableitungen: atﬁ(t) - iw,LF(wn) O, F* (t) - iwnﬁ’(wn)
Parseval: % fo th(t)G (t) = FiG; + Y00 Re[ 3 Fi(wn) G (wn)]
= Tfo th(t? j(t) EJ+Z Re[ E(wn) g (wn)]
= S Re[ 2 (B(wn) - D (wn) - Blwn) - H' (w0))]
-=V- (ExH)-Y, Re[£ V- (E‘(wn) x H*(wn))]
Moden w,, unabhingig voneinander = Re[%E(wn) G ] =0Vw, )

= Komplexes Poynting-Theorem: Im zeitlichen Mittel gilt fiir w # 0:

Re[3B(w) 37 () + 200 (1) = thasa(@)) + V- ()] =0

—

‘ Ug(w) = ﬁE -D*

S(w) = &(Ex H*)

Una () = 75 H* - B

mit

Folgerungen und Bemerkungen:

e NB: Beachte Faktor 1/2 im Vergleich zu 1.3.4.1 und 1.1.3.1
— Spiegelt Effekt der zeitlichen Mittelung wider:
Fiir F(t) = Fy cos(wt) ist % [dtF(t)* = 3| Fy[?
— Mathematisch: Folgt aus unserer Definition der Fourierzerlegung
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o Falls e(w), u(w) reell = E-D* und H* - B reell = ), U reell
= Re[SE(w)-j*(w) +V-S(w)] =0
Arbeit = abgestrahlte Energie (im zeitlichen Mittel)
e Falls ¢(w) komplex wird in der Nihe einer Resonanz
= Re[2E(w) 5" (w) + V- S(w)] = 2wE(w) - Im[e(w)] E*(w)
~ Verluste: Energie wird an Medium abgegeben!

1.3.5 Grenzflichen und Randbedingungen

Héufige Problemstellung in der Elektrodynamik: Systeme mit Grenzfléchen
Medium in groBen Bereichen homogen, dazwischen scharfer Ubergang

z.B. — Grenzfliche Dielektrikum / Leiter
— Grenzflichen zwischen verschiedenen Dielektrika
— Grenzflachen zu Magneten

Frage: Welche Randbedingungen liegen an Grenzflichen vor?

1.3.5.1 Stetigkeitsbedingungen an Grenzflichen

Betrachte Grenzfliche zwischen zwei Medien mit verschiedenen magnetischen
bzw. dielektrischen Charakteristika. Keine expliziten Ladungen p und Stréme j

Dann gelten folgende allgemeine Stetigkeitsbedingungen:
Normalenrichtung: D ) stetig, B 3, stetig
Tangentialrichtung: EII stetig, H” stetig

Grund: Mit p, j = 0 folgt
— Stetigkeit von D, und B, aus V-D =41p=0,V-B=0
(denn: GauBischer Satz, infinitesimal diinnes Volumen um Grenzfldche 1]2
[d*rv-D=0, [d*V-B=0= §dA-D=¢§dA-B=0 V) “1}
— Stetigkeit von EH und HH aus Vx E = ——&gB VxH = 18tD+ 4?”3, und
aus der Endlichkeit von B 1 D L

(denn: Stokesscher Satz, infinitesimal schmale Flidche durch Grenzfliche 1 {If
[dA-(VXE) -0, [dA-(VxH) >0 = §dl-E=¢§dl-H=0 V)

NB: Hier wurde angenommen, dass in den makroskopischen Maxwellgleichun-

gen keine Oberflichenladungen und -Stréme auftreten (d.h., p und j sind
endlich). Mikroskopisch bilden sich natiirlich nach 1.3.2 und 1.3.3 Ober-
flichenladungen /-Stréme aus, die fiir den abrupten Wechsel von € und p
verantwortlich sind.

1.3.5.2 Spezielle Grenzflichen

(a) Grenzflichen zu Leitern

Kennzeichen eines Leiters: Ladungen frei beweglich, folgen den Feldlinien
— im statischen Fall (unbewegte Ladungen) muss das Feld Null sein.
(E =0, Potential ® = const.) — entspricht 1.3.5.1 mit € - oo
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Oberflache: Feld senkrecht zur Oberfliche
(sonst wiirden sich Ladungen parallel verschieben)

Anwendung: Faraday-Kifig

Im ladungsfreien Inneren einer geschlossenen leitenden Oberfléche
ist das elektrostatische Potential konstant, d.h. £ =0

(b) Grenzfliche zu magnetisch hochpermeablem Material

Entspricht 1.3.5.1 mit p; - oo

B,, Hj stetig 7® - ;%ﬁfl) > 7O, gﬁﬂ _ ﬁﬁl)

~ auBerhalb der permeablen Materials (in dem Bereich 2), stehen
Feldlinien von H praktisch senkrecht auf der Oberfliche

~ ahnliche Situation wie bei Leitern

Anwendung: Magnetische Abschirmung
Hohlkugel aus hochpermeablem Material p > 1

H
— Im Inneren der Kugel ist Magnetfeld abge-
schirmt, &hnlich Faraday-Kéfig bei Leitern

(genauere Rechnung siehe Jackson)

(c) Grenzfliche zu Permanentmagneten

Feste Magnetisierung M

Entspricht 1.3.5.1 mit nichtlinearem Zusammenhang B < H
(H = B-4nM mit festem M)
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1.3.6 Zusammenfassung von Kapitel 1.3

e Maxwellgleichungen in Medien (mikroskopisch hergeleitet)

v-D = 4dmp VxE = —i %
. 4m 19D B
V X H = ?ﬂ-] + c ot AV B =0
mit | D = E +47P Dielektrische Verschiebung

|
’ H=B-47M ‘ Magnetfeld (H-Feld)

wobei P: Polarisation, M: Magnetisierung

Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der mikroskopischen Herleitung;:

— Medium ruht (sonst Zusatzterm laut 1.3.2.2)

— Ladungsverteilungen im Medium sind durch molekulare Dipole und ma-
gnetische Momente hinreichend beschrieben. Momente héherer Ord-
nung (Quadrupol etc.) kénnen vernachléssigt werden.

e Permeabilitiitsfunktionen: Beschreiben Zusammenhang zwischen D und E in
linearen Medien und bei hinreichend kleinen Feldern.

= | D(w) =e(w) E(w)| |B(w)=p(w) H(w)

Fouriertransformierte von €,y in der Zeit berticksichtigt Kausalitit

Speziell Leiter: € = & +i4Z% mit Leitfihigkeit o(w)

e Energieerhaltung gilt dann, wenn e(w), p(w) reell sind.
Anderenfalls Dissipation — Energie wird an das Medium abgegeben

e Randbedingungen an Grenzflichen zwischen Medien: D, B,, EH’ ETH stetig
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1.4 Stationidre Randwertprobleme

Fortfithrung von 1.2, nun aber in Anwesenheit von Grenzflichen zwischen homo-
genen Bereichen (d.h. stiickweise homogene Medien mit € = const., y = const.)

1.4.1 Grundlegende Fragestellung

* Grundstruktur der Gleichungen

(1) In der Elektrostatik (fiir lineare Medien mit D = eE)
Gleichungen: V- D = 47mp, V x E = 0, p stationér
~ Es existiert ein Potential ® mit £ = -v® = ’V (ev®) = —477/)‘

Fiir € = const. = |A® = —%p bzw. (falls p =0)

(2) In der Magnetostatik (fiir lineare Medien mit B = jH)

Gleichungen: V-B =0, V x H = 47”3, J stationir
(mit geeigneten Randbedingungen)

(i) Losung iiber Vektorpotential
~ Es gibt Potential A mit B = VxA, V-A = 0 (Coulomb-Eichung)

= [VX&VXA]]C = V‘(iVAk)Z—%jk
V-A=0

bzw. fiir p = const. |AAg = —MT“jk

(ii) Alternativ in Bereichen mit j =0 = V x H =0
= Es gibt "magnetisches Skalarpotential” ®;; mit H = -V &,

— ’V(MV‘I)M) :O‘bzw. fiir po = const.:

(v-B=0)
(3) Gemeinsame Struktur

Wenn Medien linear und stiickweise homogen, d.h. ¢ = const. und

w = const. aufler bei Grenzflachen

~ Grundproblem besteht darin, unter Beriicksichtigung der Rand-
bedingungen die homogene oder inhomogene Laplace-Gleichung

zu losen: oder ’ AW = —Axf(7)| (fiir beliebige f(7))

* Spezielle Randbedingungen

(i) Begrenzende Oberfliche O mit Dirichletschen Randbedingungen: Wert
des Potentials W (7) fiir 7 € O ist vorgegeben.

Realisierung (Elektrostatik) z.B. leitende Oberflichen (1.3.5.2)

(ii) Begrenzende Oberfliche O mit von Neumannschen Randbedingungen:
Wert der Normalenableitung 7 - V® auf O ist vorgegeben, wobei 7:
Einheitsvektor senkrecht zur Oberfliche. (Konvention: zeigt in das
betrachtete Gebiet hinein.)

Realisierung (Elektrostatik) z.B. Grenzflichen zu einem Medium mit
sehr viel niedrigerer dielektrischer Konstante (1.3.5.1)

(oder in der Hydrodynamik)
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* Eindeutigkeitssatz
Sind auf einer geschlossenen Oberfliche 9V eines Gebietes V' Dirichletsche
oder von-Neumannsche Randbedingungen vorgegeben, so ist die Losung
der Poissongleichung in diesem Gebiet eindeutig (evtl. bis auf eine Kon-
stante). Das gilt auch fiir gemischte Randbedingungen (teilweise Dirichlet,
teilweise von Neumann).

( Beweis: Angenommen, es gibe zwei unterschiedliche Losungen ¥1 und ¥
= Differenz ¥ = U, — Uy ~erfiillt AW =0 i{n Volumen
und Randbedingung ¥ = 0 oder 7 - V¥ = 0 auf Oberfliche.
Wende Gaufschen Satz auf ¥ V¥ an:
Jov ié (U V) = [, dAT (7i- V) = 0 laut Voraussetzung

aan = [ dr VIV - d*r[(vE)? + ¥ AT |
atz 0

= (V¥) =0 iiberall in V = ¥ = const. B
bzw. bei Dirichlet-Randbedingungen sogar ¥ = 0.
= Wy = U3 + const. bzw. im Dirichlet-Fall ¥; = ¥y, )
NB: Dieser Satz begriindet den besonderen Stellenwert der Dirichletschen
bzw. der von-Neumannschen Randbedingungen.

1.4.2 Die Methode der Greenschen Funktion

In 1.2.2: Herleitung einer Gleichung fiir das Potential bzw. Vektorpotential einer
beliebigen Ladungsverteilung bzw. Stromverteilung im unbegrenzten Raum
aus dem Potential einer Punktladung mittels Superpositionsprinzip.

In diesem Abschnitt: Verallgemeinerung fiir beliebige Randbedingungen.

1.4.2.1 Allgemeines Konzept der Greenschen Funktion

Gegeben sei lineare Differentialgleichung fiir ein Skalarfeld U(7) im Gebiet V'
| LU(7) =47f(¥) | L linearer Operator (zB. L =-A, L =0)
mit Randbedingungen auf der Oberfliche 9V:
(i) vom Dirichlet-Typ (¥(7) vorgegeben) oder
(ii) vom von-Neumann-Typ (71 - VU(7) vorgegeben.

Ansatz: Lose zuniichst die Gleichung ’ LG(7,7") =4mo (7 — ") ‘ mit Randbe-
dingung G(7,7") =0 im Fall (i), n- VG(7,7") = 0 im Fall (ii).
Bestimme ferner Feld ¥(7) mit LW = 0 im Gebiet V, das auf der Ober-
fliche OV denselben Randbedingungen wie ¥ gentigt.

= Allgemeine Losung fiir beliebiges f(7) ist
v(r) = [ & G F) ()

(Beweis: Einsetzen LW (7) = [d®r' f(7') LG(7,7') + LV = 4x [d® f(7') 6(F~7") = 47 f(F)
—

ams(F=7)
Randbedingungen sind per Konstruktion erfiillt. v )

Vorteil: Man muf nur einmal G und ¥ ausrechnen, und hat damit die Losung
fir alle f(7).
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1.4.2.2 Anwendung auf Poisson-Gleichung

Im Kontext der Elektro- und Magnetostatik ist L = —A, d.h. man sucht die
Greensche Funktion des Laplace-Operators.

* Vereinfachung: Mit Hilfe des Greenschen Satzes kann der Ansatz so umfor-

muliert werden, dass eine separate Berechnung von U nicht notig ist.

Greenscher Satz: Fiir Skalarfelder ¢, auf Gebiet V gilt:

Jy @r(de —oAy) = [, dA- ($Ve - pVY)
Setze ein: ¥(7) = ¥(7) und p(7) = G(¥,7").
= [ &rU(F) AGH ) - [ P®r GFF)AW(F) = [ dA (¥VG -GVY)
4 v —~

N— — ~—— oV

—4m§(F—7") _ar £ (7) shdA

minus, da # nach innen zeigt.

= U(#) = [, r GF7) f(7F) + & [, dA (\IJ(F) (- VG(#,7)) - G(7, ") (i - V\Il(f))).

= Allgemeine Losung: | U(7) = _[vd?’r'G(F',F) ) +W(7)

mit |0 == [ A (W)@ v ) - G0 G veeE)))

Dirichletsche Randbedingungen: G = 0, ¥(#") vorgegeben.
von-Neumann Randbedingungen: 7i- VG = 0, (71 - V¥) vorgegeben.
(Achtung: Hier zeigt 7 nach innen, in das Gebiet V hinein!)

* Bemerkungen:

o Gleichung fiir ¥ sieht hier etwas anders aus als in 1.4.2.1 (dort lautete
zweiter Term [ d3r’ G(7,7") p(7')). Ergibt sich aus der Anwendung
des Greenschen Satzes zur Berechnung von ¥ aus der Greenschen
Funktion. Stort nicht weiter.

e Bei reinen von Neumannschen Randbedingungen an den Oberflichen

0V von endlichen Gebieten V' tritt ein Problem auf:

[y dA (7-VG) = - [, dA- VG = - [;, &®r AG(#,7)

=dr [, &3 §(F - ') = 4.

= Randbedingung (71 - VG) = 0 ist nicht realisierbar!
Ausweg: Modifizierte Greensche Funktion Gy (7,7") mit Randbedin-

gung 1 - VG =4m/ A, wobei A: Fliche von OV.

= U(F) =—& [ dA' (@ - VO)GN(,7) + 5 [o, A" T().

oV

const.

NB: Die zusétzliche Konstante ist uninteressant. Bei durchgingig
von-Neumannschen Randbedingungen ist ¥ ohnehin nur bis auf
eine Konstante bestimmt!
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* Interpretation der Greenschen Funktion
Vergleiche Gleichungen AG(7,7") = —4w 6(7 — ') und AV(F) = —47 p(7)

= G(7,7') ist das von einer Punktladung ¢’ = 1 am Ort 7' erzeugte
elektrostatische Potential am Ort 7 unter den Randbedingungen G = 0
bzw. 7i- VG = 0. Formalismus funktioniert wegen Superpositionsprinzip
— Potentiale konnen aufaddiert werden.

* Beispiele fiir Greensche Funktionen
(Potential einer Punktladung unter verschiedenen Randbedingungen)

e Unbegrenzter Raum mit Randbedingung ¥(r) — 0 fiir r — oo

1

|7 =]

G(7,7") entspricht Potential ®(7) einer

oo
Punktladung ¢’ = 1 bei 7. Bekannt aus 1.2.2 = G(r,7) =

e Halbraum z > 0 mit Dirichletscher Randbedingung bei z = 0

G(7,7") entspricht Potential ®(#) einer Punktladung ¢’ = 1 bei 7/
mit 7' = (2’9, 2" > 0) im Bereich z > 0 mit Randbedingung <I>‘Z=0 =0
= =\ 1 _ 1
= G0 = e e VR G R G
(Check: ®(7) = G(#,7") entspricht Feld zweier Punktladungen ¢’,¢"” = 1
bei ¥ = (2',9',2") und ¥’ = (a',y',-2")
Nur Ladung ¢’ bei # ist im Halbraum
= @ Erfiillt AG(7,7) = —476(7 - #) im Halbraum v/
Bedingung G(#,7') = 0 fiir z = 0 automatisch erfiillt. v )

e Halbraum z > 0 mit von Neumannscher Randbedingung bei z =0

G(7,7") entspricht Potential ®(7) einer Punktladung ¢’ = 1 bei 7/
mit 2’ >0 im Bereich z > 0 mit Randbedingung 82@‘220 =0
1

= =l 1
= GO ) = Gy T oG
(Check: Ahnlich wie oben: ®(7) = G(#,7') entspricht Feld zweier

Punktladungen ¢',¢"” =1 bei # = (z,y,2') und ¥ = (z',y, -2")

Nur Ladung ¢’ bei # ist im Halbraum
= @ Erfilllt AG(7,7") = -4n§(F — ') im Halbraum v

G(7,7") ist symmetrisch gegen Vertauschung z < —z
= 8ZG|2=0 =0 aus Symmetriegriinden v )

1.4.2.3 Greensche Funktion in inhomogenenen Medien

Formalismus der Greenschen Funktion kann im Prinzip auch fiir ortsabhéngige
e(7) und p(7) angewendet werden, da die Gleichungen V(eV®) = —4mp
bzw. V(%VAk) = —%”jk linear sind (= Superpositionsprinzip giiltig).
Dann kann allerdings der Greensche Satz nicht mehr zur Berechnung von
® verwendet werden.

Im ersten Fall z.B. muss dann die Gleichung V(e(7)VG(7,7")) = —~4nd (7 - ")
und V(e(7F)V®P(7)) = 0 mit den einschligigen Randbedingungen gelost
werden. Man erhilt ®(7) = [d*r'G(F,7') p(7') + ®(F)
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1.4.3 Losungsmethoden fiir Randwertprobleme

Wir stellen nun ein paar Methoden zusammen, die bei der Lésung der Laplace-
Gleichung und der Berechnung von Greenschen Funktionen mit vorgegebenen
Randbedingungen helfen kénnen.

1.4.3.1 Spiegelladungen

Gesucht: Potential einer Punktladung in einem begrenzten Gebiet mit vorge-
gebenen Randbedingungen

Losungsansatz: Verteilung zusétzlicher fiktiver Punktladungen auflerhalb des
Gebiets, welche die Randbedingungen sicherstellen.

Beispiele
* Dielektrikum im Halbraum, begrenzt durch leitende Ebene

(siehe 1.4.2.2)

Randbedingung: ®(z =0) = 0 (Dirichlet)
Punktladung ¢ =1 am Ort 7 = (2',y/,2") (2 > 0)
Spiegelladung ¢ = -1 am Ort 7' = (2',y,-2")

D=0
Greensche Funktion G(7,7') = %[IF—_lf’\ —ﬁ] erfiillt Randbedingung

G =0 bei z=0 und eAG(#,#") = —4wd(7 - 7") auf z > 0.

* Zwei Dielektrika mit planarer Grenzfliche dazwischen

Grenzflache zwischen Dielektrika mit €; 2 bei 2 =0

Randbedingungen: D, und E” stetig

Aufgabe: Berechne G(7,7") im ganzen Raum

~ Feld einer Punktladung ¢ = 1 bei 7/, oBdA 2’ >0

Ansatz: z > 0: Ladung ¢ bei 7/, Spiegelladung ¢ bei 7" = (2',y', -2")
z < 0: Virtuelle Ladung ¢’ bei #' = (2/,y/, 2")

& | &
o .
4

1 4 _. <.

: (77 7_/:,) = { —61 |F__F,| ” - G PEs 0
’ 1 1 q _. > .

= =t |F—F”\) = G :z>0

Stetigheit: D, = -0, G stetig - €19.G|_ = 20.G”|__
E” = =0,y G stetig — 8x,yG<|Z:0 = aar,yG>‘

I _ 261 I _ €2—€1
= q = y 4=
€1+€2 €1+€2

z=0

1.4.3.2 Inversionsmethode

Beobachtung: Die Laplace-Gleichung AW = 0 ist invariant gegen Transforma-

tionen der Form |r — 7 =73 /r \I/_>\I/:V70\I;:%\I/

Konkret: Laplace—GleichuAng in Kugelkoordinaten:
AV = 50,020, ¥ - 5L*¥ =0 (-L? Winkelanteil, siehe 1.2.3.1)

~ ~ ~ 2
Mit W(7) ist auch W(7) = 2 W(F) mit 7 = "2 ~ eine Lésung der
Laplace-Gleichung, d.h. aus AW(7) = 0 folgt AW¥(F) = 0.
(Check: [50,r20, = HLP]U(F) = - = (£)°[£0:7°0: - HL*]W(F) =0 V')
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Anwendung: Damit lassen sich aus bekannten Losungen der Poisson-Gleichung
neue Losungen konstruieren

Beispiel: Aus 1.4.3.1 bekannt: Losung der Poisson-Gleichung fiir eine Punkt-
ladung in einem durch eine leitende Ebene begrenzten Halbraum
Konstruiere daraus Losung fiir Greensche Funktion mit leitender Kugel

e Vorab:

— Inversion projiziert Ebene auf Kugel

(Wihle Koordinatensystem so, dass Ebene bei z = Z ist;
= Vektoren der Ebene haben die Form 7 = Z€, + p
mit gLé, (= r?=p%+2%)
Invertiere an Krezis mit Radius ro < zZ
=7 > 7 =73 = (26 + ) s
Z 2
Definiere R = % %0

z :>(7”7 ) —--':AI;Q:RQ—COHSt\/

NB: Da Ursprung des Koordinatensystems und somit
Z und 7o beliebig gewdhlt werden kénnen, kann
auf eine Kugel mit beliebigem Radius R projiziert
werden. (R =ro/\/2z) )

— Inversion projiziert eine Punktladung ¢; am Ort #;

auf eine Punktladung ¢; = "2¢; am Ort 7; = 7; (77:—0)2

(Invertiere Potential der Punktladung, ®(7) = ,q—’.l und vergleiche:

D) = RO((52)°F) = 2 e = /(4

|(70)2» _ 27"21)1/2 ro q;

e Suche nun: Losung von AG(7#,7') = —4wd (7 — 7")
mit Randbedingung: G(7,7") = 0 fiir 7 auf Kugel vom Radius R
e Strategie: — Wihle z-Achse durch Kugelmittelpunkt und Ort 7/
— Bilde Kugel durch geeignete Inversion auf Ebene ab
Inversionsradius rg > R, Abstand der Ebene D =

il
~ 2R
|, Ladung ¢ =1 bei 2’

—

= "invertierte” Ladung ¢ = 23q bei Z = 2—(22
- Spiegelladung im invertierten System:
0 =-q 2 =202 - h) = (k- &
— Invertiere wieder zuriick
— Spiegelladung am Ort z*
Wert der Splegelladung q”

e Beziiglich des Mittelpunkts der Kugel folgt.
Abstand zwischen 7 und dem Kugelmittelpunkt ist dg = 2’ — R

Abstand zwischen Spiegelladung und dem Kugelmittelpunkt ist
d} =2* - R=R?/dy
Wert der Spiegelladung: ¢* = —q R/dy

|om

” [S3

1 _ l)—l _ R
R 2 z'-R
"= R

~7-r4

= In einem Bezugssystem, in dem der Ursprung im Mittelpunkt der
Kugel liegt, lautet die Greensche Funktion:

G(#,7) = == - g7 Fla‘mlta R/r'

77|
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1.4.3.3 Konforme Abbildungen

Ahnlicher Gedanke wie Inversionsmethode: Konstruktion neuer Losungen aus
bekannten Losungen. Méchtiges Losungsverfahren fiir Gleichungen AW = 0,
funktioniert aber leider nur in zwei Raumdimensionen.

Nimm an, Feld h&ngt nur von zwei Variablen z,y ab

— Dann gibt es Zusammenhang mit Funktionentheorie

(i) Fasse x + iy = z zu komplexer Variablen zusammen.
Betrachte beliebige holomorphe Funktion w(z) = u + iv
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen:
Ozt = Oyv, Oyt = =00 = Au = 0pyv — Oyv =0, Av =0
= u und v erfiillen automatisch die Laplace-Gleichung
(ii) Umgekehrt: Falls ® die Laplace-Gleichung erfiillt, l#sst sich w = ®—i A
konstruieren, das holomorph ist.

(F = -vo, V;E =-A® =0 = F hat Vektorpotential A = (0,0, A)
mit £ =VxA,dh. B, =9,A, E, =-0;A = w=®-1iA ist gesuchte Funktion)

Anwendung: Analog 1.4.3.2 — Konstruktion neuer Losungen der Laplace-Gleichung
zu neuen Randbedingungen

Mit ®(x,y) ist auch ®(u,v) Losung der Laplace-Gleichung, falls z = z +iy
eine holomorphe Funktion von w =wu + iv ist (also z(w) analytisch)

Damit kann man fast nach Belieben Randbedingungen auseinander kon-

struieren.

~ Geniales Verfahren, auch in der Hydrodynamik sehr niitzlich, aber eben
leider nur fiir zweidimensionale Probleme!

1.4.4 Leitersysteme

Zum Abschluss dieses Teilkapitels: Zusammenstellung einiger Ergebnisse spezi-
ell zur Elektrostatik von Systemen von Leitern im Vakuum.

+ Kennzeichen von Leitern (vgl. 1.3.5.2: Es gibt frei bewegliche Ladungen,
die den Feldlinien folgen kénnen (z.B. Metalle mit freien Elektronen,
Salzlosungen mit freien Ionen)

— im statischen Fall (unbewegte Ladungen) muss das Feld P
innerhalb des Leiters Null sein (E =0, ® = const.). &E!
An Oberflichen steht es senkrecht zur Oberfléche. —

* Konsequenzen fiir ein System von Leitern im Vakuum:

(a) Oberflichenladungen: Ladungen sitzen auf der Oberfliche. Ober-
flachenladungsdichte o (Ladung pro Fliche) verteilt sich so, dass

(n: Normalenvektor)

(denn: Gaussscher Satz, Lege infinitesimales Volumen um Flidchenelement a,
= §dA-E=E-na=[®*v-E= [P dnp=dnca V)




42 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

(b) Elektrostatische Energie eines Systems von Leitern o mit Potentialen
®,, und Ladungen Qu: |U = %Za Q.P,

(denn: U = & [d®r E? = L [d*(V®)* = - [d*rdA® + L [dA-&VO
Zweiter Term: Wahle Oberflache: Kugel mit Radius R — oo
Im Unendlichen ¢ mindestens wie 1/R (vgl. 1.2.3)
= ®. v fillt mindestens wie 1/R® ab = ) dA- Vo ~ 1/R—-0
Erster Term: [d*r®A® = —47 [d®rdp = -47 Y, Do fVadsr o

———
= U:%Za‘l)aQa ‘/) Qa

(¢) Zusammenhang zwischen Ladungen und Potentialen

Da die Feldgleichungen linear sind, miissen die Ladungen ), und
die Potential ®, linear voneinander abhéingen

Qa = Z Cop ®p | mit geometrieabhéngigen Koeffizienten Cpp
B

Terminologie (nicht einheitlich; hier folgen wir Jackson)
Cop: Kapazitétskoeffizienten
Cae: Kapazitat: Entspricht Ladung pro Potential auf Leiter «,
wenn alle anderen Leiter geerdet sind
(d.h. das Potential ® = 0 haben)

Damit kann die Energie eines Leitersystems geschrieben werden als

1 1
U=32,Cap®ay = > CapQaQs
af af

Es gilt:
o (B = Cﬁa, C;é = CE; (nicht gezeigt)
o Cpo >0, C&é >0 (da U = éfd3rE2 immer positiv ist.)

(Betrachte den Fall, dass alle Leiter bis auf Leiter o geerdet sind.
= U=121Caa®’>0 = Caa >0
C5L: Analoges Argument, alle Leiter bis auf « ungeladen.)
e Cpp <0 fira+p3

(Betrachte System, in dem alle Leiter bis auf einen geerdet sind.
Dieser habe >0 = @ >0
= induzierte Ladungen auf den anderen Leitern sind negativ. )

(d) Satz von Thomson

Die Ladungen in einem Leitersystem verteilen sich bei festgehaltenen
Gesamtladungen auf den Leitern so, dass die Feldenergie minimal ist.

(denn: Variiere Oberflichenladungsdichte o bei festgehaltenen Gesamtladungen

Dann ergibt sich do — §E — 6U mit >0
—

6U =L [d®r (E+0E)* - & [d*r E* = L [d°r [E- (6E) + (6E)? ]
>~ J@rVO-(OE) =~ §AA-(0E) + 47 [d*r@ v -0E = [d°r@s(AD)
N — N——
— 0 im Unendlichen wie in (b) 5(V-E)
= —4r [d*r ®6p =47 ¥, $ad6Qa =0, da Q4 =0 = U minimal.

Folgerung: Ein ungeladener Leiter wird von einem System von Lei-
tern immer angezogen. Die Energie des Feldes wird durch die
Umverteilung von Ladungen auf diesem Leiter reduziert.
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* Leitersysteme in isolierenden dielektrischen Medien

Fiir Leiter in Medien gelten im Wesentlichen die gleichen Uberlegungen
wie oben, mit kleinen Anderungen

—

e Energiedichte des Feldes: u = %E‘ -D

Oberflichenladungen: D = 7i 47o

Kapazitétskoeffizienten werden reskaliert Cp3 — C, =€ Cup

Elektrostatische Energie:

-1
U'=5%0Qa®a =5 s ClsPa®s = 5 Tap C'apQalp
1.4.5 Zusammenfassung von Kapitel 1.4

Erweiterung von Kapitel 1.2: Losung elektrostatischer oder magnetostatischer
Probleme, diesmal mit Randbedingungen und ggf. in Medien

e Mathematisch: Losung der Poissongleichung ’ AV = —Ar f(7) ‘ mit vorgegebe-

nen Randbedingungen, insbesondere

— Dirichletsche Randbedingungen: ¥ vorgegeben auf dem Rand

— von Neumannsche Randbedingungen: Normalenableitung 7 - VW
vorgegeben auf dem Rand

o Wichtiges Konzept zur Losung inhomogener linearer Differentialgleichungen
Greensche Funktionen («» Anwendung des Superpositionsprinzips)
(iibergreifend in vielen Bereichen der Physik verwendet)

o Konkrete Losungsmethoden: z.B. Spiegelladungen

Zum Abschluss noch ein wichtiger Satz zur elektrostatischen Stabilitéit:

Eine Punktladung kann sich nicht unter dem alleinigen Ein-
fluss elektrostatischer Kréfte im Gleichgewicht befinden!

Grund: Potential ® kann innerhalb eines quellenfreien Mediums kein FEx-
tremum haben, denn wegen A® = Sp({09;;P}) = 0 kann die Matrix {0;;®}
nicht positiv definit sein.
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1.5 Wellenausbreitung

In Kapitel 1.2 und 1.4 haben wir uns mit Statik beschéftigt: Stationére Syste-
me mit Quellen (Ladungen, Stromen).

Nun komplementéres Problem: Zeitabhéngige Felder, aber quellenfrei.
(in Kapitel 1.6 dann Losung der vollen Maxwellgleichungen)
1.5.1 Elektromagnetische Wellen
1.5.1.1 Allgemeine Lésung

* Ausgangspunkt: Maxwellgleichungen im Frequenzraum ohne Quellterme

V-D=0 VxE-iwB/c=0 D(w) = e(w) E(w)
V-B=0 VxH+iwD[c=0 w(w) H(w) = B(w)

mit

115

Kombiniert: ABY
AEY

O Y(V-B)+AB=-Vx(VxB)=iwL VxE=-w%B
:O—V(V-E’)+AE=—Vx(VxE’)z—iw%Vxéz—wQC—‘;

a0

o
e

= Wellengleichung | Au + w? Z—ju =0 | fiir Komponenten u = E,, B,

mit |n =./ex| Brechungsindex

NB: n(w) ist frequenzabhéngig und evtl. komplex, n = n, +in;

* Allgemeine Losung in der Zeit setzt sich aus ebenen Wellen zusammen:

E = Ey exp(i(G-7 - wt)) B = By exp(i(G- 7 - wt))

mit (i) ¢ = q €, wobei é, Einheitsvektor und ¢ = k+in = =2 (k,n reell)
~ " Dispersionsrelation”: w(k) = =k
”Déampfungsrelation”: n(k) = %kj (aus: Wellengleichung)

(ii) éc-FEo=é-By=0 (aus: V-E =0, V- B =0)
~ Transversale Wellen: F/, B stehen senkrecht auf &,
~ Zwei unabhingige Komponenten (Polarisationen)

(i) Eo = -1 (& x By), Bo=n (€ x Ep)
~ FE und B senkrecht, (é,, E, B) bilden Rechtssystem

(aus:VxB:i(jxézfi%wE:fian,Vsziqu:i%wB:i

qB)

S=

* Charakterisierung der ebenen Wellen:

— Definiere k = ké,, so dass § =k + iné. = E,B~ ei(RT-wt) g=néiT
~ Betrachte Phasenfunktion o(7,t) = (k-7 —wt) = k &, - (7 - Zect)
= Propagiert gemif o(7,t + dt) = (7 — Upudt, t) mit v, = €, w/k
~ v, Phasengeschwindigkeit, v,, = w/k = ¢/n,
€.: Ausbreitungsrichtung

— Poynting-Vektor (vgl. 1.3.4) | S =

N ﬂ * - o -
ExH* =\ /& &|Eof* e %7

£
8T
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1.5.1.2 Dispergierende Medien
+ Kennzeichen: €(w), u(w) reell  (fernab jeder Resonanz)

* Folgerungen: n und ¢ reell, n; 0, n~0
— Gewohnliche ebene Wellen

— E und B sind in Phase  (Bg =n (& x Ep) )

+ Basissysteme aus ebenen Wellen: Zwei populidre Moglichkeiten

e Linear polarisierte Wellen:

. B

E=2Eyd® ™ B=n(g, x &) Eg e K
mit € L k: Polarisationsvektor E

e Zirkular polarisierte Wellen ~ (wieder mit & 1 k)
i(k-f—wt)

E=Ey J5(Exi(é.x8)) e B = By 2= n(@ x a7 i&) el

(Vorteil in der Quantenmechanik: Felder mit definierter ”Helizitét” )

+ Bemerkung: In bestimmten anisotropen Medien hingt die Dielektrizitéts-
funktion e(w) und damit der Brechungsindex n(w) von der Polarisation
€ ab. Dann ist die Phasengeschwindigkeit fiir verschiedene Polarisationen
verschieden — Doppelbrechung.

— Anwendungen in der Optik, z.B.:
A/4-Pliattchen: Wechsel zwischen linear/zirkular polarisiertem Licht
A/2-Pldttchen: Drehen der Polarisationsrichtung

1.5.1.3 Dissipative Medien und Leiter
+ Kennzeichen: € hat grofilen imaginéren Anteil (nahe an Resonanz)
* Folgerungen: n und ¢ komplex, n;,n # 0
— Wellen E = E, i@t = F, i(kF-wt) o=n8T ging gedampft
Abklingldnge bzw. Eindringtiefe (” Skintiefe”): § = 1/n

— E und B nicht mehr in Phase
Phasenverschiebung: By o< ¢® Eg mit ® = arctan(n/k) = arctan(n;/n,)

+ Speziell Leiter: e(w) = € + i 4mo/w (nach 1.3.3.1)

€: Polarisation des Hintergundes, o: Leitfahigkeit
= q=2/pe=2\/ué\/1 +idnofwé=k+in

Fille: o 4&? <« 1 ("schlechter Leiter”)
- knJues, nw 27”\/%0: Déampfung unabhéngig von w

4o

TZ>1 ("guter Leiter”)

- kanw —V%c“’“”: Déampfung ~ \/w, Skintiefe § = \/271'00.;—;w
= In guten Leitern flieft Strom im Hochfreqenzbereich an der Ober-

fliche. Im Inneren ist er gedampft!
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1.5.2 Reflexion und Brechung

Betrachte nun Wellenausbreitung an Grenzflichen zwischen zwei Medien mit
verschiedenem Brechungsindex

* Geometrie: L L
E = Ege'km) mit |k| = k"] = <n
¥ = e

n -
o N: Normalenvektor

o' o

Bl = E(’) ei(i%ﬂf—m)

= E(/)/ ez‘(fc”-?—wt)

+ Randbedingungen (siehe 1.3.5): D,, B, E’”, FI” stetig

(i) Kinematische Eigenschaften: Verhéltnis der Winkel
¢ Reflexionsgesetz: Einfallswinkel = Ausfallswinkel

e Snelliussches Gesetz: ’sin afsina’ =n' /n‘

(denn: Stetigkeitsbedingungen gelten fiir alle ¢ und 7 in der Grenzfliche
= oikrwt) _ ik Fwt) _ iR Fwt) g alle ¢ und 7 in der Grenzfiche
=k gleich, k, ergibt sich aus Bedingungen fiir Betrag k" = k, k' = k %’
= Reflexion: k" =k = k' =-k;, = a=d

. g P
Brechung: |k| = k sina = k' sina’ = Sto =k _n )
sin « k n

(ii) Dynamische Eigenschaften: Verhiltnis von Amplituden und Phasen

~ Fresnelsche Formeln:
Unterscheide zwischen dem Anteil, der senkrecht zur Einfallsebe-
ne (der (k, N)-Ebene) polarisiert ist, und dem parallelen Anteil.

= Senkrecht zur Einfallsebene

’ ’
’ r n cosa-n'4 cosa
E() _ 2n cos Eo _ '
Eo ~ n cosa+n’ ﬁ cosa’ Ey ~ n cosa+n’ % cosa’

Parallel zur Einfallsebene

I ’

’ "’ =
E! M cos E n' 5 cos a—n cos o
Eo ~ n'4 cosa+n cosa’ Eo ~ n'£ cosa+n cosa’

mit cosa’ =/1 - (%)2 sin? o (Rechnung dazu: Ubungsaufgabe)

* Folgerungen und Bemerkungen

(1) Brewster-Winkel

Einfallswinkel kann so gewéhlt werden, dass fiir den parallelen An-
teil des Feldes keine Reflexion auftritt!
ﬁcosaB = %\/1 - (Z)?sin® ap

Dann ist die reflektierte Welle linear polarisiert.

Generell ist das reflektierte Licht i.A. grofitenteils polarisiert.
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(2) Totalreflexionswinkel

Im Fall n > n’ (Ubergang von ”optisch dichterem” zu ”optisch

diinnerem” Medium) kann die Bedingung 522 = 2 picht mehr

fiir alle Winkel « erfiillt werden. e !

Fir a> o = arcsin(%) tritt Totalreflexion ein.
Beispiel: Fiir einen Taucher wirkt die Wasseroberfliche unter
schragem Licht wie ein Spiegel. Er sieht den Himmel nicht mehr.

Genauer: Fiir o > o ist sina’ > 1
= cosa’ = V1 -sin? o wird imaginér
= Anteil k, = k' cosa’ des Wellenvektors wird imaginér

= Gebrochene Welle wird in Richtung senkrecht zur Oberfliche
exponentiell geddmpft mit Abfalllinge

1/Im(k' cosa) = 1/l<:’\/sin2 a(Z)2-1)
Man erhélt eine Welle, die an der Oberfliche parallel mit ein-
stellbarer Eindringtiefe mitlduft.

Anwendungen:
o Verlustfreier Transport von Licht z.B. in Glasfaserkabeln
e Strukturuntersuchungen an Oberflichen
(Rontgenstreuung unter streifendem Einfall — ”X-ray under
grazing incidence”)
(3) Dissipative Medien
Die Fresnel-Formeln kénnen auch fiir dissipative Medien verwendet
werden. Dann ist der Brechungsindex n(w) komplex.

1.5.3 Elektromagnetische Signale

Zum Abschluss dieses Kapitels soll noch die Ausbreitung elektromagnetischer
Signale diskutiert werden, d.h. die Ausbreitung raumlich lokalisierter elek-
tromagnetischer Wellen.

Beliebige Signale E(7,t) kénnen aus ebenen Wellen zusammengesetzt werden.

Zeitliche Entwicklung eines Signals ergibt sich aus Dispersionsrelation w(k)

1.5.3.1 Wellenpakete

Betrachte einfachkeitshalber dispergierende Medien ohne Dissipation (7 ~ 0)

Gegeben Signal E(7,t) mit Form zur Zeit ¢ = 0: E(7,0) = ﬁ [Pk Eo(k) etk T

= E(7,1) = gy [k Ep(k) ¢'FT=(0)0)

NB: Eo(iéz ist die Fouriertransformierte A
von E(7,0) und zeitunabhéngig —A I\V L (K) /A
i k
Betrachte nun lokalisiertes Wellenpaket (Bild) E(r,0) u

mit charakteristischer Wellenlénge 27 /kq
und charakteristischer Breite A
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+ Wichtige Eigenschaften, basierend auf w(k) = k ¢/n(w)

(i) Phasengeschwindigkeit: v, = WSCIZO) = o
Geschwindigkeit eines Wellenberges (siehe 1.5.1.1) 1Y Von

d
(ii) Gruppengeschwindigkeit v, = dk ko / (1+29n) ko
Geschwindigkeit der Einhiillenden
(denn: Nimm an, E(k) habe starken peak bei l% ko
:Entwicklew(k) ~ w(ko)+ (k- zéo)vkw(k)| "2 (ko) + (F—Fo ) -Exq %l
= E(F t) = oy [k Eo(k)e““ wt)
z(ko F—w(ko)t) fddf EO(kO + f) elﬁ( Tf| t)
_\,_z

ebene Welle

Einhiillende F (7, t)
mit H(7,t) = H(7 - éxy 92 |k,t)
— bewegt sich mit Geschwmdlgkelt = r, in Richtung é,, v )
(iii) Dispersion: Wellenpakete zerlaufen
Breite der Einhiillenden: A%(t) = A2(0) + (d—w T t)?

(Ubungsaufgabe oder Theorie I1T)
* Folgerungen:

e Phasengeschwindigkeit v, = © kann schneller als die Lichtgeschwin-
digkeit des Vakuums werden (d.h. vy > ¢), wenn n = | /epn < 1 ist.

NB: Tritt nach 1.3.3 bei sehr hohen Frequenzen unweigerlich ein,
dadanne(w):l—(%)2<1 = n<lfirpu=1!

e Gruppengeschwindigkeit v, = / (1+< d”) normalerweise kleiner als c,

aber es gibt keinen rigorosen Grund warum es so sein muss. vy > ¢
moglich im Berelch 2<0 = d; <0 = Anomale Dispersion

In diesem Fall kann d1e Dissipation nicht vernachlissigt werden,
Dampfung 1 # 0 muss in der Rechnung beriicksichtigt werden. Das
dndert aber nichts daran, dass vy > ¢ moglich ist. Wellenpakete, die
sich schneller als Licht fortbewegen, wurden experimentell tatséichlich
beobachtet!

e Aber: Wellenfront kann nie schneller als ¢ werden (— Kapitel 1.5.3.2 )

1.5.3.2 Maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Signals

Nach 1.5.3.1 koénnen Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit ei-
nes Wellenpakets grofler als die Vakuums-Lichtgeschwindigkeit ¢ werden.

Frage: Kann sich ein Signal schneller als ¢ ausbreiten?

Warum das wichtig ist 7 — Wenn sich ein Signal schneller als ¢ ausbreiten
kann, kann man nach der Relativitéitstheorie (- Kapitel 2) Nachrichten
in die Vergangenheit verschicken. Das gibt fundamentale Probleme mit
der Kausalitit!

Antwort: Nein: Vorderste Front eines Signals bleibt immer langsamer als ¢ !
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Beweis: Einfachkeitshalber fiir eindimensionale Signale in Medien mit p = 1
Betrachte Signal E = £ u(z,t), das senkrecht auf ein Dielektrikum trifft:
— Brechungsindex: n =1 fiir < 0, n’ = n/(w) fiir z > 0,
— Wohldefinierte Wellenfront: «(0,¢) =0 fiir ¢ <0

+ Driicke u(z,t) fiir z > 0 als Funktion von u(x = 0,t) aus. A
= u(z,t) = [dw 1+n,(w)A(w)e oot mit A(w) = 5= [dtu(0,t) ™!

(Im Frequenzraum: u(z,w) = fdt u(z,t) ™", u(z, t) = [dw u(z,w) e ™"

271, i“Yng

— Wellengleichung;: dd22u w iy = u(x, w) ~e'e
—2<0: u(z,w) = Bo(w) €™ mit Ey(w) = 5= [dtu(0,t) et = A(w)
—z>0: u(z,w) = By(w) e’ "' it Ej(w): Aus Randbedingungen
— Randbedingungen bei x = 0: Fresnelsche Formeln mit a 0
Ey/Eo =2n/(n+n) =2/(1+n)) = Ey(w) = A(W) 1575 V)
+ Zeige: Analytische Fortsetzung von u(z,w) hat keine Pole in Im(w) > 0
Allgemein: Wir nehmen fiir alle Funktionen f(¢) an, dass ihre Fouriertransfor-
mierte f(w) in der komplexen Ebene analytisch fortgesetzt werden kann bis
auf endlich viele isolierte Pole.
Dann gilt: Ist f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, dann hat analytische Fortsetzung von f(w)
keine Pole in der oberen Halbebene.
Grund: Anwendung des Residuensatzes
In der komplexen Ebene kann fiir ¢ <0 in f(t) = [*dwe ™" f(w) der Inte-
gralweg durch einen unendlich groflen Halbkreis in der obene Halbebene
geschlossen werden (fiir Im(w) — oo sind verschwindet der Beitrag des
Halbkreises wegen et ~ 7l = ()
Nach dem Residuensatz folgt fiir das resultierende geschlossene Integral:
f(t) =2mi % ; Resw, (e7™3* A(w;)), wobei j iiber alle Pole summiert.
Wenn es Pole wj gibt, ist f(¢) = 0 nicht fiir alle ¢ < 0 realisierbar.
Folgerungen konkret:
— A(w) hat keine Pole bei Im(w) > 0 da u(0,t) = [dwe ™" A(w) = 0 fiir
t <0 laut Voraussetzung.
— Dielektrizitétsfunktion e(w) hat keine Pole bei Im(w) > 0, da Zusammen-
hang E — D kausal (siehe 1.3.3), d.h. e(¢) =0 fiir t <0

= n/(w) = /e(w) und m = ﬁ sind analytisch fiir Im(w) >0

(Pole wiren niir m('jglich fiir rein reelles € = 0 oder € = -1 — sehr speziell)
= u(z,w) = A(w) —F— 1+n,(w) "7 ()7 hat keine Pole bei Im(w) > 0.
* Es gilt: n'(w) > 1 bei w — 00 (1.3.3.1: 0’ > 1 - w?/2w?)
Medium trigt bei hohen Frequenzen zu n’ nicht bei.

* Folgerung: u(x,t) = [*dw 12+A,(2‘))) c'e=e) _ 0 fiir 2 —ct >0

Fiir  — ¢t > 0: schliee den Integrationsweg iiber obere Halbebene — Null, da
Integrand dort keine Pole hat.

Fiir « — ¢t < 0: schliele den Integrationsweg tiber untere Halbebene — ungleich
Null

= Vorderste Front des Signals breitet sich nicht schneller als Licht aus!

Bemerkung: In den Beweis ging unter anderem ein, dass Medium auf Stérung
E kausal reagiert (e(t) = 0 fiir ¢ < 0). Andererseits garantiert das Ergebnis
die Kausalitét bei der relativistischen Signaliibertragung.

— Kausalitit im Mediums und bei der Signalausbreitung sind eng mit-
einander verkniipft!
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1.5.4 Zusammenfassung von Kapitel 1.5

Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen fiir zeitabhingige Felder, aber ohne
Quellen (keine Ladungen oder Strome)

e Elementare Losung: Ebene Wellen mit charakteristische Eigenschaften:
— Transversale Wellen mit Polarisation
— Dispersionsrelation w(k) = c k/n,
— in dissipativen Medien zusétzlich noch Dampfung

e Randbedingungen an Grenzflichen
— Reflexion und Brechung
— Reflexionsgesetz, Snelliussches Gesetz und Fresnelsche Formeln

e Uberlagerung von ebenen Wellen zu Signalen
— Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit
— Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellenfront und Kausalitét

1.6 Felder beliebiger Ladungs-/Stromverteilungen

Wir kommen nun zur Lésung der vollen Maxwellgleichung: Zeitabhéngige Sy-
steme mit beliebigen Ladungs- und Stromverteilungen

— Verallgemeinerung des Grundproblems der Elektro- und Magnetostatik.
Kann formal wie dort mit dem Formalismus der Greenschen Funktion
gelost werden.

Beschrénkung hier auf Vakuum (Kapitel 1.1) im unbegrenzten Raum

1 -
Wihle im Folgenden Lorenz-Eichung (vgl. 1.1.4.2): -0 P+V-A=0 |
c

Y (g
= Maxwellgleichungen: | 0A = —ﬂj und O® =47p | (nach 1.1.4.3).
c

~ ”inhomogene Wellengleichung”

1.6.1 Allgemeine Losung der inhomogenen Wellengleichung

Analog zur Elektrostatik konnen wir im unbegrenzten Vakuum eine allgemeine
Losung der inhomogenen Wellengleichung finden.

* Bestimme zunichst Greensche Funktion des d’Alembert Operators,

d.h. Funktion G(7,¢;7',t") mit 0G = §(7 - 7") 6(t - t")

Ergebnis: G(7,t;7',t") = G(7 - 7', t — t') (translationsinvariant)

1 : ” : 9 o
mit | G(7,t) = — 5(t:l: f) o(%t) +: "avancierte” Losung,

4mr c - : "retardierte” Losung,
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( Herleitung: Ubungsaufgabe bzw. 3.5.1. Soll hier nur iiberpriift werden.
Zeige: OG = §(7) 6(t) fir G(7,t) = ;= 6(t £ r/c)
=5: (V1) (va(...)) + 1= AS(. bt L5()AR)

Vo(t+r/c) ==+t (vr)cs( )= iﬁgaﬁa( )
A5(tiT/C)—i V(Z) 26(.)x12 8 vo(.)
2/r , +1Z2.950.)
=231 50() + 2 50
2(VE)(V4(.. ))=—2£~(i%£a§ L)) =F5L185()
5(tir/c)A( )= =8(t £7/c) 4m §(7) = —4m 6(7) &(t)
=5 8tQG 5(7) 8(t)
=0G = (?W—A)G NGLIONS)

Wihle von nun an retardierte Greensche Funktion. (Potentiale als Funk-
tion der Ladungs- und Stromverteilungen in der Vergangenheit)

+ Konstruiere daraus Feld einer beliebigen (aber vorgegebenen) Ladungs- und
Stromverteilung

Einsetzen der Greenschen Funktion:
O(7, 1) = 4r [d>" [dt' p(7', 1) G(7, 4,7, t")
bzw. A(F,t) =12 (a3 [dt' j(7' 1) G(F, 7, 1)

®(7,t)
A(7,t)

fd3 /f at’ p (a,t)\r = (t o |Tf|ﬁ
LS [t ) i oo - )

NB: Erfiillt Lorenzeichung %@(I) +v-A=0 (Ubungsaufgabe).

1.6.2 Punktformige Ladungen: Liénard-Wiechert Potentiale
Nun: Feld einer bewegten Punktladung mit Trajektorie R(t)

Geschwindigkeit v = 37 R it v < e (Lichtkegelbedingung, siehe Kapitel 3).
= p(7,1) =q 5(7" R(t)) .
J(7,t) = ¢ 6(t) 6(F — R(t)) mit 6(t) = R(t).

Dann folgt:

o(Ft) = q/(F-R |—— (7-R))

I_
= t'=tre

A1) ”'/(|T-R|-— (r—R))

t'=tret

wobei R = R(#'), #' = R(t)

und t,., definiert ist als die Losung von | (t —t,.) = 1|7 - R(tret)| )

C
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( Rechnung: Setze p(7,t) = ¢d(7— R(t) und j(7,t) = ¢ () 6(7 - R(t)) in die allgemeine
Gleichungen fiir ®(7,t), A(7,t) aus 1.6.1 ein.
= @) = g [ A (), A = [ dt o a(F(1))
mit f(t') = (t' - t) + 1|7 - R(t)|.
Berechne nun also 6(f(t")):
Maximale Geschwindigkeit sei vmax. Mit |0(¢)| < Vmax < ¢ V¢ gilt:
. f(t") > +oo fiir t’ > +oo (Klar, wenn |v] < c)

.f’(t'):%:l+ﬁ(t’),VR,|T~_R/|:1_@.@>1_E>O

c |?7R’| c
= f(t') hat genau eine Nullstelle ¢,o; und wichst monoton.
7R’
= 0(f(t) = a0t ~ trer) = 8(t' ~ tre) el T

-2 (=RY)
Einsetzen = ®(7,¢) = ——9%— A(7,¢ :#
insetz ) (Ta) R (R (7,1) R (R
mit B = B(trer), ¥ = 0(teet), )

1.6.3 Spezialfall: Gleichférmig bewegte Punktladung

Analysiere konkret Feld einer gleichférmig bewegten Punktladung, R(t) = vt.

* Bestimmung der elektromagnetischen Potentiale, OBdA bei ¢t =0

3 r_pt! 7.8 #.3)2 2 —_RB2
Definiere B =9/c = f(t') =t'+ Ifi:tl hat Nullstelle ctrer = A (rlj)_[;; -5

r) = = 4 = -9 — = g
= (P(T) tret ’ —ctret—B-7+B2 ctret ctret (1-B2)+B-7 \/(?»B)2+7‘2(1752)

!
[F—ot/|-p-(7—ot")
A() =5
Schreibe noch um: (7- 5)? +7%(1 - §2) = 72 - (7 x §)?
®(7) = qf\/r?- (7 xB)

g B[\/r? - (7 x B)?

7

tret| = —ctret

oy
—~
=3
~
I

+ Bestimmung der elektromagnetischen Felder E und B

Aus ®(7) und A(F) mittels E = —-v® — %(%/i und B =V x A.
Vorab: 7%62/1 = fﬁi 0 ® = B(V-A) = B(B-v)®

A=Bo 19, ®+v-4=0 A=go
=E=-v0+B(B-V)P;
B=VxA = VXBQ):—BXVQJ:BX(E+%8¢A):BXE+(BXB)(B~V)<I):BXE.

A:ﬁq) ———
0

Dann noch geradlinige ldngere Rechnung, und man erhilt

. 1- 32

5. a(-p5% iy

)

I P e RPN

B = BxE-= - 5 (Bx7)=BxE=

r2 — (7 x [3)2
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+ Diskussion

(i) <1 = Ew~gqf/r®, Bw~0: Coulomb-Potential.
(i) 7|0 = E=q(1-8%)7/r*||5, B=0
P10 = E=—2_7/r3 19, B=pE,

v
(iii) Lorentzkraft zwischen zwei Ladungen g¢,q’, die mit gleicher
Geschwindigkeit nebeneinander herfliegen:
- - . - 2 - -
F=q(E+2xB)=qq—2 (F+ Bx (Bx7)) = -d'q Ve
‘ VG
mit ¢ = (1 - ,32)/ r2 - (B x )2 (Check durch Einsetzen!)
= Kraft hingt von der Geschwindigkeit der Teilchen ab!
= Nicht invariant unter Galilei-Transformationen!

Bemerkung: Dasselbe Problem tritt schon bei den freien elektromagneti-
schen Wellen auf. Maxwellgleichungen sagen im Vakuum feste (abso-
lute) Phasengeschwindigkeit ¢ voraus. Miifite in jedem Inertialsystem
gleich sein: Wie kann das sein?

Losung: Spezielle Relativitéitstheorie, Kapitel 2.

1.6.4 Zusammenfassung von Kapitel 1.6

Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen in Anwesenheit von Quellen (La-
dungen, Stréome), im Vakuum und im unbegrenzten Raum.

e Mathematisch: Losung der inhomogenen Wellengleichung ’ oW =4 f(7,t) ‘im

unendlichen Raum
Verfahren wie in 1.4 iiber Greensche Funktion

e Physikalisch: Elektromagnetischen Potentiale einer bewegten Punktladung:
Liénard-Wiechert-Potentiale

e Anwendung fiir gleichformig bewegte Punktladungen
= Verletzung der Galilei-Invarianz
e Ausblick:

In diesem Kapitel wurde das weite Feld der allgemeinen Ldsungen der
Maxwell-Gleichungen nur angerissen. Reichhaltiges Spektrum von Phéno-
menen wurde noch gar nicht angesprochen, z.B.
— Beschleunigte Ladungen (— Strahlung evtl. am Ende von Kapitel 3)
— Medien (— Energieverlust, z.B. Tscherenkow-Strahlung)

— Allgemeine Losung mit Randbedingungen
(- z.B. Wellenleiter, Hohlraumresonatoren)
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1.7 Wissensfragen

1. Wie lauten die Maxwellgleichungen im Vakuum im Gaufischen Maf3sy-
stem? Erldutern Sie die einzelnen Terme

2. Wie lautet die Gleichung fiir die Lorentzkraft auf ein Punktteilchen im
Gauflschen Mafisystem? Erlautern Sie die einzelnen Terme.

3. Was ist das Gaufy’sche Mafisystem? Gibt es noch andere Maflsysteme?
Geben Sie Beispiele.

Was ist eine Kontinuitétsgleichung?

Wie lautet die Gleichung, die die Erhaltung der Ladung beschreibt?
Erldutern Sie das Gaufi’sche Gesetz

Erldutern Sie das Ampere’sche Gesetz

Erldutern Sie die Poisson-Gleichung

© 0N O

Erldutern Sie das Faraday’sche Induktionsgesetz

10. Erldutern Sie den Maxwell’schen Verschiebungsstrom. Warum musste er
eingefiihrt werden?

11. Wie lautet der Ausdruck fiir die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes?

12. Was ist der Poynting-Vektor? Was beschreibt er? Geben Sie die Gleichung
dafiir an.

13. Erldutern Sie den Energiesatz der Elektrodynamik im Vakuum.

14. Wie lautet der Ausdruck fiir die Impulsdichte des elektromagnetischen
Feldes?

15. Wie ist der Maxwellsche Spannungstensor definiert?
16. Erldutern Sie den Impulssatz der Elektrodynamik im Vakuum.

17. Erlautern Sie die Begriffe von Vektorpotential und skalarem Potential in
der Elektrodynamik.

18. Wie lautet das ”generalisierte Potential” zur Lorentzkraft und wie hingt
es mit der Lorentzkraft zusammen?

19. Was versteht man unter Fichinvarianz? Was ist eine Eichtransformation?
Geben Sie einige wichtige Eichungen an.

20. Wie lauten die Maxwellgleichungen in Potentialschreibweise in der Coulomb-
Eichung? In der Lorenz-Eichung?

21. Wie lauten die stationdren Maxwellgleichungen?

22. Welche Gleichungen erfiillen die zugehorigen Potentiale in Coulomb-Eichung?

23. Wie lauten die Gleichungen fiir das elektrostatische Potential und das
elektrostatische Feld einer Punktladung im unbegrenzten Raum?

24. Geben Sie die allgemeine Losung fiir das elektrostatische Potential ® und
das elektrostatische Feld E im unbegrenzten Raum bei vorgegebener sta-
tiondrer Ladungsverteilung an.

25. Geben Sie die allgemeine Losung fiir das Vektorpotential A und das Ma-
gnetfeld B im unbegrenzten Raum bei vorgegebener stationérer Strom-
dichteverteilung j(7) an.

26. Wie lautet das Gesetz von Biot-Savart-Ampere?
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Was versteht man in der Elektrostatik und Magnetostatik unter Multi-
polentwicklung? Wann macht eine Multipolentwicklung Sinn?

Was ist das Monopolmoment einer Ladungsverteilung?

Wie ist das Dipolmoment und das Quadrupolmoment einer Ladungsver-
teilung definiert?

Was ist das Monopolmoment einer Stromverteilung?
Wie ist das magnetische Moment einer Stromverteilung definiert?

Wie lauten die fithrenden Terme (bis zur zweiten Ordnung) des Fernfeldes
einer stationdren Ladungsverteilung?

Welche Kraft wirkt auf einen elektrischen Monopol in einem &usseren
elektrostatischen Feld? auf einen elektrischen Dipol?

Welche Kraft wirkt auf einen magnetischen Dipol in einem &usseren ma-
gnetostatischen Feld?

Was sind Kugelflachenfunktionen?
Wie lautet die Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten?

Was ist die Wechselwirkungsenergie einer Ladungsverteilung mit einem
dufleren Potential?

Wie ist die mechanische Energie einer Stromverteilung im &ufleren Poten-
tial? Wie ist die Gesamtenergie einer Stromverteilung im dufleren Poten-
tial? Wie unterscheiden sich die beiden und warum?

Was versteht man unter der dielektrischen Polarisation?

Was versteht man unter Magnetisierung?

Wie lauten die makroskopischen Maxwellgleichungen in isolierenden Me-
dien? Woher kommen die Unterschiede zum Vakuum?

Was ist die dielektrische Verschiebung und wie hingt sie mit dem elektri-
schen Feld zusammen?

Wie héngen magnetisches Feld und magnetische Induktion zusammen und
was ist das?

Was ist die Dielektrizitéitsfunktion?
Was ist die magnetische Permeabilitit?

Diskutieren Sie die Frequenzabhéingigkeit von e(w). Was kann man daraus
iiber das Medium lernen?

Wie lautet der Poyntingsche Satz in Medien fiir langsam verénderliche
Felder?

Wie lautet der komplexe Poyntingsche Satz in Medien fiir schnell verédnder-
liche Felder? Diskutieren Sie die einzelnen Terme.

Welche Randbedingungen miissen die Felder D, E, H und B an Grenz-
flachen zwischen isolierenden Medien erfiillen?

Wie lauten die Randbedingungen an der Grenzfliche zu Leitern im stati-
schen Fall?

Wie lauten die Randbedingungen an der Grenzfliche zu Leitern im dyna-
mischen Fall (bei hochfrequenten elektromagnetischen Feldern?)

Wie funktioniert ein Faraday-Kéfig?
Wie funktioniert magnetische Abschirmung?
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Was sind Dirichletsche Randbedingungen? Wo sind sie physikalisch reali-
siert?

Was sind von Neumannsche Randbedingungen? Wo sind sie physikalisch
realisiert?

Was versteht man unter Spiegelladungen und wann treten sie auf?
Erldutern Sie das Konzept der Greenschen Funktion.

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Greenschen Funktionen und
Spiegelladungen

Wie lautet die Greensche Funktion fiir die Laplace-Gleichung im unbe-
grenzten Raum?

Wie ist das elektrostatische Potential in einem Leiter?

Was versteht man in einem System von Leitern unter Kapazitéiten und
Kapazitatskoeffizienten?

Was sind dispergierende und dissipative Medien? Nennen Sie Beispiele.

Wie ist der Brechungsindex definiert, was beschreibt er und warum heisst
er so?

Skizzieren Sie das E—Felq und das B-Feld eine linear polarisierten Welle
mit Ausbreitungsvektor k

Was versteht man unter Phasengeschwindigkeit?

Wie viele unabhéngige Polarisationsrichtungen hat eine elektromagneti-
sche Welle?

Was versteht man unter einer zirkular polarisierten Welle?

Was besagt das Reflexionsgesetz an Grenzflichen?

Wie lautet das Snelliussche Gesetz?

Was beschreiben die Fresnelschen Formeln?

Was ist der Brewster-Winkel?

Was versteht man unter Totalreflexion? Wann kann so etwas auftreten?
Wozu kann man sie nutzen?

Unter welchen Umsténden konnen elektromagnetische Wellen in Leiter
eindringen?

Was versteht man unter der Skin-Tiefe? Wie héingt sie von der Frequenz
einer elektromagnetischen Welle ab?

Was ist die Phasengeschwindigkeit und die Gruppengeschwindigkeit eines
Wellenpakets in einem Medium?

Kann ein Signal in einem Medium schneller als die Lichtgeschwindigkeit
im Vakuum iibertragen werden? Diskutieren Sie Thre Antwort.

Geben Sie die elektromagnetischen Potentiale von beliebigen Ladungs-
und Stromverteilungen im unbegrenzten Raum an.

Was beschreiben die Liénard-Wiechert Potentiale? Welche Form haben
sie?

Diskutieren Sie: Woran kann man sehen, dass die Elektrodynamik die
Galilei-Invarianz verletzt?



Kapitel 2

Die Spezielle
Relativitatstheorie

2.1 Einfiihrung und Grundprinzipien

2.1.1 Das Relativititsprinzip in der Newtonschen Mechanik

Laut Theorie 1: Die zentralen Aussagen der Newtonschen Mechanik lauten

- Es existieren Inertialsysteme

- Die Bewegungsgleichungen haben in Inertialsystemen die Form
F; =m; - a; (Newtonsche Bewegungsgleichungen)

= Folgerung: Verschiedene Inertialsysteme sind durch Galilei-Transformationen
miteinander verkniipft.

(Bei Transformationen von Inertialsystemen ¥ zu ¥ é#ndern
fz = DPE + 170752 + Clo
ty =t +to

sich Koordinaten geméf { mit

D e SO(3): Drehung)

Frage: Kann man in einem abgeschlossenen System entscheiden, in welchem
Inertialsystem man sich befindet?
(z.B. ob man ,in Ruhe* oder ,,in Bewegung* ist?)

Allein aus den Bewegungsgleichungen natiirlich nicht,
aber: Die Krifte F; konnen ja von Orten und Geschwindigkeiten abhéngen:
Fi(71 PN, T1- PN, 1)

Nun gilt aber zusitzlich Erfahrungstatsache:
In abgeschlossenen Systemen (keine Einwirkung von aulen) hat man:

e Homogenitédt der Zeit: Kréifte nicht explizit zeitabhéingig, 861? =0

e Homogenitédt des Raums: Krifte hingen nur von relativen Absténden
ab (z.B. vom Abstand zum Schwerpunkt)

e Mechanische geschwindigkeitsabhéingige Krifte hingen nur von
relativen Geschwindigkeiten ab (z.B. Reibungskriifte)

o7
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~ Relativitdtsprinzip der Mechanik
‘ Alle Inertialsysteme sind beziiglich der mechanischen

Gesetze gleichwertig!

StromI F=q-0xB
= scheint abhéngig

Ausnahme: Lorentzkraft ? ; §‘
D von der absoluten

>U
mw *& Geschwindigkeit

Aber: Wire die Galilei-Transformation der Newtonschen Mechanik ex-
akt richtig, so miisste ein elektrischer Dipol auf sich selbst ein Dreh-
moment ausiiben, wenn er sich mit konstanter Geschwindigkeit und
Orientierung gegen das Inertialsystem bewegt, in dem die Maxwell-
schen Gleichungen fiir die Elektrodynamik gelten.

Betrachte dazu folgenden Aufbau:

: Naiv: ¢ = 0: Kréfte nur entlang Verbindungs-
geraden
> v # 0: Lorentzkraft erzeugt Drehmoment.
u?é\f(' v konnte z.B. von Erdgeschwindig-
: keit stammen

De facto: Es wird kein Drehmoment gemessen (Trouton, Noble, 1903)

~ Lorentzkraft zwischen einzelnen bewegten Ladungen lésst sich nicht
so einfach herleiten, evtl. doch nur abhingig von der relativen Ge-

schwindigkeit

Vermutung: Es gilt allgemeineres Prinzip:
H Alle Inertialsysteme sind beziiglich aller Naturgesetze gleichrangig.

~ Generelles Relativitatsprinzip
2.1.2 Schwierigkeiten mit der Newtonschen Mechanik
2.1.2.1 Theoretisch

Relativitétsprinzip scheint inkompatibel mit den Maxwell-Gleichungen fiir das
elektromagnetische Feld zu sein.

z.B. Maxwell-Gleichungen im Vakuum (1864) (Kapitel 1):

.- . . 10B

VE=0 VxE+-——=0
c Ot

L - . - 10E

B:O B———:O

v VX c Ot

mit ¢: Ausbreitungsgeschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen (Licht-
geschwindigkeit), fest eingebaute Konstante

~ Maxwell-Gleichungen kénnen nicht galilei-invariant sein !
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Probleme: Sollen dann die Maxwell-Gleichungen in der obigen (&sthetisch an-
sprechenden) Form nur in einer verschwindenden Subklasse von Inertial-
systemen giiltig sein?

Wenn ja, in welchen?

2.1.2.2 Experimentell
e Michelson-Morley-Experiment (1881)

halbdurchlassiger
Spiegel
Lichtquelle (Apparatur drehbar, bewegt

sich mit Erdgeschwindigkeit
i}Erde)

Interferenzmuster

Wiirde sich Licht in einem absoluten Raum isotrop ausbreiten
— Interferenzmuster im Fall (1) und (2) miissten verschieden sein.

De facto: Immer gleich ! (Auch zu verschiedenen Tages-, Jahreszeiten)

Erklarungsversuche fiir Ausgang des Michelson-Morley-Experiments:

- Licht bewegt sich relativ zur Lichtquelle mit Geschwindigkeit c.
Aber: Als Lichtquelle kann auch die Sonne (Miller)
oder ein Fixstern (Tomaschek) benutzt werden.
- Licht schwingt in einem ,, Ather“, der von der Atmosphire der Erde
mitgefiithrt wird.
Aber: Stellare Aberration widerlegt diese Hypothese
Betrachte Fixstern durch Teleskop auf Erde

4 Ytk W ¥

¢
i

hikes Wasiop ol TR

adty (RYC, € NI )
E" S erdon. o jd Slen,
Veds. . Feat

- . 2 =

Beobachtung: Fall (1) trifft zu — Beobachter muss Teleskop im
Jahresrhythmus im Kreis drehen.

e Fizeau-Experiment (1851)

Moglichkeiten:
}_?’khﬁsﬁr (1) Ather ruht: ¢’ = ¢/n
—atl (n=Brechungsindex)
;l A (2) Ather bewegt sich mit Wasser mit:
: ol 5 R s d=c/n+v
lﬁ Experimentell: ¢/ = ¢/n +v(1 - 1/n?) 0

Fazit: Experimente zur Lichtausbreitung lassen sich nur schwer mit der New-
tonschen Mechanik in Einklang bringen
- selbst bei Verzicht auf das generelle Relativitétsprinzip.
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2.1.3 Die Einsteinschen Postulate
Einstein (1905): Zwei Postulate

I: Das generelle Relativitatsprinzip ist giiltig: Alle physikalischen Gesetze
sind in allen Inertialsystemen gleich.

II: Die Lichtgeschwindigkeit hat in allen Inertialsystemen den konstanten
Wert c.

Dabei ist ein Inertialsystem: Ein System, in dem sich ein kréftefreier Korper mit
gleichformiger Geschwindigkeit bewegt. (geméifi dem 1. Newtonschen Axiom)

Das Postulat II ersetzt die Forderung nach Galilei-Invarianz (bzw. das Bewe-
gungsgesetz F'=m-a: 2. Newtonsches Axiom)

Insbesondere: Absolute Zeit existiert nicht mehr notwendigerweise. Existieren
muss nur, was sich praktisch messen/konstruieren lasst. Zum Beispiel kann man
Uhren bauen und Synchronisationsvorschriften angeben. Man kann aber nicht
zwingend davon ausgehen, dass eine Synchronisationsvorschrift in jedem Iner-
tialsystem zum selben Ergebnis fiihrt.

2.1.4 Folgerungen aus den Einsteinschen Postulaten

Gedankenexperimente (Einstein)

2.1.4.1 Zeitdilatation

Miss Zeit, die eine mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegte Uhr braucht,
um von einem Punkt A zu B zu gelangen.

ik | perfekte Spiegel
Uhr: , Lichtuhr® v 4 "2 misst Anzahl n der Reflexionen

c:L S Zeit ct = Az-n

-

s,

]

3

¢
w%*
i SR

[E%

Aufbau:

-~

A

|

e 1. Schritt: Synchronisiere die Uhren A und B
Beispiel fiir Synchronisierungsvorschrift:

Quelle Q in der Mitte sendet Lichtpulse aus, die
e . ~—— an A und B reflektiert werden. Verschiebe Q so
tA %#—ﬁ 4 i lange, bis die reflektierten Pulse gleichzeitig
WPU!S( zuriickkehren. Sende dann weiteren Puls und
setze Uhren A, B auf t=0, wenn er ankommt.
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e 2. Schritt:
* Miss Zeit in A, wenn C bei A vorbeikommt: — g
* Miss Zeit in B, wenn C bei B vorbeikommt: — tg + At
Lies jeweils auch Zeit in C ab: - At

Ergebnis:

&l A~ e Uhr C misst: cAt=Az-n
i/ \'-/\/ . e Uhren A, B messen: (cAt)? = (vAt)? + (Az-n)?
R = |At = At-\/1-0v2/c?

Bewegte Uhr geht langsamer: Zeitdilatation

2.1.4.2 Lorentzkontraktion
Nutze Zeitmessung zur Lingenmessung.

Py Fry
A 2 Uhren A, B an beiden Enden des
s Korpers befestigt
A fb > 7 ’
Hoat ﬁ _}r gleichférmige Geschwindigkeit ©
% Uhr C in Ruhe

e 1. Schritt: Synchronisiere Uhren A, B wie gehabt
(innerhalb des bewegten Bezugssystems)

e 2. Schritt: Lidngenmessung: Stoppe Zeit, die es dauert, bis der Kérper an der
Uhr vorbeigeflogen ist.

Ergebnis:
e Uhren A, B messen: [ =v- At
e Uhr C misst: [ =v- At

Beachte: Aufbau dquivalent zu dem in 2.1.4.1, wenn man sich in das
Ruhesystem des Korpers und damit der Uhren A, B begibt (Uhr C
wire dann bewegt).

~ Messergebnis ist analog: At = At-+/1-v2/c?

= [l=1-\/1-v%/c?

Bewegter Korper erscheint verkiirzt: Lorentzkontraktion

2.1.4.3 Gleichzeitigkeit

ct Beobachte von auflen die Synchronisation

bewegter Uhren.

Fiir ,ruhenden® Beobachter erreicht Synchronisations-
puls die Uhren A B nicht gleichzeitig.

~ Uhren sind nach der Prozedur nicht synchron.

Im Bezugssystem der Uhren sind sie synchron.
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2.1.4.4 Addition von Geschwindigkeiten

= &3 Beobachte laufende Person in Eisenbahnwaggon.
‘{;" ,S Person hat im Bezugssystem der
. Eisenbahn Geschwindigkeit o’
Frage: Welche Geschwindigkeit hat sie
fiir ,ruhenden“ Beobachter (Schienen?)

Newton: ¥’ = ¥ + ¥

Einstein: Einfache Addition scheitert spétestens im Grenzfall v" — c.
De facto (siehe 2.2.2): v/ = (v +")/(1 +vv'[c?)

2.2 Die Lorentz-Transformation

In Abschnitt 2.1: Einfiihrung der grundlegenden Postulate der speziellen Re-
lativitétstheorie — neues Bild von Raum und Zeit.
Einige Folgerungen, aber: unsystematisch, reich an ,Fallen® (man denkt
leicht falsch, da neues Weltbild unanschaulich)
Vor allem ist noch nicht klar, wie man auf dieser Basis Naturgesetze for-
mulieren soll.

Nun: Systematischer Zugang — Rahmen, der einem eine im KEinsteinschen
Sinne relativistische Beschreibung der Welt ermoglicht.

Bisheriger Rahmen (,, Weltstruktur® der Newtonschen Mechanik)
a) Vierdimensionale Raum-Zeit
Inertialsysteme, (mechanisches) Relativitétsprinzip
b) Galilei-Transformation

Nun in der speziellen Relativitdatstheorie:
a) bleibt
b) wird durch neue Transformation ersetzt: Lorentztransformation
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2.2.1 Herleitung der ,,speziellen“ Lorentz-Transformation

2.2.1.0 Voraussetzungen
Basis: Einsteinsche Postulate

(I) Relativitétsprinzip: Verschiedene Inertialsysteme, die sich mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit gegeneinander bewegen, sind dquivalent.

(IT) Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Erste Forderung ist &lter und scheint ,fundamentaler® als die zweite. Wir
werden versuchen, so lange wie moglich nur mit I) auszukommen.

Zusétzlich brauchen wir allerdings:

(i) Raum hat Euklidische Struktur
(Parallelen schneiden sich nie, Winkelsumme im Dreieck)

(ii) Homogenitét von Raum und Zeit, Isotropie des Raums
(iii) Kausalitéit: Zeitpfeil darf durch Transformation nicht genau umge-

dreht werden.

In diesem Abschnitt betrachten wir zunichst den speziellen Fall einer reinen
Geschwindigkeitstransformation — spezielle Lorentztransformation

- Die beiden Inertialsysteme 3, ¥ bewegen sich mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit V' in z-Richtung gegeneinander

- Ursprung zur Zeit t =0, t = 0 sei identisch
(x=y=2z=t=0liegtauf T=g=2z=¢=0).

~ Koordinaten in X: (t,2,v,z); Koordinaten in X: (£,2,7,2)

t=t(x,y,z2,t)
Frage: Transformation v %(x’ v:2t) ?
y=9(z,y,2,1)
2 = Z('%27 y7 z’ t)

2.2.1.1 Schritt 1: Die Transformation ist linear

Aus (I) (Relativitatsprinzip) folgt:
Eine gleichférmige Bewegung ¢ in X (kriftefreie Bewegung) muss in eine

gleichformige Bewegung ¢ in ¥ iibergehen

Aus (i) (Euklidische Struktur des Raums) folgt:

- Zwei kriftefreie Teilchen mit gleicher Geschwindigkeit ¢ laufen auf
parallelen Bahnen. Der Abstandvektor A7 zwischen ihnen ist zeitlich

konstant.
- Bezugssysteme X, ¥ kénnen rdumlich und zeitlich parallelverschoben
werden, ohne dass sich die Koordinaten von Abstandsvektoren A7,

AT verindern.
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Betrachte zwei infinitesimal benachbarte kréftefreie Teilchen gleicher Ge-
schwindigkeit v
Im System 3 seien bekannte Koordinaten:
Teilchen 1: (t,7), Teilchen 2: (t + dt,7 + 07)
~ Transformieren ins System ¥ gemisB:
Teilchen 1: (¢,7), Teilchen 2: ( +6t,7 +67)
mit 67 = (57) 0t + (55) 0y 0T + (55) 0 0y + (55) )02 (%)
analog 6z, 0y, 02
Verschiebe nun ¥ — %', 3 — 3’ rdumlich und zeitlich so,
dass Ursprung zur Zeit ¢t = 0, ¢ = 0 bei Teilchen 1.
Dabei bleiben t, A7 = §7 — ¥t und damit §7 unveréndert;
analog auch 6t, 07
~ In verschobenen Systemen gilt: )
5t = g—i:)oét + (gg, 00T + (g—;l, 00y + (g—zl,)oéz Usw.
Da dt, 6t beliebig, folgt aus dem Vergleich mit (x):
o'y _ (0t o'\ _ (0t
W)o - (E)(t,;)a (W)o - %)(t,;y

Aus (ii) (Homogenitét von Raum und Zeit) folgt:

g—f ), (g—i), --- unabhéngig von der Lage des Ursprungs (bzgl. Raum und
Zeit)

ot ot ot Loty _ ot _ (0Ot . . N
~ (560 = (37)0 = (5 ey (5)0 = (537 )0 = (55) 1.0y3 - fir alle 7, ¢

~ Partielle Ableitungen (g—f ), (g—i), .- sind Konstanten!

f t to
= Transformation ist linear: aj =L o I
(] Y Yo
Z z 20

Ly Ly Ly Lg

La’ct Liw L:fy L:fz

Ly Lyz Lyy Ly

LZt Lim LZy Liz

Laut Voraussetzung: Ursprung in 3, ¥ bei ¢t = 0, £ = 0 identisch
= (t07 Z0,Yo, ZO) =0

mit L = L(V) =

2.2.1.2 Schritt 2: y und z bleiben von Transformation unberiihrt
0 0

d.h. Transformation hat die Form L =

S O o X

*
* 0 0
0 10
0 01

Folgt aus (ii): Isotropie des Raums

- Betrachte Verschiebung (6t,dx, dy,dz) = (0,0,dy,0) im System >

~ Verschiebung transformiert geméf (¢, 0%, 09,02) = (Lzy, Lzy, Ly, Lzy)0y
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e Transformation von (0t,0x,0t) — (0t,0%,0t) muss symmetrisch sein
bzgl. Vertauschung dy - —dy. = 6z =0z2=0t=0
=>L{y:L5cy:L2y:O

e Bleibt 6y = Ly, 0y; Ly, héngt von V ab: Ly, = f(V).

Umgekehrt gilt 6y = Lyz6y mit Ly = f(=V) (X bewegt sich mit -V
relativ zu X).

Aber: Transformation bzgl. dy von ruhendem ¥ zu mit Geschwin-

digkeit (-V') bewegtem ¥ ist dquivalent zu einer Transformation

von ruhendem ¥ zu mit Geschwindigkeit V' bewegtem ¥, wenn
man beide um 7 (180 Grad) um y-Achse dreht:

,ZRTA N = - . S_ (t,.ﬁl?,y,Z) - (t,—a:,y,—Z)
“éz-/;é T = \Cr19-0-20-7
. e A2 =0y = f(-V)dy

A

VergAlei(.:h .liefert:.f'(;V) :‘f(V) =0y =f(V)dy = fF(V)2%65
= f(V)?=1= f(V)==21= Ly, =+l

Weiterhin soll f(V') stetig sein. Es gilt Lgy| =l=Lg=1

V=0

- Betrachte nun Verschiebung (dt, dz, dy,dz) mit dy = 0 im System 3

~ 0y transformiert geméfl 0y = L0t + L0 + Ly.dz

Es gibt keine ausgezeichnete g-Richtung = kein Grund, warum §y Vor-
zeichen ”+” oder ”-” haben sollte = dy = 0 fiir alle §t, dx, 0z
:>ngt:LQ:C:LQZ:0

- Analoge Uberlegungen fiir z-Richtung liefern: L, = Lz, = Lz = Lz, = 0,
LZ,Z =1

2.2.1.3 Schritt 3: Leite allgemeine Form der Transformation L aus

dem Relativitéitsprinzip her (noch ohne II. Einsteinsches Po-
stulat)

- Betrachte Geschwindigkeit eines in x-Richtung bewegten kréftefreien Teil-
chens.

Im System ¥ ist die Geschwindigkeit v = 92, im System ¥: 7 = 4Z

o a -
(A _(Le La\(dt
Zusammenhang folgt aus: (da:) B (th Lm) (dm )

d_@ _ Lz¢dt+Lzdx _ (L;Et"'La':acdl’/dt)dt _ Lzi+Lzzv
dt — Lz dt+Li,dx - (Lgt+Lt’xdx/dt)dt - Lz+Li,v

Spezielle Wahl:

=0 =

. v:O:E:—V»—V:ﬁiﬁt = Ly =-+La
= _ _ _ Lzt+Lz,V _ _ _
e v1=0=>v=V~0= LotV ~ Lzt + Lz V =0

= Lzs =~ La(= L)
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- Notation: Setze y(V') := L = Lz, k(V) := —% -V

~» Transf. hat die Form: (i) =~(V) (_1‘/ —H(‘l/)/V) (;) ()

- Symmetrieiiberlegungen:

e Riicktransformation ¥ — ¥ entspricht Transformation mit Geschwin-
digkeit -V

~ hat die Form: (;) =y(=V) (é H(—le)/V) (;_) (%)

e Riicktransformation ist bzgl. = fquivalent zu Transformation ¥ — %
» 3

5 5,73 it Geschwindigkeit V', wenn
= P L ¥, % um 7 (180 Grad) um die
N % v y-Achse gedreht und dann

vertauscht werden.

el X
Drehung;: (é vy Z) - (7z vy _Z)
t T Yy z t -x Yy -Z

Vertauschung: (7z YA (t Ty oz
t T Yy z t x y z
au 1 w(V)V\(T

~ Vergleich von (**) mit (* * *) liefert: v(=V) = v(V), k(-V) = s(V)

- Fasse (%) und (* * *) zusammen:

bl A e 0
2 6 )

vV

Vy oy

= Fazit: L = mit Bedingung 72 = -

—
| =
x

2.2.1.4 Schritt 4: Folgerung aus Kausalitit

Kausalitét bedeutet: Zeitpfeil darf sich nicht umdrehen
=~y=Lg= (%) > 0 fiir alle Transformationen

Daraus folgt: k>0 bzw. v > 1:

Anderenfalls kann man Winkel 0 < ¢ < 7/2 definieren iiber tan ¢ := /-

~ 7y =1/\/1+tan? ¢ = cos ¢, sin¢ = y/—k
~ V= —sing- (V/\/7R), ~y =sing- (vVr/V)
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~ Transformation héitte die Form:
t B cos ¢ Sinqb-(\/—_/-g/V) ;

t) \sino- (Vv cosoJa
oder (f- %) _ ( cos ¢ sinqﬁ) (t- \/‘i_ﬁ)

T —sing cos¢ T

x 7
entspricht Drehung in der (¢- %, x)—Ebene l,’ - (87
5

= Diese Transformation kann im Prinzip mehrmals hintereinander aus-
gefiihrt werden ~ Drehung um Winkel n¢

Aber: Irgendwann ist Gesamtwinkel n - ¢ so grof, dass cos(n¢) negativ
wird ~ dann wére fiir die kombinierte Transformation v < 0
= Widerspruch!

Notation: k= 82 (e [0,1]) =~ = 1/@

Zusammenfassung von Schritt 1 bis 4

Wir haben ohne Ausnutzung des II. Einsteinschen Postulates (Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit) hergeleitet, dass die Transformation die folgende
Form haben muss:

7 _B t

5 ;Z. v7ooo mit einem freien Parameter
-V ¥ xr

] 0 1 y B(V)<1lund|y=1/\/1-72

z 1/ \z

= Allgemeine relativistische Transformation fiir Geschwindigkeitstransforma-
tion in x-Richtung

Beinhaltet sowohl Galileitransformation als auch Lorentztransformation

2.2.1.5 Schritt 5: Ausniitzen des 11. Einsteinschen Postulats ~ Spe-
zielle Lorentztransformation

Vorbemerkung: Form der Transformation steht weitgehend fest.
Es bleibt nur noch ein freier Parameter: 3
Setzt man z.B. 5 =0, so folgt v =1 und die

t 1 0 0 0\/t

. o . z -V 1 0 0]«
Spezielle Galilei-Transformation: il=1 o o 1 olly
z 0 0 0 1/\z

~ konsistent, da Galilei-Transformation ja auch relativistisch ist.
Nun aber: Verwendung des II. Postulats:

Fiir Teilchen (Photonen) mit Geschwindigkeit v = 4 = ¢ in einem Iner-

dt
dz

tialsystem ¥ muss v = 7 = ¢ in allen Inertialsystemen ¥ sein.
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: . : : st 5 — LattLlaav
Erinnerung: In Schritt 3 haben wir gezeigt: v = T

-Vy+yv _ v-V
2 = 1T g2
e TER

=0 =

%
VVéthespeziellv:c:>17:c:>c;i}T‘/zz> B=—
1-36 c

2.2.1.6 Zusammenfassung von Schritt 1-5

Spezielle Lorentztransformation ist gegeben durch:

— 2
t v L4 o V(1
T -V y x
Yy 1 Y
z 0 1 z
oder, alternativ
ct v =By 0 ct
T By v x
y 1 Y
z 0 1/\z

Dabei gilt: B:Ke ]-1:1[|und [y=1/y/1-5%2>1

C

Sie beschreibt die Koordinatentransformation ¥ — ¥ von zwei Inertialsyste-
men, die mit gleichféormiger Geschwindigkeit V' in x-Richtung gegenein-
ander bewegt sind und zur Zeit ¢t =0, ¢ = 0 den gleichen Ursprung haben.

2.2.2 Veranschaulichung und Anwendungsbeispiele

2.2.2.1 Graphische Darstellung in der (ct —z)-Ebene

n:
A(‘,t / S R ~ Symmetrische,
- dpx (%) A Winkel katpiestole affine Transformation
)L /Ch=y
o1 fEiL / ¥ sty Achsen riicken bei
('!)’“(.63" - S grofen Geschwindig-
4 s keiten V' an die Winkel-
/ X
/ / Lo il halbierende heran,
/ o ’ (g,) = () erreichen sie jedoch
S e = / . nie (asymptotisch im
- > Grenzwert V' — ¢)
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2.2.2.2 Form der Transformation

Mit der Definition 8 =: tanh¢ (= 7 = \/ﬁ = cosh ¢, By = sinh ¢) kann

Transformation auch umgeschrieben werden als

ct coshg —sinh¢ 0 ct

x —sinh¢ cosh ¢ x

gl 1 y

z 0 1/ \z
cos¢ sing 0
~ Formale Ahnlichkeit zur Drehung | -sin¢ cos¢ 0
0 0 1

Noch deutlicher: Setze Zeitvariable auf imaginédre Achse
und beriicksichtige: cosh ¢ = cos(i¢g), sinh ¢ = —i - sin(i¢)

ict cos(ig)  sin(ig) 0 ict
N —sin(i¢) cos(ig) x
y 0 1 Y
zZ 1/\ z

~ Spezielle Lorentztransformation entspricht Drehung in der (ict,z)-Ebene
um einen imaginidren Winkel ¢¢.

2.2.2.3 Beispiele

(i) Zeitdilatation

pag Systeme: ¥: Ursprung bei C, mitbewegt
b 33: Ursprung bei A, in Ruhe
vt0=fg=0’=\CbeiA
Zeitmessung, wenn C bei B vorbeikommt — ¢,¢
Ort der Messung: = bzw. £ mit z =0 (Uhr C)

Umrechnung: (;{) = (_g’y _fry) (j:) =y (—C;c_téxx) mit L 0

=z =fct, t=2(ct - Bx) =yt(1- %) = |t =t-\/1- 2| wie 2.1.4.1

NB: Zeit in einer bewegten Uhr vergeht immer langsamer als fiir auflen-
stehenden Beobachter (Eigenzeit)

=

I
]

>
)

(ii) Lorentzkontraktion

T TR & Systeme: ¥: Ursprung bei B, mitbewegt

( ™\
it S 3: Ursprung bei A, in Ruhe
E ~t=1t=0= B bei A am selben Ort.

Ortskoordinaten von C zur Zeit t =t = 0: = bzw. Z.

Umrechnung;: (Ct) = —g'y _57) (Z) mit t=t=0=7 =~z

= |z =+/1- 22| wie gehabt (siehe 2.1.4.2)

Kl
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NB: Zur Lingenmessung sind zwei Ortsmessungen notig.
Miissen im jeweiligen Bezugssystem gleichzeitig durchgefiihrt werden.

(iii) Gleichzeitigkeit

S Th Systeme: ¥: Ursprung bei A, bewegt

P A & s os
S 2548 Y: Ursprung bei C, ruhend
Ao D, ~t=t=07= A bei C am selben Ort.

Py s !

Betrachte zwei Ereignisse:
1. Ereignis: A bei C
— Koordinaten t; =t; =0, 1 =21 =0
2. Ereignis: B bei D
— Koordinaten (t2,z2) bzw. (t2,T2)

mit (CtQ) bzw. (0_752) = ( Ji _ﬁ,y) (Ctz) (x2 £ 0)
T2 T2 By v T2
Falls 2. Ereignis mit 1. Ereignis im System > gleichzeitig:

~tg=0~ty = ——573:2 # 0 ~ nicht gleichzeitig in ¥

Umgekehrt falls Ereignisse gleichzeitig in 3:
~rty =0ty = +%Bx2 # 0 ~ nicht gleichzeitig in X

(iv) Addition von Geschwindigkeiten

\? S | Systeme: ¥: bewegt mit Wagen; 3: ruhend

= Geschwmdlgkelt der Person in ¥: v = ‘Cﬁf; in 3:v= (é—f
cdt v =By)([cdt
Umrechnung: _ =
° (dw) (—ﬂv g )(
cdt v By)[cdt Bedivdz _ Be+d
= (5=(3, ) (o) = 5 - 2yt - 2
. v+V C o "
= (mit f = V/c)|v = —————— | Geschwindigkeitsadditions-Theorem
1+0V/c?

Speziell v =coder V=c: v=(v+c)/(1+0/c)=c

Anwendung: Deutung des Fizeau-Experiments

[ Lichtgeschwindigkeit im Medium: v = = <c¢
' i (n=Brechungsindex)
e Medium bewegt sich mit Geschwindigkeit V
\‘ ' ' — Lichtgeschwindigkeit im flieBenden
l P — Medium fiir ruhenden Beobachter:
. 5+V  _ ¢/n+V
-———_é v= 1+9V /[c2 ~ 14V /en
l Grenzfall K -0 (Taylorrelhe)
Nc/n+V(1——) N
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2.2.3 Allgemeine Lorentz-Transformationen

Bisher: Spezieller Fall von Lorentztansformationen zwischen Inertialsystemen

¥, ¥, die sich relativ zueinander mit gleichférmiger Geschwindigkeit V

in x-Richtung bewegen - ansonsten gemeinsamer Ursprung bei ¢ = ¢ = 0,
nicht verdreht.

Nun allgemeiner: Transformationen, die im Einklang sind mit den Einstein-
schen Postulaten, setzen sich zusammen aus:

(i) Spezielle Transformationen in x-Richtung wie gehabt (”Boosts”)

ct ct

v =By 0 cosh¢ sinh¢
g |7 wmitB.)=| P 7 _|sinh¢ cosho
z z 1
(B=Y =tanho, y=+/1-42)
(ii) Raumdrehungen (Rotationen)
ct ct 1000
.i' €T . O
gl R y mit R(D) = 0 DT ;

D € SO(3): Gewohnliche Drehung (3x3-Matrix)

(iii) Translationen in Raum und Zeit

ct ct cto
Tl x| _|%o
(] Y Yo
z z 20

(iv) Spiegelungen in Raum und Zeit

Q
Sl

1 ct

ct -1 ct
_ 0 _ 0
T -1 T T 1 x
_|= und 1=
] -1 Yy ] 1 (0
~ 0 7 0
zZ -1 z zZ 1 z

(NB: ,, Zeitspiegelung® ct = —ct wiire bisher nicht erlaubt gewesen, da
sich Kausalitéit dann ,umdreht“. Soll aber jetzt gestattet sein.)

Diese bilden zusammen die allgemeinen Lorentztransformationen

Beispiel fiir zusammengesetzte Transformation:

Transformation zwischen Inertialsystemen ¥, ¥, die gegeneinander in beliebige
Richtung mit Geschwindigkeit V gleichférmig bewegt sind.

ct ct y —%VT

T _ = T . N T _ Y 0 0

7 =B(V) Y mit B(V) =R B,(V)R" = —%f/ oo 1 olp
z z 0 0 1

mit R(D): Rotation, die x-Achse in Richtung V dreht.
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2.2.3.1 Notation

() = (ct,=7)

e Definiere Vierdimensionalen Vektor ’ {z"} = (ct,7)

Index lauft von 0 bis 3: 20 = ct, (2!, 2% 23) = 7 etc.
Index oben: , kontravariant® } tieferer Sinn: siehe

Index unten: ,kovariant* Kapitel 2.3.2

e Einsteinsche Summenkonvention: Uber ein Paar gleichlautender hochgestell-
ter und tiefgestellter Indizes wird automatisch summiert: a,b'= 3} a,b"
“w

1 0 00

. . «“ y224 O _1 O 0

e Definiere ,,metrischen Tensor“ | {¢"”} = {gu } = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Es gilt: | guag®” =6,/ | (Kronecker-Symbol); | z,, = g,,x"

e Lorentztransformation: Ohne Translation: 4 x 4 - Matrix

Allgemeine Transformation: |Z" = AF 2 - at

—_— —
gleichférmige Bewegung, Translationen
Rotationen, Spiegelungen

NB: Dieselbe Struktur wird auch auf andere vierdimensionale Vektoren ange-
wendet werden (siehe 2.3.2). Vektorraum der {b,} kann mathematisch als
Dualraum zum Vektorraum der {a*} aufgefasst werden.

Vorteil der Notation mit Indizes oben/unten: erleichtert Buchhaltung.

2.2.3.2 Lorentztransformation und Linienelement

Definiere Linienelement: | ds? = dz,dz" | = g, detda” = c2dt? - d7?

Fiir Lichtausbreitung gilt ds? = 0 in allen Inertialsystemen
bzw. allgemeiner:

(a) Linienelemente sind invariant unter allen Lorentztransformationen

( Beweis: Gilt fur N =By 0

=By v
0

(i) Spezielle Lorentztransformationen A =

1
ds? - d5® = (Adz),(Adz)*
= (yda® - Bydz')? - (-Byda® + ydz')? - dz*’ - da®?
=72(1 - B2)(d2®” - dz'?) - da?® —da?® = ds® v

————
1

(ii) Rotationen: dz° = dz°, d7 = d¥ = d&* = ds® v/
(iii), (iv): Translationen, Spiegelungen: klar! v/
= Gilt damit auch fiir alle Kombinationen von (i)-(iv) v)

Folgerung: Die Transformationsmatrix erfiillt

(e}

G = AugaﬁA/f, bzw. | g = ATgA
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(Beweis: d5® = d7°gadz” = A%, dz" gasAdz” = dz* g, dz” Vdz
= A%gashl = guv )

Damit gilt: =

(9=ATgA = det g =det ATgA = (det A)*-det g = (det A)? = 1)

(ATgA)h =AD"~ £ (Mo)? =1 =AY =1+ £ (A)* 2 1)

(b) Umgekehrt gilt der folgende wichtige Satz:

Die Lorentztransformationen sind genau die Transformationen
ah — Tt = fH(2"), die alle Linienelemente ds? invariant lassen.

Bemerkung: Haufig werden Lorentztransformationen iiber diese Forde-
rung eingefiihrt: ,,Drehungen® in einer vierdimensionalen Raumzeit
mit Metrik 1 0 0 0

g= 8 _01 _01 8 (,Metrik“: Abstandsdefinition

0 0 0 -1 Hx—y” = (xﬂ_yﬂ)guy(xl/_yl’) )
Beweis des Satzes:

Notwendig: Bereits in (a) gezeigt (Lorentztransformationen lassen ds® invariant.)

Hinreichend: Beweis in drei Schritten.

Betrachte eine Transformation, die alle ds® invariant lisst. Dann gilt:
(i) Die Transformation lisst sich als Matrix A darstellen mit ATgA = ¢
ds? = d52 = da"da gy = dZ°dT%gaps = (Lo )da" (220 )da” gap Vdo

ozt oxV
3 . 9z2Y _ A«
Notation: g7 = A, ()

= guv = Gap A (2) A (2) iiberall bzw. g = AT (z) g A(z) Y
= Transformation hat die Form: Z = Az — a und
analog zu (a) gilt: ATgA = g = det A = %1, A002 >1
NB: A darf von x abhéingen.
Fiir den Satz spielt das keine Rolle!
Wenn man allerdings auch alle endlichen ” Absténde” || — y|| invariant
sein sollen, dann darf A nicht von x abhédngen.

(ii) Annahmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit:

1 0 0 0
e det A = +1 (andernfalls schreibe A=( oL )A’7

0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

betrachte fortan A’)

o o

e A% >1 (andernfalls schreibe A =

[=NeRany

0
-1
0 -1 )Alv
0 0 -1
betrachte fortan A’)

(iii) Zerlegung der Transformationsmatrix A in: | A = R3 BRo |,

110 0 O
wobei R;: Rotationen g DT (D; € SO(3))
0 3

y |-8y 0 0
und B: x-Boost —g’y
0

g [1) 8 mit y=A% > 1 und g% =1-1/+>
0 0 1
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T
> NotiereA:( 171 ”j‘z )mit ud = (A%, A%, A%), ul = (A, A%, A3)
Y oluml? | yuf -ufM N 1] o
Vo] -1

T —
= ATgA= ( Yuo - MTyy ‘ uoug—MTM
OBdA nehmen wir an u1 # 0. Anderenfalls ist wegen yuo — M7 u; Lo
auch uo=0 = v=1, MTM =1, und A ist einfach eine Drehung.

> Zerlege A = RYAR,
mit R1: Rotation, dreht x-Achse in den Vektor ui, d.h. D¥u; = |u1] ex

mit Ro: Rotation, dreht x-Achse in den Vektor ug, d.h. D uo = |uo| ex
1]0 0 0 r 10 0 o0
% T 0 A 0
:A:RlARO:(g T )(u1 1\2)(8 Dy )
| (Dun)” )7( v | luolel )

N
:( Dfu | DYMD, M

[u1] ex

mit M = D¥ MDo.

> Verwende ATgA =g
Es gilt ATgA = RoAT RTgR1 AR = RoATgARE = g
S——— N——
9 g
~ ~ 2 _ u 2 wnl — lu MT ex T
~ RATgA - g |1[T | (] 02| |T1| ~)T~) ,(
(v|uol = |ur|M*) eq luo|?ezel — MT M
= (+) P-lmPEl = (h)?2a1- b g2
() (vfuol = [ua| 1T e, 20 = fuoles = 22L01Te, © || 1T,
(ear) MM — uoPewe? 2 M7 (1 - Begel)M £ 1
> Analysiere M. Betrachte dazu A:= 1 — (1- %) egel
Es gilt:  Aus (*) und (ezel)? = (egel) folgt ATA = (1 - f%esel)

(Check durch Einsetzen!)
= (AM)T(AM) = AM =:D, € SO(3) ist eine Drehung
() %ez
uy

* (AM)TeI =MTATe, = %]\;[Tez
= AM =: D, dreht um die z-Achse.
Aus |DTe,| = |e.| folgt: |uo| = |ua| = |8y
Fazit: AM = (1 - (1 - %)ezef)]\] = D, ist Drehmatrix um z-Achse

= M =Dy +(1-Dea(MTer)” 2Dyt (y-1) exe?
v 0 O

={0 1 0

0o 0 1

= DM =DID, + (v-1)Dlegel =1+ (y-1) egel

> Definiere Rz = RoR1 und B = R.A = RoARE,
wobei R,: Rotationsmatrix zu D,
v 1B~y 0 0
_ T | 1B | v 00
= A=R3BRo mit B= 0 01 0
0 0 0 1
und 4% = 1/(1 - #?) laut Definition (s.0.)
= B ist ein x-Boost zur Geschwindigkeit V = —|Blc v
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2.2.3.3 Analyse und Klassifizierung von allgemeinen Lorentztrans-

formationen

(a) Allgemeine Lorentztransformationen und Poincaré-Gruppe

Allgemeine Form von Lorentztransformationen

| = Nia? - | mit Bedingung | ATgA = g

Eigenschaften:
- gemif 2.2.3.2(a):
o det A =x+1
° A002 >1

- Und: Lorentztransformationen bilden eine Gruppe
e Abgeschlossen:
(A, a) bezeichne Transformation z = Az —a
Verkniipfung (A’,a")(A,a) = (A'A,ANa-a’)
~ definiert wieder eine Lorentztransformation

denn (A'A)Tg(A'A) = ATATgA'A = g

o Assoziativ:
[(As,a3)(Az,a2) (A1, a1) = (As,a3)[ (A2, a2) (A1, a1) ]
denn: [(Ag,a3)(A2,a2)](A1,a1)
= (A3A2, Azag —a3) (A1, a1)
= (A3A2A1, A3A2a; — Azas - a3)
(A3, a3)[(A2,a2)(A1,a1)]
= (A3, a3)(A2A1, Arar —a2)
= (A3AgA1, AgAoay — Azag - a3)

e Einselement:
Identitét: (A, a) = (1,0) (entspricht zH = x*)
e Inverses:
(A,a)™t = (A1, A7) mit |[A™1 = gATyg
denn: (gATg)A = gg = 1;
A(ghTg) = (Mg"g)Tg=g"g=1

~ Poincaré-Gruppe oder Inhomogene Lorentzgruppe
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(b) Untergruppen der Poincaré-Gruppe

Poincaré-Gruppe (A, a)

L Homogene Lorentzgruppe O(3,1): a = 0 (keine Raum-Zeit-Translationen)
= Gruppe der Matrizen A mit ATgA =g
(Untergruppe von {(A,a)}: - abgeschlossen v/

- enthélt Identitdat A=1 v

- enthilt mit A auch A~ = gATg )

- Eigentliche Lorentzgruppe SO(3,1): detA =1

(- abgeschlossen: det A =1 und det A" =1 = det(AA") =1V
- enthilt Identitdt

- enthilt mit A auch A™%: det(A™') =1/det(A)=1v")

Eigentlich orthochrone Lorentzgruppe SO (3,1): det A =1 & A} > 1
= homogene Lorentztransformationen ohne Spiegelungen
(- abgeschlossen: Sei A, A’ mit A9 >1, AY>1
Definiere [ = (A9, A%,A%), I = (A'), A9, A'9)
Aus (AgAT) = g7 = g folgt (AgAT)oo = A%? 1% = goo = 1
=A% =V1+12
Aus (AT gA") = g folgt (AT gA)oo = A'82 —12=ggpo=1
:A'g =V1+1?
= (AA)® = AQAQ + 11" =1+ 21402 + 11 >0
Wegen (AA')%2 > 1 folgt automatisch (AA)) 21 v/ )
- enthélt 1 v
- enthélt mit A auch At = gATg, da (gAT¢)} =A% v')

| 000

»-Rotationen: R = mit D € SO(3)

1
0
0 pT
0
)

(Raumdrehungen

- Boosts: Spezielle Lorentztransformationen in feste Richtung
v =By 0 cosh¢ —sinh¢
z.B. x-Boost: B, = By -sinh¢  coshg

0 0

0
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(c) Struktur und Parameter der Lorentzgruppe

Es gilt:

Beliebige eigentlich orthochrone Lorentztransformationen A

lassen sich zerlegen in: |A = Ry - B, (v) - RY

mit: B;(v): Boost in x-Richtung
R1, Ro: Rotationen

(Beweis: In 2.2.3.2(b) bereits gefithrt unter (iii))

Alternative Zerlegung

mit: R: Rotation (R =R1RY)
B(v): Boost in Richtung v (B(?) = Ra- Bx(v) - RY)
Folgerungen

e Die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe ist zusammenhéngend
und hat sechs kontinuierliche Parameter
(3 fir v, 3 fur Rotationen. Es ldsst sich immer eine stetige
Verbindung zum Einsoperator finden.)

e Die Poincaré-Gruppe (A, a) hat zehn kontinuierliche Parameter.
(3 fiir v, 3 fur Rotationen, 4 fiir Raumzeittranslationen.)
Sie ist nicht zusammenh#ngend (siehe unten).

e Die homogene Lorentzgruppe enthélt vier unzusammenhéngende
Komponenten:

— Ll: eigentlich orthochrone Lorentzgruppe mit det A = 1, A% >1
— Ll detA=-1, A} > 1:

1
-1 0 - -
Matrizen A = 1 A mit AeL!
0 -1
— L':detA=1, A <-1:
-1 ; 0 ) )
Matrizen A = 1 A mit AeL!
0 -1
— LY:detA=-1, A} < -1:
-1 1 o) N
Matrizen A = 1 A mit AeL!
0 1

Komponenten sind unzusammenhéngend, da ein stetiges Uberfiithren
von det A = +1 nach det A = =1 bzw. von A% > 1 nach A} < -1
offensichtlich nicht moéglich ist.
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2.3 Raum-Zeit und Lorentzinvarianz

Fazit des vorigen Abschnitts: Herleitung der Lorentztransformation
aus dem Relativitdtsprinzip und der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
— Transformation, die zwischen Inertialsystemen vermittelt.
Charakteristische Eigenschaft der Lorentztransformation: 1 0
-1
-1 ’

Es existiert eine , Metrik“, vermittelt vom metrischen Tensor g =
die unter der Transformation invariant ist.
(Metrik: ,,Abstand* zwischen zwei Punkten z,y
ist definiert als ||z —y| = (2* - y*) g (2” —y"))

Alternativer moglicher Zugang:

Festlegung der Metrik g auf der vierdimensionalen Raumzeit.
— ,,Lorentz-Metrik“: Lorentztransformationen sind genau diejenigen
Transformationen, die die Metrik erhalten.

~ Metrik definiert eine Raum-Zeit-Struktur.
Diese charakterisiert die spezielle Relativitdtstheorie.

Fragen in diesem Abschnitt

1. Wie sieht diese Raum-Zeit-Struktur aus? (- 2.3.1)

2. Wie miissen sinnvolle physikalische Gréfien
in dieser Struktur beschaffen sein? (= 23.2)

3. Wie miissen physikalische Gesetze
in dieser Struktur formuliert werden? (- 2.3.3)
(vgl. Relativitatsprinzip: Inertialsysteme sollen bzgl. aller Naturge-
setze dquivalent sein.)

2.3.1 Minkowski-Diagramm und Lichtkegel

Zur ersten Frage:
Wie sieht Raum-Zeit-Struktur aus?
~ Geometrische Veranschaulichung

e Weltpunkt: x = (ct,7)= Ereignis

e Abstand zwischen Ereignissen x,y
s = (zp —yu) (2 — y*) = (cAt)? - (AT)?
unabhéingig vom Bezugssystem

Mogliche Falle:
(i) s?>0: Abstand zeitartig
(ii) s*=0: Abstand lichtartig
(iii) s%<0: Abstand raumartig
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Fall (i):

Im Prinzip kann ein Massenpunkt hintereinander bei beiden Ereig-
nissen anwesend sein (z.B. ein Massenpunkt mit der gleichférmigen

Geschwindigkeit v = 4 / % =\/c2 - s2/(At)2 < ¢)

~ kausaler Zusammenhang zwischen beiden Ereignissen moglich.

Dagegen: Es kann kein Inertialsystem geben, in dem Ereignisse
gleichzeitig sind. (Dann wire At =0 ~ s = —(A7)? < 0.)

Fall (iii):

Es gibt ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse gleichzeitig sind.
Dagegen: Kausaler Zusammenhang nicht moglich
(zumindest nicht, wenn durch Teilchen oder Lichtsignal vermittelt.)

Fall (ii):
,Lichtkegel“: Separiert zeitartige und raumartige Bereiche.

Trennt zwei streng getrennte zeitartige Bereiche ab:
»Zukunft und ,, Vergangenheit“

— kausale Reihenfolge eindeutig: Wenn Ereignis z Ereignis y beein-
flussen kann, dann nicht umgekehrt!

e Weltlinie:

Bahnkurve eines materiellen Korpers

bzw. Verlauf eines Signals in der Raumzeit.
(ct,7)= muss lokal zeitartig sein, d.h. ds® > 0
entlang der Kurve.

Charakterisierung einer Weltlinie:

- Eigenzeit: ,,Bogenlidnge“ s bzw. Zeit 7 in einer Uhr, die dem Massen-

punkt bzw. Signal genau folgt:

(In einem Inertialsystem, das genau die momentane Geschwindig-
keit ¥ = % des Massenpunkts hétte, wire dr¥ =0
= ds? = 2dt? = ¢*dr?)

NB: Gegeniiber einem &ufleren, ,,ruhenden“ Beobachter gilt stets:
Die Zeit des Beobachters vergeht schneller als die Eigenzeit:

Die Eigenzeit geht nach: |dr = dt\/1 - v?/c?

— Parametrisierung der Weltlinie: z(7)
- Weltgeschwindigkeit: u(7) = fi—f =(c- %, % .

Mit dt = dr/y/1 — v2/c? = yd7 folgt:

%:77%:%%:76 :>’u(7'):('}’0776)‘
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2.3.2 Viererskalare, Vierervektoren, Vierertensoren

Zur zweiten Frage: Wie sehen in der Raum-Zeit-Struktur der speziellen Relati-
vitdtstheorie sinnvolle physikalische Grofien aus?

2.3.2.1 Kilassifizierung

Wie in der Newtonschen Mechanik (Theorie 1)

iiber Transformationsverhalten bei Wechsel des Inertialsystems.
Betrachte dabei nur homogene Lorentztransformationen, also
keine Translationen. Transformationsmatrix sei {A’,}

e Viererskalar oder Weltskalar: Einkomponentige Grofe
Unter Lorentztransformationen invariant
Beispiele: Abstandsquadrat s?; Eigenzeit 7

e Vierervektor oder Weltvektor: Vierkomponentige Grofle, zwei Typen

- kontravariante Vektoren: {a*} = (a°,al,a?,a?)

Transformieren geméif

Beispiele: Ortsvektor {z*}, Weltgeschwindigkeit {u} = %}
- kovariante Vektoren: {b,} = (bo, b1, b2, b3)

Transformieren gemés | b, = b(,(A_l)C;L

(Folgt aus Transformationsverhalten fiir kovariante Vektoren mit b, = g, b”
Denn: by, = gub” = guu A" = [guu A7 Jbs = [(A"l)i]b[,
Zum letzten Schritt: In Matrixschreibweise ist [-] = gAg
Wegen (2.2.3.3) ATgA =g und g = g7 = g7 gilt
Alfg=gA™t = gATg=A"" = gAg=(A")T V)

Beispiele:
— {zy} mit z, = ga”
. . ) _ = o
— Gradient 9, := 577 (O = O = 527 = (522) 32 = (A71)%0)
N—

(A-ye,
d.h. falls ¢(z) Skalar - 0,¢(x) kovarianter Vierervektor,
falls A*(x) Vierervektor — 0, A" (x) Skalar, etc.
(NB: Gilt so nur, wenn A unabhéngig von z,
also nicht mehr in allgemeiner Relativitidtstheorie)

e Vierertensor n-ter Stufe: 4" komponentige Grofie

- kontravariant: {41 = AFL .. AFp o10n

- kovariant: Cpgopin = toreon (A_l)”/il---(A_l)”ﬁn
- gemischt (p+1=n): f“;;.'.’.‘,ﬁp = AP, AP, Lo (A™H)PL (AT pﬁp
Beispiele:

- Gemischter Tensor 2. Stufe A%, — A%, = A%, A7 (A1)
entspricht A = AAA™! (iibliche Transformation fiir Matrizen.)
- Rein kontravarianter Tensor A* — A# = AK, AV AT
entspricht A = AAAT
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2.3.2.2 Rechenregeln

(Beweise: Ubungsaufgabe)

e Skalarprodukt: a,b" — macht aus zwei Vektoren einen Skalar
Beispiele:
x,xt: Lingenquadrat

1 2
0,0": d’Alembert-Operator | 9,0" = 0—2% -A=0O

Skalarer Operator, d.h. wenn ¢(z) skalar = O¢ skalar.

Tensorprodukt:

a,b” — macht aus zwei Vierervektoren einen Vierertensor
Verallgemeinerung:

Al BPLE - Tensor (1+p+q+7)ten Grades

Produkt: AY, Vierertensor, b” Vierervektor = A*,b" Vierervektor

Herauf- und Herunterziehen eines Index:

e Verjiingung:
1'% ), — macht aus Tensor n-ter Stufe Tensor (n-2)-ter Stufe

(Summe iiber a!)

e Spezielle Tensoren:
1 0 0 O
_ _ MY _ 0 -1 0 0
G =9 = [0 0 -1 0
0 0 0 -1

gleiche Form in allen Bezugssystemen

— Euvpo: vollsténdig antisymmetrischer Tensor mit €g123 = 1
1 : gerade Permutationen (uvrpo) von (0123)
Euvpos = {1 : ungerade Permutationen (uvpo) von (0123)
0 : sonst
~» ebenfalls gleiche Form in allen Bezugssystemen

2.3.3 Kovarianz-Forderung an Naturgesetze

Zur dritten Frage: Wie miissen Naturgesetze beschaffen sein, um in Einklang
mit dem Relativitdtsprinzip zu sein?

Folgerung: Naturgesetz muss unter Lorentztransformationen forminvariant sein
(<> ,kovariant®)

~» Ist genau dann erfiillt, wenn es nur ,, physikalisch sinnvolle Gréflen mit be-
kanntem Transformationsverhalten im Sinne von 2.3.2 enthélt, und wenn
alle Terme der Gleichung fiir das Naturgesetz
Welt-Tensoren gleicher Stufe sind.
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2.4 Relativistische Mechanik

Wir wissen nun, wie Naturgesetze aufgebaut sein miissen, damit sie kovariant
sind und dem Relativitatsprinzip geniigen.

Nun: Suche nach mechanischen Gesetzen, die kovariant sind

Nicht so e}nfach Zum Beispiel ist das Newtonsche Gesetz F =m-d bzw.
F= E nicht kovariant.

Frage: Was tritt an die Stelle?

2.4.1 Relativistisches Kraftgesetz

Gesucht: Kraftgesetz fiir ein einzelnes Teilchen der Geschwindigkeit ¥

Forderungen: (i) Gesetz soll kovariant sein (— Vierervektor-Gleichung)
(ii) Im Grenzfall £ — 0 soll Newtonsches Gesetz herauskommen.
(insbesondere: vektorielle Gleichung)

Ansatz: | K" = %u“ mit
m: Masse im mitbewegten System — invariant, Viererskalar.

{u*}:  Vierergeschwindigkeit — Vierervektor ({u#} = (ye¢,vv))
(f—Tu“}: Viererbeschleunigung, Vierervektor
{K*"}:  Noch zu bestimmender Vierervektor: Minkowski-Kraft

~ Kovariante Gleichung v/

Aber: Es muss noch ein Bezug zu physikalisch messbaren Kriften her-
gestellt werden

Kandidaten: (beide keine kovarianten Grofien!)
— ,Einsteinkraft“: F' = ma im mitbewegten System
—  Newtonkraft“: f = —p mit p = my? (mehr siehe 2.4.1.2)

NB: Niitzliche Identitit — Fiir {K#} = (K° K) gilt K° = (K -9)/c
(Rechnung: Es gilt dW:%\/llﬁ_ B23/BdB:Zjv L= §- gzzg—z%

= K- 9=mb- —(fyv) m(v2d“’+7v 2 = m (v +2 42 = md“’ =K% v)

2.4.1.1 Bezug zwischen Minkowski-Kraft und ,,Einstein-Kraft
»Hinstein-Kraft“:

Kraft F' = m-a auf ein Teilchen in einem Inertialsystem ¥, das sich zu
einem gegebenen Zeitpunkt mit dem Teilchen mitbewegt (mit dessen
momentanen Geschwindigkeit 0).

Diese Kraft kann lokal gemessen werden.

Frage: Wie ist die zugehorige Minkowski-Kraft K als Funktion von E'?

Im mitbewegten Inertialsystem gilt: K = m/(0, fj) (0, F)
(da: R = m%('ycv ’76)|"/=1 - = m[’y /Bdf (C 1)) +'7 (07 dt ]7:1”3 =0 = m(Oa df) ‘/)
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Im ruhenden System wird Minkowski-Kraft riicktransformiert:
K" =AY KY mit A = B(-9): Boost fiir Geschwindigkeit (-2)

Speziell: Boost ¢ in x-Richtung:

v By 0 0 ByE,
_ ﬂ7 Y _ g YEF,
A= ; . :>K—A(F)— F) (*)
1 F,

Verallgemeinerung auf beliebige o:

Zerlege F, K in Komponenten parallel (||) und senkrecht (1) zu v
A«)F”— Q(F v)v FL—F F”,analogKH,Kl

Vergleich mit (*) (dh dem Fall F|| F,, K” K;)
~ K%=pByF); K| —fyF”, K, =F, =F-F
- KO - BYF) —5W( vv) = (ch)
K=EKj+K =F+F(y-1)=F+ 37y -1)

F _ 2
4l (;1)2)”711 (wegen Lo %)
F.-3) - (FD)- 2
= Zusammenhang: |K ={K"} = ('y( v),F + ( v2) v )
c c v+1
. . . A . . -~ dw
Bemerkung: Im allgemeinen Fall zeigen K, I’ und die Beschleunigung d = 47

in drei verschiedene Richtungen!
(Transformation der Beschleunigung d — @: Ubungsaufgabe
LB 1 (F9)® )
2 () 2

2.4.1.2 Bezug zwischen Minkowski-Kraft und ,,Newton-Kraft

~Newton-Kraft“: Zeitliche Anderung einer GroBe D (,Impuls®), die in abge-
schlossenen Inertialsystemen erhalten ist: f = =%

~ in elastischen Prozessen kann Messvorschrift angegeben werden.
(Impulsénderung eines Teilchens <> Kraft auf anderes Teilchen)

Kandidat fiir die Erhaltungsgréfie: Viererimpuls p = m - u = (p°, p)
(siehe dazu das néchste Kapitel, 2.4.2)

= Newtonkraft | f := % = %(m’y?}) (wegen u = (ye,y0))

Frage: Wie ist die zugehorige Minkowski-Kraft K als Funktion von f ?

Vergleich mit K = (K, K) = md—u = i(]00 p)

dp _ dt dp 7
:>K mdﬁ df_d_lt):’y‘fa (K U)/

“’u

—

= Zusammenhang insgesamt: K={K"!} = (’y u,’yf)
c
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2.4.2 Impuls und Energie
2.4.2.1 Viererimpuls

+ Definition: ’{p“} = {mu"} = (mvyc, mvyv) ‘ (siehe 2.4.2.2)
~ Transformationsverhalten eines Vierervektors

* KEigenschaften:

- Norm: pup = p” = 5% = (mye)? - (mn9)? = (mye)?(1 - %) = m2?
= | pupt = m2c?| > 0: zeitartig

- Element p°: m~vye > 0 - ,zukunft“artig

- Grenzverhalten bei v/c — 0: (nichtrelativistischer Ubergang)
vy=1/\/1-v2/2~1+ %Z—; = pH = (mc+ %%,mﬁ) 4o

1 -
= {pﬂ} v/fﬁo (E(mCQ + Tn.r.)apn.r.) + 0(02/02)

wobei T, ;. nichtrelativistische kinetische Energie
und Py, ;. nichtrelativistischer Impuls

* Motiviert Terminologie und Notation

E
{p"} = (z, ﬁ) ,,Energie-Impuls-Vektor*

mit p: relativistischer Impuls
E: relativistische Energie

Zusammenhang: | E = \/(pc)? + (mc?)?

Energie wird weiter zerlegt in:
»Ruheenergie“: Ey = mc?
»,Relativistische kinetische Energie“: T,. = F — Ey

Weiterhin wird manchmal eine ”bewegte Masse” eingefiihrt:

m(v) =v-m=m/\/1-v%/c?

(Dann nennt man mg := m auch Ruhmasse®)

Damit kann man schreiben:
Relativistischer Impuls: p =m(v)-o
Relativistische Energie: E = m(v) - ¢?
Nachteil dieser Schreibweise: m(v) ist kein Welt-Tensor.
Dagegen ist Ruhmasse m ein Lorentz-Skalar.
— Benutzung von m(v) erschwert kovariante Schreibweise,
soll daher hier weitgehend vermieden werden!

+ Grenziibergang zu masselosen Teilchen

Ubergang m — 0 im Gegensatz zum nichtrelativistischen Fall ohne wei-
teres moglich (z.B. Photonen)

Man erhalt Vierervektor p mit | p,p" = m2c? =0

lichtartig
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~ p hat die Form | p = (|p|, p)
Vergleich mit m~y(c,v) - Geschwindigkeit

Energie: | E = |p|- ¢

2.4.2.2 Energie- und Impulserhaltung

,,Plausibilititsbetrachtungen*

In der nichtrelativistischen Physik folgt aus der Homogenitéit von Raum und
Zeit die Energie- und Impulserhaltung. Wie sieht das hier aus?

Herleitung im Moment noch nicht méglich (erst in Kapitel 3).
(Bislang noch keine allgemeine Aussagen iiber Wechselwirkungen und
”Potentiale”, wie diejenigen, die in Theorie 1 benutzt wurden.)

Aber: Erhaltungssétze in der nichtrelativistischen Physik sehr stark verankert,
konform mit allen Erfahrungen!

~ Annahme: Es gibt so etwas dhnliches auch relativistisch.
In abgeschlossenen Inertialsystemen gibt es eine ,,Energie“ und einen ,, Im-
puls“, die Erhaltungsgrofien sind.

Frage: Welche Groflen kommen dafiir in Frage?
(missten im nichtrelativistischen Grenzfall zur nichtrelativistischen Ener-
gie und nichtrelativistischem Impuls werden)

Vermutung (naheliegenderweise): Energie-Impuls-Vektor p = mu

Diese Vermutung soll anhand zweier Modellsituationen getestet werden. Ein
Beweis ist, wie oben erwahnt, aktuell noch nicht moglich.

(i) Ein kréftefreies Teilchen
,Kriftefrei“ - Einstein-Kraft F' = 0 - Minkowski-Kraft K =0
Mit K = @ folgt 3 @ =0 = p = const..

) Zwei 1dentlsche Tellchen elastischer Stof3

Wihle als Bezugssystem dasjenige Inertialsystem, in
§ dem die Teilchen vor dem Stofl mit entgegengesetzter
Geschwindigkeit +Uq, aufeinander zufliegen.

Falls ,,Energie“- und ,,Impuls“erhaltung gilt, miissen sie nach dem
Stof} entgegengesetzt auseinanderfliegen mit +9,,5, wobei die absolu-
te Geschwindigkeit dieselbe sein muss wie vor dem Stof}: |Tein| = [Taus|
~ Gesamtviererimpuls p = m(uy +ug) = (2v(v)mc, 0) = const.

~» Bleibt auch in jedem anderen Inertialsystem konstant!

Fazit: Viererimpuls ist in unseren Modellsituationen tatséchlich erhalten.
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Folgerung: Energie- und Impulserhaltung sind eng verkniipft.
Ein Erhaltungssatz kann nicht ohne den anderen gelten.
(Denn: Energie und Impuls gehen in verschiedenen Inertialsystemen in-
einander iiber.)

Im Kapitel 3: Allgemeine Herleitung der Energie- /Impulserhaltung aus Homo-
genitdt von Raum und Zeit analog der Mechanik aus Noether-Theorem
fiir Felder und Lagrange-Dichten.

2.4.2.3 Die Aquivalenz von Masse und Energie

Betrachte inelastischen Stofl oder Explosion
Nichtrelativistische Mechanik: Impulserhaltung,
aber keine Energieerhaltung
Relativistisch: Ein Erhaltungssatz kann nicht alleine gelten

Einsteins Forderung: Viererimpuls in solchen Féllen ganz erhalten!
~ Gesamtenergie F = const.
~ Geht nur, wenn kinetische Energie in Ruheenergie iibergehen kann
und umgekehrt = Ruhmasse muss sich dndern.

Anders formuliert: Aquivalenz von ”bewegter Masse” und Energie

Zusammenhang | E = m(v)c? | mit | m(v) = my (bekannt aus 2.4.2.1)

gilt allgemein, bei allen Formen der Energieumwandlung!

Folgerungen und Beispiele:

e Inelastischer Stof3: b el S o

e g = - 2
vorhey : E=2m,c¥X) wathhy ; E'=he?

E=FE" = M =2mgy(v) >2myg
— Kinetische Energie geht in Ruheenergie iiber.
(hier: effektive , Ruheenergie“: erhohte Wiarmebewegung im Korper)

Massenzuwachs, wenn 100 kg um 1 km gehoben werden:
Am=10"12 kg

(B-Zerfall:

M»ﬂo-&e *\T" o
Neviow  Protue  Eledimy  Awhusulnwg

Es gilt: m,, = 1.0087 u; m, = 1.0073 u; me =5- 1074 u; my, ~ 0
~ Freies Neutron kann zerfallen, freies Proton nicht (nur im Kern)

p > m+ e+ v
Potrow  Neuknwo

Atombombe: Kraftwirkung durch Massenverlust von ~ 0.1%

Sonne: Massenverlust AA—T? ~4.28-10° kg/s
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2.4.3 Relativistische Lagrange-Mechanik

2.4.3.1 Schwierigkeiten bei der Ubertragung der Lagrange-Mechanik
auf die spezielle Relativitédtstheorie

+ Potentiale und Potentialkréifte kann man nicht relativistisch verallgemeinern

Grund: Betrachte Potential U (7, 7, t) - Kraft F; = 8;U (7 7', t)
~ Bewegung von Teilchen j wirkt sich instantan aus
auf die Kraft F; auf Teilchen i

= Probleme: (i) ,instantan® nicht mehr klar definiert
(ii) Wére instantane Fernwirkung in einem Inertialsystem
moglich, géibe es Probleme mit der Kausalitét.

Heutiges Bild: Kréfte werden durch Wellen/Teilchen vermittelt,
die maximal Lichtgeschwindigkeit haben kénnen
(z.B. Coulombkraft ~ elektromagnetische Wellen/Photonen)

* Zwangsbedingungen und Zwangskrifte konnen nur selten kovariant formu-
liert werden

* Transformation in beschleunigte, z.B. rotierende Bezugssysteme ist vorerst
nicht vorgesehen

= Voraussetzungen der klassischen Lagrange-Theorie ergeben grofitenteils kei-
nen Sinn in der speziellen Relativitdtstheorie. Als Werkzeug kann sie nicht
ohne weiteres iibernommen werden.

Aber: Der Formalismus (Lagrange-Funktion/Lagrange-Dichte) spielt eine
zentrale Rolle in fast allen modernen - relativistischen - Theorien.

2.4.3.2 Vorweg: Lagrange-Mechanik ,,Quick and dirty*

Trotz der Vorbehalte aus 2.4.3.1: Gelegentlich liegen Situationen vor, in denen
man dynamische Effekte bei dem Austausch von Kraftwirkungen vernachlassi-
gen kann (typischerweise dann, wenn man nur an ,relativistischen Korrekturen*
interessiert ist, z.B. in Spektren oder bei chemischen Reaktionsraten)
~ Beschreibe Wechselwirkungen niherungsweise durch Potentialtopfe

Annahme: Kraftgleichung mit Newton-Kraft f = d(rg;yf)) ~ -VU (%)
(U=Potential)

Gesucht: Lagrange-Funktion L(7,9,t) so, dass die Gleichung (*) von Lagrange-
Gleichungen 2. Art (E?TL = 4 9L reproduziert wird.

T dt Orq
Losung: L=-mc\/1-32-U
(Checks 2= 2T J ZE— 8L fu - it —mu = = (my0) )
——
N
V1-82 VTQ

NB: Grenzfall v/c - 0= | L~ -mc® + %va -U




88 KAPITEL 2. DIE SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Vorteile dieses Formalismus:
— Verallgemeinerung auf viele Teilchen ohne weiteres moglich
— Generalisierte Koordinaten kénnen eingefiihrt werden
~ Ahnlich mi#chtig wie der nichtrelativistische Formalismus

Nachteil: Falsch !!! (nur als Ndherung zu gebrauchen!)

2.4.3.3 Kovariante Lagrange-Funktion fiir ein freies Teilchen

Gesucht nun: Kovarianter Lagrange-Formalismus fiir ein Punktteilchen

Vorab: Rekapitulation der kinematischen Eigenschaften
— Trajektorie charakterisiert durch Weltlinie z(\) (A: Parametrisierung)
— Eigenzeit entlang der Weltlinie: 7 = % [ds mit (ds)? = dz,, dz*

Zugang {iber kovariantes Hamilton-Prinzip: Wirkung I extremal

* Erinnerung: Nichtrelativistische Mechanik eines Teilchens

— Trajektorie 7(t) zwischen 71 (t), 72(¢) minimiert Wirkung I = ftithL(f,

mit L: Lagrange-Funktion
Minimierung liefert Bewegungsgleichungen %% = %

+ Relativistischer Ansatz: Trajektorie <> Weltlinie

Allgemeine Parametrisierung: z(\) (A: Laufparameter)
Ansatz fiir die Wirkung: T = ["*d\ L(z, 4 = [l
Bedingungen:

(i) Wirkung sollte Viererskalar sein = dI = d\ L Viererskalar

(ii) Wirkung sollte nicht von der Parametrisierung A abhéngen
= dl =d\ L(x 7d>\) unabhéngig von A

’d)\

= Fiir neue Parametrisierung A\’ mit x = (‘K‘, muss gelten:
dN Lz, 42 oy =k tdAL(x, d)\,%) d\ L(z, %z Y

= L muss in di homogen sein: L(x, /idm =k L(z, 4 5
(iii) Freie Teilchen: dI héngt nicht vom Absolutwert von z ab

(Homogenitét der Raumzeit)

Konstruktion der Lagrange-Funktion

(iii) » dI darf nur von dz* abhédngen
(i) — dI Viererskalar, hingt von dz* ab

= der einzig mogliche Viererskalar, den man daraus bilden kann,

ist dw,, da*
(i) » dI =dX L, L homogene Funktion von d(fA
= die einzige mit (ii) und (iii) kompatible Moglichkeit

. dx, dzm
ist Loc \/ " ax

Vorfaktor: So gewihlt, dass der nichtrelativistische Grenzfall
reproduziert wird: I e, = [dt %m v?

= [=K [dn/Se 4 - K [\/dz,dor = K [\/c2de® - (d7)?

= Ke [diy/1 - v2/c? o const.fz%fdm)?éconst.+%fdtv2
v/c—0 B

= Vorfaktor K = -mc !

1)
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* Zusammenfassung:

Herleitung der Form von L aus allgemeinen Symmetrieprinzipien!

dx d.’]}'u €2 X2
L=-mey) e 1=/ ANL = — 2] d
TN TN A o me J, 4

= Die Trajektorie des freien Teilchens maximiert die Eigenzeit!

. : oL _nl d oL
Konkret: Bewegungsgleichung 5% =0 = 5} FICEZES)
v
= 4 (zmegu (dat/dd) = —md L 0 o dme oy = const.
dx Ao dz” dx dr dr
9w dx dn  \Jdzrdx?gyp=cdT

= Freie Teilchen bewegen sich mit konstanter Weltgeschwindigkeit
(wie zu erwarten)

2.4.3.4 Kanonischer Impuls und Hamiltonfunktion

Nichtrelativistisch: Kanonischer Impuls P = 3TL_
Hamiltonfunktion: H = -L + P -7 (= Energie)

— Hamiltonmechanik: 2% =, 2% - _p.
opr; » Or;

Relativistisch:

_ oL
3(da, [dN)

(Minuszeichen: Konvention, um kompatibel mit dem nichtrelativi-
stischen kanonischen Impuls zu sein, wegen x,, = (ct, 7))

— Kanonischer Viererimpuls P =

dz* 1 _ dxt

= 1 ar’ _ 12
=mc—x =m =mu
dA /dz‘u‘ dak dr
dx dx

— Energie-Impulsvektor P* = p#

Speziell freies Teilchen: P*

— Kanonische Hamiltonfunktion? (H = -L+ 8(%5/(”) ddi)’f = —L—P“ddi)’f)?

Problematisch, da L als Funktion von 92 nicht notwendig konvex

dA
(z.B. fiir A =7 gilt L = const.)

= Voraussetzung fiir Legendre-Transformation nicht erfiillt.

Man kann trotzdem eine Hamiltonfunktion konstruieren, die als Ha-
miltongleichungen die richtigen Bewegungsgleichungen liefert, sie-
he z.B. Jackson, aber sie hat nicht den gleichen Stellenwert wie
in der nichtrelativistischen Mechanik. Vor allem hat sie nicht die
Interpretation einer Energie (da Lorentzskalar).

Zentral ist relativistisch iiblicherweise der Lagrange-Formalismus !
— Einordnung der nichtrelativistischen Hamiltonfunktion

Wahle daﬁil‘ )\ = t Hnlchtrel = Z’L 1 (3;’; - L

Da L(%) homogen ist, gilt L = dA % pud;_;

(Eulersche Homogenitétsrelation)
0
= HnichtrcL = %PO )\::t Cpo
= Hoienwe. 1St de facto die Nullte Komponente des Viererimpulses.
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2.5 Ausblick: Das starke Aquivalenzprinzip

Wir haben gesehen: Die spezielle Relativitdtstheorie, basierend auf den Ein-
steinschen Postulaten, 16st alle eingangs angesprochenen theoretischen und ex-
perimentellen Fragen. Sie ist experimentell gut iiberpriift.

Allerdings wirft sie neue Fragen auf: Die Maxwell-Theorie kann man zwar gut
mit dem Relativitdtsprinzip in Einklang bringen (mehr dazu siehe néchstes Ka-
pitel), aber das Gravitationsgesetz passt nun nicht mehr hinein.

Problem: Newtons Gravitationsgesetz wirkt instantan. In einer Theorie ohne
absolute Gleichzeitigkeit ist das nicht moglich

~ Frage: Gibt es also doch wieder ein bevorzugtes Inertialsystem, in dem das
Gravitationsgesetz gilt? Hat man die Giiltigkeit des Relativitdtsprinzips
bzgl. eines Naturgesetzes (Maxwellsche Gleichungen) auf Kosten der Re-
lativitdt eines anderen Naturgesetzes (Gravitationsgesetz) erkauft?
(Beachte: Gravitationsgesetz ist Galilei-invariant)
Wo soll da der Fortschritt sein?

Einsteins Ausweg: Man braucht eine neue Gravitationstheorie.

Ausgangspunkt: Verschirftes Relativitdtsprinzip

Betrachte Beobachter in einem abgeschlossenen Aufzug.

Beobachter fiihlt sich kriftefrei: Dann gibt es fiir ihn keine M6glichkeit
festzustellen, ob der Aufzug sich gerade im freien Fall befindet oder
im Weltall im intergalaktischen Raum schwebt (fern jeder Materie).

Beobachter spiirt eine Kraft: Er kann nicht entscheiden, ob die Kraft die
Gravitationskraft zu einer schweren Masse auflerhalb des Aufzugs
ist, oder ob der Aufzug beschleunugt ist.

(Voraussetzung: Aufzug klein genug. Sonst kénnte man Gravitatons-
kraft daran erkennen, dass sie inhomogen ist.)

= Aquivalenzprinzip

Das schwache Aquivalenzprinzip besagt: In Weltgebieten, die so klein
sind, dass man die 6rtliche und zeitliche Anderung des Gravita-
tionsfeldes vernachléssigen kann, ldsst sich stets ein Bezugssystem
wahlen, in dem die Gravitation keinen Einfluss auf die Bewegung
makroskopischer Teilchen ausiibt. Es ist eine Folge der mit einer Ge-
nauigkeit von 107" experimentell bestitigten Aquivalenz von triger
und schwerer Masse. Diese Aquivalenz bedeutet, dass alle Kérper in
einem #ufleren Gravitationsfeld gleich schnell fallen.

Das starke Aquivalenzprinzip besagt: In Weltgebieten, die so klein sind,
dass man die ortliche und zeitliche Anderung des Gravitationsfeldes
vernachléssigen kann, lédsst sich stets ein Bezugssystem wiahlen, in
dem die Gravitation keinen Einfluss auf irgendwelche physikalische
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Vorgénge ausiibt. Die allgemeine Relativitdtstheorie erfiillt nicht nur
das schwache, sondern auch das starke Aquivalenzprinzip.

Als Inertialsysteme gelten nun Systeme, in denen Teilchen auch unter Einfluss
von Gravitation kréftefrei erscheinen.

Vorteil: Inertialsysteme sind nun physikalisch realisierbar

Nachteil: Inertialsysteme konnen nur noch lokal existieren.
(,Koordinatenachsen diirfen nicht zu lang sein*)
Unendlich ausgedehnte Inertialsysteme kann es nicht geben.

~ Grundlage der Allgemeinen Relativitidtstheorie

2.6 Wissensfragen

80. Wie lautet das Relativitéatsprinzip in der klassischen Newtonschen Mecha-
nik? Worin unterscheidet sich davon das Einsteinsche Relativitédtsprinzip?

81. Formulieren Sie die Einsteinschen Postulate.

82. Wie lautet das Aquivalenzprinzip?

83. Wie lautet die Lorentz-Transformation fiir zwei Inertialsysteme, die gleichférmig
in z-Richtung gegeneinander bewegt sind (Raumkoordinaten nicht ver-
dreht)?

84. Wie lautet die entsprechende Galilei-Transformation? Wie hidngt sie mit
der Lorentz-Transformation zusammen?

85. Beschreiben Sie die Phdnomene der Zeitdilatation und der Lorentzkon-
traktion.

86. Fallen Thnen noch weitere relativistische Phénomene ein?

87. Erldutern Sie den Begriff der Gleichzeitigkeit in der speziellen Relati-
vitédtstheorie. Wie kann man in einem vorgegebenen Inertialsystem Gleich-
zeitigkeit feststellen? Warum kann es keine absolute Gleichzeitigkeit ge-
ben?

88. Skizzieren Sie die spezielle Lorentz-Transformation in der (z,ct)-Ebene.

89. Wie addieren sich Relativgeschwindigkeiten in der Newtonschen Mecha-
nik, wie in der speziellen Relativitétstheorie? (Sie koénnen sich auf den
Fall beschréanken, dafl beide Relativgeschwindigkeiten in dieselbe Rich-
tung zeigen.)

90. Was ist der metrische Tensor?

91. Was versteht man unter einem Linienelement? Wie transformieren sich
Linienelemente unter Lorentz-Transformationen?

92. Welche Form haben allgemeine Lorentz-Transformationen? Welche Be-
dingung muf} die Transformationsmatrix erfiillen?

93. Welche Transformationen umfafit die Poincaré-Gruppe, die homogene Lorentz-
Gruppe, die eigentlich orthochrone Lorentz-Gruppe?

94. Erldutern Sie die zehn freien Parameter einer allgemeinen Lorentz-Transformation.
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95.
96.

97.
98.
99.

100.

101.
102.
103.

104.
105.

106.

107.

108.
109.

110.

111.
112.

113.
114.

115.
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Wie lautet die Einsteinsche Summenkonvention?

Was versteht man unter einem Minkowski-Diagramm? Wo liegt darin der
Lichtkegel und was stellt er dar?

Was sind raumartige, zeitartige, lichtartige Vierervektoren?

Wann kann ein Ereignis ein anderes kausal beeinflussen?

Wann kann es ein Inertialsystem geben, in denen zwei Ereignisse gleich-
zeitig sind?

Was versteht man unter einem Weltpunkt? Einer Weltlinie? Welche wich-
tige Eigenschaft muss eine Weltlinie haben?

Wie ist die Eigenzeit einer Weltlinie definiert?

Was ist die Weltgeschwindigkeit?

Welche Eigenschaft definiert einen kontravarianten Vierervektor? Einen
kovarianten Vierervektor? Nennen Sie Beispiele.

Was versteht man unter einem Vierertensor?

Wie sieht die “kovariante Formulierung” eines physikalischen Gesetzes
aus? Was ist der Nutzen einer solchen Formulierung?

Wie lautet die relativistische Verallgemeinerung des Newtonschen Kraft-
gesetzes?

Was versteht man unter der Minkowski-Kraft? Wie héngt sie mit physi-
kalisch meBbaren Kriften zusammen?

Wie ist der Viererimpuls definiert?

Welche physikalische Bedeutung haben die nullte Komponente p° und die
Norm p,p* des Viererimpulses?

Wie héngen in der speziellen Relativitédtstheorie Impuls- und Energieer-
haltung miteinander zusammen?

Erkléren Sie das berithmte Gesetz E = mc?.

Was versteht man unter der Ruhmasse und der Ruhenergie eines Massen-
punktes?

Warum miissen Teilchen ohne Ruhmasse Lichtgeschwindigkeit haben?
Formulieren Sie die Lagrange-Funktion fiir ein kréftefreies Teilchen in
kovarianter Form.

Welche Grofle wird von der Trajektorie eines freien Teilchens minimiert?



Kapitel 3

Die Lagrange-Formulierung
der Elektrodynamik

Aus Kapitel 2.4.3 bekannt: Kovariante Lagrangefunktion fiir freie Teilchen

Nun: Erweiterung des Formalismus fiir Teilchen in elektromagnetischem Feld
in mehreren Schritten:

— Erweiterung der Lagrangefunktion fiir Punktteilchen so, dass auch Teilchen
in elektromagnetischen Feldern beschrieben werden.

— Erweiterung des Lagrangeformalismus derart, dass man damit auch die
Riickwirkung der Teilchen auf die Felder und die Eigendynamik der Felder
beschreiben kann (— Lagrangedichte)

— Liefert u. a.: Kovariante Formulierung der Maxwellgleichungen,

3.1 Erweiterte Lagrangefunktion fiir Punktteilchen

3.1.1 Eichinvarianz und Viererpotential

(a) Erinnerung: Eichinvarianz der Lagrange-Funktion

Betrachte zunichst noch freie Teilchen

Aus der nichtrelativistischen Mechanik weifs man:
Wenn man einer Lagrangefunktion eine totale Zeitableitung hin-
zufiigt, L(7,7,t) — L(7,7,t) = L(7,7,t) + %D(F,t), dann dndern sich
die Bewegungsgleichungen nicht.

Relativistisch ist das auch mdoglich:
L(x, g—‘f\) und L(z, g—f\) = L(x, Eil_i) + % D(z) sind dquivalent.

. d_of _ oL __9L _ 0L . 49D _ o dD
(Chec}(' dx a( d(i—c;‘) oxk a(dgﬂ/\“) dzk d\ OzH Ozl dX
N——

0

Konkret fiir freie Teilchen (2.4.3): L = —mcy/ %‘?—;

; . T dry _ dz, d dz* 8D
Umeichung: L(z, $§) = —mey/ TE S5 + <& 5o
liefert dquivalente Lagrangefunktion (selbe Bewegungsgleichungen)

93
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(b) Einfithrung des Viererpotentials

Nun: Verallgemeinerung

Statt erd beliebige Vektorfunktion von z zugelassen
g ;,;Du -2 A, (x) (Faktor —Z zunichst nur Konvention)

— Lagrangefunktion:

dx,, dzt L4 dx
I =— ol M ol
[m Vo TG ]

Vorteil: Lagrange-Funktion wird dadurch forminvariant, d.h. sie &ndert
auch nach Eichtransformation nicht ihre grundsétzliche Form

Zunéchst einmal jedoch nur formale Spielerei, physikalische Bedeu-
tung unklar. Wir wollen das nun noch ein wenig weiterspinnen.

+ Kanonischer Impuls
pr=__9L _ mcdx“/\/W+%A“ = mut + L AH
[ —

cdr

— entspricht nicht dem normalen Viererimpuls (anders als 2.4.3.4!)

* Bewegungsgleichungen

i( oL )_ oL _
dA a(dﬂ”u>
i_ B
= B mu

| Nutze 33

oz,

I g dzy v
A) c dA Bm 7oA

n _ dz 9 uidz VAL
A(w)—d;axA )\”8,4
dut _ g dz” L AV vV oAL
[sDN _(,d>\ 9" A 8A)

.. d
| Ersetze - = (4%)-L- und kiirze (5

= m

A2t

q dx,
m—s = —
dr2

AV _ gy AR
ch(aA " AM)

Frage: Was konnte diese Bewegungsgleichung beschreiben?

3.1.2 Feldstirketensor und elektromagnetische Felder

* Alternative Notation:

Definiere ”Feldstdrketensor” ’ FH = 0glA” — 9" AM ‘

Dann lassen sich die Bewegungsgleichungen (mit u = gx) auch in der Form
schreiben: | du* _ a4 a
dr  mec

* ”Komponentenschreibweise ”

Da F* antisymmetrisch ist, kann es in Komponentenschreibweise in der
folgenden (suggestiven) Form geschrieben werden:

0
Es;
EZ/
E.

P =

- EI

0
B.

_By

_Ey
_Bz
0
By

-E.
By
-B,
0

Die Eintrage F;, B; haben da-
bei a priori noch keine konkre-
te Bedeutung.
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Betrachte nun die Einzelkomponenten der Bewegungsgleichung
mit u = (ye,y9) und mu = (%,ﬁ), und benutze % = fy%

d_E
= g}%
dt

= Zweite Gleichung beschreibt Bewegung eines Teilchens unter dem
Einfluss einer Lorentzkraft, erzeugt durch elektrisches Feld E und
Magnetfeld B

q(v-E)

1 .
q(E+-0vxB)
c

= Offenbar beschreibt die erweiterte Lagrange-Funktion aus 3.1.1 ein Teilchen
im elektromagnetischen Feld!

* Zusammenhang zwischen Viererpotential und Feldern E, B

Definiere (wieder suggestiv) | A" =: (®, A)

(= E;=F"=0'A"-0°A" = -9;,A" - L9, A",
2B7, = - ij Eiijjk = - ij Eijk(ajAk - GkA7) =2 ij éijkajAk)
- 10

= E=—V<I>———fl, B=vVxA
c Ot

= Viererpotential setzt sich aus dem aus Kapitel 1 bekannten skalaren
Potential ® und dem Vektorpotential A zusammen!

* Noch einmal: Eichinvarianz und Eichfreiheit

FEichinvarianz bleibt natiirlich bestehen.
= Umeichung L — L + %D(x) andert weiterhin nichts an den Bewe-
gungsgleichungen — aber: Andert die Potentiale
Konkret: Addition einer totalen Zeitableitung L — L — %%A(m) fithrt zu
einer Umeichung der Potentiale ’ Al > AP+ 9 A ‘
Aber: Feldstéarketensor F* bleibt unverindert.
(FH = M A —0" A — 9P (A”=0"N)-0" (A*-0"A) = 9" A¥ — 9" A + (9" - 80" )A)
N———

[ S —
Furv 0

Folgerungen

— Feldstérketensor ist ein Kandidat fiir eine ” physikalische Grofie” (z.B.
eine messbare Grofie). Viererpotential eher nicht, denn eine phy-
sikalische Grofle sollte eichunabhéingig sein.

— Eichung kann / muss festgelegt werden (siehe 1.1.4.2)

Kovariant formulierbare Eichung: Lorenzeichung | 9,A" =0

3.1.3 Fazit

Verallgemeinerung des Lagrangeformalismus fiir freie relativistische Teilchen,
motiviert durch Eichinvarianz im Lagrangeformalismus.

— Neue Lagrange-Funktion, die genau die Bewegung eines Teilchens im elek-
tromagnetischen Feld beschreibt.
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— Neue physikalische Groflen: Feldstéarketensor bzw. elektromagnetische Felder
E und B

— Man erkennt, wie die bekannten elektromagnetischen Felder und die Lor-
entzkraft kovariant einzubetten sind. ' und B sind in Wirklichkeit keine
Vektoren, sondern Komponenten eines Vierertensors.

3.2 Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes

Néachste Aufgabe; Elektromagnetische Felder in den Lagrange-Formalismus
einbeziehen. Notwendig, da Felder nicht ”gottgegeben” sind, sondern sich
mit den Teilchen mitentwickeln.

— Allgemein: Formalismus notwendig, mit dem man neben Trajektorien x; von
Punktteilchen i (endlich viele Freiheitsgrade) auch Felder ®(z) (unendlich
viele Freiheitsgrade) behandeln kann
= Lagrangedichte

3.2.1 Der Lagrangedichte-Formalismus

(a) Von der Lagrange-Funktion zur Lagrangedichte

Zentrale Grofle ist wie immer die Wirkung

e Nichtrelativistische Lagrangemechanik von Punktteilchen

I=[dt L(q1* qn, 1 Gn,t): endlich viele Freiheitsgrade, Index ¢

| e Relativistische Lagrangemechanik von Punktteilchen, 2.4.3

e Nichtrelativistische Lagrangemechanik von Feldern &, (7)

Unendlich viele Freiheitsgrade (fiir a = 1- n: ”n pro Raumpunkt 7”)

Aber Annahme: Nur Freiheitsgrade in unmittelbarer Nachbarschaft
konnen sich direkt beeinflussen = Lokalitét

- Ansatz: [ = [dt [ d®r L(®y, VP4, Ps) mit £: Lagrangedichte

Lagrange-Funktion
Erlduterungen:

Lokalitét heisst: Lagrangefunktion lasst sich durch Integral {iber
eine Dichte ausdriicken, enthélt keine Doppelintegrale wie
z.B. [d3rd3r’ ®,(7)®5(#"). Solche Terme wiirden in den Euler-
Lagrange-Gleichungen zu nichtlokalen Beitrdgen fithren, d.h.
statt partieller Differentialgleichungen erhilt man Integro-
Differentialgleichungen.

Ableitungen hoherer Ordnung (z.B. V2®,,) sollen hier ebenfalls
nicht beriicksichtigt werden, da ja auch keine héheren Zeita-
bleitungen eingehen.

NB: Im allgemeineren Kontext (Vielteilchentheorie, Material-
wissenschaften) gibt es durchaus Lagrangetheorien fiir Fel-
der, die sowohl nichtlokale Terme als auch Ableitungen hoher-
er Ordnung enthalten.
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Die lassen sich dann aber nicht relativistisch verallgemei-
nern. In einer relativistischen Formulierung muss man Loka-
litdt fordern, da man fiir nichtlokale Theorien einen Gleich-
zeitigkeitsbegriff braucht, und Raum und Zeit gehen in glei-
cher Weise ein.

e Relativistische Lagrangemechanik von Feldern &, (x)

Relativistische Verallgemeinerung diesmal ganz natiirlich:
I= %fd4x L(Po(x),0,Pa(x))

——
Jdt fd3r

(b) Dynamische Gleichungen

Ergeben sich wie iiblich daraus der Minimierung der Wirkung [

e Nichtrelativistische Punktteilchen (Erinnerung)

I[g;] = /tzldt L(q1* qn, 1+ Gn,t) minimal
(Ig:] ist ein Funktional der Funktionen g;(t))
= 01 = I[qi(t) +6q;(t)] - I[q:(t)] = 0 + O(3¢”)
fiir alle Variationen d¢;(¢) mit d¢;(to) = d¢;(t1) =0

=- = Lagrangegleichungen 2. Art: %g—; - g—; =0

e Felder (gleich relativistisch)
I[®a(2)] =L [d*z £L(D,, 0, Py) minimal

= 01 = I[®o(2)+0Pn(2)]-I[Pa(z)] = 0+O(6P?) fiir alle Variatio-
nen 6@, (x), die am Rand des Integrationsgebietes verschwinden.

= 01 = L [diz[ L(®0 + 000, 0(@a + 0®0)) = L£(Da, 3, D0) |
= A0 Ta {000 + s a0} |
!
=Ll fd'zy, {% - aﬂ(%)} 5Dy = 0
= FEuler-Lagrange-Gleichungen:
oL oL
a”[(‘?(au(l)a) ]

- = =0
0%,

NB: Ergebnis fiir Felder vollig analog dem der Punktmechanik mit Kor-

respondenz ¢; <> (), %-- < 0y (also ¢; <> 0, P, etc.)

(c) Kanonischer Impuls, Hamiltondichte, und Energie-Impuls-Tensor

e Nichtrelativistisches Punktteilchen

Pi=g¢, H=%iPgi-L

e Verallgemeinerung fiir Felder

Kanonische konjugiertes Impulsfeld: I1% = RG] a‘?fba)

Hamiltondichte: H = ¥, 1% (0gPy) - L = keine VierergroBe!
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e Einbettung: Kanonischer Energie-Impuls-Tensor

THY = %: % (0"®y) - g L (Vierertensor)

Dann ist

— Hamiltondichte H = 79
— Falls £ nicht explizit von x abhéngt,

gilt eine Kontinuitétsgleichung | 9, 7" = 0

(Ubungsaufgabe; mehr dazu siehe 3.4.1)

3.2.2 Lagrangedichte fiir freie elektromagnetische Felder

Ziel: Konstruktion eines Lagrangeformalismus fiir (geladene) Teilchen und Fel-
der; nach Moglichkeit wieder wie in 2.4.3.3 aus Symmetrieiiberlegungen.

Beginne zunéchst mit einfacherem Fall: Leerer Raum ohne Teilchen
— Konstruiere Lagrange-Dichte nur fiir Felder A*

* Forderungen: Lagrangedichte der Form L(A*, 0" AY)
mit den folgenden Eigenschaften:

(0) Analytisch im Definitionsbereich
— nur ganzzahlige Potenzen von A*, o*AY
(da A =0,0,A =0 im Definitionsbereich liegt.
Im Fall der Lagrangefunktion fiir freie Teilchen war die Verwendung der
dx da

dx dz _ , dr _ . e
& der Wert §F = u% = 0 nicht enthalten ist!)

d o . .. .
Waurzel \/ 52 922 erlaubt, da wegen u,u? = ¢® im Definitionsbereich von

(i) Lorentzinvariant
I-= % [d*z L ist Viererskalar

Volumenelement d*z invariant unter Lorentztransformationen

(fiir Lorentztransformationen A ist die Jacobi-Matrix |det(A)| = 1)
= L muss ein Viererskalar sein!
(ii) Maximal bilinear in A,, d,A, (- moglichst einfache Theorie)
L bilinear in 9,4, = Bewegungsgleichung ist lineare Gleichung
(iii) Eichinvarianz

Euler-Lagrange-Gleichungen invariant unter A, - A, + 0, A(x)

+ Folgerungen aus (0-ii): Mogliche Viererskalare sind:
Ay AP, 9, AR, (9, AR)?, (9,AL) (9" AY), (8,A,) (8" AM)

Aber: Viele Terme fallen weg wegen der Forderung nach Eichinvarianz

o A, A" ist nicht eichinvariant, denn:

Beitrag zu £ hitte die Form L4 = %AHA“

= Beitrag zu den Bewegungsgleichungen hétte die Form

OLa 0L _ 1 av
8#_8(8MAV) ox, = —bA

Eichtransformation: —bA” - -b(A” + 9A) +# -bA” = verboten!
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e Terme 0, A" und (3”14“)2 diirfen fiir die Bewegungsgleichungen keine
Rolle spielen, da sie in der Lorenzeichung verschwinden
— konnen weggelassen werden.

e Ubrig bleiben Terme (9,A,)(0*AY), (0,A,)(9" A*)
Allgemeinste Form von £ wire: £ = %1 (0,A)) (8“A”)+%2(8MA,,) (0" AH)
— Bewegungsglelchungen dazu (Ubungsaufgabe)
0=0us5 5 3(@“4 == b10, (0" A”) + b20,, (0" A*)
Eichtransformation: Nach Transformation A, — A, + 0, A
erhélt man 0 = b10,(0"A”) + b20,(0V A*) + (b1 + b2)0,0" 0" A
— nur eichinvariant, wenn by + by = 0 bzw. by = —bs!
= L£=2[(9,4,)(0"A) - 0,A,) (9" AM)]
= 2(0,A, - 0,A,)(OFAY -0V AM) = WL F,, v
= Zusammen erhélt man fiir freie Felder die Lagrangedichte:
L= %FWF/“’ = —%(EQ ~ B?) (letzteres durch Einsetzen)

* Vorfaktor

e Vorzeichen von by: Negativ, damit Energie nach unten beschrénkt ist.
Dazu Vorgriff auf 3.4.3: Die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes ist gegeben durch die Komponente MO, des Maxwellschen
Tensorfeldes Ty (eichinvarianter Anteil des Energie-Impuls Tensors
TH aus 3.2.1 ¢))

Berechnung (nach 3.4.2) ergibt T = —%(EQ + B?)
= u= '7']8[0 ist nur fiir b; < 0 nach unten beschrankt.

e Zahlenwert: Beliebig, wird Einheit der Ladung festlegen.

Konkret im Gaufischen Maflsystem: b; = —L

1 - R
= | L= ——FM,,F‘“’ - —(E*- B?)
167 8w

3.2.3 Erweiterung: Wechselwirkung mit Materie

Néchster Schritt: Lagrangedichte so erweitern, dass auch der Einfluss von La-
dungen auf Felder beschrieben wird.

Dazu: Zuriick zu 3.1: Falls die Ladung auf einem Punktteilchen sitzt (mit
Trajektorie Z(A), ist die Wirkung der Kopplung zwischen Teilchen und

Feldern schon bekannt: Ix,pping = /' dA[ A7) 5 4z, ]
Umschreiben dieses Ausdrucks als Integral iiber eine Dichte:
Toppune = — 2 [d2z AR (2) {q fAA 260 (2 ~T(N)} = L [ daA#(2) ], ()

unabhingig von Parametrisierung A
= Kopplung des Viererpotentials an einen Viererstrom .J,

dr

Konkret: Wihle z.B. Parametrisierung A = ct’ und notiere o = T

= JH(x) = qcfdt'dt,(d ) 6@ (z -z(t'))
=qc [dt (ﬁ(t, )(5(075— ct’) 5(3)(r 7(t)) = q( )5(3)(7“ -7 (t))
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Verallgemeinerung fiir beliebige Ladungs- und Stromverteilung

JH(z) = cp(7,t) Ladungsdichte
z) = E(F,t) Stromdichte

wobei sich (cp,j) wie ein Vierervektor transformieren muss.

Fazit: Gesamte Lagrangedichte fiir Feld mit Ladungen

1 1
ﬁ = _16_7-(- HVFMV - EJ#AM + £I\/Iatcric )

wobei Lyaeie Unabhéngig von den Feldern A*(x) ist.

Beispiel: Punktladung, Trajektorie T(\)

= £Materie = _mcs /d)\ V ddx)i‘ ddw)it 6(4) (x x()\))

Freiheitsgrade insgesamt wéren dann z(\), A*(x)

Diese Kombination der Beschreibung von Materie und Feldern iiber
Punktteilchen- und Feld-Freiheitsgrade ist noch etwas unbefriedigend.
Losung in der Quantenfeldtheorie: Einheitliche Beschreibung aller Frei-
heitsgrade, — auch der Materie — durch Felder

3.2.4 Dynamische Gleichungen

Leite nun aus Lagrangedichte dynamische Gleichungen fiir die Felder A,, her.
(Gleichungen fiir Materie: Fiir Punktteilchen in 3.1.1 erledigt.
Fiir Materiefelder: Brauche expliziten Ausdruck fiir £yjaceric)

Euler-Lagrange-Gleichungen (nach 3.2.1 b))

oL oL 1
8@(6(%&3)) 94; = 0 mit L= —gg Fy MY — eI A+ Lyt

unabhéngig von A

Nebenrechnung;:
F,uuF*“’ (8 A, -0, AN)(a*‘AV _auA#) 22((8;“41/)(8#14”) _ (auAu)(a”A*‘))
=20, A) (9" 9" ~ g7 6" ) (Da Ar)
(B 7] = 2{(9” T g% g ) 0, Ar + DAy (69" - 9" 9"%) }
[ —

| S —
Beitrag p=a, v=48 Beitrag o=a, 7=

= 4(8‘D‘Aﬁ _8ﬁAa) _ 4Fa5
Weiterhin gilt: % =-1g#

- 9
B(BaAB)

g _4r

= | 0uF* = —J°

C

Anmerkung: Kanonische Impulsdichte (nach 3.2.1 c))

0 _ oL _
= 9(doAo) ~ 0

i _ 0L 1
Il' = 5604y = & Bi

— keine direkt ersmhthche physikalische Bedeutung

Allerdings hat der kanonische Energie-Impuls-Tensor eine Bedeutung, mehr
dazu siehe 3.4.
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3.2.5 Zusammenfassung und Diskussion

* "Herleitung” der Lagrangedichte fiir Felder im Wesentlichen aus den bei-
den Forderungen Lorentzkovarianz und Eichinvarianz, und der Forderung,
dass Terme maximal zweiter Ordnung in A und 0A sein sollen.

Daraus ergab sich bis auf Vorfaktoren die Form der Lagrange-Dichte. Die
Vorfaktoren legen im Wesentlichen Einheiten fest. Im GauBischen Maf3sy-

stem folgt 1

1
E = —16—7TFHI/FMV - ZJ#AM + EMaterie

* In der Notation von 1.1.1 erhélt man fiir andere Mafisysteme die Gleichungen
L= _f%_le MY — %JMA“ + Lyaterie Mit dem Feldstéirketensor

o -E, -BE, -E.
v _ | Ex 0 ~ksB.  koB, | wobei ki, ke vom Mafisystem abhéngen
“|E, kB 0  —k2B. | (k1 = ko =1 1im GauBlschen MaBsystem)

E. -ksB, kB, 0
* Ohne die Forderung nach Eichinvarianz wéren zusétzliche Terme moglich:

e Ein Term ~ A, A": Masseterm
— Photonen sind masselos als Folge der Eichinvarianz.

Direkte Konsequenz: Elektromagnetische Potentiale fallen wie 1/r
ab. Wenn Photonen eine Masse hétten, wiirden sie exponentiell
abfallen (Ubungsaufgabe)

Begriindung, warum m etwas mit Masse zu tun hat, ist an dieser
Stelle leider noch nicht méglich — Verweis auf Quantenmechanik
bzw. Quantenfeldtheorie.

e Zusitzliche Terme in Ableitungen von A, z.B. ~ (9,A")?

Die Tatsache, dass diese fehlen, hingt damit zusammen, dass das
Feld A, Teilchen mit Spin 1 beschreibt. Die zusétzlichen Terme
wiirden de facto ein zusétzliches skalares Feld ® = (9,A") (mit
Spin 0) einfiihren.

Auch hier muss fiir die Begriindung dieser Behauptung wieder auf
die Quantenfeldtheorie verwiesen werden.

e Wenn die Ladung erhalten sein soll, kénnen jedoch nicht beide Arten
Zusatztermen gleichzeitig auftreten: Falls eine Kontinuitétsgleichung
fir die Ladung gilt (9,J" = 0), wire in einer Theorie fiir massive
Photonen automatisch d,A* = 0 (Ubungsaufgabe).

* Zur Frage nach potentiellen Zusatztermen héherer Ordnung in 0A:

— Dann wire die Bewegungsgleichung fiir A nicht mehr linear, entspricht
einer Kopplung zwischen Feldern: Die Lésung lasst sich nicht mehr als
Superposition von linear unabhéngigen Basislésungen zusammensetzen.

Im Prinzip moglich, dann wiirde man allerdings nicht mehr von freien,
sondern von wechselwirkenden Feldern sprechen.
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3.3 Die Maxwell-Gleichungen

Aus den Ergebnissen des vorigen Kapitels ergeben sich dynamische Gleichun-
gen fiir die elektromagnetischen Felder F und B: Die Maxwell-Gleichungen.

Sollen wegen ihrer zentralen Bedeutung fiir die Elektrodynamik und diese
Vorlesung noch einmal griindlicher diskutiert werden.

Man kann zwischen zwei Kategorien von Gleichungen unterscheiden

(i) Gleichungen, die sicherstellen, dass F},, sich aus einem Viererpotential
gemif Fy,, = 0,A,-0,A, ableiten lisst: - homogene Maxwell-Gleichungen

(ii) Euler-Lagrange-Gleichungen: — inhomogene Maxwell-Gleichungen

Sollen nun in verschiedenen Notationen zusammengestellt werden

(a) Kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen iiber Feldstéirketensor

(i) Homogene Gleichungen
Die Bedingung dafiir, dass es ein Feld A,, gibt mit F),, = 0,4, -0, A,,
lautet | 92 A7 4 9PF1° 4 9 F% =0 | Jacobi-Identitit

(notwendig: klar; hinreichend: am einfachsten komponentenweise spéter bei ¢)

(ii) Inhomogene Gleichungen geméif} 3.2.4 0, FP = 4m J8
c

(b) Kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen iiber Viererpotential

(i) Homogene Gleichungen: Automatisch erfiillt

(ii) Inhomogene Gleichungen: Einsetzen von F),, = 9,4, -0, A, in (a ii):
= 0AY - 0"(0,A") = ZJ”  (0=0,0")

4
Speziell Lorenz-Eichung | 9,A4" =0 = oA=-"7
c

(¢) Maxwell-Gleichungen in Komponentenschreibweise

Uberpriife noch, dass die oben angegebenen Gleichungen tatséchlich die
bekannten Maxwell-Gleichungen aus Kapitel 1 sind

(i) Homogene Gleichungen

Forderung F),, = 0, A, - 0, A, lautet in Komponentenschreibweise:
B=vxA (< 0=V-B)
E=-19A-v® (& -vO=(E+19,4) & Vx(E+210,4)=0)

0 = V-B - homogene Maxwell-Gleichungen
0 = VxE+19,B gemif 1.1.1

=

Diese Gleichungen entsprechen genau der Jacobi-Identitit aus (a)
(check durch Einsetzen)
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(ii) Inhomogene Gleichungen

Ergeben sich aus (a) mittels 9, = (%&,V), J% = (¢p,7) und der
Komponentenschreibweise fiir 8

dnp = V-E - inhomogene Maxwell-Gleichungen
T dmi B _1p,E méf 1.1.1
=] = VxB--0F gema

Dazu kommt noch fiir Materie (Punktteilchen) die Lorentzkraft (vgl. 3.1.2)

du” ¢ dp
- _ 4 pw bzw. =
dr  mec b W de

= (B (5 B))

3.4 Symmetrien und Erhaltungsgréfien

Aus der Vorlesung ” Analytische Mechanik” wissen wir, dass Symmetrien eng
mit Erhaltungsgroflen verkniipft sind. Ein Vorteil des Lagrange-Formalismus
liegt darin, dass er solche Zusammenhénge sichtbar macht.

In diesem Kapitel sollen diese Zusammenhénge fiir den Lagrangedichte-Formalismus
und speziell fiir die Elektrodynamik genauer untersucht werden.

3.4.1 Noether-Theorem in der Feldtheorie

* Erinnerung: Klassische Punktmechanik:

Lagrangefunktion L(g, q, t) sei quasi-invariant unter einer kontinuierlichen
Symmetrietransformation ¢; - ¢;[ag] mit ¢;[ag]la=0 = ¢i, d.h. sie sei inva-

riant bis auf eine totale Zeitableitung: L(q,q,t) = L(g,q,t) + %D(g,t)

— Bs gibt eine Erhaltungsgrofie Jg = [ i ng (éig; )—%]G:O (a:g ef(;cs\;pgcht

* Noether-Theorem der Feldtheorie:

Erhaltungssatz wird ersetzt durch Kontinuitédtsgleichung.

Konkret: Gegeben sei eine kontinuierliche Symmetrietransformation (mit
kontinuierlichen Parametern ag), die auf die Felder ® oder auf die Vie-
rerkoordinaten x, evtl. auch auf beide wirkt.

® - ®[ag] mit Cf)[ag]‘azo =®, x> I[ag] mit :E[aﬁ]‘azo = .

Unter dieser Transformation sei | dz £(®,,9,®,) | invariant.

Dann gibt es einen lokal erhaltenen ” Noether-Strom” J*?

oL oF oL ,0d
.u‘ﬂ - v _ g v _ _a
J [Z a(a#(pa) (8 (I)a) Eg ](aaﬂ )a:(] za: 8(8”(1)0,) ( 8(16 )u:0

«

Lokal erhalten heifit: Es gilt eine Kontinuitétsgleichung G#J“B =0}
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Beweis-Skizze

Variiere ag, so dass ag = 5a5 — 0, alle anderen Komponenten a =0

— 00T, = gi; (5&57 0D, = 8(15 5ag

Definiere §'®, = 'i)(%“) D(x), 6'0,Po = D, (z) - 0@ (z) = 0,0'Ps
= Py = [Pa(T) - Pa(z)] + [Pa() - Pa(z)] = (8,P0)dz” + 5 Py
% (0,P4)0z" + '®, (in linearer Ordnung von da)
© 0L = [L(D(F),0,D()) - L(B(2),0,P(2))] + [L(B(2),0,P(2)) - L(D(2),0,D(x))]

(3, L) sz

Ta (BE 60a oy TUCH )
= (0uL)0" + Lo O (502558 ®a) + o (L5 - 05 ) 0/

=0 (Euler-Lagrange)

o d'i= d4x|det 927)| = d*| det (9, («* + 6a*))| = d*x| det (1 + 9, 62*))|

~d*z(1 + 9,0z") (ausschreiben und lineare Terme in dx sammeln)
Invarianzforderung: d*zL(®q,8,®a) = d*Z L(Pu, 0, Pa)

= 02 d'2L(Pa,0,P0) - d*Z L(Pa, 0,P0) = d*x(1+0,02")(L+6L) - d*zL
= d*a[ £(9u02")+0L] = d*a[ L(Du02" ) +(9uL)03" + T Oy (52 —0' ) |
= d*20,(L02" + Lo (525 56'Pa) |
| 8Dy = Dy — (8" D)oz,
= d"2[0(L£9" - T 505 (0" ®a))0ws + O T 55 0%a ||
L0 fiir alle 5a und daraus folgende dz, §P

= 0u{[Ld" ~ Ta 5y (@ 2))(522)  + Ta s (Fa2) ) =0V
Folgerung;:

Wenn J% (¢ = 1,2,3) im Unendlichen verschwindet, gibt es eine
"zeitliche” Erhaltungsgréfie: | pf .- fd3r JoB = [dz, JHB = const. |

Hier ist [dX,, ein Integral iiber beliebige raumartige Hyperfliche.
(Denn: (i) Erhaltungsgrofe: 9, P® = 9, [d®rJ% = - [d®r BiJiﬁG :BffdAiJw =0V

(i1) P8 unabhéngig von der Wahl der Hyperfliche: Wihle Integrationsvolumen
Q) so, dass es auf einer Seite von der Hyperfliche, auf der anderen Seite von
einer Flidche ¢ = to, und seitlich von zeitartigen Hyperflichen mit |7| - oo
begrenzt wird. Wende vierdimensionalen Gauf3schen Satz an
= 0= [,d"@(8,J"%) = [dZ,J"" - [®rJ (to,7) = [dE,J*" - P® )

NB: Konkret sei parametrisierte Hyperfliche gegeben als (1, £2,&3)

Dann ist [dS,~ = [d¢dédEs | det (n,g—;,g—g,g—g)\n

wobei n: Normalenvektor (n,n* =1 und (n, 9% 5 =0V i))

Beispiel: Translationsinvarianz

Symmetrietransformation: z - Z=x +a = (ijﬁ”) =0,3, (%) =0

= Noether-Strom entspricht dem Energie-Impuls-Tensor (vgl. 3.2.1)
oL

JHB = P P, 1i 8]

= Nachtréighche Rechtfertlgung des Namens ” Energie-Impuls-Tensor”

(NB: Herleitung der Kontinuitétsgleichung ist auch direkt, ohne
Noethertheorem méoglich - Ubungsaufgabe)
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3.4.2 Eichinvarianz
Spezielle Symmetrie in der Elektrodynamik

* Direkter Zugang ohne Noether-Theorem

Lagrangedichte kann Eichtransformation unterzogen werden
A, — A, +0,A, ohne dass sich Bewegungsgleichungen dndern
L=-7=Fu,F" -LJrA, > =L-1J9,A
Folge fiir erkung I=[d'zL
I>I'=1-% JdtwTr oA =T - 5 [d*z AOyJ* + %5 [dS, (A JH)
N

Oberflachenterm

Oberflachenterme haben keinen Einfluss auf Euler-Lagrange-Gleichungen

= Damit Bewegungsgleichungen fiir alle A invariant bleiben, muss fiir

den an A koppelnden Viererstrom gelten: | 9,J" =0

Fagzit: Eichinvarianz ist nur dann gegeben, wenn die Ladung erhalten ist
bzw. der Viererstrom eine Kontinuitétsgleichung erfiillt.

* Zugang iiber Noether-Theorem

Dazu muss auch Materie iiber Materiefelder 1(x) beschrieben werden
= Vorgriff auf Quantenmechanik bzw. Quantenfeldtheorie nétig

Ausgangspunkt: Lagrangedichte fiir komplexe Materiefelder 1), ¢*
L(,Y*,0,1),0,107) (1,7* sind unabhingige Freiheitsgrade):
Beispiel: Schrodingergleichung (evtl. bereits bekannt)

ihd = [ - A+ V()] baw. —ihdb* = [ - EA + V()]0
laﬁt sich als Feldtheorle auffassen mit der Lagrangedlchte

253 (8i)* (9) +ihe " gty - Vo)

(nicht kovarlant da nichtrelativistische Theorie)

Relativistische Theorien: Klein-Gordon-Gleichung, Dirac-Gleichung

Symmetrietransformation: ”globale Eichtransformation”
Globaler Phasenfaktor ¢ — ¢ = ¢ e%“, P > apr =) e_%a,
g_f:%qp’ 3_’5*:_1'@&*’ @:0
Noetherstrom: J* = —W —) - W(%) = —%1# 9L _ 1 c.c.
Beispiel Schrodmgerglelchung J=(J% ;) mit
- hwa(aw) w 8(6011,* = —Ep(ihc ) = clyP
(V) = 9 2 (VY) = 5 [0 (V) - (V)]
= 8 J” =0 bzw. 8t|¢|2 -V-j

Erweiterung: ”Lokale Eichtransformation” 1 (z) — ¢ (z) = ¢(x) eneh(®)
muss mit einer Umeichung 9,1 — (9, - ;—i(ﬁﬂA))@/} einhergehen.

= Motiviert Definition einer verallgemeinerten Ableitung
D, =0, — 35 A, mit "Eichfeldern” A, (x)
— Alternativer Weg, Eichfelder A, einzufiihren (vgl. 3.1.1)



106 KAPITEL 3. LAGRANGE-FORMULIERUNG DER E-DYNAMIK

3.4.3 Maxwellsches Tensorfeld
Komme wieder auf Energie-Impuls Tensor zuriick (vgl. 3.2.1 ¢ und 3.4.1)
* Freies Feld
Berechnung des Energie-Impuls Tensors gibt (Ubungsaufgabe)
T'uyz%(GVAT)—Q‘“VE:"':—%Fp}(aVAT)—gwjﬁ
Es gilt Kontinuitétsgleichung: 9, 7" =0 (3.4.1)
Aber: TH ist nicht eichinvariant!

Abhilfe: Extrahieren des eichinvarianten Beitrags: T = T} + TA”

: 1 1 v 1 v 1
it TEW = _EF#TaTAV = _EFMT&'A = EFTM@TA 6TF:TN=0 EBT(FTMAV)
1 1
und| 71" = E(F HE™ + 1 g Fy FOT) Maxwellsches Tensorfeld
Fiir 71" gilt 8,T)" =0
o FTH=0
(8,0-(F™" A )8“ F:T“=OFT“8H87A” =0, da F'*” antisymmetrisch:

F10,0. A" = FT*1(9,07 + 0rdp)A” = L(F™ + F*")9,0, A" =0 )
Damit gilt auch fiir den eichinvarianten Beitrag 71", dass 9,71, =0

* Feld bei Anwesenheit von Ladungen

Kontinuitétsgleichung fiir 7/, gilt nicht mehr, aber

1
O.TH + EF”TJT =0

Zweiter Term beschreibt Austausch von Energie/Impuls mit Materie

( Rechnung: 8, T4 = = {0ugor (F* F™) + 20,9"" (For F7) }
= {gor (FTV O F* + FH O, F™ ) + L(F,.0"F°7)}
Inhomogene Maxwellgleichung
1096, F7VJ7 + {F 0" F™ + LF,. 0" F*"}
Homogene Maxwellgleichung 0" F*™ = 9" F™ — 9" F"*
LF™ 4+ 5= Fur (0" FTY = 0TF"M) = —1F"T ], )

Fpr ORFTY —Fp 8L FVT=0

* Konkret: Komponentenschreibweise

Zusammenstellung aller Elemente des Maxwellschen Feldtensors (i = 1- 3)

TMOO = %(Ei + 332) = u(7,1) Energiedichte
TM% = —ﬁ(éE xaB)i = —cg;(7,1) Impulsdichte
Tar'o = %(E x B); = %Si(F,t) Poynting-Vektor, Energiefluss

Tk, = %(EkEl + BB, - %6@(@2 + B?%)) =T Maxwellscher Spannungstensor

= FErhalte wieder die aus 1.1.3 bekannten Grofien
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Bilanzgleichungen (vgl. wieder 1.1.3)

Aus 9, T} + LF"J. = 0 folgert man komponentenweise:

du+Vv-S+E-j=0 | Poyntingsches Theorem (vgl. 1.1.3.1)
Interpretation: Betrachte dazu Integrale iiber Volumenelemente
[ d3r qt“f L dPru= d%%ldz Anderung der Feldenergie
f BrE- j= %Wmeeh: Mechanische Arbeit gegen das Feld
= %(Epeld‘}'wmech) :—fds?”V'g:—fdA'S
~ § entspricht einem Energiefluss

So01 . . -
pE+—=(3xB)+ % — V- T=0 |Impulsbilanzgleichung (vgl. 1.1.3.2)
c

~— e
Kraftdichte Anderung des
der Lorentzkraft Feldimpulses

Interpretation: 1(_: = Strahlungsdruck
[ %idATY = - & [Gesamtimpuls Teilchen und Felder]

3.5 Losen der Wellengleichung

Zum Abschluss: Schliefle den Bogen zu 1.6 und finde allgemeine Lésung der
Maxwellgleichung fiir feste Viererstrom-Verteilung

— Kovariante Form der Greenschen Funktion aus 1.6.1
(NB: Richtig spannend wird es natiirlich, wenn gleichzeitig fiir A* und Materie-
Freiheitsgrade gelost wird)
3.5.1 Kovariante Greensche Funktion

Ausgangspunkt: Maxwellgleichungen in kovarianter Form gem#8 3.3 b) und in
Lorentz-Eichung: 0A*(z) = 4?“!]“(95) mit 0, A" =0

— Komponentenweise entkoppelte Gleichungen der Form 0y (z) = 47 F(x)

Losungsverfahren

* Losung setzt sich zusammen aus Losungen der homogenen Wellenglei-
chung 09 = 0 - (x) ~ e**® mit k,k* = 0 (vgl. 1.5.1) und einer
speziellen Losung der inhomogenen Gleichung 0y (x) = 4nF(x)

* Um inhomogene Losung zu ermitteln, 16se zunéchst die Gleichung
0G(z,z') = 6 (z - z)

* Aus G(z,z") kann eine Losung der inhomogenen Gleichung konstruiert
werden:

Y(x) =4r [d*a’ G(x,2") F(2)

4
bzw. | A¥(x) = hl [d4m' G(z,z") J*(2")
c
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Greensche Funktion im unendlich ausgedehnten Raum

e Wegen Translationssymmetrie gilt G(x,z") = G(z - ')
— Fouriertransformation = - k: f(x) = ﬁ [d*k f(k) e7ike
— Gleichung 0G(x) = 69 () geht iiber in —k, k G(k) = 1

= G(k) =-1/k? (mit k? = k, k")

¢ Riicktransformation: G(x) = ﬁ [d*k G(k) e~

— Zwei mogliche Losungen:

retardiert: Gree (1) = %9(1’0)5(1’2)
avanciert G.(z) = %9(—560) 5(2?)

Kovarianter Ausdruck, da 6(zg) lorentzinvariant ist

(Rechnung zur Riicktransformation: = = (xo, f) k= (ko, k)
G(x) = ~Gmyr [d ke ™ = — 5 [dke™ ™ [dko =

- Integral fdk:o kl 0% hat Pole bei ko =

(e7**0%0 0 bei ko - —ioo),

(e7™0%0 0 bei ko — i00),

9(:!:1’0)

(OBdA betrachte den Fall k")

G(z) = (gi)Se(ixO) fdgk eu‘w sin(l\k‘\zo)

LT (@m)?
kHz—Achse(27r)

1k010

ilk\

- Schiebe Pole um € — 0 aus der reellen Achse
- Zwei Moglichkeiten: k™" = +|k| + i und k'~ = |k| - ie

- Schliesse Integrationsweg [dko in der komplexen Ebene iiber
Halbkreis in der oberen oder unteren Halbebene so, dass der

Halbkreis zum Integral nicht beitrégt.
— Falls ¢ < 0, muss iiber untere Halbebene geschlossen werden

Falls ¢ > 0, muss iiber obere Halbebene geschlossen werden

- Integral ist Null, wenn keine Pole eingeschlossen sind.
— Fiir k;*: Pole liegen bei Im(k) 2 0
= Integral verschwindet fiir zo § 0 — Globaler Vorfaktor

- Wert des Integrals, falls Pole eingeschlossen sind

—ikgxzq . . e~tkozo . 7
dko—=——5 = —27 lim ———(ko—icF|k
[ 0(’“0*“)2”62 Residuen- P%eko—»ik*Jr (ko— 25)2 kz( 0= | |)

satz
_ ., o—ilklzg oilRlzo o .
= —2mi( TR )= - sin(|k|zo)

0(xx0) [y~ dkk [ d(cos@)e™ < sin(kxo) [ do

—_———
2sin kr/kr 2
(Qﬂ)z 1 0(xx0) [, dk sin(kr) sin(kzo)
N !

%(cos k(zg-r)+cosk(xzo+71))

= 15 0(x20) (0 (2o +7) + 520 — 7))

‘ Nutze aus: 6(z%) = 6(x5 —1°) = 5= (6(zo +7) + 6(20 - 7))

G(z) = i@(ixo)é(ﬁ) V)

NB: In Komponentenschreibweise ist mit « = (ct,7) und wegen

5(x2):5(02t2 r?) = 2m((5(t——)+(5(1t+7"))

5t-1) 0. G (x) -

= Gret(x)

471'7“ c

47r'r c

5(t+1)0(~t),

= Ubereinstimmung mit 1.6.1 bis auf Faktor 1/c
(Bis auf Faktor 1/c: In 1.6.1 16st G(#,t) die Gleichung 0OG = §(7 —#') §(t —t').
Hier 16st G(x) die Gleichung 0G = 6@ (z - 2') = 16(F-7)o(t-t").)
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3.5.2 Feld einer einzelnen Punktladung

Betrachte Punktteilchen, Trajektorie Z(7)
- Stromdichte nach 3.2.3: J* = gc [ dr u(7)6™ (z - T(7))

- Einsetzen mit retardierter Greenschen Funktion (79 < 7)

AH®) - 477“ fd4x' G(z-2") JH(z")
=20 fdr [d*z’ 0(zo —20) 6((z - 2')?) s (@' —z(7)) ut(7)
=24 [dru(7) 6(z0 - To(7)) 6((z ~T(7))?)
5((x -F(1))?) - legt 7 fest: 7 — 7o
2 und Z(7) haben lichtartigen Abstand

0(xo —ZTo(7)) — ZT(70) liegt in der Vergangenheit von x
(Kausalitéit)

Weiterhin: Wegen 6(g(7))= Y d(7-7

Nullstellen 7;

folgt 6((z -7(7))*) = 6(r - TO)/2(% - u(7))u"(7)
(9(r) = (z-2())* = § =2(xu ~Tpu(r)) u")

1
)Ig’(n)l

ut (7o)
u, (7o) (z¥ = 7(70))

— kovariante Form der Liénard-Wiechert-Potentiale aus 1.6.2

= | A¥(z)=¢q

Ableitung: Feldtensor
FHY — ... = g d ((ff"*f“(T))uV(T)*(w”*f”(T))U”(T))

= uy(10) (2777 (o)) dr us(7) (20-7°(7))

T=T0

Komponentenweise

7—7(7)

I,

= E:EstatJrEacc und B =7 x E

Definiere 71 =

mit £, = & fv/e statisches Feld

7 _ iﬁx((ﬁ—f}/c}xf))
Eacc - R2 02(1—%1743)3
tritt nur bei beschleunigten Ladungen auf.

Beschleunigungsfeld

Folgerung: Abstrahlung von bewegten Ladungen
Poynting-Vektor: S = ﬁE x (7t x E)

Leistung, die abgestrahlt wird (integriert iiber alle Raumwinkel)
Lo 2 . .
P=[dA-S == 25532 - L (v x1)?)

~ Nur beschleunigte Teilchen strahlen Energie ab.
Gleichférmig bewegte Teilchen strahlen nicht.

mit 7o: definiert iiber (Z(7p) - 2)% =

109

0
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3.6 Wissensfragen

116. Formulieren Sie die Lagrange-Funktion fiir ein kréftefreies Teilchen in
kovarianter Form.

117. Welche Grofle wird von der Trajektorie eines freien Teilchens minimiert?

118. Wie lautet die Lagrangefunktion eines Punkt-Teilchens im elektromagne-
tischen Feld? Welche Bewegungsgleichung ergibt sich daraus?

119. Erldutern Sie die Begriffe des elektromagnetischen Viererpotentials und
des Feldstarketensors. Wie hiangen die beiden zusammen?

120. Wie gehen die elektromagnetischen Felder E und B in den Feldstirketen-
sor ein?

121. Was ist die Lorentzkraft?

122. Was versteht man unter Eichinvarianz?

123. Worin besteht die Lorentzeichung? die Coulombeichung?

124. Was versteht man unter einer Lagrangedichte?

125. Aus welchem allgemeinen Prinzip ergeben sich die Euler-Lagrange-Gleichungen,
und wie lauten sie?

126. Wie ist der kanonische Energie-Impuls-Tensor definiert?

127. Wie lautet die Lagrangedichte fiir ein freies elektromagnetisches Feld?

128. Mit welchen allgemeinen Prinzipien kann man begriinden, dass die La-
grangedichte genau diese Form hat und keine andere?

129. Wie lautet die Lagrangedichte fiir ein elektromagnetisches Feld, das mit
Materie wechselwirkt?

130. Was versteht man unter dem Viererstrom?

131. Wie lauten die Maxwellgleichungen (i) ausgedriickt in E und B, (ii) aus-
gedriickt in F*¥ | (iii) ausgedriickt in A*, in Lorentz-Eichung ?

132. Warum haben Photonen keine Masse?

133. Was ist eine Kontinuitétsgleichung? Was haben Kontinuitdtsgleichungen
mit Erhaltungsgrofien zu tun?

134. Wie kann man aus einer Symmetrie der Lagrangedichte auf eine Konti-
nuitéitsgleichung bzw. eine Erhaltungsgrofie schlielen?

135. Welche Kontinuitatsgleichung folgt aus der Eichinvarianz? Welche Grofie
ist deswegen erhalten?

136. Welche Kontinuititsgleichungen folgen aus Invarianz bzgl. Raum-Zeit-
Translationen?

137. Was ist das Maxwellsche Tensorfeld?

138. Wann erfiillt das Maxwellsche Tensorfeld eine Kontinuitétsgleichung?

139. Wodurch wird die Kontinuitétsgleichung ersetzt, wenn sie nicht erfiillt ist?

140. Was ist der Poynting-Vektor? Welche Interpretation hat er?

141. Was ist der Maxwellsche Spannungstensor? Welche Interpretation hat er?

142. Erldutern Sie die Bilanzgleichungen fiir Energie und Impuls fiir das Strah-
lungsfeld mit Materie.

143. Wie lautet die kovariante Form der Liénard-Wiechert Potentiale?

144. Wann strahlt eine Punktladung netto Energie ab?
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