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Kapitel 1

Einleitung: Experimentelle
Hinweise auf die
Quantentheorie

© Copyright 2020 Friederike Schmid!
1.1 Historische* Experimente
)
(,,historisch“: Aus der Zeit, in der die Quantentheorie entwickelt wurde)

1.1.1 Hinweise auf diskrete Strukturen in Atomen

a) Atomspektren (19. Jahrhundert, Kirchhoff und Bunsen)

Jedes Element hat ein charakteristisches Emissionsspektrum.

Es werden bestimmte Frequenzlinien emittiert
(groBes Rétsel der Jahrhundertwende)

b) Hohlraumstrahlung und Plancksches Strahlungsgesetz (1900)

Q ’1 uciat (Schwarzkorperstrahlung)

Hohlraum: S

o ey -

i

Klassisch erwartete Strah-
lungsintensitét (Rayleigh-
Jeans): dI o< v2dv

Tatséchlich: Abknicken
bei hohen Frequenzen

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.
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KAPITEL 1. EXPERIMENTELLE HINWEISE

Erkldrung durch Plancksche Hypothese:

e Licht wird in Quanten der Energie emittiert und ab-

sorbiert.
h = Plancksche Konstante: ’ h=26.6- 10_34J8‘

e Zwischen Strahlung und Hohlraum besteht thermisches Gleich-
gewicht.

~» Plancksche Strahlungsformel: dI o eh,”,is_ldy

c) Franck-Hertz-Versuch (1914)

| Katlcds vdmi TDhack
ety TR e

T —5 I
5 Y :.3
Vi, 2 V’.—l. @

! vs B oot

Nachweis stationdrer Atomzustinde. Interpretation:

e Bereich (I): Je hoher die Spannung, desto mehr Elektronen ge-
winnen genug kinetische Energie, dass sie die Anode erreichen
konnen und nicht am Gatter abgefangen werden.
~» Verluste durch elastische Stéfe.

e Bereich (II): Einige Elektronen kénnen einen Teil der Energie -
ein festgelegtes Quantum - in inelastischem Stofl an Hg-Atome
abgeben. Verbleibende kinetische Energie so klein, dass sie ab-
gefangen werden.
~» Verluste durch einen inelastischen Stof.

e Bereich (III): Verluste durch zwei inelastische Stofle.

e ctc.

Folgerung: Atome nehmen Energie inelastisch nur in festen Quanten
auf.

d) Stern-Gerlach-Versuch (1921)

Silberatomstrahl
teilt sich im inho-

K Showd fedt s m‘% mogenen Magnetfeld

6 ' auf. »Richtungs-

P Tl quantelung* des

eis T o%t«.i} 5 ‘ d magnetischen  Mo-
Silbescronashoid ments. (Kommt

in Kapitel 4 5.95
nochmal)



1.1. HISTORISCHE“ EXPERIMENTE 3

1.1.2 Hinweise darauf, dass Licht aus Teilchen besteht
a) Photoeffekt (Hallwachs 1900, Erkldrung nach Einstein 1905)

? é Lokt
. £ Bl - oclef
Z't'ukplaHQ, 2
e 4
%'E[ 0 | F eﬂ‘fﬁd&lﬁ 7

Beobachtungen (Hallwachs)
e Falls Elektroskop positiv geladen ~» Licht bewirkt nichts
e Falls Elektroskop negativ geladen:
— sichtbares Licht, egal wie intensiv, bewirkt nichts
— UV-Licht auf Eisenplatte bewirkt nichts
— Aber: Bereits schwacher UV-Strahl auf Zink entlidt Elek-
troskop

Interpretation (Einstein)

e Licht besteht aus Quanten der Energie £ = h - v (Photonen)
e Lichtphotonen treten einzeln mit Elektronen in Wechselwirkung

e Zum Freisetzen eines Elektrons ist Austrittsenergie V. notwen-
dig. Falls Energie des Lichtquants ausreicht, das Elektron frei-
zusetzen (E > V¢), entweicht es (das ist der Fall bei UV-Licht
auf Zink). Andernfalls bleibt das Elektron gebunden (und die
Energie wird anderweitig dissipiert).

b) Compton-Effekt (1923)

Licht &ndert Frequenz bei der Streuung an Elektronen.

Streuprozefl mit Energie- und

,&;7 @j/‘ Impulserhaltung

'
I‘JL\W Energie des Photons: £ =h - v
' Impuls des Photons: p = h/\

~» Damit kann Compton-Effekt quantitativ verstanden werden.

NB: Nach der speziellen Relativitétstheorie miissen Teilchen mit Lichtge-
schwindigkeit masselos sein. Das sollte natiirlich auch fiir Photonen
zutreffen.
~ Viererimpuls (%, 5) hat Norm Null: p? — (£)2 =0

C
2 _ E2 hv)? _ p2
=B ol oy




4 KAPITEL 1. EXPERIMENTELLE HINWEISE

Fazit aus 1.1.2 S.3:
Lichtwellen, bzw. allgemeine elektromagnetische Wellen verhalten sich un-
ter bestimmten Umstidnden so, als bestiinden sie aus Teilchen. Anderer-
seits sind es natiirlich auch Wellen (d.h., sie zeigen Interferenzen etc.)

Bemerkung: Streng genommen ist weder der Photoeffekt noch der Compton-
Effekt wirklich ein ,,Beweis“ fiir den Teilchencharakter des Lichts. Beide
konnen auch innerhalb einer (Quanten-)Theorie erkldrt werden, in der
elektromagnetische Wellen noch als reine Welle behandelt werden. Den-
noch gehoren diese Versuche hierher, weil sie fiir die Entwicklung der
Quantentheorie sehr wichtig waren.

1.1.3 Hinweise darauf, dass Materie Wellencharakter hat

Zunéchst: von de Broglie 1924 postuliert (in seiner Doktorarbeit!).
Beziehungen F = h - v und p = h/X sollen fiir alle Teilchen gelten.

Experimentelle Hinweise:

a) Davisson-Germer (1927)

3 Bmm@kt Slwﬁdﬂmg »Bragg-Streuung®
L von Elektronen an

~ Niched - Un'sledt einem Nickel-Kristall

b) Thomson (1927)
Herall

(«.D}b&@-— er . Ei',,«%gu)

,Debye-Scherrer-Ringe“ von Elektronen hinter einer Metallfolie

~» Interferenzen bei Streuung von Elektronen an periodischen Strukturen
(Kristallen).

Fazit von 1.1.2 S.3, 1.1.3 S.4: ,, Welle-Teilchen-Dualismus“
Je nach Experiment haben Materie oder Licht entweder Teilchen- oder
Wellencharakter.

Nutzen dieser Betrachtungsweise:
Erklért Experimente, 16st Probleme der Atomspektren (siehe Kapitel 2 S.9)

Nachteil: Interpretation/Deutung bis heute umstritten.
Man stoft auf Widerspriiche, die nur schwer (oder gar nicht) aufgelost
werden konnen (siehe z.B. Kapitel 3 S.47).
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1.2 ,,Modernere“ Experimente
Zahlreich, hier nur ausgewahlte Beispiele

1.2.1 Zum Wellencharakter der Materie

Interferenz von Fullerenen (Arndt, Nain, ... Zeilinger 1999)

Vorbemerkung: Doppelspaltversuch mit Elektronen

e l . = :
——s % (wiesferemrimusr

Frage: Konnte man denselben Versuch mit Fufibéllen machen?

FuBball — Impuls p = h/\ grol — Wellenlidnge A klein

F_:@zalll > : % o Interferenzmuster wird sehr

¥ viel feiner als Fufiball sein
~» praktisch vermutlich nicht zu sehen
Nun zu Zeilingers Experiment (1999)
nicht gerade Fufibille, aber Cgo-Molekiile
- 60 Kohlenstoffatome, Durchmesser 1 nm

- 174 interne Schwingungs- und Rotationsmoden
- Masse nicht eindeutig (Kohlenstoffisotope)

Aufbau:

8
g

o] |I- lliwoidoen ~ || . ,

80akC e i —JI E Gubieskovdreute [00uug lg
b ot Al i ae

Entscheidend: Kollimatoren ~» Strahl hat Divergenz von 10 urad

Zahlenvergleich: Cgo(1 nm): SchlitzgréBe(50 nm) = Fufiball : Tor.

Auf dieser Skala wire Abstand Quelle-Detektor = Abstand
Erde-Mond.

€ Am >
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Ergebnis: Interferenzmuster (a: Mit Gitter, b: Ohne Gitter)

T T Py
1200 @ g

1,000

800

600

Countsin50 s

400

200
200

Countsinis

-100 -50 0 50 100
Position (um)

Spéteres Experiment (selbe Gruppe, 2001)

Streuung von Cgp an stehenden Lichtwellen

letsey

— t— Weilimeieen -
=t y
GuSdadi }C‘f‘“‘k'
Seleicioc

jpogock

~» Interferenzbilder

aoold) WoiSW —=— experimant 1400[a)iw/o SW % —— experiment
s | — theory
400| ~ 125k, 700 ~ Dk,
—

—
a00b) P=55W =46 b)iP,=5:5 W =53
+.1 400 & +.290
w200 ®  ang
£ | st E ‘l—--ﬂ
G) P=T.5W, =62 c)iP=7i5 W 0 =72
g 300 ) e V +.16 % 200 VP ﬂ ; +.390
150| 100] ;

d) P95 W =79 d):F.=9:5 W, =02
a0 i + 20 300 o JMJ\J +.49
1% i o ,ﬂ K

L i ey
43 32 0 2 43 85 T55 96 18 0 18 36 55
detecior position x m] detecior position x ]

Abbildung 6.5.: interferenz von Gy (kinks) und Cry an der stehenden Lichtwelle fiir verschie-
dene Laserledistungen.  Oben jeweils zum Vergleich das Profil des ungebeugien Molekdlstrahles.
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1.2.2 Zum Teilchencharakter des Lichts

Photonen-Korrelations-Experimente

Aufbau (Hanbury, Brown, Twiss 1956)

WW \ “\&lﬁJ Korrelator misst die Anzahl
/ \ s Mo n(7) der Photonen, die im Ab-
? m“t,j‘ v < stand 7 in Detektoren regi-

\\ﬂ‘ striert werden.

Beobachtungen

e Stellares Licht (auch sonst hiufig)

‘\(Z) ,Photon bunching“: Photonen korreliert,
: treffen haufig zusammen ein.
' |4

Erkldrung: Bose-Einstein-Statistik (siehe Kapitel 3 S.47)

Aber: ,Klassische* Erklarung wire auch moglich (fluktuierendes
elektromagnetisches Feld)

e Fluoreszenz einfacher Atome (auch kiinstlicher ,, Atome®: Quanten-
dots)

K(?’) ,Photon antibunching®
>¢ (Kimble, Dagenais, Mandel 1977)

kann klassisch nicht erklart werden

~» gilt endlich als Nachweis der Teilchennatur des Lichts.

Erklarung im Photonenbild ganz einfach:

-
Atom = Zwei-Niveau-Syst QC o £y
om = wel-IN1lveau- yS em MV\ X

Fluoreszenz — angeregtes Atom geht von Energie Ey zu Ey
iiber, emittiert dabei ein Photon.

Nachdem das geschehen ist, kann nicht sofort ein zweites emit-
tiert werden.
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1.3 Wissensfragen

1.

Erldutern Sie ein Experiment, dafl auf den Teilchencharakter von Licht
hindeutet.

Erldutern Sie ein Experiment, dal auf den Wellencharakter von Materie
hindeutet.

Was ist ein Photon? Welche Energie und welchen Impuls hat ein Photon?
Welche Bedeutung hat die Plancksche Konstante und wie grof3 ist sie?



Kapitel 2

Wellenmechanik

© Copyright 2020 Friederike Schmid?!

2.1 Grundkonzepte
Allgemeine Vorbemerkungen

Experimente legen nahe:

(i) Licht (klassische Welle) hat Teilchencharakter
(ii) Materie (klassische Teilchen) hat Wellencharakter

In diesem Kapitel wird Aspekt (ii) behandelt
~» historischer (klassischer) Zugang zur Quantenmechanik

- Daran kann man sich bereits die wichtigsten Konzepte der Quanten-
physik erarbeiten.

- Man kann schon sehr viel ausrechnen.

- Vergleichsweise anschaulich

In Kapitel 3 S.47: Verallgemeinerung der Konzepte aus Kapitel 2 S.9, wodurch
Quantentheorie zu einer sehr méchtigen und vielseitigen Theorie wird.

Spétere Kapitel: Anwendungen

Aspekt (ii) (Teilchencharakter des Lichts) wird in dieser Vorlesung nicht mehr
behandelt: Gegenstand der Quantenoptik.

Problem: Photonenzahl nicht erhalten ~» brauche eine Beschreibung, die
Teilchenerzeugung und Teilchenvernichtung zuléfit

~+ das leistet erst die Quantenfeldtheorie, ist hier noch nicht vorgesehen.

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.
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10 KAPITEL 2. WELLENMECHANIK

Weitere Einschrankungen in diesem Kapitel:

e Betrachte im allgemeinen nur ein Teilchen

~» 1-3 dimensionale Welle, je nach Raumdimension

Es ist zwar auch innerhalb der Wellenmechanik moglich, mehre-
re Teilchen zu behandeln. Trotzdem sollen Mehrteilchensysteme
erst in Kapitel 3 S.47 behandelt werden.

(Ausnahme: Kapitel 2.3 S.38 — Zweikorperproblem)

o Nichtrelativistisch
(Relativistisch — siehe Quantenmechanik IT)

Fragen:

- Beschreibung der Wellen? Entwicklungsgesetze?
(— Schrodingergleichung)

- Interpretation der Wellen?
(— ,,Wahrscheinlichkeitsinterpretation®)
2.1.1 De Broglie-Wellen (,,freie Teilchen*)
2.1.1.1 Einstein-de Broglie-Relationen und ebene Wellen

Ansatz von de Broglie:

Materieteilchen lassen sich als Welle beschreiben

Fiir freie Materieteilchen gelten dieselben Relationen wie fiir Licht:
und mit |h=6.6-10"3Js|

In Zukunft andere Schreibweise: Statt v (Frequenz) und A (Wellenlénge) be-
nutze w = 27v (,,Wlnkelgeschwmdlgkelt“ des Phasenwinkels) und Wel-
lenvektor k: zeigt in Richtung 7, Betrag |k| = 27/)

= |E = hw|und |F= hk |mit |h = & =1.05-1074Js

Zusammenhang zwischen w und k folgt aus | E = p? /2m

= |w(k) = o

(Alternativ kann man auch E = \/m?2ct + p%c? ~ mc? + p?/2m zugrunde
legen. Zusatzterm mc? stort nicht weiter.)

Folgerung: Ein Teilchen mit Impuls p und Energie E hat die Wellenfunktion

W(7,1) :Jei(k}twt) — W eh(BF-Et)

~» Gleichung fiir eine ebene Welle
NB: Unendlich ausgedehnt, keine raumliche Beschriankung!
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2.1.1.2 Superpositionsprinzip und Wellenpakete

Eine Theorie, in der alle Teilchenwellen unendlich ausgedehnt sind, kann of-
fenbar die Realitét nicht befriedigend beschreiben.

Deshalb néchster Schritt: Wellenfunktion kann auch eine beliebige Uberlage-
rung (lineare Kombination) ebener Wellen sein ~» Superpositionsprinzip

= Allgemeine Form einer Wellenfunktion

vire) = [aEe@rd = [apelTEg
V2mh
\‘L
Vorfaktor
d: Raumdimension

Vorfaktor: hier zun#chst Willkﬁﬂich. Motivation wird spéter ersichtlich.
Dabei gilt nach wie vor w = w(k) = hk?/2m bzw. E = E(p) = p?/2m.

Vorteil: Eine solche Wellenfunktion kann rdumlich lokalisiert sein.
(Man spricht dann von einem ,, Wellenpaket.)

Nachteil: Impuls p bzw. Energie E nicht mehr eindeutig bestimmt.

— Unschérferelation: Ort und Impuls kénnen nicht gleichzeitig scharf
definiert sein! (mehr dazu in 2.1.5 S.26)

NB: Man kann zeigen [ d7|4(7,t)|? = [ dp |¢o(p)|? unabhiingig von ¢ !

(Ubungsaufgabe. Brauche dazu Eigenschaften der Fouriertransformation, siehe 2.1.2.2 S.16)

Deutung des Wellenpakets (Max Born):

1= , Fiithrungsfeld“, bestimmt Wahrscheinlichkeitsdichte |1|?

|9 (7, t)|?di gibt Wahrscheinlichkeit an, das Teilchen zur Zeit t innerhalb
eines infinitesimalen Volumens dr’ um 7 zu finden.

(~ Wahrscheinlichkeit, es in makroskopischem Volumen V' zu finden:
Py = [dr (7 1)*)
\%4

2.1.1.3 Normierung von de Broglie-Wellen
Wahrscheinlichkeitsdeutung ~» ¢ normiert: S dr |¢(7, )2 =1

ganzer Raum
Problem: Beinhaltet natiirlich [ d7 |¢|> < oo (1) quadratintegrabel).

Das ist aber bei ebenen Wellen, ¢ = A e%(ﬁFfEt), nicht erfiillt.

~» Ebene Wellen nicht normierbar;
trotzdem wiirden wir sie gern behalten.
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Abhilfemoglichkeiten:

(i) Praktische Variante: Boxnormierung

Funktionen sind nur innerhalb eines sehr grofien, aber
—.ﬁ/-\ 1 endlichen Volumens V definiert, z.B. Wiirfel mit Kan-

' tenlinge L und periodischen Randbedingungen (d.h.
| gegeniiberliegende Seiten werden miteinander identifi-
1/ ziert).
=L | Dann ist Normierung kein Problem: ¢ = ﬁe%(ﬁF_Et)

Aber: Nicht mehr alle Impulse moglich, sondern nur

(‘} 8 ” Pf ’) noch die, deren Komponenten p,,py,p. ganzzahlige
Vielfache von h%’r sind. Wenn L sehr grof§ ist, macht
das nichts.

NB: Wem periodische Randbedingungen zu unrealistisch sind, der kann
auch andere wihlen ~» kaum Unterschied, da der Einfluss des Randes
auf Verteilungsdichte der erlaubten Impulse 7 im Bereich grofer |p]
sehr gering ist.

(ii) Formalere Variante: Normierung auf J-Funktion
(Kurze Einfithrung in J-Funktion siehe Kapitel 2.1.2 S.15)

Normiere 15 = N eh (PT=E) so, dass /df’ Yo7 )by (7 t) = 6(p — 7)

1

~ | N = .
V2mh

(d=Raumdimension) (siehe dazu 2.1.2.1 S.15, Ende)

2.1.1.4 Zeitliche Entwicklung von de Broglie Wellenpaketen

Der Einfachheit halber in einer Dimension

Betrachte Wellenpaket, das zur Zeit ¢ = 0 rdumlich lokalisiert ist.
Wellenvektor k ~ kg — Impuls p = pg = hkg

._f\ ‘f’()nt:o) g‘f/(‘(‘); :

L Ejnhullovde,

DX — > /

Weletinge W, ' >

Zur Zeit t = 0: ¥(z,t = 0) = [ dk e f(k)

~» spatere Entwicklung: [¢(x,t) = /dk: !be=w(B)) ¢ (k) | mit w(k) = L

2m

Was bedeutet das konkret?
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(i) Phasengeschwindigkeit (Geschwindigkeit der ,, Wellenberge*)

Punkte gleicher Phase ~ (kz — w(k)t) = const ~ dz/dt = w/k.
= Phasengeschwindigkeit | v,, = w/k ~ hky/2m = po/2m

~» unterscheidet sich immer um Faktor 1/2 vom klassischen Wert pg/m

~» zunéchst irritierend, denn klassische Mechanik sollte ja in bestimmten
Grenzféllen richtig sein.

Aber: Phasengeschwindigkeit ist fiir die Geschwindigkeit des Wellenpakets
de facto nicht mafgeblich. Was zihlt, ist die Geschwindigkeit der
Einhiillenden = Gruppengeschwindigkeit.

z

i
e ‘ /:'Weh Phasungschoriudli ket

7
< i o
. A

&Qé ‘U-a : Gmp pem%mw%m-

(ii) Gruppengeschwindigkeit vy (Geschwindigkeit der Einhiillenden)

Analysiere genauer (z,t) = [ dk e'(Fz=w(R)D) f(k):
Verteilung f(k) stark gepeakt bei k = kg
~» k ~ kg im relevanten Bereich
— Entwickle w(k) ~ w(ko) + 2|, (k — ko) +

= P(x,t) = eilkor—w(ko)t) [ qp ei(k—ko)(a:—i—‘;;|k0t)+... F(k)
Ebene Welle

Einhiillende E(z,t)
mir E(z,t) ~ [d¢ e atliot) £ (ko + €) =: E(x — 1)
= Einhiillende héngt vor allem von (z — ‘3—",:\ kot) ab

~» bewegt sich mit Geschwindigkeit vy = j—j:] ko fort.

do R _
k™" m m
passt zur klassischen Geschwindigkeit

= Gruppengeschwindigkeit | v, =

(iii) Zeitliche Entwicklung der Form der Einhiillenden

Wird von hoheren Termen in der Entwicklung w(k) bestimmt:
k) = 0lko) + lealk — Fo) + 358 (b~ Ro)? +

Falls sie nicht verschwinden (9% dk? # 0 etc.; Hier ‘312“2’ = % #0)
~» Einhiillende verbreitert sich, Wellenpaket zerflief3t
(Beispiel: Siehe 2.1.1.5. Eleganter Beweis erst spiter moglich, z.B.
mittels Ehrenfest-Theorem — ggf. Ubungsaufgabe)



14 KAPITEL 2. WELLENMECHANIK

2.1.1.5 Beispiel: Gauf3sches Wellenpaket in einer Dimension

Verteilung der Wellenvektoren: f(k) = C exp (— f&?f;)
— Gaufische Verteilung mit Breite Ak

; i x,M
= (e, t = 0) = [dk f(k) ke = O [ dk ™ 2002
_ (h—hg)
S0 Ak [ de €2 gin(eAktko)
TEELEAR o A ehor o(—imAR/2 [ 4 o=/
——r
Var

2 2
= C Ak /21 etkor o7 ° / By

~» Wellenpaket zur Zeit t=0: Einhiillende hat Gaufische Form
mit Breite Ax = 1/Ak (~ Az - Ak =1)

Zeitliche Entwicklung;:

(1) @ (1) @

~ =
fdk’ f i(kx— w(k t) _ fdk‘ C’exp( (k( kO))Q ) ei(kxfw(k) t)

Trick: w(k) = w(ko) 4+ w'(ko) (k — ko) + sw” (ko) (k — ko)*
(keine hoheren Terme, da w(k) quadratisch in k)
=w(ko) + Lko (k — ko) + 5= (k — ko)?
~——

o ey
(2)
1 (2) N
/-(’)\ . ~ = . ,-(/2)\ _ (k—kg)? i i(kfk )2t
="C ez(kosz(ko)t) fdk‘ ez(kfko)(xf vg t) e 2(ak)? 2m 0

—.e—£2/2

Setze b(t)” = (x> + mt) und &= (k— ko) b(t)

= C ei(ka*w(kO)t)Tlt) fd£ 6752/2 ei(vagt)g/b(t)

fd&efgz/zelf/b = \/2me /(24" (be)

—C % ei(kox—w(ko)t) e—(x—vgt)2/2b(t)2

—-C L ei(koz—w(ko)t) e—(m—vgt)2/2((A}€)2 +%t)

vV @izt mt
(z—vgt) (

= |¢(=,t O ——21___c 2
Bl O = 1O =2

Gaulkurve mit Zentrum vyt und Breite Axz(t) = \/( Az T ﬁ2t2 - (Ak)?

h242

_l’_

2 (ak?)

(ak)2

~» Verbreiterung des Wellenpakets geméf3

1 h2t?

A]I(t)z = ACE(O)2 + WW
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2.1.2 Mathematischer Einschub

Zur d-Funktion und zur Fouriertransformation
(siehe dazu auch Cohen-Tannoudji, Bd. 2, Anhang)

2.1.2.1 Die Diracsche §-Funktion

Zunichst in einer Dimension

(a) Formale Definition: ¢ definiert eine Abbildung
Co — R
flx) — /daz f(x) é(z — x0) := f(xo)
vom Raum C' : ws der oo oft differenzierbaren Funktionen auf R nach R.

(b) Anschauliche Vorstellung:

£

Eine bei x = 0 sehr scharf gepeakte Funktion
mit [dz 6(z) =1, §(x) = 0 fiir |z| > 0. Peak
muss schméler sein als jede charakteristische
Léngenskala der Funktion f(x), auf die die ¢-
Funktion angewendet werden soll.

(c) Darstellung als Grenzwert glatter Funktionen:

2

¢ . . —E
) () O(2) = lim /ot e 22
(i) 6(z)= L lim Cneo”
a—00
(iii) o(x) = %algrgo SRAT (oszilliert
auflerhalb z = 0 so schnell, dass
Beitréige zu Integralen wegfallen)
oo
1 ,
(d) Darstellung als Integral d(z) = o / dk e*®
™
—0oQ

(e) Rechenregeln (ohne Beweis)

O(z) =0fiirx#0

x-0(x) =0
0(—x) =d(x) (— d(z) ist eine gerade Funktion)
oz —y)- flx)=0d(x—y) fy)

. 1 >0

[ dydy)=0@@)=q3 =0 (Stufenfunktion)
- 0 2<0

d(ax) = 170(x)
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@)= T hydle - )
Nullstel(le? | ( Z)I
x;vonp(x

Ableitungen:
J ' (@ —w0) f(z) dz = —f'(x0)
0 (x) = —=d'(—x) (ungerade Funktion)
J 8" (@ — wo) f(w) dz = (=1)" ") (o)

(f) Verallgemeinerung auf d = 3 Dimensionen

3(F = 1%) = 6(x — o) - 8(y — o) - (2 — 20) |

, 1 ik
5(F) = (%)d/ddk oif

(Analog geht natiirlich Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen)

Bemerkung: Damit ist die §-Funktions-Normierung der ebenen de Broglie-

Wellen (7, t) = #e%(ﬁF_Eﬂ (Kapitel 2.1.1.3 S.11) klar:
V 2T h
1

(2wh)d

J A7 W57 05 (7, 1) = A ek ' PT e R ED-E@ = 55— )

P

>

5(p—p')

2.1.2.2 Fouriertransformation
Wieder zunichst in einer Dimension
(a) Definition

Gegeben sei eine Funktion f(x): R — C

Die Fouriertransformierte von f ist, falls sie existiert, definiert durch

Flk) = jﬂ / dz ¢ f(z)

Fiir Umkehrung gilt:

o @) = jﬂ / dk e F(k)

(NB: Einsetzen — f(z) = \/%7 [ dk etk \/% Jdz’ e~tha’ f(z)
1 it
— [da'fa) 5 [ ake e — f@) )
—_——

S(z—=x’)
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Bedingungen fiir Existenz der Fouriertransformierten

(hinreichend, aber nicht notwendig)

- Dirichletsche Bedingungen: f(x) stiickweise stetig,
hat in jedem endlichen Intervall hochstens endlich viele endliche
Sprungstellen, an denen rechtsseitiger und linksseitiger Limes
existiert.

- f(x) absolut integrierbar, [ dz|f(z)| < oo
(b) Eigenschaften

(i) Linearitiit:  h(x) = af(x) + bg(z) < h(k) = af(k) + bg(k)
(ii) Translation: h(z) = f(z — a) & h(k) = e ko f(k)
(iii) Produkt:  h(z) = f(z-a) & h(k) = o f(%)
(iv) Ableitungen: h(z) = - f(z) & h(k) = (ik)"f(k)
h(z) = " f(x) & h(k) = i" g f (k)
(v) Symmetrien: f(z) reellwertig & f (k) = f(—k)
f(x) rein imaginir < f*(k) = —f(—k)

(vi) Parsevalsche Gleichung: /d:c|f(w)\2 = /dk:|f:(l<:)|2

bzw. verallgemeinerte Version: /dmf*(x)g(a:) = /dk:f*(k)g(k)

is: fx a = L r otk *CEL x/e—im/ Y
(Beweis: [ dk- () 5(8) = [ ak- —— [do et (@) [ o’ b g(a')

f* (k) g(k)
1 . ’
= [daf* (@) [ delg(a’) o [ ke ™) = [auf(@)g(a) V)
—_——
S(z—=z’)
(Vii) Faltungssatz: (Beweis: Ubungsaufgabe)

h(z) = / dyf()a(e —y) | & | k) = Varf(R)g(k)

(¢) Verallgemeinerung auf d Dimensionen

- 1 .
k)= k
f(k) Nors )

/ a7 e (7)o | F(7) = —— / aF ¢
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(d) Fouriertransformierte in der Quantenmechanik

In der Quantenmechanik wird mittels Fouriertransformation zwischen
Ort 7 und Impuls p hin- und hergeschaltet.

Die Transformation wird hier iiblicherweise so definiert:

V() =

A7 e H T () | | () = a7 ei? §(p)

Nl

(Beachte den Faktor 1/\/ﬁd wegen %ﬁr_‘)

el

Es gelten die gleichen Rechenregeln wie oben, insbesondere die Parse-
valsche Gleichung:

[ v @ v = [ 455 @ o)

(Man kann es so auffassen, dass 7/+/h und p/+/h ineinander transformiert
werden. Damit kann man alle Regeln aus (b) iibernehmen.)

(e) Beispiele fiir Fouriertransformationen

(i) GauBverteilung | f(z) = o2 /20% | o fk)=a- o—k?a?/2

~ 53 . oo .
denn f(k) = \/1277& da e~ikze—2?/2a% (@ —\/%e_kQQQ/Q 7{(} da e~ (a+ika?)? /24
. o0
(b) 2 2 cotika 2702 (¢) .2 2 2702
2/ \/%C k“a®/2 fk dy e ¥ /2a° 2 \/%C k“a“ /2 dye y“/2a \/
—oo—+1ika AN
| S ——
2ma
wobei: s
(a) —ikz —a?/a® = — 545 (z 4 ika?)? + 7(“;22) ¢ ﬁbg{}%-a" Y T
(Quadratische Erganzung) st G : e
(b) Variablensubstitution: y = = + ika ! 'z!‘a !
(c) Verschiebung des Integrationswegs auf reelle Achse:
1 ~ 7T 1
.s . —kla]
ii) Lorentzverteilun )= —F——|<|f(k)= (a reell)
(i) | 10) = rag | @ [T =[5

22 +a? 2+aZ

~ =] . .
denn f(k) = —\/127 J dx e thr 1 @ f—l fdz e~ thz 1
—oo

w —V2mi > Res(e %=

Eingeschlossene 25‘}*(12 ’ ZO) n ﬁZReS(eilkz 25‘,[»0,2 ’ _Zla‘)
Pole zg
: —ikz
= —V2mi Zﬂl(lg‘a‘) etz 2241ra2 (2 +ila]) = —V2mi z%%lf[z}hﬂ) e V.

wobei:
(a) SchlieBen des Integrationswegs (Unterer Halbkreis =

liefert keinen Beitrag, St e K 2 N

denn z — z — ico = e~ — 7 = ()) L {\“j/;r
(b) Residuensatz Ve asila e

(c) 1/(22 + a?) hat zwei einfache Pole bei 2o = %ilal,
davon ist nur —i|a| im Integrationsweg (der unteren Halbebene) eingeschlossen.
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2.1.3 Die Schriédingergleichung

Ziel: Verallgemeinerung der Beschreibung von Wellenfunktionen fiir freie Teil-
chen auf Teilchen in beliebigem Potential V' (z).

»Naiver“ Versuch:
Ausgehend von Einstein de Broglie Beziehungen F = fw und p = hk
2
und dem klassischen Zusammenhang E = 2 + V(x) einfach k und p

ortsabhéngig zu machen: p(x) = /2m(E — V(z)).

Verallgemeinerung der de Broglie-Welle wére also:

(] dy ply)-Et)

(px—Et) s e 70

i
eh

~» Essenz der sogenannten ,, WKB“-N&herung
(Wentzel, Brillouin, Kramer)

Problem damit:
Funktioniert nur, solange p(x) auf deutlich grofieren Lingenskala variiert

als Wellenléinge A = 2T = 2%%’ (1;’ ((gf)) <k=2)

= Taugt nicht als allgemeine Theorie
(aber recht erfolgreich fiir spezielle Probleme, z.B. Tunneleffekt)

Zugang hier:
Bestimme Bewegungsgleichung fiir freie Teilchen.
Suche nach geeigneter Verallgemeinerung dieser Bewegungsgleichung

2.1.3.1 Schrédingergleichung fiir freie Teilchen (de Broglie-Wellenpakete)

Gesucht: Differentialgleichung fiir ¢ (7, t) mit allgemeiner Losung

1
Vi 27rhd

b ) = /@éwﬁﬂ%@ (%)

Bedingung: Es soll das Superpositionsprinzip gelten
(Eine Linearkombination von Losungen ist selber eine Losung)
= Differentialgleichung muss linear und homogen sein.

Losung: Einfacher im ,, Impulsraum“ zu finden

Die Fouriertransformierte von (7, t) ist: ¥(p,t) = @0(@6_%%t

~» Einfache Exponentialfunktion, ~» Losung der Gleichung:
GO0 =~ Fr0(PL0)

Etwas umgestellt:

0 - ? -
i DB, t) = =0 t) | (+%)
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Riicktransformation in den , Ortsraum® (5/v/h < 7/v/h)
Linke Seite von (kx): zh%?/;(ﬁ, t) — ih%w(ﬁ t)
Rechte Seite von (xx): %zﬁ(ﬁ, t) — —%Aw(ﬁ t)

(Beweis in 1 Dimension: (Z2)*d(p,t) — (—i)de)(m, )
also p29(p,t) = —h2 Loz, t)

Beweis in 3 Dimensionen: ]321;(]7, t) = Zi:l pit&(ﬁ, t)
2 — —
S S =L GHES NG RRVAD

h2

o A(7 )

0
= Freie Schrodingergleichung;: ihadz(ﬁ t) =

(Setze Losung () ein — passt!)

2.1.3.2 Verallgemeinerung fiir Teilchen im dufleren Potential V (7)

Vergleiche in24(p,t) = Z-tb(5,t) = Epgnth(5,¢) mit der freien Schrédinger-
gleichung ih%w(f’, t) = —%A@b(f‘, t)

~ —%A “ steht fiir ,, Fy;,“ (kinetische Energie)

Verallgemeinerung: Fyi, — Egin + V(7)

0 .
~» Vollstindige Schrodingergleichung ihaw(ﬁ t) = Hiy(7,t)

. h2
mit | H = —2—A + V(¥)|: ,Hamiltonoperator*
m

Eigenschaften dieser Differentialgleichung

e linear und homogen
= Superpositionsprinzip gilt nach wie vor. Wenn 7 und vy die
Schrodingergleichung l6sen, dann auch a)y + S1)o (a, 8 € C)
e Erster Ordnung in der Zeit t
= (7, t9) zu gegebener Zeit ty charakterisiert vollstéindig die Wel-
lenfunktion ¢ (7, t) zu allen Zeiten.

(vgl. klassische Mechanik: Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung
in t — Vollstdndige Charakterisierung erfordert Angabe von Ort
und Impuls.)
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2.1.4 Interpretation von Materiewellen
2.1.4.1 'Wahrscheinlichkeitsdichten
(a) Materiewellen in Ortsdarstellung (siehe 2.1.1.2 S.11)

|4(7,t)|?> = Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass das Teilchen zur Zeit
t am Ort 7 vorgefunden wird.

Normierung: [ dje (7, t)|> = 1
(Schwierigkeiten damit nur bei ebenen Wellen, siehe 2.1.1.3 S.11)

(b) Materiewellen in Impulsdarstellung

Impulsdarstellung: (7, t) wird zerlegt gem#f

N | L iR T
w(r,t)—%dfdpeh Y(p,t)

~ (P, ) ist ,Anteil“ des Impulses § am Wellenpaket.

Legt analoge Wahrscheinlichkeitsdeutung wie bei (a) nahe:

14 (p, t)|? = Wahrscheinlichkeitsdichte im Raum der Impulse 7 dafiir, dass
das Teilchen zur Zeit t bei einer Impulsmessung mit dem Impuls P’
vorgefunden wird.

Normierung stimmt automatisch, da (Parsevalsche Gleichung)

Japld* (B0 = [ dry*(7)*(= 1)

2.1.4.2 'Wahrscheinlichkeitsstrom und Kontinuitédtsgleichung

Erinnerung an Kontinuitédtsgleichung allgemein: Gegeben sei eine beliebige
Dichtefunktion p(7,t), z.B. Teilchendichte. Es gelte lokale Teilchenzahler-
haltung, d.h. Teilchen kénnen sich nur stetig fortbewegen (iiber Fliisse).
Dann folgt daraus, dass eine Gleichung der Form %p(f", t) = —VJ7,t)
gelten muss (Kontinuitétsgleichung). 7ist die Stromdichte.

Hier Wahrscheinlichkeitsdichte |1 (7, )|?. Gesamtwahrscheinlichkeit natiirlich
erhalten ([ dr]y(7,t)|> = 1). Frage: Gilt das auch lokal?

~+ Suche Kontinuititsgleichung fiir |1|%: ;W(ﬁ | = —Vj(F t)

Rechnung

FlVP = G W) = 0" Fu+p o .
Schrodingergleichung: iﬁ%zﬁ = —%Ai/) + V
= FY = gk MY+ B Gut = gl At — oyt
= — 5 (p* Ay — YpAY*)
V(§*Vp — V) = (W*)ﬁw + P AyY — (W)(y/w) — A
= V{5 (* Vi — pVy*)} == -V7T

n . .
= Wahrscheinlichkeitsstromdichte: | 7= Q—mi(qp*w — V™)

Bemerkung: Wir werden in Kiirze sehen, dass der Operator i/ iV mit dem
Impuls p' gleichgesetzt werden kann. Dann folgt mit ¥ = p/m das intuitive
FErgebnis j ~ ¢*.
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2.1.4.3 Erwartungswerte

(a) Fragestellung

Wahrscheinlichkeitsinterpretation:
Physikalische Gréfien (Ort, Impuls, ...) nicht mehr scharf definiert, aber
man kann immerhin noch ihren Erwartungswert angeben: Statistischer
Mittelwert des Messergebnisses nach unendlich vielen Wiederholungen
desselben Experiments.

e Rein ortsabhingige Groflen f(7) (z.B. V(7))
~ Klar: (f(7)) = [ df f(7) [(7 1)

e Rein impulsabhéngige Groien f(p) (z.B. Eyin = p?/2m))
~ auch klar: (f(p)) = [ dp f(P) [ (P, ¢)”

Aber: Was ist mit Groflen, die von Ort und Impuls abhéingen?
(z.B. Drehimpuls L = 7 X p)

~» Brauche Verfahren, das mir erlaubt, Erwartungswerte vom Impuls g oder
von abgeleiteten Groflen f(p) auch in Ortsdarstellung, aus ¢(7,t) auszu-
rechnen - bzw. umgekehrt, Erwartungswerte des Ortes 7 und abgeleiteter

Grofen f(7) aus (7, t).

~» Diskutiere zunichst das erste Problem (Berechnung von (p) und (f(p)) aus
¥ (x,t)) fiir den Fall eines eindimensionalen Systems.

(b) Berechnung des Erwartungswerts (p) des Impulses
(eindimensional)

(p) = [dpp|d(p.t)]* |
= [dpp s [ da il (2, t) A [ da'e” w27 (!, 1)

1 2 /
= [dzy*(a,t) [ da’ ('t /d Pz =)
J g (2, 1) [ da’ §(a’, 1) p pe

2mh

h_d e%p(w—x’)

i da’

= [dz ¢*(z,t) [da’ ¢(2',t) (-2) L 6(a’ — )
= fdx ¢*(ajvt) %% ¢($at)

|0 = [ @5 w0 p im0 = [dow @) T v

.. . . h d
Struktur &hnlich in Orts- und Impulsdarstellung, p ersetzt durch 74~
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(c) Berechnung des Erwartungswerts (f(p)) von Funktionen des
Impulses

e Betrachte Taylor-Reihe von f(p): f(p) = > 5, fup”
~ (f(p)) = %0 fi(P®)

e Berechnung von (p") kann analog wie oben durchgefiihrt werden.

By = [dpo(p,t) pF d(p,t) = ... = [de vt (x,t) (F5)F va,t)
(Details der Rechnung Ubungsaufgabe)
~ Hier wird p* ersetzt durch (24 )k

e Beides zusammengenommen, erhélt man

G = [ dp 3 0.0) 70) Sout) = [ o v (at) 1 ) vl

wobei f (%%) ein Operator ist, formal definiert durch Potenzreihe

LA SN

1 dx

mit fr = 7<% f(7)|r=0 (Taylorentwicklung)
2 2
B o) = = FEE) =2 & )
Beachte: Funktion f kann zusétzlich noch von x abhéngen.
(d) Fazit:
In Ortsdarstellung (eindimensional) errechnet man Erwartungswert von Funk-

tionen f(z,p) durch |(f(z,p)) = /dx v (x,t) f(x, ?%) Y(x,t)

h d
i dx

~+ Impuls p wird formal durch Operator (24 ersetzt: [p <> —

Fiir die Impulsdarstellung kann man #hnliche Uberlegungen anstellen. Man

erhilt: | (z) = /d:c V¥ (w,t) zp(z,t) =... = /dp 1/7*(p,t) (—:L;)) Qﬁ(p,t)

el = [ o0) £-5 50) D00

hd hd

~ Ort  wird formal durch Operator (—7g;) ersetzt: |z < %
v dap

Achtung: , Ubersetzung“ f(z,p) — Operator f(;v f—) bzw f(—fd—,p) nicht
immer eindeutig, da Reihenfolge von ,x“ und ,p“ wichtig w1rd (Zum
Beispiel ist (zp) # (pz), siehe Beispiel (iii).)
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(e) Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

. . N IS,
Ersetzungsvorschrift %n Ortsdarstellung: ]i < iz_,
in Impulsdarstellung: 7+« —7V;
L. (0 0 o)
mit Vﬁ— (%, @, 8pz)
= Erwartungswert fiir Funktionen f(7,p)
in Ortsdarstellung: (f(F.p)) = [ dF ¢*(F,t) f(_',gﬁ) P(T,t)
in Tmpulsdarstellung:  (f(7,5)) = [ dp ¥*(p,t) f(—%ﬁﬁ,ﬁ) Y (P,t)

(f) Beispiele

(i) Gesamtenergie bzw. Hamiltonfunktion 77 (7, p) = % + V(%)

In Ortsdarstellung ist p? < (hﬁ)2 = —h2A

= () = [ AP () [ A+ VO () =: [ dF g7 (7.) H (7. 1)
= 2
mit| A =2 +v= —h—A + V| = Hamiltonoperator (vgl. 2.1.3.2 S.20)
2m 2m

(ii) Drehimpuls (Bahndrehimpuls) L = 7 x 7

In Ortsdarstellung ist 7 x p — %(f’x V)=7% z% - x%

fMWFw[ x V] (7, 1)
2.B. (Ly) = [ dF ¢*(7,t) 2y £ — zay>w0?w

In Impulsdarstellung ist 7 x g — (— V 5) X P ="%[px A 7]
(da: (Vxp)ivh = eijk 5o Prtb = €igi <apk/apg> w+emkpk<a/8pg)w) —eijp; (0/0pr)))
J ~ /
Sik

|
=0

= [ A (B.t) {15 % Vil $(7.1)
Bemerkung: Dasselbe wiirde man erhalten, wenn man den Ausdruck L=
—px 7 iibersetzen wiirde. Hier spielt die Reihenfolge von 7" und p’keine
Rolle. Im allgemeinen ist das jedoch schon der Fall (siehe (iii)).

(iif) Funktion f(z,p) = 1(xp + pz) (in eindimensionalem System)

Klassisch sind xp, px und f(z,p) = %(:Up + px) gleich.
In der Quantenmechanik muss allerdings unterschieden werden:

@) = [do vt o b v(e)
<pl‘> = fdfl‘ w x t) - X ¢($ t) Produktregel'
= [day*(x,t) Zszt )+ [da (2, t) 22 L y(z,t)
=+ <xp>

(f(ep)) = L( (o) + {pz) ) = & + (ap)
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2.1.4.4 Physikalische Observable und Operatoren

Physikalische Observablen: Grofien, die im Prinzip gemessen werden kénnen.

Klassisch: im Allgemeinen Funktionen O'(7,p,t) (z.B. Energie, Drehimpuls)

Quantenmechanisch: motiviert durch 2.1.4.3

~» Observablen werden Operatoren % zugeordnet,
so dass der Erwartungswert einer Messung der Observablen gegeben ist

durch: <ﬁ> = /dF¢*(F, t) ﬁA @ZJ(’F, t) (Beispiele: j = %V, 7=

Als Eigenschaften solcher Operatoren fordern wir:
(I) Linearitit: &(aupy(F,t) + Bipa(Frt)) = a0y (7 t) + BOY(F,t) fiir
«, 6 eC (check: Fiir éﬁ': %6 und abgeleitete Operatoren f(?g’,;%') erfiillt.)

(II) Erwartungswerte sollen reell sein:
Jdrp (7 0)[0 (7, 0)] = ([ dip* (7, 1) (7, 0)]* = [ dFlOy(F, )]* (7, t)
De facto fordern wir noch stérker:
Fiir quadratintegrable Funktionen ¢, 1 soll gelten:

/dfw*(ﬁt)[é’w(ﬁt)] = /dﬁé’w(ﬁt)]*w(ﬁt) (%)

~» Operator 0 “hermitesch®.

NB: Strenggenommen reicht Hermizitdt nicht aus, man mufl for-
dern, dass der Operator “selbstadjungiert” ist. Dies beinhaltet
zusétzlich zur Hermizitdt noch eine subtile Forderung an den

Definitionsbereich von &. Mehr dazu siehe Kapitel 3.1.2.2.
( Beispiele: Fiir 7, 72,.. . klarerweise erfiillt Vv
Firr 7 [ dF (2V¢)*y = =2 [dF (Vo) v = =L [dF V(p*y) + [ dF *(2Vy)
| —
=0 (GauB)
(GauBscher Satz?: [|, dF V(p*) = Jov A3 (p*) =0,
wenn Oberfliche OV im Unendlichen,
denn ¢, quadratintegrabel — schnell abfallend.)
. . o =Bt . a o e
Fiir % [ dF (5%@)"w = [dF (9(5p)* 0 "= [ (Bp)* (0¥) = [ 47 9" (0°%)
etc.)

Bemerkung: Operatoren kénnen im allgemeinen nicht vertauscht werden.

Definiere Kommutator: | [A, B] := AB — BA

Im Allgemeinen ist [fl, B] #0

Prominentes Beispiel: | [z, p] = ik

( [ivﬁ]W(mzt) = [xz %% go(:r,t) = (ZB;% - %%x)tp(:p,t) = lh(to(xa t) fiir alle ® )

2Der Gaufische Satz kann auch fiir skalare Funktionen f(7) angewendet werden: Jy dFV f(F) =
S A8 f (7). Um das zu sehen, stellt man zuerst den verallgemeinerten Gaufschen Satz fiir Matrix-
wertige Funktionen M (7) auf: [i, dFV M(F) = [;,, dGM(F). mit VM = 8; M;j, d&M = do;0;;. (folgt
aus Anwendung dese Gaufischen Satzes auf die Spaltenvektoren m; = (Mi;, Ma;, M3;)). Dann setzt
man M = f1.
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2.1.5 Folgerungen

2.1.5.1 Symmetrie von Orts- und Impulsdarstellung und Bra-Ket
Schreibweise

Beschreibung eines Teilchens — verschiedene Méglichkeiten

(i) Ortsdarstellung;:

Wellenfunktion (7, t)

Physikalische Messgréfien: Operatoren o
damit werden Erwartungswerte berechnet geméaf
(0) = [dF *(7,t) 0T (7,1t
(M) _ o s _ kD
z.B. 27 = g, Px’ = T5s

(ii) Impulsdarstellung:

Fouriertransformierte (), t)

Physikalische Messgrofien: Wieder Operatoren &/(P)
Erwartungswerte werden berechnet geméf

(O) = [dp¢*(p,t) 0P P(p,t)

2B. 20 = b0 50—y,

Y(r,t) und (P, t) beschreiben ein- und dasselbe Teilchen. Operatoren &)
und 0P sehen verschieden aus, aber physikalischer Gehalt ist gleich.

~» beschreiben dieselbe physikalische Observable,
liefern dieselben Erwartungswerte

= Orts- und Impulsdarstellung vollig dquivalent.

Motiviert Einfithrung einer Notation, die diese Aquivalenz sichtbar macht, also
von der konkreten Darstellung “abstrahiert.

~» Diracsche Bra- Ket- Schreibweise

o (7, t) bzw. ¥(p,t) — |4): ,Zustandsvektor®

Bra Ket
N AN

o Det.| 01U = [aret @ v = [ap e
(Parsevalsche Gleichung siehe 2.1.2.2 S.16b)
|t)) quadratintegrabel = (¥]1)) < oo
|¥) normiert = (|¢) =1
(pley) = (cpl) = clply) fir ce C
(Yle) = {ply)”
e Observablen = Operatoren & mit (¢|0y) = (Gp|h) = (| O|)

~ Erwartungswerte | (&) = (1)|0|1)) ((¢) normiert)
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e Um Verkniipfung mit bestimmten Darstellungen herzustellen, fiihrt
man spezielle Bras (7],(pp| ein: ,Dirac-Vektoren*,

so dass gilt: | (70, 1) = (Folv) | | ¥ (50, t) = (Fol)
. 0("—17p)  in Ortsdarstellung
> <’)"0| =

ﬁe%’% in Impulsdarstellung
T

(il { ! def%‘zﬁo’? in Ortsdarstellung
Po| =

V2rh
5(p' — po) in Impulsdarstellung

JArs(F = o)y (7)) =¢(o,t)

J AP i) = (i)

Dirac-Vektoren sind nicht quadratintegrabel und damit auch nicht
auf 1 normierbar. Stattdessen Normierung auf J-Funktion geméf
2.1.1.28.11

check: (7o|y) = {

Golm) =06 —m)| 5 [@olp) =60 — )|

2.1.5.2 Unschirferelation und Kommutatoren

Wir hatten schon gesehen, dass Ort und Impuls nicht gleichzeitig scharf de-
finiert sein konnen — Orts-Impuls-Unschérfe. Nun: Quantifizierung und
Verallgemeinerung.

Seien zwei Observablen A, B mit Operatoren A, B
= Erwartungswerte (A4), (B)
Streuung (,,Unschérfe*) AA% := ((A — (A))?), AB? := ((B — (B))?)

~ A A A A

Dann gilt: | AA?- AB? > \(l[ ABD2| (A, B]=AB - BA)
21

~» Observablen kénnen nicht gleichzeitig scharf bestimmt sein, wenn ihre Ope-
ratoren nicht vertauschen.

(Beweis: Einfachkeitshalber: Definiere a = A — (A), b= B — (B) = AA2 = (a?), AB? = (b2)
o Zeige: (a®)(b%) > (v]aby) (y)|bar))
(Spezialfall einer Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, siehe Kapitel 3 S.47)
Dazu: Zerlege |ayy) = bp) S + |p); (] = (by| Pl 4 < |
= (bule) = (bplar) — (bulby) GoEEL = 0; (plby) = (ble)* =
2
= (a?) = (B|a2|) = (aplay) = (bylby) LLUSIL 1 (o)) = % + (¢l
= (a®)(b%) = [(bla)|? + () (b%) = [(bv]av)|® = (Plaby)(ylbayy)
N——
>0
o Zerlege ab =S+ iC, ba = S — iC mit S = %(ab+ ba), C = i(abf ba)

= Fir beliebige quadratintegrable v, ¢ gilt:
(Sely) = ((ab¢\¢> (baly)) = 3 ({plbat) + (wlabyy)) = (p|SY)

(Coolw) = 5L (abilw) — (bagl)) = SL((plbaw) — (plabu)) = (pICY)
= Sund C selbstadjunglert
= S und C haben reelle Erwartungswerte (vgl. 2.1.4.4 S.25 )
= (Ylab)(Plbarp) = ([ (S + iC)Y)(P|(S — iC)) = ((S) +¢C))((S) —i(C))
=(8)2+(C)? 2 (C)?

o Zusammen: (a®)(b%) > (C)* = |(g;[a,0)|* = (3[4, B)]* V)
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Anwendungen: Unschérferelationen

(a) Orts-Impuls-Unschiirfe: A =2, B=p

[#,p] = ih (vgl. 2.1.4.4 8.25) = (L[2,p]) = & = Az Ap >

N St

(b) Drehimpulskomponenten: L = 7 x p
Allgemein gilt: [ﬁj, f/k] = ihejklﬁl (Ubungsaufgabe)

A . h
also z.B. [Ly, Ly] = ihL, =|AL, AL, > B |(L,)|| usw.

(c) Energie-Zeit-Unschérfe ?
Kann so nicht hergeleitet werden, denn die Zeit t ist eigentlich kein
Operator, sondern nimmt eine Sonderrolle ein. Trotzdem gibt es eine
Unschérferelation fiir Energie und Zeit. ~» Siehe nichster Abschnitt!

2.1.5.3 Ehrenfest-Theorem und Energie-Zeit-Unschirfe

e Ehrenfest-Theorem (vorab)

beschreibt zeitliche Entwicklung von Erwartungswerten:

d 0A i

—(A) = (— —[H, A

54 = (50 + (G H, 4)

Rechnung: $(A) = $ (¥[Al) = <w|@tA|w>+(<at¢\Alw> + (P|Al G))
Schrodlngerglelchung | Zp) = | HY), (| = — & (HY|

(Wl g L (—QAHAR) + (0| AH|)
W5z v > <\m[A,H}|w>

NB: Vergleiche klassische Mechanik: A = 3t —{H,A}
~» Formaler Zusammenhang zw1schen Poissonklammer {e, o}
und Kommutator [e, e].

e Energie-Zeit-Unschérfe

Frage: Was bedeutet ,,Zeitunschéirfe At“?

Interpretation: Betrachte Messreihe an beliebiger Observablen A, die
nicht explizit zeitabhingig ~ Erwartungswert (A), Unschérfe AA.
Dann gibt es charakteristische Zeitskala 74, auf der sich (A) ,sicht-
bar® (um mehr als AA) verdndern kann.

~» ,Zeitunschirfe“ bzgl. Observablen A: 74 = %
dt
Mit dem Ehrenfest-Theorem und der Unschérferelation gilt:

renfes . 2.1.4.2 521
L TS s o
=>TA 2 v

= |74 - AH > — | fiir alle charakteristischen Zeitskalen 74

Identifiziere 74 > At, AH = AE — |AE - At >

h
2
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2.1.5.4 Korrespondenzprinzip

29

Formale ,,Ubersetzungsregel“ fiir die Konstruktion eines Operators aus der

entsprechenden ,,klassischen®“ Grofle:

¥ = =7
- 5 R
P = =7
EFE — E=1

Letzteres steht im Zusammenhang mit der Schrodingergleichung:
P = a 2 . 2
E={+V=7(rDp) %szH@b@zh%w: (_%A+V)¢

Aber: Ubersetzung ist unter Umsténden nicht eindeutig, da
Reihenfolge der Operatoren in der Quantenmechanik wichtig.

Zusatzforderungen:

Operator selbstadjungiert (reicht oft schon).
Zusammenhang zwischen klassischer Poissonklammer und Kommutator
{A,B} =C — [A, B] = ihC (siehe 2.1.5.3 S.28, Ehrenfest-Theorem)

Bemerkung: Auf makroskopischer Skala (Grenzwert i — 0) muss klassische

nichtrelativistische Mechanik wiederhergestellt sein.

2.1.5.5 Spezielle Operatoren & Kommutatoren

,Observable Allgemeiner Orts- Impuls-
Ausdruck Darstellung Darstellung
Ort i v ~4v;
Impuls [ ?V; [
Drehimpuls L=7Fxp b x V7 b x )
Hamilton-Op. H=2 1V PNV | E 4 V(=ivy
Wahrscheinlichkeits- W( _»0) = |F0> <F0‘ 5(’F — 7?0) kompliziert
Dichten (*) W (50) = |io) (Bol kompliziert 5(5 — o)
Wahrscheinlichkeits- j(Fo) = ﬁ ((5(77 — Fo) %6; kompli-
Stromdichte (**) | o= (W (7)p + pW (7)) | +2V#o(F — 7)) ziert
Energie E = ’z%
Zeit kein Operator: Sonderrolle

(*) Wahrscheinlichkeitsdichten - vgl. 2.1.4.1 S.21

(W (7o) )
(W (7o) )

(¥[ro)(Tolv¥)
(¥]P0) (Do)

|Y(70,t)

(**) Wahrscheinlichkeitsstrom - vgl. 2.1.4.2 S.21

(W|770) )

Spezielle Kommutatoren: [p;, 7]

[Lj, L) = —ejly; (L2, L;] = 0

s ((W[70) (FolP1v) + (|P17o) (Folw))
S (Y (Fo, ) Vb (o, t) — (70, )V

ks Dy D] = 05 [, 7x] = 0;

| 2

[ (o, )|

0
)V (7o, t))

(Ubungsaufgaben)
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2.2 Losungen der Schrodingergleichung

2.2.1 Die stationire (zeitunabhingige) Schridingergleichung

Erinnerung: Schrodingergleichung lautet ihgtw =H P

mit H = % +V . Hamiltonoperator

Nun sei H nicht explizit zeitabhingig (d.h. V unabhéingig von t, V(7))

Dann kann man einen Separationsansatz machen:

= (F) - x(t) (Separation der Variablen)
= ih5 (p(7) - x(t)) = H(p(7) - x(t))
— (7) - ih%x(t) = x(t) - flcp(?) | Teile durch ¢(7) - x(¢)

15 ; —

=x(t
= ih atX( ) = HSOET) = const =F

ﬂ/ i(,rl/ darf daher

héngt nur von t héngt nur von 7 v:]%dc?‘r \ygr? tF

ab, nicht von 7 ab, nicht von t abhéngen
= Man erhilt zwei Gleichungen, die simultan erfiillt sein miissen:

(i) if Gpxp(t) = Ex,(t)

~» Losung lautet:  x,(t) = const - e i Bt

(ii) |Hyp »(7) = E¢,(F)|: zeitunabhingige Schrodingergleichung

~» kann gelost werden fiir bestimmte (nicht fiir alle!) Werte von E

Fiir die allgemeine Losung der Schrodingergleichung folgt:

. —ipt i
W(rt) = 2 LAE“ ¢, ¢, (F)-e n Notation ¥ ,dE* ¢, - @, (Me” % P steht fiir
—_—— ..
“——~—" Lésung fiir cin E Uberlagerung aller moglichen Eigenfunktio-

Uberlagerung von . .
Lasugngen far nen mit Amplitude c.

verschiedene E

Struktur der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung:

Eigenwertgleichung: |H ¢, (F) = \fz_, @5 (7)

Eigenfunktion Eigenwert

-~

zum Operator H

Das ,,Spektrum® der Eigenwerte F, fiir die eine Losung existiert,
kann diskret sein (nur einzelne Werte moglich), kontinuierlich (In-
tervall von Werten) oder auch gemischt.

(Falls Spektrum kontinuierliche Anteile hat, sind allerdings
die zugehorigen Eigenfunktionen nicht mehr normierbar, &hn-
lich ebenen Wellen. Siehe dazu Kapitel 3.1.3.2 S.54)

Forderung an den Hamiltonoperator: Das Spektrum ist nach unten
beschrénkt, d.h. es gibt einen Grundzustand, der E' minimiert.
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Interpretation: (Vorweggenommen von Kapitel 3.2 S.56)

Eigenwerte E sind die einzig moglichen Messwerte bei einer Ener-
giemessung

lc,|? gibt die Wahrscheinlichkeit an, einen bestimmten Energieei-
genwert E zu messen.

(Zur Konsistenz mit der bisherigen Wahrscheinlichkeitsdeutung
siche Kapitel 3 S.47)

2.2.2 Losungen der stationidren Schrodingergleichung in einer
Dimension

2.2.2.1 Freies Teilchen
Potential: V(JJ)EO,I:I:%

Schrodingergleichung: — ( i ) o) =FE ¢ (x)

T 2m dz?

Losung: ¢, (z) = A e mit —5X = B = h\ = v=2mE

2m
e > 0: A =1k imagindr — ebene de Broglie-Wellen

e E <0: \reell: g, () o et divergiert bei 2 — +o0 oder z — —oo
~verboten! Losungen mit E < 0 existieren nicht.

Diskussion:

(i) Beispiel fiir ein rein kontinuierliches Spektrum
Losungen existieren fiir alle £ > 0
2
(vgl. Klassisch: E = 2 >0 : passt!)

(ii) ¢, ist nicht quadratintegrabel, aber beschriankt (|| < oo)
~> Boxnormierung oder Normierung auf §-Funktion moglich (2.1.1.3 S.11)

Deutung: Freies Teilchen, Wellenpaket zerfliefit
~» Stationére Losung kann nicht lokalisiert sein
(vgl. klassisch: Wenn man unendlich lange wartet, bewegt sich das
Teilchen beliebig weit weg.)

Formaler: Kontinuierliches Spektrum
+ Eigenfunktionen sind nicht normierbar

(iii) Eigenwerte F sind zweifach entartet
Unabhéngige Losungen ¢, (z) o e
(= rechtslaufende und linkslaufende Welle)

Hintergrund: H ist symmetrisch bzgl. Vertauschung z <> —x
~ mit p(x) ist auch p(—2z) Eigenfunktion.

+Az

(iv) Die Untergrenze der Energie (Grundzustandsenergie) ist Ey = 0.
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2.2.2.2 Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf

0: |z <

0o |z >

[SlISTNIS]

Potential: V(z) = {

Schrodingergleichung: th dd; o(x) =(V —F) ¢o(x)

Losung;:

e Symmetrieiiberlegungen vorab (spart spéter Rechenaufwand!)

Symmetrie bzgl. Vertauschung x < —x
~ Mit ¢, (x) ist auch ¢, (—z) Eigenfunktion zum Eigenwert E

~+ Eigenfunktionen kénnen zerlegt werden in ,gerade* und ,,ungerade*
Anteile: ¢, (z) = p4(x) + pu(z), die selbst wieder Eigenfunktionen

von E sind: ¢4 (7) = 1(p, () £ ¢, (—2)) = £pgu(—2)

~» Losungen konnen sortiert werden nach gerade / ungerade

e Form der Losung innerhalb und auflerhalb des Topfes

Auflen (|z| > §): (2mdx2 +E)p(x) =V p(x) <oo
Aber: Vw00 = () =0 iiberall

Innen (|z| < §): Selbe Schrédingergleichung wie freies Teilchen

E>0- pg(x) o £(e*® + 7Y = coskr | mit
' gou( ) x (m—e koY o sinkx [ hk =+2mE
E <0: ol

) ( KT 4 e ") = coshkz | mit
SOu( ) o %(em —e ") =sinhkx | hk =/ —2mE

Die tatséchlich erlaubten Lésungen ergeben sich aus den
Anschlussbedingungen bei r = £5

e Anschlussbedingung bei |z| = §: ¢(z) muss stetig sein.

Begriindung: Erwartungswert (H) = E < co muss beschrinkt sein.

Es gilt (H) = (Z2) + (V) und (V) = [de [92V(2) >0 = (p?) < oo

2m
?) = [ de g (a,1) 2 w<x t) fda: Do) (be) = I* [ du | 22
Wenn ¢ unstetig wiare, z.B. bei z = a/2 um A springen wiirde, dann wire
HdW—A<p6(x77)+---%( =h? [dz é(z — £)?Ap? + -
— (p?) = h2A<p25(0) + =00 nlcht erlaubt! )

e Konkret ergibt sich Anschlussbedingung: gp(j:a /2) =0

E>0: @g4(x) = A cos(kx) mit cos( ) =0
~» geht nurfﬁrk—a:(m+ )mr(meZ)—k="12m+1)
¢u(z) = A sin(kz) mit sin(52) = 0

Mgehtnurfﬁr%:mﬂ(mEZ)%k:ng
Normierungsfaktor in beiden Féllen: A4 = y/2/a (Ubungsaufgabe)
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E <0: ¢4(x) = A cosh(kz) mit cosh(%) L0
~» geht nicht

@u(x) = A sinh(kz) mit sinh(5*)

~» geht nicht fiir K #0, a # 0

= Losungen mit F < 0 existieren nicht!

0

Zusammenfassend:
Mogliche Energieeigenwerte sind: F,, = h; 7122 = % . Z—inZ mit n € N.
Falls n gerade: Eigenfunktion ungerade ¢, () = %sin(ﬂn%)
Falls n ungerade: Eigenfunktion gerade ¢, (z) = /2 cos(mn¥)

Diskussion:

(i) Beispiel fiir ein diskretes Spektrum

(ii) ¢y, problemlos normierbar, lokalisiert im Potentialtopf |z| < §
(vgl. klassisch: Teilchen kann nicht entweichen)
(iii) Energieeigenwerte nicht entartet
Es gilt zwar wieder: Schrodingergleichung symmetrisch beziiglich
Vertauschung x <+ —x
Aber: Eigenfunktionen zu gegebenem Eigenwert F,, haben definierte Paritét:
v, (x) = £p,(—x)~ ¢, (z) und ¢, (—z) sind nicht unabhéngig!
(iv) Obwohl V(z) = 0 im Topf, ist die Grundzustandsenergie nicht Null:
Ey=127 50!
2m a2
Interpretation: Da x lokalisiert ist, gilt Az < co. Wegen der Unschérfe-
relation Ap Az > % kann (p?) deshalb nicht Null sein und das Teil-
chen hat kinetische Energie!

2.2.2.3 Teilchen im endlich hohen Potentialtopf

(Vo < 0) ‘ES“%*

Yo 3

W : \m]ﬁ
0: |z|>

Potential: V(z) = {

N N

Schrodingergleichung: 124 o(2) = (V — E) ¢(z)

2m dz?

Losung:

e Symmetrieiiberlegungen wie bei 2.2.2.2

Schrodingergleichung wieder symmetrisch bzgl. x < —z

~ Sortiere Losungen nach geraden/ungeraden Funktionen ¢g4(z), pu(x)
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e Form der Losung innerhalb und auflerhalb des Topfes

Innen: |z| < §

~ pg(x) = acosqx : _ —
E>VW: ou(@) = avsin g } mit hg = \/2m(E — Vp)
_ pg(x) = accosh O : _ —
E<W: ou(z) = cvsinh Oz mit hf = 2m(E — Vp)
AuBlen rechts: z > §

E>0:¢y,(x) = Ae*® + Be™* mit hk = /2mE
E <0:@gu(x) = Aef” + Be ™™ mit hk = v/ —-2mE

verboten,
da divergent bei z— o0

AuBen links: x < —§
Dieselbe Losung gespiegelt: ¢q(x) = ¢4(—2), @u(z) = —@u(—x)

e Anschlussbedingungen:

Schrodingergleichung 2’3;;—; p(x) =(V—-F) ¢(x) < o0
= f—; o(r) < 00 = - ¢ stetig und g stetig !

e Konkret: Bedingung ¢(z), ¢'() stetig bei & = § (Stetigkeit bei —2 folgt daraus)

E <V =/2m(Vp — E); hk = v/—2mE)

{ g stetig — acosh 97“ =Be %

1 fa —1
a = zcothzt =—= <0
gy stetig — afsinh ‘%a = —Bre 2 } o 2 r

~» nicht moglich, da cothy > 0 fiir y > 0

Analog folgt auch: Ungerade Losungen ¢, nicht moglich

= Loésungen mit E < Vj existieren nicht.

Vo< E <O (hg = \/2m(E — Vy); hk = V—2mE)

{ g stetig — acos & = Be™ 2 e }élcot%:l
<pg stetig — aqsm7 = —Bkre™ 2 4 r
ga _ q — q
~ geht nur fiir L = arccot + I = mm + § — arctan (lez)
{ u stetig — asin Lt = Be™ % } 1gan @2 — _1
. _ka o o — T =
4, stetig — agcos & = —Bre™ 2 q 2 "
~ geht nur fiir & = —arctan I 4 Im (lez)
f
= Zusammen: Diskrete Energieeigenwerte E, = = q" +W

mit Quantisierungsbedingung: ¢,a + 2 arctan o =nm (n € N)

n ungerade — Eigenfunktion ¢, gerade (Kn = gn
n gerade — Eigenfunktion ¢, ungerade

E > 0: (hq = \/2m(E — Vp); hk = V2mE)

i Uca
g stetig — acos L = — Ae'3® + Be~™ Immer méglich
L’w) (Fiir jedes B

En —Vo)

aa ke _ 2
<pg stetig — gasin 4 szkA;e B“Sa orhilt man
{ u stetig — asin T = Ae’2 +kB‘3 2 . } lssbare Gleichungen
@, stetig — qorcos & = ik(Ae 2" — Be”3") fiir A und «)

= Zu jedem Wert E > 0 existiert gerade und ungerade Eigenfunktion
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Diskussion:

(i) Spektrum hat diskreten und kontinuierlichen Anteil
— diskrete Eigenwerte: V) < F <0
— kontinuierliche Eigenwerte: £ > 0

(ii) Eigenfunktionen
— zu diskreten Eigenwerten — lokalisiert und quadratintegrabel

%s./“‘\m-\ 2 aa p e
e
el D L

C\/l‘n& kilogssdas Te{(d«m, Eco ‘: oagb\.w\dws ﬂ::j—)

— zu kontinuierlichen Eigenwerten
— delokalisiert, nicht quadratintegrabel.
Eigenfunktionen auflerhalb des Topfes sind quasi freie Teilchen

QV%. kb&&\td«l T&LCL\DM : € So {a R )

(iii) Entartung der Energieeigenwerte
— gebundene Zustédnde: nicht entartet, da definierte Paritét
— freie Zusténde: zweifach entartet, da zu jeder Paritéat
(gerade/ungerade) eine eigene Losung existiert.

(iv) Deutung des Falles E > 0

e e Streuung freier Teilchen an einem Potential-
:\' :3 topf. Dieses Szenario soll im n#chsten Ab-
»M“‘* schnitt genauer untersucht werden.

2.2.2.4 Streuung am Kastenpotential

Vo: x| <
0: x| >

AV

Potential: V(x) = {

a
2
a
2

1S et

Einfallende Welle ¥
S eik><

=<

Reflektierte Welle R ek Transmittierte Welle

Frage: Wie wird ein freies Teilchen (Energie £ > 0) am Potential gestreut?
~ Wie grof§ sind die Amplituden R und S7?

Zugang iiber Wahrscheinlichkeitsstrome j = %(gp*%g@ — go%gp*)

mit Yiinke = 30(1‘ — —oo) = Pein + Pren = €7 + Re ke
Sprechts = gO(‘%. — +OO) = (ptrans - Selkx.

= Jlinks — %(1 — |R|2) = Jein — Jren (Interferenzterme heben sich weg.)

]rechts - %|‘Sf|2 = jtrans
NB: Es gilt Jinks = Jrecns (Wahrscheinlichkeitserhaltung)
:> ]ein — ]reﬁ +]trans bZW‘ |R‘2 + |S’2 = 1
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Gesucht also:

- . T ittierter St jtrans
Transmissionskoeffizient T’ = [Transmittierter Strom| _ |jerans| _ |S|?
|Einfallender Strom)| [Jein|
: . |Reflektierter Strom| _ |jren| _ 2
Reflexionskoeflizient Finfallondor Strom| =[] — |R|

Losung: (E >0, | hk = V2mE|)

E > Vj: im Prinzip selbe Situation wie in 2.2.2.3 |hg = /2m(E — Vp)

Form der Lésung: ¢(x) = ¢g(z) + ¢@u(x) mit
lz| < § 1 pg(x) = agcosqr ; pu(®) = aysingz .
>3 pg(r)= Agelk‘z + Bge*ka, pu () = Ayeth® + Bue*’k?
r< =5 pg(x) = Age~® 4 Btk o, (z) = —Aye~ k% — B etk
Hier: Teilchen 1duft von links ein, also:
T > % : go(:r):go'ngcpu :Seikx =S=A3+Au,Byg+ By, =0
:p<—%:gp(m)=clkx+Re_’k“ =R=Ay—Ay,Bg—B, =1
= By = —By = %; Ag und Ay legen R und S fest.
Anschlussbedingungen wie bei 2.2.2.3: g . (z) und ¢y () stetig

cos 4% _etka/2 a . 1
der Anteil N 5 ) 9 ) — 1l,—ika/2
gerader Antell g (2% sin % _gtka/2 Ay 2¢ -1

sin 4% —gtka/2 a ; —1
2 u )\ _ 1.,—ika/2
ungerader A. ¢, — ( i% con q2a oika/2 v, ) = 3€ 1

Auswertung: Nach Matrixinversion erhilt man:

C e e frdad
®9 = s L —idsin T 79 2 cos %q;i%zin %qa
_ _e—ika/2 . _ 1 8in 5= —ig cos - ipn
Qu = G %Jri% cos %  Au = T 25sin %Jri% cos % €
e—ika
=S=A,+A4,=
g u 1 .
cos(qa) + 5;(k/q + q/k) sin(qa)
—ika :
e k/q— q/k) sin(qa
R (k/q - 4/}) sinlga)

2i cos(qa) + 5;(k/q + q/k) sin(qa)
0 < B < Vp: (setzt Vy > 0 voraus)

Vorheriges Ergebnis kann iibernommen werden, mit der einzigen

Anderung, dass ¢ imaginér wird: ¢ = i@ mit | h0 = \/2m(Vp — E)

=85= T e -
cosh(fa) + 5;(k/0 — 0/k) sinh(fa)
R e~ ika (k/0 4+ 0/k) sinh(fa)
2i cosh(fa) + 2 (k/0 — 0/k) sinh(fa)
Zusammenfassend:

e Transmissionskoeffizient T = |S|?

1
B> Vir| 7= 1/[L+ (5~ 4)2sin(ga)
k
0
* Reflexionskoeffizient: |R’2 =1- ’5’2 (check durch Einsetzen)

E< Ve |T=1/[1+ i( + %)2sinh2(9a)]




2.2. LOSUNGEN DER SCHRODINGERGLEICHUNG 37

Diskussion:

(i) E < Vo: Tunneleffekt
Transmission, wo sie klassisch verboten wére '
Fiir dicke Tunnelbarrieren gilt asymptotisch: ﬂ
T x ¢—20a — e—%\/Qm(V(x)—E) a sy

~» Motiviert WKB-Naherung fiir beliebige Potentialbarrieren:
(WKB: Wentzel, Brillouin, Kramer, 1926)

b

—% Jdzy/2m(V (z)—E)

TNe—QG'a:e .

(vgl. Bemerkung am Anfang von 2.1.3 S.19)

kann verwendet werden, wenn V(z) hinreichend langsam variiert
und wenn Transmission 7" sehr klein ist.
(ii) E > Vpb: Resonanzen
Klassisch wire T'= 1 (Teilchen wird immer transmittiert)
Hier:
T =1 nur fiir sin(ga) =0
~ wenn ¢ gerade in den Topf , passt®
Sonst ist 7' < 1

T besonders klein, wenn E klein und (E — Vp) gro88 (< { groB)
~» Reflexion am Potentialtopf

= T zeigt charakteristische Oszillationen:

A i
m :i
>-€:

> 6




38 KAPITEL 2. WELLENMECHANIK

2.3 Zweikorperproblem und Wasserstoffatom

Betrachte nun System von zwei Teilchen, Massen my, ma, Potential V (7, 72)

Symmetrien:
Translationsinvarianz — V' = V(7] — 7%3)
Isotropie des Raumes — V = V(|7'] — 75|)

Speziell Wasserstoffatom: Coulombpotential V = —e?/r

Voriiberlegung: Erinnerung an klassische Mechanik (Keplerproblem)

Vorgehen damals in drei Schritten:

(i) Reduktion auf Einteilchenproblem

Ausnutzen der Translationsinvarianz <> Impulserhaltung
— Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

Schwerpunkt: allgemein losbar fiir gegebenen Gesamtimpuls P
Relativkoordinaten — &quivalentes Problem:
. . . .  rum
Eln Teilchen mit .redumerter Masse p = 7472
im Zentralpotential V' (r)

(ii) Reduktion auf eindimensionales Problem

Ausnutzen der Isotropie <+ Drehimpulserhaltung
— Winkel- und Radialkoordinaten

Winkelkoordinaten: allgemein 16sbar fiir gegebenen Drehimpuls [

Radialkoordinaten — aquivalentes Problem:
Ein Teilchen in einer Dimension
. . . 2
im effektiven Potential Vog(r) = V(r) + 2l77“
(iii) Losung fiir ein konkretes Potential
Speziell V(r) —%: Kepler-Problem

Hier nun in der Quantenmechanik: Folge im wesentlichen demselben Pro-
gramm

2.3.1 Reduktion auf Einteilchenproblem

Ausgangspunkt: Zwei Teilchen my, mg

Hamiltonoperator: H = 21:;1 + 2722 + V (71, 7)
2)

wirkt auf Zweltellchenwellenfunktlon go(

r1,T
— h o) o) o] = o
( vm - (8951’ oy1? 8z1) *V )

Schrodingergleichung: H p=FEp

(NB: Vorgriff — Vielteilchensysteme hatten wir noch nicht. Verallgemeinerung
aber fiir den Fall unterscheidbarer Teilchen (Proton/Elektron unterscheid-
bar) ziemlich offensichtlich.)

—

Translationsinvarianz: V = V(7 — 72)
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— legt Ubergang zu Schwerpunkt- und Relativkoordinaten nahe
e D _ miTi+moats . S
analog Mechanik: R = ey o r=re—1q
= Zugehorige Impulse sind:
B by 5 5| | by, mubomap
- ivR_pl + P2 ) b= Zv mi+ms
(Rechnung: Es gilt 7 = R — m1+m2 7 =R+ m1+m2'F
Allgemein gilt fiir Variablentransformationen (zl...zn) — (ui...up): d(z =3, g% 32_
J 9%i
Fiir (r R) (F (7, R), 7 (7, R)) folgt mit €, := (1,0,0):
Prp="t55-0 {rvﬁ m*rv* ¢ FR% ]=(51+52)5z90=(ﬁ1x+152x)¢
\/—’ N~
P [ P2 &
Pop="l5T0= [%Vﬁ 01 1LV, o Om2 ] = “mufiedmibee
~~ ~~
R s
Analoges gilt auch fiir Komponenten y, z /)
Fiir den Hamiltonoperator folgt:
52 2
2 p - . mima2
H=_—+4+—+V({@)| mit |M=mi+ma|, |p=——
2M  2p myp + ma
(Check (Elnsetzen)
_ 1(m+p2)? | 1 mitmy (mipz—map1)\2 _ p 3
2M+p _2m11+737,2 +2n':7:1n:,7;2( 1’mj+m§1) "'_27711'*'2732 V)

~» Ergebnis analog zu dem der klassischen Mechanik

= Stationére Schrédingergleichung

fo= (57 + &+ VD))ol B) = Bolr, B)

Losungsansatz: Separationsansatz dhnlich 2.2.1 S.30: (7, R) = x(R) - ¢(7)

52 (7 12 .
L He _ p s P*x(R) N [3:0° + V(7)]&(7)
() - total — = —
e X(R) p(7)
Kon:
bttaen muss unabhingig muss un'gbhjdngig
von R seip Seonst=E
%const:ER =

— Man erhilt wieder einen Satz von zwei Gleichungen

(a) Schwerpunktgleichung %X(ﬁ) = Erx(R)

— entspricht Gleichung fiir freies Teilchen der Masse M (Gesamtmasse)
(P Gesamtimpuls)

i‘2
(b) Relativgleichung [Q,u + V(#)]@(F) = E@(F)

— entspricht Gleichung fiir ein Teilchen der reduzierten Masse p im
Potential V (7)

— Problem reduziert sich auf effektives Einteilchenproblem (b)
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2.3.2 Reduktion auf eindimensionales Problem

Ausgangspunkt: Ein Teilchen der Masse i im Potential V/

Isotropie des Raums: V =V (r) (Zentralpotential)

— legt Ubergang zu Polarkoordinaten nahe:

x sin 1 cos ¢
r= |y | = 7| sindsiny
z cos ¥
—L2/n?
10 5,0 1 0 0 1 /(9\2\
2 1 :
= 2o o 7 a0 a0 T snre a7 )

=:A, o ..
—L2/h2: Ubungsaufgabe

= Stationére Schrodingergleichung

~

Hp(r,d,0) = | = A+ V() + 35 L] 6.9, ¢) = EG(r,9,9)

Losungsansatz wieder Separationsansatz: ¢(r, v, p) = U(r) - Y (9, ¢)

N n2 [
L p g _FRAWONO | veg
~— © Ul(r) 2ur? Y (9,p)
Konstante .
muss unabhingig
von ¥, sein
—sconst.=h2\

A~

— (a) Winkelgleichung: | L? Y (9, ) = B2\ Y (9, ¢)

~» Eigenwertgleichung zu L2
mit Randbedingung: Y eindeutig <> Y (¢, p + 27) = Y (¢, ¢)

Losung im néchsten Abschnitt (2.3.3 S.41)

Ergebnis:
e Eigenwerte A2\ = A21(I + 1) mit | € Ny (natiirliche Zahl)
e Eigenfunktionen: Y}, (¥, ¢): Kugelfunktionen

— (b) Radialgleichung fiir festes I: [— %AT +V(r)+ thLl;l)} Ui(r) = EU(r)

Vereinfachung: Substituiere Uj(r) = w(r)/r

AUI(r) = g () = -+ = L)
R2 d2 R+ 1) 3
+| (= gage VO + ) wl) = Bu)

= Gleichung fiir Teilchen in einer Dimension (r)

im effektiven Potential Vog(r) = V(r) + f"zﬁ;”
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2.3.3 Einschub: Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses

Gesucht: Funktionen Y (9, ) mit L2 Y (¢, ) = h2A Y (¥, ¢)

wobei Operatoren zum Drehimpuls in Polarkoordinaten gegeben sind durch

5 1 0 0 A h 0
2 m( h sin 19% sin ’ﬂ% + L2) mit | L, ;% (Ubungsaufgabe )
Ansatz: Wieder Separationsansatz Y (¢,0) =0(9) - 6(p)
a A~
2 2 s o S0 550(9) 1 L2¢(p)
= LA =-h s 4 6) + &% #(p)
Konstante

muss unabhingig von ¢ sein
—sconst.=:h2m?2

— (a) Gleichung fiir ¢(p): L2 ¢ =

~12 &0 = BPme(p)
mit Randbedingung: ¢(p + 27) = ¢(90)

o[~ e

, m muss ganze Zahl sein.

= ¢y, ist Eigenfunktion zu L

2 IAJz Om = hm ¢,
— (b) Gleichung fiir (1)) bei gegebenem m

. m?2
—h%ﬁa% smﬁ% — a5) 0(0) = NIC)
Substituiere —sind = V1 — 22, % =

—_.2d
lzdz

d d m? Legendresche
= (dz(l —c )dz A= 7)0(2) =0

1— 22 Differentialgleichung

Losung der Legendreschen Differentialgleichung
Zunidchst m # 0 (obdA m > 0)

e Analyse des asymptotischen Verhaltens Singularitit bei z — £1

2
. m?
z— £1: Term "5 ( =) dominiert;

~[Lo1F2)d - 516z

) ~

(

= [1F)L0F2)L - 20(2 )

Substituiere y = In(1F2) = di
(1F m/2

2)"

(1-2%)~2(1F2)

m) = [f =5 10() = 0
Losung: 0 ~ e2¥ =

o Motiviert Ansatz:

0(z) = (1= 2)"(1+ 2)"*pu(2)

Einsetzen:

(1= 2%)ply, = 2(m + Dzpl,(2) + (A =m(m +1))pm(2) =0 (%)
e Trick: Diese Gleichung ableiten und sortieren
= (1= 2%)pin —2(m+2)zpl (2) + (A
Vergleich mit (x): pp41(2) = pl,(2),
also pp(2) = ply_1(2) = -~ = $5po(2)
= Problem zuriickgefiithrt auf m =0

= (1= 25" pn(2)

—(m+1)(m+2))pju(2) =0



42 KAPITEL 2. WELLENMECHANIK

Nun also m = 0: [%(1—22)5—24—)\] 0(z)=0

o
e Keine Singularititen — mache Potenzreihenansatz 6(z) = 3 a;2!
=0
Einsetzen: [L(1-22)L + NS a2l =X ayfl(l — 1)2172 = 1(1 + 1)z + X2!]
l l
=Y 2Hap2(l+1)(1+2) —al(l+1) + A} =0 fiir alle z € [-1: 1]
l

41— A
IR T+ 2)

= Koeflizienten {---} =0 = a

e Moglichkeiten
- Reihe bricht nicht ab — Konvergenzradius lim |[-*—| =1
l—oo @l+1
Fiir groBe [ (I > \) gilt:
Alle geraden/ungeraden a; haben dasselbe Vorzeichen
— Reihe divergiert bei z — 1 oder z — —1: Widerspruch!

- Also muss Reihe abbrechen (Polynom)
= A=I[(l+1)firein{ >0

I gerade S ap = 0 fiir ungerade I
ungerade gerade
= Man erhélt die sogenannten Legendre-Polynome Pj(z)
zB. Ph=1,PL=2z P, = %(322 — 1) (Normierung: P;(1) = 1)

Zusammenfassend

Die Eigenfunktionen zu L2 und L, sind die ,, Kugelflichenfunktionen*

(dci;nﬁ)mPl(cos 9) (m >0)

und ’Yl_m(ﬂ, ) = (—1)"Y;, (9, 90)‘ ((=1)™: Konvention)
Der Normierungsfaktor .4 ist so gewéhlt, dass

[ sin® dv de|Yim (9, )|? =1
Py(cos¥) ist das Legendre-Polynom I-ten Grades

Vi (9, 0) = N €™ (—1)™ sin™ 9

(NB: Daraus folgt, dass |m| < [ sein muss!)

Es gilt:
72 _ 12
L Y = WU+ 1) Yim | 15 1 € Ny und m € [, =141, -+ ,1—1,1]
L, Yy =hmm Yy,

Wichtigste Eigenschaft der Legendre-Polynome
1

Orthogonal: f dz _PZ(Z) Pl/(z) = Tﬁ-léll/
-1

Wichtigste Eigenschaft der Kugelfunktionen
2w s
Orthonormal: [ dy [sinddd Y% (9, ) Yim (9, ¢) = 6w mm
0 0

00 l
Vollstandig: >~ > Y5 (9,¢) Yin (¥, ¢') = 6(p—¢')d(cos ¥ —cos V')
I=0m=—1
(Folgt daraus, dass der Operator L selbstadjungiert ist im
Hilbertraum der Funktionen f(6,¢) auf der Kugeloberfliche, siehe
Kapitel 3 S.47)
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Konkret:
_ /1 _ /3 5 2
Yoo = \/ 4= Y10 = /45 cos? Y20 = 1/ 16- (3cos® ) — 1)
YH:—\/%sinﬁew Yo1 = — l—frsmﬁcosﬁew
15 2
39 Sinl 29 e

2.3.4 Coulombpotential und Wasserstoffatom

2

Lose nun Radialgleichung aus 2.3.2 S.40 mit dem Potential V' (r) = —<-

R2od2 R2A(141) € "

(-9p @t g~ — ) wl) = Bl

E > 0: Streuzustinde
sollen hier nicht behan@elt werde.
Nur so viel: Zu jedem E > 0 existiert eine Losung.

FE < 0: Gebundene Zustinde

Losungsweg dhnlich dem bei der Legendreschen Differentialgleichung

e Reskalierung: Definiere | ¢ := \/ %577 |, |v = 52, /4
_ (_41~|) <ddg2 (l+1) + v ,> u(0) =0 (check: Einsetzen)

e Analyse des asymptotlschen Verhaltens

0 — oo: Term (—3) dominiert

= (;192 UZ(Q) ~ }1“[(@) = up ~ e—g/2 (et@/2 verboten)

0— 0 und [ > 0: Term (l(l; )) dominiert
= d—gzul(g) ~ (1 + Do) = w ~ ot

e Motiviert Ansatz: | (o) = o't'e™%2p(o)
(NB: Spezialfall I = 0: Mit dem Ansatz

uo(p) ~ pe=??po) & U(p) = puo(p) ~ e ?p(0)
macht man jedenfalls nichts verkehrt!

Einsetzen: o p”(0) + (20+2—0) p'(0) + (v =1 —1) p(0) =0

Potenzreihenansatz fiir p: p(0) = Y. axo”
k=0

k4+l4+1—v

Einsetzen, Koeffizientenvergleich — | ax11 = T (hr2l52)

ay

e Moglichkeiten:

- Reihe bricht nicht ab — Konvergenzradius klim | Gk
—00

- | = o0
k+1

Bei k — oo gilt ag/ar_1 — 1/k.
~» asymptotisch Exponentialfunktion: aj ~ %, p(p) ~ e
~> u(p) wiirde wie exp(p/2) divergieren: Verboten!
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- Also bricht Reihe ab (Polynom)
=k+14+1=v firein k
~» geht nur, wenn v = n (natiirliche Zahl) und n > [
= Man erhilt die
yzugeordneten Laguerre-Polynome® | p,;(0) o Lilflal(g)

(Grad: n —1—1;z.B. pio ~ 1, po1 ~ 1, poo ~ 1 — 0/2)

Fazit und Riickrechnung: (Erinnerung: ¢(7) = Y;,,,(6, ¢) Upni (1)
mit Unl(r) = unl(r)/r = ple_p/Qpnl(p)

Gebundene Zustinde (E < 0) im Coulombpotential V(r) = —%

. = e?\2 MCQ e2 [ uc?
— Energieeigenwerte: |E,=—(—) — (ausn=v =% =)
he/ 2n? he'\ 2B

Eigenfunktionen: | @i (1,9, ¢) = Hm o' ¢=9? 24 (0) Vi (9, )

| 8u|E,
mit | o = 8,u7]12 |r

und ,,Quantenzahlen® n e N
leNg, I <n-1
m € Z, |m| <1

Bemerkungen:

Energieeigenwerte sind entartet bzgl. I und m.
n—1 1
Entartungsgrad: Jeder Eigenwert kommt Y= Y 1 = n? mal vor.
1=0 m=-1 T
Entartung bzgl. m < Isotropie des Raums
(m ist Quantenzahl zu L.,

aber nichts zeichnet L, vor Ly, f,y aus.)

Entartung bzgl. I: Eigenheit des Coulombpotentials, also in gewisser
Weise ,,zuféllig”
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12.
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14.

15.

16.
17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.
33.

Wissensfragen

Wie lauten die Einstein-de Broglie Beziehungen fiir Materie?
Was besagt das Superpositionsprinzip?

Wie lautet die Gleichung fiir eine ebene de Broglie-Welle?
Wie lautet die allgemeine Gleichung fiir ein Wellenpaket?
Wie werden Wellenpakete normiert? Warum?

Wie werden ebene Wellen normiert?

Was ist der Unterschied zwischen der Phasen- und der Gruppengeschwin-
digkeit eines Wellenpaketes?

Wie entwickelt sich ein Wellenpaket zeitlich?
Erkldaren Sie die Bornsche Wahrscheinlichkeitsdeutung von Materiewellen.

Wie lautet die Schrodingergleichung fiir freie Teilchen und bei Anwesen-
heit eines Potentials ?

Was versteht man in der Quantenmechanik unter Orts- und Impulsdar-
stellung? Wie héingen die beiden Darstellungen miteinander zusammen?

Was ist die quantenmechanische Interpretation von (7, t) und 1/;(17, t)?
Was versteht man unter Wahrscheinlichkeitsstrom?

Wie lautet die Kontinuitédtsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte?
Interpretieren Sie die einzelnen Terme.

Wie berechnet man in Ortsdarstellung den Erwartungswert des Ortes /
Impulses eines Teilchens?

Wie berechnet man in Impulsdarstellung den Erwartungswert des Ortes
/ Impulses eines Teilchens?

Wie berechnet man den Erwartungswert einer beliebigen physikalischen
Observablen?

Wie héngen physikalische Observablen mit Operatoren zusammen?

Welche Eigenschaften muss ein Operator erfiillen, der eine physikalische
Observable beschreibt?

Nennen Sie mindestens drei Beispiele fiir Operatoren, die physikalische
Observablen beschreiben.

Was ist der Hamiltonoperator und welche Funktion hat er?
Was ist ein Kommutator?

Welchen Wert hat der Kommutator [z, p]?

Formulieren Sie die Unschérferelation fiir Ort und Impuls.
Formulieren Sie die Unschérferelation fiir Energie und Zeit.
Nennen Sie weitere Unschérferelationen.

Nach welcher einfachen Gleichung kénnen Sie die rechte Seite in der
Unschérferelation

“AAAB > 77 fiir zweil Observablen A und B berechnen?

Wann kann man zwei Grolen gleichzeitig scharf messen?

Wie lautet das Ehrenfestsche Theorem? Interpretieren Sie die einzelnen
Terme.
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Welchen Wert haben die Kommutatoren [p;, 7x], [7, 7%], [Pj, P fiir Orts-
bzw. Impulskomponenten 7; und p; 7

Welchen Wert haben die Kommutatoren [ﬁj, ﬁk] fiir Drehimpulskompo-
nenten L;7

Was ist [EQ,ﬁj]?

Wie lautet das Korrespondenzprinzip?

Wie lautgn in Ortsdarstellung die Operatoren fiir Ort 7:”, Impuls ﬁ, Dre-

himpuls 177 Energie E? Welche Form hat der Hamiltonoperator H?
Was versteht man unter einer Eigenwertgleichung?

Wie lautet die stationdre Schrodingergleichung?

Wie héngt die stationére Schrodingergleichung mit der allgemeinen (zeitabhéngi-
gen) Schrodingergleichung zusammen? Wann kann man die stationére
Schrodingergleichung benutzen?

Wie setzt man aus den Losungen der stationédren Schrodingergleichung die
allgemeinste Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung zusammen?
Wie kann man von dieser allgemeinen Losung die Wahrscheinlichkeit ab-
lesen, zur Zeit ¢ eine bestimmte Energie F zu messen?

Woraus ergeben sich die moglichen Messwerte fiir die Energie in einem
System?

Wann spricht man bei einem quantenmechanischen System von einem dis-
kreten Energiespektrum? von einem kontinuierlichen Energiespektrum?
Nennen Sie jeweils ein Beispiel.

Wann erwartet man ein gemischtes Spektrum? Was ist physikalisch der
Unterschied zwischen Zusténden im diskreten und im kontinuierlichen Teil
des Spektrums?

Wie sind Transmissions- und Reflexionskoeffizienten definiert? Welche
physikalische Information vermitteln sie?

Erkldren Sie den Tunneleffekt.

Warum kann man die “WKB”-N&dherung im Fall von Tunnelbarrieren
verwenden? Warum nicht fiir allgemeine Probleme?

Was fiir weitere typisch quantenmechanische Effekte koénnen bei Streuung
an einem eindimensionalen Potential eintreten?

Wie lassen sich Resonanzen anschaulich verstehen?

Welche Symmetriebedingungen miissen erfiillt sein, damit man ein Zweikorper-
problem auf ein Einteilchenproblem reduzieren kann?

Welches sind die Eigenwerte der Operatoren L? und L, (Bahndrehim-
puls)? Welches sind die zugehorigen Eigenfunktionen?

Was versteht man unter Quantenzahlen? Welche Quantenzahlen haben
Eigenfunktionen des Drehimpulses?

Welche Quantenzahlen haben Energie-Eigenzusténde im Wasserstoffatom?
Welche Bedeutung haben sie?

Wann spricht man davon, daf} ein Energieeigenwert entartet ist?
Diskutieren Sie die Entartung der Eigenzustdnde im Wasserstoffatom.



Kapitel 3

Allgemeine Formulierung der
Quantenmechanik

© Copyright 2020 Friederike Schmid?!

In Kapitel 2 S.9: Wellenmechanik
~» Wellenfunktionen, Wahrscheinlichkeitsdichten, Operatoren
Darstellungen im Orts- und Impulsraum
Aber: Physikalische Eigenschaften unabhéngig von der Darstellung

Jetzt: Systematisierung der Theorie, allgemeiner Formalismus
— Grundlage dessen, was moderne Quantenmechanik ausmacht.
3.1 Der mathematische Rahmen der Quantenmechanik

3.1.1 Der Hilbertraum
3.1.1.1 Lineare Vektorriume

Ein linearer Vektorraum V {iber einem Korper K (z.B. R oder C) ist

e cine Menge V' von Vektoren [¢))
e eine , Addition“ in V: VxV —V
(1), l9)) = 1) + 1)

e und eine , Multiplikation“: K xV —V
A [9)) — Alp)

so dass gilt

1. M, €K, |1!}1>, |1/)2> eV = )\1|’¢1> + )\2|1[)2> eV

2. Distributivgesetze: A(|¢1) + |t2)) = Alt1) + A|vba)
(A +A2)[) = AMY) + A2fy)
3. Assoziativgesetz:  A(u|v)) = (Ap)|v)

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.

47



48 KAPITEL 3. ALLGEMEINE FORMULIERUNG

Beispiele:

e R" oder C"
e Quadratintegrable (nicht normierte) Funktionen ¢ (7): L?
e Glatte Funktionen auf einer Kugeloberfliche f(19, ¢)

Innerhalb eines Vektorraums definiert man

Lineare Unabhingigkeit: Mehrere Vektoren |1);) heilen linear unabhéingig,
wenn aus »_ A\;[1y;) =0 folgt A\ =0 Y4
i

Basis: Ein Satz von linear unabhéingigen Vektoren |b;), die V' erzeugen,
d.h. jedes |[¢)) € V kann als Linearkombination |1)) = ), ¢;|b;) dar-
gestellt werden.

Es gilt der Basis-Existenzsatz: Jeder Vektorraum hat eine Basis.
Die Anzahl der Basisvektoren ist eindeutig ~» Dimension von V
(Beweis iiber Zornsches Lemma).

3.1.1.2 Unitire Vektorriaume

Ein unitérer Vektorraum ist ein Vektorraum iiber C mit einem Skalarprodukt:

VxV — C
(), 1)) — (el¥)

mit den folgenden Eigenschaften:

e linear: (p|A 191 + Aath2) = Ai{p[i1) + A2 (p|t2)
e hermitesch: (p|¢)) = (Y|p)* (N.B. = (¢|p) reell)
e positiv definit: (p|p) > 0 fiir [¢) # 0, (p|p) = 0 fir |p) =0,

Beispiele:
o C" mit (@b) =a* b= a’ba
e Quadratintegrable Funktionen: L?: (p|y) = [ d7 *(7) ¢(7)

T 2
e Funktionen auf Kugeloberfliche: (f1|f2) = [sind d¢ [ de fi (9, ¢)f5(9, ¢)
0 0

Damit kann man definieren:

Norm: [[¢]| = v/{p|®)
Abstand, Metrik: d(p,v) = |||¢) — |[¢) ||

Orthogonalitét: |¢) und |¢) sind orthogonal, wenn (p|¢)) =0

Winkel: cos £(|¢), |¢)) = %

Orthonormalbasis: Eine Basis von auf 1 normierten Vektoren, die ortho-
gonal aufeinander stehen.




3.1. MATHEMATISCHER RAHMEN DER QUANTENMECHANIK 49

Es gilt: Jeder unitidre Vektorraum von endlicher oder abzihlbar unendlicher
Dimension hat eine Orthonormalbasis (Beweis: Konstruktion mit Gram-
Schmidtschem Orthonormalisierungsverfahren).

Weiterhin gilt: (Beweis dhnlich 2.1.5.2 S.27 - evtl. Ubungen)

e Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(¢|)| < |l¢| - ||#||
e Dreiecksungleichung: |[¢ + ¢ < |l¢| + ||¢]]

3.1.1.3 Hilbertraum

Ein komplexer Hilbertraum ist ein unitdrer Vektorraum, der vollstdndig ist:
Der Grenzwert jeder Cauchyfolge liegt im Hilbertraum.
Dabei heifit Cauchyfolge eine Folge [);,) mit
Ve>0 3 ng: d(|tm), |vn)) <€ Vn,m > ng

Ein Hilbertraum $) heisst separabel, wenn es eine abzahlbare Teilmenge V gibt,
die in dem Hilbertraum dicht liegt (d.h. jede zu jedem Vektor |¢) € $
und € > 0 gibt es einen Vektor |¢) € V mit d(¢, ) < €).

Es gilt: Die Dimension separabler Hilbertrdume ist endlich oder abzahlbar
unendlich.

Separable Hilbertrdume bilden den Rahmen, in dem die Quantenmechanik
formuliert wird.

In der Wellenmechanik konkret: Der Raum L? der quadratintegrablen
Funktionen (~ , Wellenfunktionen® (7)) Spéter werden noch ande-
re Hilbertrdume dazukommen.

Aus praktischen Griinden: Erweiterung um , Dirac“-Vektoren
(z.B. (7o| = 6(F — 7)), (o] = —L=¢~#P0" in Ortsdarstellung)
vV 2mh
~» Lasse fiir Dirac-Vektoren Forderung nach Normierbarkeit fallen.
Fordere stattdessen, dass Skalarprodukt mit ,,gewShnlichem® Vektor

existiert.

Normierung;:

»Gewohnliche* Vektoren sind normiert, wenn (¢|¢) = 1
,Dirac“-Vektoren normiert, wenn (dg|dy) = 6(k — k')
(k: kontinuierlicher Index)

Bemerkung: Dirac-Vektoren sind physikalisch nicht wirklich notwendig,
da

e nie ein unendlicher Raum zur Verfiigung steht

e alle experimentellen Messungen (Ort, Impuls) mit einem Fehler
behaftet sind.
$0+6/2
Z.B. konnte man definieren: |zg)e = ﬁ [ 6z —2a')da’
To—€/2
Der Dirac-Vektor |zo) entspricht dem idealisierten Grenzwert ¢ — 0,

vereinfacht die Notation.
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3.1.1.4 Darstellungen und Basistransformation

Gegeben sei eine orthonormale Basis {|b;) }

Ein Vektor [¢) wird in dieser Basis dargestellt als

) =32 ci [bi) mit ¢; = (bile)). (check: (bjle)) = 3=, € (bjlbi) = 32, €idi )

7
e Beispiele
R™: neue Koordinaten, selber Vektor {QA 2 ?é"

Funktionen: Ortsdarstellung (7]¢) = 1/;(77);
Impulsdarstellung (ply) = ¥(p)

e Zerlegung der Eins

Wegen [1)) = . |b;)(bi|) fiir alle Vektoren [¢)) gilt formal:
> 16i)(bi] = 1 (Einheitsoperator) — ,, Vollstandigkeitsrelation*

7.B. Funktionen auf Kugel — Kugelfunktionen Y}, bilden Basis:
™ 27
— Orthormal: (Im|I'm’) = [sin@dd [ doY, (0, 9)Yin (0, $) = 0 Spmm
0 0
— Vollsténdig: Y [lm)(lm| =1
Im
bow. 32 Vi (0, ) Vi (9, ') = 8(p — /)3 cos # — cos )
l,m
N.B. Einen Ausdruck der Form |¢)(p| nennt man auch ,,dyadisches Pro-

dukt“. Er liefert einen Operator in V' (vgl. néchstes Kapitel).
al alb’{ e alb:

2B.C" |a@ybl=| : | @ ... b)) =

an apby ... anby

e Wechsel der Darstellung, Basistransformation

Neue Orthonormalbasis {|b})}

— Darstellung der neuen Basis in der alten:

b)) = Z |b3) (bi] b)) = XZ: Uij|bi) mit U;; = (b;|b};): Transformationsmatrix

1
Es gilt: UU*T =1 ~  U~'=U*T: U ist eine unitire Matrix.
(check: [UU*T ], = S Ui UL, = (bi > 1B ) = (bilbr) =6k = 1)/
J J

—_————
=1

— Transformation der Koeffizienten: 1)) = " ¢;|bi) = > c;|b])

K3 3

ci = (bil) = S (balb) (V1) = 3 Ussc

J

¢ = (Bilv) = S (Bilbs)bile) = > Upie
J

J
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Beispiel: Ubergang Ortsraum — Impulsraum in einer Dimension

. . i
Transformationsmatrix: (z|p) = \/ﬁehw

(= Dirac-Vektor |p) in Ortsdarstellung)
= (alb) = (@ [aplp) ol ¥) = fdplalp) (o) = i [dp eho o)

—_—
=1

~» Fouriertransformation!

3.1.1.5 Produkt von Hilbertriumen
Problem: Komplexere Systeme, zum Beispiel

e Zwei-Teilchen-System, jedes Teilchen i wird durch Vektoren (Wellen-
funktionen) im Hilbertraum V; beschrieben.

e Zusitzliche Freiheitsgrade (Spin, ...)

= Bildung eines Produktraums V; Q) V2 (Tensorprodukt):
Enthélt Elemente |¢) |x) mit [¢) € Vi und |x) € V2 und sdmtliche Line-
arkombinationen aus solchen Elementen.

Es gilt

o (al1) +bla)) - (clx1) + dlx2))
=aclr)xa) +belv)lxi) +adli)xe) +bd [Pa)x2)

e Skalarprodukt: (x1[(¢1|1]¢2)[x2) = (x1lx2) - (¥1]¢b2)
e Dimension des Produktraums: dim(V; @) V5) = dim(V}) - dim(V52)

3.1.2 Lineare Operatoren
3.1.2.1 Allgemeine Aussagen
(%) Operatoren: (von jetzt an vereinfachte Symbolik A, B, ... statt A, B)

Transformationen A: vV —V

[9) — Ali)

(%) Produkt von Operatoren: A;As|y) = A1(As2|v))

(%) Lineare Operatoren: Operatoren L mit der Eigenschaft
L [Myp1) + Aatho) = M L[p1) + Ao L|¢h2)

(%) Summe linearer Operatoren:

(MLt + A2L2)[¥0) = MLa[Y) + AaLofth) (A € C)
(%) Darstellung linearer Operatoren in einer Basis {|b;)}:

Gegeben sei [p) = > ¢ilb;) (= Darstellung von [v))

und L|y) =Y ci|b;) (= Darstellung von L|v))

]
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Dann gilt ¢, = >_ Lije; mit Li; = (bi| L|bj)
J

(Check: L) = > cjLlbj) =3 cj 32 bi)(bi| LIbs) = 3255 cjLij [bi) /)
3 7 T T \— _//

~» Darstellung von L ist eine Matrix

Falls Basis abzéhlbar: Zeilen und Spalten (evtl. unendlich viele)
Falls Basis iiberabzihlbar (~ Dirac-Vektoren)
~» lineare Operatoren in der jeweiligen Darstellung,
z.B. Integral- oder Differentialoperator
Beispiele (in einer Dimension)
Ort x in Ortsdarstellung: (zg|x|z)) = z( (xo|z() = 2 0(x0 — ()
Impuls p in Ortsdarstellung:
(wolplh) = f dz §(z — z0) b 6(x — )
——— N ——

(wol P )
= [dz é(x — xg)%digé(x —xp) = %dggd(l‘o —xp)

(*) Spur eines Operators: Sp(L) = >, (b;|L|b;)

NB: Hingt nicht von der Wahl der Basis ab (Ubungsaufgabe)

Eigenschaften:

=1
——

Sp(AB) = Sp(B4) (= (b A [ba) (bl Blbs))
J i

Sp(A + B) = Sp(A) + Sp(B)
Falls Basis kontinuierlich: {|by)} — Sp(L) = [ dA (bx|L|by)

(%) Vertauschbarkeit und Kommutatoren

Operatoren diirfen im Allgemeinen nicht vertauscht werden.
Kommutator [A,B] = AB — BA
definiert “Multiplikation* im Raum der Operatoren mit den Eigen-
schaften:
- distributiv: [A; + A, B] = [A1, B] + [A2, B]
[A, B1 + Ba] = [A, B1] + [A, Bs]
- antikommutativ: [A, B] = —[B, 4]
- Jacobi-Identitét: [A, [B,C]] + [B,[C, A]] + [C,[A,B]] =0
(NB: nicht assoziativ: [A, [B, C]] # [[4, B], C] im Allgemeinen)
~» Diese Eigenschaften definieren eine Lie Algebra iiber C
(vgl. Analogie zum Kreuzprodukt @ x b in C")
Antikommutator [A, Bl = AB+ BA

(kommutative und assoziative Multiplikation
— assoziative Algebra)
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(%) Operatorfunktionen
- Definition iiber Taylorentwicklung: f(L) =), frLF
mit fr= Koeffizienten der Taylorreihe von f(z) um z = 0.
- Ableitung einer Funktion F'(Lq, ..., Ly):
gg :121[1)%(F(L1,...,Li+e]l,...,Lk)—F(Ll, S Liy ... Ly))
~» Produktregel, Kettenregel etc. gelten nach wie vor, wenn man
Nichtvertauschbarkeit richtig beriicksichtigt.

3.1.2.2 Spezielle Operatoren
(%) Einsoperator: 1|¢) = [¢) fiir alle |¢)
(Zerlegung: 1 = )", |bi) (bx|)

() Inverser Operator L~! zu linearem Operator L:
L='mit L7'L =1 also L™ Ljy) = |¢) fiir alle |[¢) (= LL™!' =1)

(¥) Adjungierter Operator LT zu linearem Operator L:

Lt mit (Loly) = (p| L) fiir alle |¢), |¢) im Def.bereich von L, L.
Dabei ist der Definitionsbereich von L beliebig, der von LT “maxi-
mal”, d.h. er enthilt alle |¢), fiir die (LTp|y) = (@| L) erfiillt ist.

Es gilt: (LT)T = L auf dem Definitionsbereich von L; (AB)" = BT At

(*) Hermitescher Operator:
Operator H, fiir den gilt: (p|Hy) = (Hep|y)

(%) Selbstadjungierter Operator:
Hermitescher Operator mit zusédtzlicher Bedingung;:

H und HT haben dieselben Definitionsbereiche
(fir Matrixdarstellungen gilt: H = Hy;)

= H =Ht
Es gilt: Wenn H, K selbstadjungiert, dann sind auch
HK + KH und i[H, K] selbstadjungiert. (Ubungsaufgabe)

(%) Positiv definiter selbstadjungierter Operator: (|H|¢)) > 0 fiir alle [¢)

(*) Unitérer Operator: U~! = UT
Unitére Operatoren sind normerhaltend: ||Uv|? = (4 |UTU|p) = (4|¢)

() Projektionsoperatoren: Selbstadjungierte Operatoren mit P2 = P

Beispiele:
e |e) Einheitsvektor (d.h. (ele) = 1)
= P. = |e)(e| projiziert Vektoren auf |e)

e {|e;)} orthonormale Vektoren
= P =", |ex)(ex| projiziert auf den Unterraum von V,

der von {|eg)} aufgespannt wird.
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3.1.3 Das Eigenwertproblem linearer Operatoren

3.1.3.1 Eigenwertgleichung eines linearen Operators L

Struktur: Livy)= _A lua) (Ae )
~~ —

Eigenwert pgigenvektor

Gesamtheit aller Figenwerte: Spektrum des Operators
- im eigentlichen Hilbertraum: Diskret (abzdhlbar)
- mit Dirac-Vektoren: Auch kontinuierliches Spektrum méglich.

Beachte: Eigenwerte sind natiirlich unabhéngig von der Darstellung.
Beispiele:

e Eigenwerte von Matrizen im C™

e (Diskrete) Eigenwerte des Drehimpulsoperators im Raum der Funk-
tionen auf einer Kugeloberflache: |lm)=Y,, (9, )

— L,|lm) = hmllm)
— L2|im) = K21l + 1)|lm)
e Eigenwerte des Hamiltonoperators in der Wellenmechanik

— gebundene Zusténde: diskretes Spektrum
— freie Zusténde: kontinuierliches Spektrum

3.1.3.2 Eigenwerte von hermiteschen Operatoren
(*) reell (Beweis: siehe unten)
(x) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal

(Aus (vx|Hvy) = (Huplvy) (H hermitesch) und H|vy) = N|vy) bzw.
(Hvy| = M*(vy| (Eigenwertgleichung) folgt: X (vy|ua) = XN*(vx|vn)

— Spezialfall X' = X = (vyloy) = (vploa) =1 = N = A= )*
~> Alle Eigenwerte sind reell —/

— Fall N # X = \*: ~ (vy|lvy) =0  Eigenvektoren orthogonal /)
(%) Entartung eines Eigenwerts: Dimension des zugehorigen Eigenvektorraums

(%) Folgerung: In einem separablen Hilbertraum miissen Eigenwerte diskret
sein (kontinuierliche Eigenwerte <> Eigenvektoren sind Dirac-Vektoren)
3.1.3.3 Selbstadjungierter Operatoren und Spektraldarstellung

Fiir selbstadjungierte Operatoren L gilt, dass die Eigenvektoren den Hilber-
traum erzeugen  (Saloppe Version des “Spektraltheorems*)
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(%) L-Darstellung oder Spektraldarstellung eines selbstadjungierten Operators L:

e Falls Eigenwerte von L nicht entartet sind, bilden die normierten
Eigenvektoren eine Orthonormalbasis {|b;)}

e Falls L entartete Eigenwerte [ hat, wahlt man zu jedem Eigenvektor-
raum eine Orthonormalbasis {|b;,)}. Die Basisvektoren zu verschie-
denen [ stehen sowieso senkrecht aufeinander.

— Man erhilt eine orthogonale Basis fiir den ganzen Raum.

e Konkret: Spektraldarstellung von L: | L = Z l Z b1,,) (biv|
[ v

Fiir Operatorfunktionen f(L) folgt | f(L) = Z f() Z by ) (bl
l

v

(%) Speziell: Eigenwerte und Eigenvektoren von Projektionsoperatoren:

P = P? = Pluy) = Ajua) = P2|oy) = AP|vy) = A[uy)
= Eigenwerte sind A =0 oder A =1

A = 1: Eigenvektorraum = Projektionsebene

A = 0: Eigenvektorraum steht senkrecht auf Projektionsebene

3.1.3.4 Eigenwertproblem von vertauschbaren selbstadjungierten Ope-
ratoren

Gegeben zwei selbstadjungierte Operatoren L, M

Falls [ Eigenwert von L und [L, M| = 0 gilt: Mit |v;) ist auch M |v;) Eigenvektor
von L zum Eigenwert .

( ML|vy) =IM|v) = LM|vy) /)

Folgerung: Man kann immer eine Basis finden mit Basisvektoren, die sowohl
FEigenvektoren von L als auch von M sind.

(- Falls [ nicht entartet: M|v;) o |v;) — |v;) automatisch Eigenvektor

- Falls [ entartet: M|v;) liegt im Eigenraum von [.
Betrachte Darstellung von M in diesem Eigenraum:
M, = (b |M|byr); M, = M, ist selbstadjungiert
~» M, kann diagonalisiert werden.)

3.1.3.5 Vollstindiger Satz kommutierender Observablen (VSKO)

Ein Satz von selbstadjungierten Operatoren {A, B, ...}, die paarweise kom-
mutieren und deren gemeinsames Basissystem eindeutig bestimmt ist.

(Beispiel: Teilchen im Coulombpotential: {H, L2, L.} (Kapitel 2.3.4 S.43)

Gebundene Zusténde: Quantenzahlen (n,l,m) bestimmen eindeutig ein
System von Basisvektoren fiir quadratintegrable Funktionen.

Freie Zusténde: Fiigen Dirac-Vektoren hinzu.)
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3.2 Elementare Prinzipien der Quantenmechanik

Wir sind nun in der Lage, innerhalb des mathematischen Rahmens von 3.1 S.47
die Quantenmechanik auf einem abstrakten Niveau neu zu formulieren.

3.2.1 ,,Postulate“ der Quantenmechanik

3.2.1.1 Die Postulate

(vgl. Ballentine)

I: Ein quantenmechanisches System wird durch Zustandsvektoren in ei-
nem unitdren Vektorraum (separabler Hilbertraum + Diracvectoren)
dargestellt. (Es gilt also insbesondere das Superpositionsprinzip: Line-
arkombinationen von Zustandsvektoren sind auch Zustandsvektoren.)

Jede Richtung im Zustandsraum (d.h. jede Schar von parallelen Vek-
toren A|W)) entspricht einem ,reinen Zustand“. Dieser enthilt die
maximal mogliche Information iiber ein System. (In der Praxis wird
die Schar von Vektoren {iiblicherweise durch einen normierten Vektor
reprisentiert, (¥|¥) = 1 — eindeutig bis auf Phasenfaktor).

II: Jeder dynamischen Variable (messbaren Gréflie) ist ein selbstadjun-
gierter Operator (eine Observable) zugeordnet. Der Zustandsraum wird
von den Eigenvektoren eines vollstéindigen Satzes kommutierender Ob-
servablen aufgespannt.

(d.h. es gibt keine “iiberfliissigen* Freiheitsgrade)

I1T: Ein allgemeiner Zustand wird durch einen
,statistischen Operator® ¢ beschrieben, der die folgenden Eigen-
schaften hat:

— o ist selbstadjungiert

— o ist positiv semidefinit ((¥]o|¥) > 0 fiir alle |¥))

~Sp(e) =1
Der Erwartungswert einer Observablen O bei einer Messung ist
(0) = Sp(0)|

Zwei Zusténde gelten als identisch, wenn sie durch denselben statisti-
schen Operator beschrieben werden (d.h., alle Erwartungswerte physi-
kalisch messbarer Groflen sind identisch)

(NB: O selbstadjungiert mit (reellen) Eigenwerten \; und Eigenvektoren |v;)
= Sp(00) = >, (vi]eOlv;) =", Ai{vilo|v;) automatisch reell!)
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3.2.1.2 Erliduterungen zum Konzept des statistischen Operators
o Speziell: ,Reiner® Zustand: o = |V)(¥| (]¥) normiert)
= (0) = (¥[|0]¥) -

—N—
(check: (O) = Sp(00) = %(bkl‘l/)(‘l’l()lbw = <‘1’\O§k3 [bx) 0k | ¥) V)

~> Fiir ein Teilchen (ohne Spin, siche Kap. 4) erhélt man das Ergebnis der
Wellenmechanik fiir einen Zustand mit Wellenfunktion ¥(7) = (7| )
Kennzeichen reiner Zusténde: o?> = p (d.h., g ist Projektionsoperator)
0 <> |¥): enthidlt maximal mogliche Information iiber ein System.

e Erweiterung: Lasse auch ,,Gemischte “Zustédnde zu

Konstruktion: ¢ = Zp,\goz><cpz| mit p; > 0, sz =1 ()

mit: |¢;) normlert aber nicht notwendlg orthogonal
(Erfiillt Bedingungen von Postulat IV, da:
o selbstadjungiert: Summe von Projektionsoperatoren  /
o positiv semidefinit: (¥|o|¥) = 3=, pi(¥|ps) (i | V) = >, pil (¥]pi)|2 >0 V|T)
Sp(e) = 325 pi 2 2(bklwa){wilbr) = 32; pifwil 225 1br) (bl i) =22;pi =1 V)
k ———

=1
~» Gemisch von reinen Zustdnden mit statistischen Gewichten p;

Es gilt: (O) = >_ pi(¢i|Olei) -
l —

(Rechnung: ((O) = Sp(e0) = Zi:m kabk|<Pi><4Pi‘O|bk> = ;Pi(@ilo%: [br) (br| )

~» entspricht in der Wellenmechanik dem Erwartungswert von O in
einem Ensemble von Wellenfunktionen ¢;, die mit der relativen
Héufigkeit p; vorliegen.

Bemerkungen

* Da p selbstadjungiert und positiv semidefinit ist, gibt es minde-
stens eine Zerlegung der Form (x) (z.B. die Spektraldarstellung
von p). In der Regel gibt es aber sogar mehrere Zerlegungen.
~> In der Regel kann man die |¢;) und p; aus p nicht eindeutig
bestimmen, und sie haben keine physikalische Bedeutung.

* Die statistische Mischung reiner Zustédnde ist etwas fundamental
anderes als ihre quantenmechanischer Superposition.

Illustrationsbeispiel: Betrachte Kombinationen von Zustinden
aus orthonormalen Vektoren |¢1),|d2) ((da|dg) = 6apg)
(1) Quantenmechanische Superposition:
~» Zustandsvektor |¥) = c1|p1) + ca|do) mit |c1]? +|ca]? =1
~> Zugehoriger reiner Zustand p; = |U) (V|
~» FErwartungswert von O:

(0)1 = |e1[X{91|0]¢1)+|ca*(92|O]d2)+2Re(ct e (1|0 ¢2))

(2) Statistisches Gemisch mit Gewichten p; und po
~» Zugehoriger gemischter Zustand pa = p1 @) (d] +p2 |x) (x|
~» Erwartungswert von O:
(0)2 = p1{9]0]) + p2(x|O[x)
= Bei der Superposition (1) treten zusétzliche Kreuzterme auf:
Re(cica(¢p1]0|¢2)) ~ Interferenzen!
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3.2.1.3 Unmittelbare Folgerungen aus den Postulaten

(a) Berechnung der Wahrscheinlichkeit W),
bei Messung einer Groflie O einen konkreten Wert A zu messen

e Herangehensweise: Nutze Wy = (6o »)

(Begriindung: dp,» hat den ,,Messwerte“ 41, falls die Messung von O den Messwert A
liefert, und anderenfalls den Messwert 0. Also liefert (0o, ) die relative Haufigkeit
des Messwerts \.)

Operator 0o, kann definiert werden iiber die Spektraldarstellung
von O: 0o x = >, Am|bm) (bm]
mit |by,): Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von O
und \,,: zugehorige Eigenwerte (kénnen auch entartet sein)
Der Fall, dass O ein kontinuierliches Spektrum hat, wird unten
separat diskutiert.
e Zunichst vereinfachte Annahmen: Spektrum diskret (A, wie oben)
und Eigenwerte nicht entartet, d.h. alle \,, sind verschieden und zu
jedem Eigenwert gehort genau ein Basisvektor |by,).

Allgemeiner Fall
Wi = (d0o,x) = Sp(0 60,) = >(bm|o d0,x|bm) = > (bm|olbm) ..
B { 0 : Falls A kzin Eigenwert von g ist
(bi]olby) : Falls es ein [ gibt mit A = ),
Speziell: Reiner Zustand
o=[U)(¥], [¥)= %ﬁcm |bm) mit ey = (bn|¥)

W = { 0 : Falls A kein Eigenwert von O ist
g (0 )(T|br) = [0 ) * = | = Fiir A=\,
~» Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir Koeffizienten ¢, eines
Zustandsvektors |¥) in der Spektraldarstellung einer Obser-
vablen O: |c,,|>= Wahrscheinlichkeit, zugehorigen Eigenwert
Am in einem reinen Zustand ¢ = |¥)(¥| zu messen.

e Verallgemeinerungen:

— Eigenwerte \; entartet — Eigenvektoren |b;,)
(mit v=Entartungsindex)

Allgemeiner Fall: Wy, = > (bi|o|b)
Reiner Fall: Wy, =3, [(P]by,) 2
— Spektrum kontinuierlich — Eigenvektoren |b,(\))
(mit y=Entartungsindex)
Spur wird ausgewertet geméfl Sp(pA) = Z JdX (b, (V)] eA|bu(N))

- Allgemeiner Fall: W(X) = (6(O — X)) =3, (b (N)]|o|bu(N))
Reiner Fall: W) =, (b, (M)

~» Ausdriicke dieselben wie im Fall des diskreten Spektrums,
allerdings ist W () hier eine Verteilungsdichte:
W (A)dA entspricht der Wahrscheinlichkeit, einen Messwert
im Intervall [\, A + dA] zu messen.
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o Wichtigste Schlussfolgerung: Falls A kein Eigenwert von O ist, ist
Wy =0, d.h. der Messwert A tritt nie auf.

Die einzig moglichen Werte (Messwerte) einer dynamischen
Variable sind die Eigenwerte der zugeordneten Observable.

(wird oft bei den Postulaten mitgenannt, aber wir haben es hier aus
den Postulaten I-IIT hergeleitet.)

(b) Unschérferelation (vgl. Kapitel 2.1.5 S.26)

AA-AB > 3|(i[A, B))|

Zwei Groflen konnen nur dann gleichzeitig scharf messbar sein, wenn sie
vertauschbar sind.
(Beweis:
o Definiere a = A — (A), b= B — (B) = AA? = (a?), AB? = (b°), [A, B] = [a, b]
Es gilt: ¢[A, B] = i[a, b] ist selbstadjungiert
(da (i[A, B))t = —i(AB—BA)t = —i(BTAT—ATB") = i(AB—BA) = i[A,B] v/ )
o Definiere d := a + i\b (nicht hermitesch) — df = a —i\b
und D(}) := Sp(dt od)
= D(X) = Sp(dted) = > (by|d ed|bk) = >(dby|o|dby) > 0

k k
= D()\) = Sp(edd") = Sp(o(a + iAb)(a — iAb)) = Sp(o(a? + A?b? — i)[a, b]))
= (a?) + A2(b2) — \(i[a,b]) > 0 (reell, da i[a, b] hermitesch!)

o Wihle speziell A = % (minimiert iibrigens D(X))

= (a?) - JEBD® > 0 5 (@) (12) > L(la,B)? V)

NB: Beweis gilt natiirlich auch fiir reine Zusténde
~» Alternativer Beweis zu dem von 2.1.5 S.26
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3.2.2 Dynamische Entwicklung abgeschlossener Systeme

Abgeschlossenes System: Keine Wechselwirkung mit der Auflenwelt
Beschreibung in Kapitel 2 S.9 — im wesentlichen Schrodingergleichung

Hier: Struktur der dynamischen Gleichungen aus allgemeinen Prinzipien
— Rekapitulation der Schrodingergleichung (,,Schrédingerbild®)

— Einfiihrung alternativer, dquivalenter Beschreibungen, in denen sich statt
bzw. aufler Zustandsvektoren auch Operatoren dynamisch entwickeln
(,,Heisenbergbild“ und ,, Wechselwirkungsbild*)

3.2.2.1 Der Zeitentwicklungsoperator

Betrachte zeitliche Entwicklung von reinen Zustédnden: Représentiert durch
Zustandsvektor |U(t)); Statistischer Operator: p(t) = [¥(¢)) (¥ ()|

zur Zeit to: |W(t0)) bzw. p(to) = |¥(to)) (¥ (to)].
zur Zeit t > to: |[U(t)) = U(t, t0)|¥(to)) |
bzw. p(t) = U(t, to)p(to)UT (¢, to)

~» definiert Zeitentwicklungsoperator U

Forderungen an U

(i) stetig, speziell tlil? Ul(t,to) =1 (~ lim |U(t)) = |¥(t0)))
Stetig h

t—to

= |¥) soll sich stetig, nicht sprunghaft entwickeln

(ii) unitér: |[UUT =1| (~ normierte Zustandsvektoren bleiben nor-

miert)
Folgt aus Wahrscheinlichkeitserhaltung in reinen Zusténden.
Sei o(to) = [Wo)(Wo| (WolTo) =1) o(t) = U(t,to)|Wo)(Wo|UT (¢, t0)

~ Sp(e(t)) = Y (bk|U|Wo)(Wo|UT|bg) = (Wo|UTU|Wo) =1
k
Gilt fiir alle normierten |¥g), also auch fiir Eigenvektoren von UTU

=UU =1
(i) zusammensetzbar: |U(t,to) = U(t, 1)U (t1, to) | fiir ¢ > +1 > to

Folgerung;:

e Infinitesimaler Zeitschritt dt¢
Ansatz: U(to + dt, to) =1+ G(to, dt)
— € muss mit d¢ gegen Null gehen wegen (i)

— € muss linear in dt¢ sein wegen (iii)
(Ulto + dty + dt2, to) = Ulto + dt1 + dta, to + dt1)U (to + dt1, to)
= 1+ e(to,dty + dta) = (1 + e(to + dt1, dta)) (1 + e(to, dt1))
= e(to, dt1 +dt2) & e(to+dt1, dta) +e(to, dt1) = e(to, dt2) +e(to, dt1) /)
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— te muss hermitesch sein wegen (ii)
(1 =U(to+dt, t0)TU o +dt, to) = (1 + )T (1 +€) = 1 + €l + e+ o(e?)
——

Setel =0= e=—€f = (ie) = (i)t V) o(dt?)
= Ul(to +dt, to) =1 —i Q(to) dt, (tp) hermitesch
e Endlicher Zeitschritt
Setzt sich aus vielen infinitesimalen Intervallen zusammen
JRekursiv®: U(t+dt, to) = U(t+dt, 1)U (t, to) = (1 —i Q dt)U(t, to)
= U(t+dt, tg) — U(t, tg) = —i Q dtU (¢, o)

= i%U(f,to) =Q U(t,to)

Falls  nicht zeitabhéingig ist

~> Formale Lésung moglich: U (t, tg) = e~ *X(¢=to)

Allgemein: schwieriger (Reihe, siehe z.B. Kapitel 5.2 S.126)
3.2.2.2 Schrédingerbild

Schrodingerbild — der Zugang, den wir aus der Wellenmechanik kennen. Wur-
de bis jetzt implizit immer verwendet.

Kennzeichen:

Operatoren O fiir Observablen im allgemeinen zeitunabhingig, es sei
denn, es gibt explizite Zeitabhéngigkeit (z.B. Potential V(¢))

Zustandsvektoren |U(t)) verdndern sich in der Zeit

Dann ist: Q = H/h mit H: Hamiltonoperator  (dies definiert H)

Es folgt fiir die dynamische Entwicklung ...

e des Zeitentwicklungsoperators U (t, to):

m% Ult,to) = H U(t, o)

Falls H nicht explizit zeitabhingig: U(t,tg) = e~ wH(t—to)

e von reinen Zustinden bzw. den zugehorigen Zustandsvektoren:

mit [U(1)) = U(t, to)|¥(t)) folgt:

mgt |W(t)) = H |¥(t))|: Schrodingergleichung

0 _ 90
dt ot

e von Operatoren zu Observablen:

e des statistischen Operators g:

Fiir allgemeine gemischte Zustédnde p = >, pi| ;i) (¢i| gilt:
p(t) = 32, pilds (1)) (i (0] = 3=, BiU (¢, t0) i (t0)) (i (to) |UT (¢, to) = U(t, to)p(to)UT (¢, o)
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62
— | o(t) = U(t,t0) o(to) UT(t, t0)
Zugehorige Differentialgleichung: ih%g = (ih-2U) o(to) Ut — U o(to) (lh% ot
=H U o(to) UT = U o(to) UT H
—_———
o(t) o(t)

: von-Neumann-Gleichung

0
— Zh&Q [H, o]

e von Erwartungswerten:

! o4 : Ehrenfest-Gleichung

d
& (4) = <E[H7A]> + <§>
( L5p(0A) = Sp(22A) + Sp(0%2) = Sp([H, o A) + (%)
 Sp(LoHA) — Sp(EoAH) + (2) — Sp(LolH, A]) + (24) = ([, A + (%) )

Konkret: Berechnung von Zeitentwicklungsoperatoren im Schrodingerbild

~» sinnvollerweise in H-Darstellung (Energiedarstellung)

H|pn) = Eplen) (=~ stationdre Schrodingergleichung)
Falls H zeitunabhéngig: U(t,to) = e~ #H(t=t0)

Ut to) = E [n) (alUlem) (oml =3 |on)(pnl e
—_———— n

Snme #En(t—tg)

(U (1)) = Ut to)| L (to)) = X on) (0n] U (t0)) €™ #Fn1=0)
n
Falls H explizit zeitabhingig: schwieriger (z.B. Dyson-Reihe, Kapitel

En (t—to)

5.2 5.126)
Beispiel: Zeitentwicklungsoperator fiir freies Teilchen in einer Dimension
. 2
H=1L 5 U(tt) = #=03%x = [dp p)(ple”#-)3a (%)

in Ortsdarstellung.
(x|U(t,t')|2") =: G(z,t;2',t') — ,Propagator®

U(z,t) = (2|¥(t) = @|U L)) = [da'(z[U(t,1)|2") ([T (t))
= [da/ G(z, t; 2, ¢")¥(2/, )

Iyl m —im(w_x,/)z
. — h 2 (t—t
~ Gz, ', 1) = 2min(t—t) © (=
. ’ 2
(Rechnung: (z|U(t,t')|z’) = [dp (z|p) (p|z") —7 =t
TR e R
2

— ﬁfdpe%p(m e~ 1 (=t 2
quadratische Ergénzung

U (pm(2=2))?

P
— 2 (t—t R 2m
= 5g€ ( ) f dpe

Gauflsches Integral
’\2

-ipl=l
:\/Zwih(t—t’)e P2 )
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3.2.2.3 Heisenbergbild
Alternative, dquivalente Beschreibung zum Schrédingerbild

Idee: Zustandsvektoren |¥) dndern sich im Grunde nicht, werden nur gedreht.
Was sich dndert, sind Erwartungswerte von Observablen

~» Es wire in manchen Situationen transparenter, eine Beschreibung zu haben,
in der Zustandsvektoren zeitunabhingig und Observablen zeitabhingig
sind. — ,,Heisenbergbild“

x Entwicklung des Heisenbergbilds aus dem Schrodingerbild

(i) Schrodingerbild, iibliche Darstellungen (Index S bedeutet Schrédinger)

Zustandsvektoren: |[Wg(t)) = Us(t,0) |[¥5(0)) zeitabhingig
Observablen: Og im allgemeinen zeitunabhéngig
Statistischer Operator: pg(t) = Ug 05(0) Ug zeitabhéngig

Ublicherweise wihlt man zeitunabhingige Basis |by,)
~» Zustandsvektoren: (b,|1)s(t)) — zeitabhéingige Koeffizienten
Observablen: (b,|Og|b,) — zeitunabhéingige Matrixelemente

(ii) Schrodingerbild mit mitbewegten Basisvektoren

Im Prinzip kann Basis auch mitbewegt werden: |by, (t)) = Us(t,0) |by)
~» In solchen Darstellungen gilt:
Zustandsvektoren: (b, (t)|Wg(t)) = (bn\U;US|\I/S(O)> = (bn|¥s(0))
— zeitunabhingige Koeffizienten
Observablen: (b, (t)|Og|bm(t))
— i.a. zeitabhéngige Matrixelemente
NB: Koeffizienten der Zustandsvektoren in solchen Darstellungen
sind zwar zeitunabhéngig, aber fiir |[Ug(t)) selber gilt nach wie
vor (i)  (immer noch Schrédingerbild)
(iii) Heisenbergbﬂd (Index H bedeutet Heisenberg)
Darstellungen von Zustandsvektoren und Observablen haben die
gleichen Eigenschaften wie in (ii), aber in fester Basis |by,)
— Passe Zustandsvektoren |¥) und Observablen O an:
(bu ()| Ws () = (bn|UL(t,0)| W (t)) = (ba|¥s(0)) =: (bn| W)
<l~)n(t)‘OS|l~)m(t>> = <bn|U;OSUS’bm> = (bn|Opr|brm)
~» neue Zustandsvektoren, Observablen, statistischer Operator

Zustandsvektoren: |Wp) = UL(t,0) [Us(t)) = |Us(0))
zeitunabhéngig

Observablen: Og(t) = Ug(t, 0) Og Ug(t,0) i.a. zeitabhiingig

Stat. Op.: oy = Ug(t,()) 0s(t) Us(t,0) = ps(0) zeitunabhingig

(Beweis von g = 05(0) ergibt sich aus der Forderung (O) = Sp(0sOs) = Sp(euOn):

= Sp(esOs) = Sp(gHU;OSUS) = Sp(UngU;OS) fiir alle Observablen Og

— Uson UL = 0s(t) = o = Ulos(H)Us

Weiterhin gilt: og(t) = USQHU; = og =0s(0) /)
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x Charakterisierung des Heisenbergbilds

e Beschreibung vollig kompatibel mit den Postulaten aus 3.2.1 S.56

1. |¥y) sind Zustandsvektoren im Hilbertraum
2. O = U;OSU s selbstadjungiert, falls Og selbstadjungiert
3. Eigenwerte von Oy und Og sind identisch
(Eigenvektor |vg) geht iiber in |vy) = Ut|vg))
4. Statistischer Operator gy so konstruiert, dass (O) = Sp(ogOp) =
Sp(esOs)
e Beschreibung auch kompatibel mit 3.2.2.1 S.60,
wenn man trivial setzt: @ = 0= Ug(¢,0) =1
e Es folgt fiir die dynamische Entwicklung ...

- des Zeitentwicklungsoperators: %UH =0 (Ug=1)

- von Zustandsvektoren: &|Wy) =0

- von Operatoren zu Observablen:

d 00
Zhd Oy = [OH,HH] +Zﬁ( En )

mit (22 := UL(t,0) 295 Us(t,0)

(Beweis: Og (t) = U OgUg und zh ; Us = HsUg wobei Us = Us(t,0):
= m%oH —(ind US)TOSUS + ULos(indUs) + Us(zhdtOS)US
(HSUS)TOSUS +ULOsHgUs +ih U} L(L0s5)Us
= —U;HS UsU{, OsUs + ULOs UsUL HgUs + il (22) i1

N—— ——
1 1

= —HyOp +OpHy +ih (52)n V)
- des statistischen Operators: %QH =0

- von Erwartungswerten: Ehrenfest-Gleichung wie gehabt
Ergibt sich hier direkt aus der Heisenberg-Gleichung

: Heisenberg-Gleichung

e Bemerkungen

- Falls Hyg zeitunabhéngig ist < Ug(t 0) = e st
folgt: Hy = ehHstHSe st — Ho=H (auch zeitunabhingig)
und Opg = ethOse ﬁHt fiir allgemeine Observable

- Belsplel Freies Teilchen in einer Dimension
5, i rg
HS 2m, HH—HS—H pH—eh2mpSe R 2m = Pps
_ ps
= rp(t) =rs+ 5t

(ih%rH = [rg, H] = Ul[rg, g U= zﬁpH =rg(t) —rg(0) = WHt = %t V)
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3.2.2.4 Wechselwirkungsbild

Noch eine weitere, dquivalente Beschreibung

Mittelding zwischen Schrédingerbild und Heisenbergbild
- niitzlich z.B. in der Stérungstheorie  (siehe Kapitel 5 S.117)

z.B. Wasserstoff im elektromagnetischen Strahlungsfeld, Strahlungsiibergénge
— Waihle ein Bild, in dem die Zustandsvektoren
zu festen Energieniveaus fest sind.
Unter Strahlung variieren Zustandsvektoren langsam
~ Ubergiinge zwischen Niveaus

Zerlege: Hg = Ho + H'(t) so, dass H zeitunabhéngig ist

Definiere: |¥yw(t)) = e%HOtl\Ps(t»
Ow (t) = er Hot Og e~ ntot

Ho Hot

Daraus ergibt sich analog zum Heisenbergbild: oy (¢) = e Hot 05 ek
= Dynamische Gleichungen: mit Hy, (t) = e Hot H'(t) o~ i Hot

ih g [ (6) = Hiy [P (1))

ih & Ow(t) = [Ow, Ho] + ih (S2)w

ih & ow (t) = [Hiy, ow]

Zeitentwicklungsoperator: Uy (t,0) = oot Us(t,0) o~ Hot
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3.2.3 Offene Systeme und Messprozess

In Kapitel 3.2.2 S.60: Storungsfreie Zeitentwicklung in abgeschlossenem Sy-
stem

Messung: Ankopplung an ,, Aulenwelt* notwendig, kann nicht storungsfrei von-
statten gehen

3.2.3.1 Einfache Beispiele von Messungen

(i) ,,Ortsmessung*

dbwbieende f ~ :
Yawias N _ Falls Elektron nicht absorbiert wurde,
T S g (feststellbar / <> messbar)
EG"‘,‘""‘"*I. IV) B }"‘,4 ist es durch den Spalt getreten
e AF"RQ e % - — Ort bestimmt mit Unschirfe Az
: { &pé 1% — Impulsunschérfe Ap, (Richtung)

Braggstreuung: Durch In-
terferenz wird eine Fre-
quenz herausgefiltert

— ,,Monochromatisierter®
Strahl, Ort weniger scharf
als vorher. ,,Grund“: Kin-
dringtiefe in den Kristall
unbekannt

= (i) und (ii) sind Beispiele fiir eine ,,Messung*, aber auch fiir die Préparation
eines Systems — Messung beeinflusst gemessenes Objekt.

Zusammenhang mit Unschérferelation: Man kann zwei inkompatible Observa-
blen nicht gleichzeitig scharf messen, nur hintereinander. Mit der zweiten
Messung eriibrigt sich der Messwert aus der ersten Messung.

“ Unschérfe“ hier: Man
kann nicht gleichzeitig wis-
sen, durch welchen Spalt
das Elektron gelaufen ist,
und Interferenzmuster er-
halten.

Versuch, eine Information iiber den Weg des Elektrons zu erhalten

(nach Feynman, /L_— Lichtquelle. Licht wird an Elektron ge-
Lectures == " streut. So kénnte man evtl. Trajektori-

on physics) 1 en des Elektrons verfolgen.
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Aber: Streuprozess stort Elektron, zerstort Kohédrenz
— keine Interferenz

Abhilfeversuche:

- Schwécheres Licht — nur noch wenige Streuprozesse (wenig Photonen)
~» nur noch wenige Elektronen an Streuprozessen beteiligt
~» Gestreute Elektronen liefern inkoh#rentes Muster
Ungestreute Elektronen liefern Interferenzmuster
(iiber diese liegt aber keine “Welcher Weg“-Information vor)
- Licht groflerer Wellenléinge
~» FEinzelne Streuprozesse beeinflussen Elektronen weniger

~» irgendwann ist Storung so klein, dass Interferenzmuster wieder
auftaucht

Aber: Die Wellenlénge ist dann so grof}, dass man zwischen den
beiden Spalten nicht mehr unterscheiden kann.

Frage: Was geschieht nun allgemein bei einer Messung?

3.2.3.2 ,Kopenhagener Interpretation“ und Reduktionspostulat

(stammt aus der Gruppe um Niels Bohr, ”klassische” Deutung)

Zusétzliches Postulat: (zu den Postulaten aus 3.2.1 S.56)

»,Nach einer Messung befindet sich das System in einem dem Mes-
sergebnis entsprechenden Eigenzustand.“

Oinitial ” _ Ofinal = ‘Un> <Un‘
Messung einer Observablen O
Ergebnis: Eigenwert Ap,
zugehoriger Eigenvektor |vp )

Im Fall eines von Anfang an reinen Zustands

i = |U)(¥| = o5 = |va) (vl
entspricht dies einer ,,Zeitentwicklung® |¥) — |vy,)

Neue Dynamik, im Lauf derer der Zustandsvektor |¥) auf den Eigenvek-
torraum von \,, projiziert wird: |¥) — |vy,)(v,|¥)

»Reduktion“ des Zustands (daher Reduktionspostulat) bzw. ,Kollaps*

Probleme mit dem Reduktionspostulat

e Zwei verschiedene Dynamiken
Schrodingergleichung: reversibel, unitére Zeitentwicklung
Messung; Kollaps: irreversibel, nicht unitér
~» passt nicht zusammen, in sich inkonsistent

e Wenn schon zwei Dynamiken, dann muss man fragen:

- Wann genau setzt Reduktion ein?
- Was ist eine Messung?
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(z.B. Doppelspaltversuch: Ab wann wird Interferenzmuster zerstort?
Muss ich (Beobachter) wissen, wo Elektron durchgegangen ist?
Was ist, wenn ich eine Messung mache, aber nicht hinschaue?
Was ist, wenn ich prinzipiell gar nicht hinschauen kann?)

Beriihmtes Gedankenexperiment: Schrodingers Katze

Setup: - Radioaktives Atom |1), zerfillt zu |0), emittiert dabei Photon
- Photon wird detektiert, das legt einen ,,Schalter* um
- Der Schalter 6ffnet einen Behélter mit Gift
- Die Katze frisst das Gift und stirbt

Betrachtet man das Atom alleine (reiner Zustand), wiirde man sagen:
Nach einer Halbwertszeit wird es durch Zustandsvektor %(H) +10))

beschrieben.

Betrachtet man den ganzen Setup, kommt man auf
%(]1, .-+, Katze lebendig) + |0, - - - , Katze tot))

~» Was bedeutet das? Wie kann eine Katze tot und lebendig sein?
bzw. Wann entscheidet sich, ob sie tot oder lebendig ist?
Erst wenn ich hinschaue?

Héufiges Argument:
Messung und Kollaps finden da statt, wo ein makroskopisches Messgerat
an ein mikroskopisches Quantenobjekt (Elektron, Atom) gekoppelt wird.
Mikroskopisches System — quantenmechanische Beschreibung
Makroskopisches System — klassische Beschreibung
An der Schnittstelle findet angeblich Kollaps statt.

Aber: Nanotechnologie — Messgeréte (Sensoren) werden immer kleiner.
Tieftemperaturphysik — Quantenobjekte werden immer ausgedehnter
Ubergang mikroskopisch/makroskopisch ist flieBend
Die strenge Unterscheidung makroskopisch /klassisch und mikroskopisch /quantal
ldsst sich heute nicht mehr ohne weiteres aufrechterhalten.

3.2.3.3 Statistische Interpretation und Dekohirenz

Ausweg aus den in 3.2.3.2 S.67 angesprochenen Problemen

Statistischer Ansatz: Diskutiere von vornherein nicht Einzelsysteme, sondern
statistisches Ensemble, beschrieben durch Operator o
— selbst ein ,reines System* ¢ = |¥)(¥| entspricht dann einem Ensemble
identisch préparierter Systeme

Dieser Ansatz rdumt die grundlegendsten Probleme zwar nicht aus (siehe da-
zu (4)), aber er umgeht sie und ermoglicht das aufstellen eines in sich
konsistenten Formalismus.

Wichtig ist dabei: Konsequente Beriicksichtigung dessen, dass man offene Sy-
steme immer gemeinsam mit der Umwelt betrachten muss.



3.2. ELEMENTARE PRINZIPIEN DER QUANTENMECHANIK 69

(a) Beispiel: Noch einmal Doppelspalt (Gedankenexperiment, Scully, 1991)

s |
g Og 1 Resonator wird so eingestellt,
Resonatoren dz?ss das Atom genau abgeregt
wird und Photon im Resonator
I 2 bleibt

~» Information {iber den Weg des Atoms ist im System gespeichert, aber
dem Beobachter (,,mir“) nicht zugénglich

~» Wie wirkt sich das auf Interferenzen aus?

e Referenzsystem ohne Resonatoren:

Zustandsvektor |U) zerlegt in Anteile |¥;) (vom oberen Spalt) und
|W2) (vom unteren Spalt).

= [0) o [Uy) + W),
0 = W)W o< (|W1)(Wa] + [Wa)(Waf + | W1)(Wa| + [W2)(Vy] )

Kreuzterme — Interferenzen

(Interferenzmuster: Anzahl n(zo) der Atome bei zg gegeben durch:
n(z0) < (zolelzo) o (I(20[®1)[? + [ (20| W2)|* + (20| ¥1)(P2|20) + (20| ¥2){¥1]20))
= [1(20)[* + [W2(20)|* + 2R(¥7 (20)P2(20))
—_—

oszilliert —Interferenzen

e Fiige Resonatoren hinzu:

|0) kein Photon
Resonatoren <+ Beschreibung durch Zustandsvektoren { |1) Photon in 1
|2) Photon in 2

Kein Uberlapp, also (i|j) = 0
Gekoppeltes System:
vor dem Spaltdurchgang: |¥)|0) = A"( |¥1)]0) + |¥2)]0) )
nach dem Durchgang: %( |W1)[1) + [¥2)|2) )

= 0= 5([W1)[1) +[¥2)[2) )( (L[ W1] + (2|(P2] )
Nun interessieren hauptséchlich Erwartungswerte von Groflen, die

nur von Atompositionen abhéingen (z.B. Interferenzmuster)

— Uber den Freiheitsgrad des Resonators kann Spur vorab gebildet
werden (statistische Mittelung iiber Zustand des Resonators)

— ,trunkierter” statistischer Operator

ok =37 (ileli) = (0[l0) + (1[el1) + (2[e]2)
1=0,1,2 ~—— = N——
0 L) (W] W) (s
= ([T (W] 4 [Wg) (W] )
~» Interferenzterme sind verschwunden!
(Interferenzmuster n(zo) o (z0]0|z0) = (z0]0"*"*F|20) = %(|\I/1(z0)|2 + [W2a(20)]?)

~» kein oszillierender Beitrag mehr!)
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o Weitergehende Gedankenexperimente:
Kopple Resonatoren ~> (i) = 0 stimmt nicht mehr genau
aneinander, so dass ~» Interferenzen erscheinen wieder
Photonenaustausch Aber: Weginformation geht
moglich wird gleichzeitig auch verloren.

(b) Verallgemeinerung dieser Gedankengiinge

Untersuche einen Prozess, in dem an einem quantenmechanischen Objekt
eine Observable O gemessen wird.

Betrachte das gekoppelte System von
I: dem Objekt, an dem gemessen wird
II: dem Messgerit

System I: Observable hat Eigenwerte \,,, Eigenvektoren |vy,)
System II: Observable gekoppelt an ,,Zeiger”, Zeigeroperator Z

2o) — neutraler Zeigerstand
) srnne bl =0

Ei kt : .
rgenvektoren |zn) — zeigt Messwert A, an
Dynamik wéahrend einer Messung

vorher: Zeigerstand neutral — |zg)
nachher: Systeme I und II so gekoppelt,
dass |vp,)|z0) iibergeht in |v,)|z,)

Ein solcher Ubergang kann konsistent mit Schrédinger-Dynamik sein
(kein Informationsverlust <> reversibel. Wie die Dynamik konkret
aussieht, muss von Fall zu Fall extra untersucht werden.)

~» Auswirkungen auf den statistischen Operator des Systems:

vorher: 0 = > 0nm|20)|vn) (Vm|{20] (allgemeinster Ansatz)
n,m
nachher: 0 = 0nm|2n) [vn) (Ui (2m|
n,m

— Information (onm) bleibt vollstdndig erhalten = reversibel

Betrachte nun den Fall, dass das Objekt I und das Messgerét II im
weiteren Verlauf nicht mehr miteinander verquickt sind.
~» Es interessiert nur noch das System I,
~» Uber das System II kann vorab per Teilspurbildung gemittelt
werden.

= Trunkierter Operator: o!“™* = 3" (z|0|%),

1
enthilt alle Information iiber das System I (d.h. alle Erwartungswer-

te, die nur von I abhéngen, konnen damit berechnet werden).

Dynamische Entwicklung des trunkierten Operators bei der Messung;:

vorher: 0™ =37 0nm (21]20) [vn) (vml (20121) = 3= Onm|vn) (vm]
n,m,l \?—/ \?—’ n,m
10 ol

nachher: thnk = > Onm (21l 2n) V) (Vm| (Zml21) = D2 onn|vn) (vnl
S~—— ~—— n

n,m,l
6ln 5ml
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= Nicht-Diagonalterme verschwinden, inkohirente Uberlagerung
von Eigenvektoren |v,,): Dekohérenz

= o™ reproduziert die Reduktion des statistischen Operators, diesmal
aber vollig kompatibel mit der Schrédinger-Dynamik.

Bemerkung: Die Zeitentwicklung des totalen statistischen Operators o
ist unitér. Die Zeitentwicklung des trunkierten statistischen Opera-
tors o"*"* muss nicht unitér sein.

(o'™"% erleidet Informationsverlust bei Messung — Nebendiagonal-
terme @, gehen verloren. Diese Information kann nur zusammen
mit System IT (Messgerit) wiederbeschafft werden.)

3.2.3.4 Diskussion

(sehr unvollsténdig)

e Der Effekt der Dekohérenz spielt bei Messungen offenbar eine wichtige
Rolle. Er macht deutlich, worauf es bei einer Messung ankommt:

— Offenes Quantensystem
(Wechselwirkung mit Umgebung <> Messgeriit)

— Umgebung muss zwischen den Eigenvektoren der gemessenen Obser-
vable unterscheiden kénnen (d.h. Zeigerzustandsvektoren orthogonal)

e Mit dem statistischen Zugang aus (3) lidsst sich eine konsistente Theorie
formulieren, die ohne zwei verschiedene Dynamiken auskommt.
Aber man bezahlt einen Preis — man betrachtet nur noch Ensembles,
nicht mehr einzelne, individuelle Systeme.

e Fragt man sich, was in einem konkreten, einzelnen System (unserer Welt)
passiert, dann sind alle Interpretationsprobleme wieder da.

~» Fiihre noch dritte Ebene ein: III — Beobachter mit ” Bewusstsein”
(nach John von Neumann: ,Mathematical foundations of Quantum
Mechanics*)

Gekoppelte Zustandsvektoren sind nun |System I)|Messgerit II)|Beobachter IIT)

z.B. Gesamtvektor zu ,,Schrodingers Katze®:

%( |1)|Katze lebt)|Ich sehe lebende Katze)

+ 10)|Katze tot)|Ich sehe tote Katze) )
~» Wie kommt man von da zu einem eindeutigen Ergebnis?
Optionen:
(i) Kollaps (nun doch wieder) zu einem der beiden Moglichkeiten

(ii) Alle Moglichkeiten bleiben erhalten, also auch alle Beobach-
terzustinde — Everettsche Vielweltentheorie (,,meine* Welt be-
stimmt sich daraus, was ich gesehen habe)

(iii) Alternativen?
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3.3 Harmonischer Oszillator und Leiteroperatoren

Wichtigstes Modellsystem der Quantenmechanik

Losungsstrategie iiber Leiteroperatoren liefert ,, Vorlage® fiir die Konstruktion
der Quantenfeldtheorie

— soll deshalb in diesem Kapitel iiber Grundlagen der Quantenmechanik be-
handelt werden

System: Hamiltonoperator | H = L %mw2x2 (eindimensional)
E— m

Vorbemerkungen:

e Heisenbergbild vs. Schrodingerbild
- [xs,ps] = ih = [zg,pu] = ih
(denn: [zpr, pr) = ULzsUsUlpsUs — UlpsUsULasUs
= Ullzs,ps|Us = ULilUs = ih /)
- Funktionale Form des Hamiltonoperators gleich:

2 2 ..
H =25 4+ imw?s% = 2L + mw?a, (Ubungsaufgabe)

e Wir hiitten den harmonischen Oszillator auch in der Wellenmechanik
schon 16sen kénnen, das ist nur aus Zeitgriinden nicht geschehen.
Vorgehen: Ahnlich dem, das beim Wasserstoffatom verwendet wurde:

- zeitunabhéngige Schrodingergleichung Hp = E¢

(diskretes Spektrum, da alle Zustidnde gebunden) N IE |
- Analyse des asymptotischen Verhaltens s J; )

T|—o0 1 2,2 it g ol
5 pla) T o

- Potenzreihenansatz fiir den Rest

mw
—» Eigenfunktionen ¢, o e~ 21m<**” H,(\/—=x)

»Hermite“-Polynome

Energieeigenwerte E,, = (n + 3)hw
e Hier: alternativer Losungsweg - ,,algebraisches“ Verfahren
Fiithrt Methode ein, die in der Quantenmechanik immer wieder ver-
wendet wird.

3.3.1 Berechnung der (Energie-)Eigenwerte von H

* Vorab: Reskalierung z = \/ﬁi, p = \/mwp
— [Z,p] = ih (unabhingig vom Bild)
H = 5(p* +3%) = 5((F — ip)(& + ip) + h)

* Leiteroperatoren

1/~ .
a = 2ﬁ(m+2p)

T ~ s
a’ = 2h(ﬂf lp)

und | N = a'a| (hermitesch) = | H = hw(N + 1)

-3

Definiere: (nicht hermitesch)

ﬁ
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FEigenschaften:
(i) [a,al] =1 (%03 +ip, 7 — ip) = 5 (5,3 — [5,7) = 1)
(ii) N ist positiv semidefinit ((T]ata|P) = ||a|T)||2 > O fiir alle [¥) )
~» Alle Eigenwerte von NV sind positiv
(iii) [N, a] = —a ([N,a] = ataa — aata = [af,ala = —a)
[N, QT] =al (‘analog)
Folgerungen:

e Falls |\) Eigenvektor zu N ist mit Eigenwert A, dann ist
—  al\) EBEigenvektor zu A — 1:  a|\) = VAN —1)
und af|)\) Eigenvektor zu A+ 1:  af|]A) = VA + 1A+ 1)
(denn: NalA\) = aN|A\) — a|A) = (A — 1)a|A)
Normierung: ||a|A)[|2 = (AlaTa|X) = (A[N|A) = AA|A) = A,
Analog: Nat|\) = af N|A) +af|A) = (A + D)at|N),
Normierung: [|af|\)]|2 = (Alaat|A) = ML+ NN =A+1) /)
e Eigenwerte von N miissen natiirliche Zahlen sein

Folgt aus a|\) = VA|A — 1) und der Positivitiit von N.
(Wére A = m — e nicht natiirlich (m natiirlich, 0 < e < 1)
~a™A) = /AN =1)--- (A= m+ 1)|]A — m) hitte negativen Eigenwert
~» Widerspruch!
Einzige Méglichkeit: A = m = a™|m) = v/m!|0), a™+1|m) = 0: Abbruch)

e Eigenvektoren: |0), |1), |2), ---, |m)
mit |m) = Vin—!(aT)m|0> (wg. at|m) = vVm F1jm + 1))

* Folgerungen fiir den harmonischen Oszillator: H = hw(N + 1)

- Eigenvektoren von H = Eigenvektoren von N: |m)

- Eigenwerte von H: | E, = hw(n + )

Speziell Grundzustand: | Ey = %hw

* Interpretation

Energie des Ostzillators verteilt sich auf n Energiequanten

- Operator a vernichtet ein Energiequant
Vernichtungs- oder Absteigeoperator

- Operator a! erzeugt ein Energiequant
Erzeugungs- oder Aufsteigeoperator

- Operator N zdhlt Quanten N|n) = n|n)
Anzahloperator

* Anwendungen: Uberall
Festkorperphysik, Kristallgitterschwingungen — Phononen
(multidimensionaler harmonischer Oszillator)

Festkorperphysik, Anregungen von Elektronen auf hohere Niveaus
— ,,Quasiteilchen“

Quantenfeldtheorie — Erzeugung und Vernichtung von Teilchen
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3.3.2 Energieeigenvektoren in Ortsdarstellung (Schrédingerbild)
* Grundzustand |0) (x]0) = up(x)
Es gilt a|0) =0
= (z]a|0) = [ dz’(z|a|z’)(z’|0) =0

mit (zlale’) = (z|y/mwz + ﬁp\f@:vmwr&(m—ﬂw ;W drol@—a)
= [da'(Vmwzé(z — z’) + \/W e Loz — a))uo(a) = (vVmwe + \/m dz i Juo(z) =0
Sl o mepug s Mo o me g dy o Inu = const — Ba?
~ 1da2
d(Inug) 2

~ | ug(z) = A - exp(~ 5 a?)

* Angeregte Zustinde |n) (x|n) = up(x)

Ergeben sich aus: |n) = ﬁ(cﬁ)”]O)
= () o ( i)
Fiihrt nach einigen Umformungen zu

o () ox exp(—Ba?) - Ho(y/ Bea)

Mit H,(y): Hermite-Polynome

- Speziell: Ho(y) = 1, Hi(y) = 2y, Ha(y) = 4y* — 2
- Rekursionsformeln: H) (y) = 2nH,_1(y)
Hy1(y) = 2yHn(y) + 2nHn-1(y) = 0

- Definierende Differentialgleichung: H(y) — 2y H/ (y) + 2nH,(y) = 0

3.3.3 Operatoren im Heisenbergbild

* Leiteroperatoren

Bewegungsgleichungen: zhdtaH(t) =la

H
171%(1[{(15) = [aL,H] = hwaL
~+ Losung: ag(t) = ag - e~ !

aL(t) = ag -t

* Riickschluss auf z g (t) und pg(t)

e(t) = ) g (aby () + ap(t); pr(t) =i\ ™ (al, (1) — an(t))
xo = 2:W(ag+ao) pO::i\/me(ag—ao)

~ xp(t) = ﬁ(aé “wt 4 goett) =z cos(wt) + —-po sin(wt)

pH(t) =i/ m;ﬁ(age Wt goett) = pg cos(wt) — mwrg sin(wt)
(kann auch direkt bewiesen werden, Ubungsaufgabe)
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3.4 Symmetrien

Klassische Mechanik: Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungs-
grofien (+» Noether-Theorem)

In diesem Kapitel wollen wir die analogen Zusammenhénge in der Quanten-
mechanik diskutieren.

Symmetrien spielen fiir die Entwicklung und Struktur von (quantenmechani-
schen und klassischen) Theorien eine zentrale Rolle.
3.4.1 Allgemeine Voriiberlegungen
3.4.1.1 Erinnerung an klassische Mechanik

(kurze Erinnerung fiir die, die eine solche Vorlesung gehért haben. Die anderen
koénnen diesen Abschnitt iiberspringen bzw. ,weghoren*.)

Ausgangspunkt: Lagrange-Formalismus Z(q1,...,qn,q1,---,qn,t)
(mit ¢;: generalisierte Koordinaten)

* Homogenitdt der Zeit

N . 0.7
£ unabhéngig von der Zeit t = % =0

Dannist 7 = - £+ qj%f eine Erhaltungsgrofie (Hamiltonfunktion)
- j
J

NB: 72 hat in der klassischen Mechanik eine dhnliche Bedeutung wie
der Hamiltonoperator in der Quantenmechanik, da es die konkrete
Dynamik eines Systems definiert. Fiir beliebige dynamische Gréfien
f gilt klassisch

((11—{ = {f’ %}4— % ({..., ..} = Poissonklammer)
(vgl. Heisenberg-Gleichung % = 1[0, H] + % )

x Weitere Symmetrien: Noether-Theorem

Existiert eine kontinuierliche Symmetrie, d.h. ist
Z(q1,---,qn,q1,---,Gn,t) invariant unter einer Transf. ¢; — G;(a),
wobei a ein kontinuierlicher Parameter, ¢;(a) stetig, ;(0) = gj,

dann ist [ =) %(dqéia) Ja=0 eine Erhaltungsgrofie. (E. Noether 1918)
J

Ist Z(q1--qn,q1- - dn,t) quasi-invariant unter ¢; — ¢;(a), d.h.
j(dl"'dnadl"'dmt) ZX(QI"'qu'l "'q'mt)"i_%y((h"'QTLyt;a)a
(%3‘\ dndert als totale Zeitableitung nichts an Bewegungsgleichungen)

dann ist [ = %(d‘ﬁg‘) a=0 — (%)azo eine Erhaltungsgrofle.
J

(Erweitertes Noether-Theorem)

= Homogenitéit des Raums

Z (7, i, t) invariant unter Translation 7; — 7 = 7 — d
(bzw. in Komponenten r;3 — 7j3 = 13 — ag)
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d7.
= Erhaltungsgrofle: I, = > 8,',% ( T]ﬁ) = —> Pja = —Fa
58 0155 _dag J
—~—
pip  —Oap

bzw. vektoriell I = — Y j; = —P
J

~» Gesamtimpuls P bleibt erhalten.

= Isotropie des Raums

L (7%, ﬁ, t) invariant unter Drehung 7; — 7= D(—P)75
wobei Z(g): Drehung um Winkel |g|, Drehachse €, = @/|7|

Das Noether-Theorem braucht nur die Ableitung nach ¢, daher
geniigt es, infinitesimale Drehwinkel d@ zu betrachten:

I —des  dp
Es gilt: 2(—dg) = | des 1 —dpy | =1 —dgx
—dp2  dpy 1
bzw. 75 — 7 = P(—dP)F; =7 — dF x 7
bzw. in Komponenten ;g — 7j3 = 18 — >_ €8y6d¢4Tjs

7)
= Erhaltungsgrofie:
0%  drja
Lo=%5— (32°) == L Piscaslis = = 2 €apTisPiy
iB OTiB Pa_ iBs 3By

pjg — ; EBasTjs

bzw. vektoriell I = — Yo7 x py) = "y

J
~» Gesamtdrehimpuls L bleibt erhalten.

= Galilei-Invarianz

Z (7, i, t) quasi-invariant unter 7 — 7 — Ut

= Erhaltungsgrofie: I =) pjt + > m;7; = —Pt+ MR
J J
(ﬁ:Gesamtimpuls, M=Gesamtmasse, R:Schwerpunkt)

~» Schwerpunktssatz: R(t) = Ry + % -t

3.4.1.2 Begriffsklidrung: ,,Symmetrie* und ,,Erhaltungsgréfle® in der
Quantenmechanik

e Erhaltungsgrofe:

Observable O, fiir die in allen Zustéinden o gilt: | &(0) = 0

Wegen &(0) = ([0, H]) + (92) folgt daraus: | [0, H] 4+ ih%2 =0

Folgerungen fiir nicht explizit zeitabhéngige Observablen O (%—? = 0):

- Dann ist auch (f(O)) = const fiir alle Funktionen f

- Insbesondere ist P(\) = (6(A — O)) = const
(Verteilung fiir Messwert \)
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Bemerkung: Beachte Unterschied zu stationéirem Zustand

- Falls statistischer Operator o = f(H) nur von H abhingt

Schrodingerbild g

=T = L[H, 0 = 0= $(0) = $5p(00) =0
fiir alle nicht explizit zeitabhidngigen Observablen O

= ,alle“ dynamischen Variablen sind in diesem Zustand kon-
stant

- Dagegen Erhaltungsgrofle: konstant fiir alle Zustédnde o
e Symmetrie

Unitire Operation |¥) — |¥) = S|¥), die die Dynamik des Systems
unverdndert lésst: Im Schrodingerbild wird die Dynamik fiir [¥),
|¥) von demselben Hamiltonoperator bestimmt

— ihZ V) = H|D)
ih D |U) = ihD.S|W) = Sihf|W) +ih(22)|¥) = S H |W) +ih(22)|¥)

= H|¥) = H S | ) fiir alle |T)

.08 __

(NB: Gleichung &hnlich wie oben die fiir Erhaltungsgréfien. Dennoch ist
S keine Erhaltungsgrofe, da keine Observable!)

Gleichartige Symmetrieoperationen kénnen im Allgemeinen zu einer ma-
thematischen Gruppe zusammengefasst werden.
(kontinuierliche Gruppen z.B. Translationen, Drehungen,
diskrete Gruppe z.B. Spiegelungen (plus Identitét))

Im Folgenden werden Darstellungen dieser Gruppen eine Rolle spielen:
Abbildung einer Gruppe G in die linearen Abbildungen eines Vek-
torraums V', die die Verkniipfung erhilt:

L: G— GL(V) mit L(Sng) = L(Sl) L(SQ) VSLQ e
Speziell fordern wir fiir kontinuierliche Gruppen, deren Elemente von
kontinuierlich durchstimmbaren Parametern abhéngen (z.B. Dreh-
winkel), dass L eine glatte Funktion dieser Parameter ist.

3.4.2 Homogenitit von Raum und Zeit und Isotropie

3.4.2.1 Homogenitiat der Zeit

Symmetrieoperation (vgl. 3.2.2 S.60):
Verschiebung um Zeitspanne 7 mittels Zeitentwicklungsoperator:
Schrodingerbild: |U(t)) — [V(t+ 7)) = U(t + 7,t)|V(t)).

Dynamik wird beschrieben durch Hamiltonoperator H
ih & U(t,to) = H U(t, to)

Homogenitét der Zeit — kein Zeitpunkt ausgezeichnet (U(t + 7,t) = U(7) Vt)
~> H nicht explizit zeitabhéngig, %—Ij =0, U(r)=-exp(—fHT)

Dann folgt (Ehrenfest): & (H) = (:[H, H]) + (%) =0
= H ist Erhaltungsgrofie




78 KAPITEL 3. ALLGEMEINE FORMULIERUNG

3.4.2.2 Homogenitit des Raumes
Symmetrieoperation: Verschiebung aller Ortskoordinaten um @

Beispiel: Ein Teilchen in Ortsdarstellung: (%) — W(7) = (7 — @)

Koordinatenfrei (auch viele Teilchen méglich): |¥) — |¥) = T'(&)|¥)
mit 7'(@) Translationsoperator

x Allgemeine Form des Translationsoperators

Eigenschaften:
(i) stetigund lim 7(a@) =1
|@a|—0
(ii) unitdr (laut Voraussetzung)
(iii) zusammensetzbar: T'(d1)T (d2) = T(d1 + d2)
~» selbe Eigenschaften wie Zeitentwicklungsoperator (3.2.2.1 S.60)
Form von 7T'(@) kann vollig analog hergeleitet werden

= o Infinitesimale Translation um da: 7(da@) = 1 — iK da,
wobei K hermitesch ist.

e Endliche Translation:
- : a 1 iKa _ —iKad
T(@) = Jim (T()Y) = Jim (1~ KDN) = oK

N—oo

x Erhaltungsgrofie

Falls System translationsinvariant, gilt wegen 3.4.1.2: [T, H] + ih%—f =0.

Mit 28 = 0 folgt [H,T(@)] = [H,e "53] L 0 fiir alle G = [H, K] =0
= K ist eine Erhaltungsgrofie!
(K hermitesch — potentielle Observable)

+ Kommutatorrelationen fiir K

o T(a)|ro) = |ro + a@)
o [1(@),T(@)] =0Yad,d = |[Ka Ks =0

e Betrachte Darstellung von 7'(@) im Einteilchen-Hilbertraum.
Fiir Diracvektoren |7p) gilt:

* T(d@)lro) = |70 + a@)

(in Ortsdarstellung: (7]7o) = 6(7 — 7o) % §((7 — @) — 7o) = (FI7o + @)
* 7 T(a)|ry) =7 |ro + d) = (7o + @) |70 + @)
* T'(a) 7 |ro) = T(a@) ro |ro) = 7o T(a)|

(NB: 7 ist ein Operator, 7 ist eine Zahl)
= [F,1(a)] |Fo) = @ |ro + @) = a T(a@)|ro +a@) V(o)
= [F,T(a)] = aT'(a)
Daraus folgt fiir infinitesimale Translationen da:

[7‘5, 1- iKadaa] = dag vda = [Tﬂ, Ka] =1 5&6

=t
~
Il
=)
ot
_l_
S
~=
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x Konkrete Identifizierung von K

e Einteilchensystem

Kommutatorrelation [rg, Ko] = idas legt nahe: K = % (p Impuls)

Nachweis in Ortsdarstellung, zunéchst in 1 Dimension:

P(x) =¥z —a) = 5 G dp(a) = e dp(a) = e hPy(x)

n

in 3 Dimensionen: .

() = (7~ @) = ST = V() = e HT ()

n

~» Der Translationsoperator ist gegeben durch | T(d@) = e~ #97

— Impuls p',erzeugt” Translationen!

Bei Homogenitdt des Raums gilt: | [p, H] =0

~» Impuls ist dann eine Erhaltungsgrofie
e Allgemein (z.B. Vielteilchensystem)
Definiere P = Kh: ,,Gesamtimpuls“

~» Gesamtimpuls P ist definiert als die Grofle, die bei der Homoge-
nitdt des Raumes erhalten ist. (analog Mechanik)
3.4.2.3 Isotropie des Raumes

Symmetrieoperation: Drehung um Winkel ¢

Ortsdarstellung (ein Teilchen, keine inneren Freiheitsgrade):
() = (F) = Y(Z(=P)7)

Koordinatenfrei (viele Teilchen und /oder innere Freiheitsgrade moglich):
|¥) — |¥) = R(F)| V) mit R(¢) Rotationsoperator

x Allgemeine Form des Rotationsoperators

Eigenschaften wieder:

(i) stetigund lim R(F) =1
|21 —0

(ii) unitér
(iii) im allgemeinen nicht zusammensetzbar, aber:

- infinitesimale Drehungen zusammensetzbar

R(Z1e)R(P2e) = R((P1 + P2)e) + o(e?) (iia)
- Drehungen um dieselbe Achse zusammensetzbar
R(p17) R(p2i) = R((¢1 + ¢2)7i) (iiib)

~+ Es konnen dieselben Uberlegungen wie oben ((2) bzw. 3.2.2.1 S.60)
angestellt werden, legen die Form von R() fest.

= o Infinitesimale Rotation um dg: ((1),(), (iiia))
R(d@) =1 — £.J dg, wobei J hermitesch ist.
e Endliche Rotation um ¢: ((iiib))
R(@) = lim (R({)Y) = lim (1= 35)") =e7#7%
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x Erhaltungsgrofie

S . OR _
Falls System rotationsinvariant, folgt wegen 7 = 0

i

[H,R(@)] = [H,e~#7%] £ 0 fiir alle g = [H,J] =0
= J ist eine Erhaltungsgrofie!

+ Kommutatorrelationen fiir .J

Ergeben sich aus Kommutatorrelationen fiir R (i. A. [R(@), R(¢')] # 0)

Betrachte Darstellung der Rotationsoperatoren im R3 (Drehgruppe).
Konkret infinitesimale Drehungen d<5 um die x-, y- oder z-Achse
1 —des  deo
P(—d@) = | des 1 —dg1 | =1 —-1),dps Ga
—dyps  dyy 1

00 O 0 01 0 -1 0
mitG, =410 0 -1],Gy=¢[ 0 0 O0,G.,=¢(1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O

Daraus folgt: (G, Gy| = iG., [Gy, G| =iG,, (G, Gy) = iG,

Ubertragung auf den Rotationsoperator mit R(d@) = 1 — %j dg
= [Jo, Jy] = ihJ, [Jy, J2] = ihdy; [J;, Jp] = ihd,

also: | [Jo, Jg] = ih eapy Jy (Summenkonvention!)

x Identifizierung von J

e Einteilchensystem ohne innere Freiheitsgrade:
Ortsdarstellung: ¢ () = V(2(-@)7)
infinitesimale Drehung um dg: 2(—dg) =7 —dg x 7
= ¢(F) mY(F—dg x 7) .
~ (1= (dg x 7)V) (r) = (1 — dg(7 x V)) ¥(7)

= R(A@) (7 = (1 — £d@ J) $(7)

=|J= %[F x V] =7xp| : Bahndrehimpuls

e Allgemein: In Systemen mit inneren Freiheitsgraden kann J noch
andere Beitrdge haben
— Verallgemeinerter Drehimpuls (siehe Kapitel 4 S.95)
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3.4.3 Vorliufige Zusammenfassung und Verallgemeinerung: Sym-
metrien und Erhaltungsgrofien

Fazit von 3.4.2 S.77 (und 3.2.2 S.60) (Schrodingerbild)
Bisher betrachtete Symmetrietransformationen:

Zeittranslation: |¥) — el !l)  (falls H nicht explizit zeitabhingig)
%ﬁ& |\I/>
v)

Ortstranslation: |¥) — e

“611

Drehung: |U) — e h

H, P und J heifien Generatoren der entsprechenden Symmetrietransfor-
mation. In Systemen mit dieser Symmetrie sind sie Erhaltungsgrofien.

Verallgemeinerung

Gegeben sei eine stetige, kontinuierliche Gruppe von unitdren Symme-
trietransformationen, die die Identitdt 1 enthélt.

— Elemente lassen sich schreiben als | S = exp(—+ >, Zpoy)

mit hermiteschen Generatoren 7,

und kontinuierlichen, reellen Parametern oy (=0 eingeschlossen)
In Systemen, die invariant sind gegen diese Symmetrietransformationen,
ap—0

gilt: [S, H] +ihd5 =0 VS 5" [Zy, H] +in%k =0
— Die Generatoren Zj, sind Erhaltungsgrofien!

Folgerung: Symmetrien und Entartung

Symmetrietransformationen S seien nicht explizit zeitabhéngig: %—f =0

~» Falls | E,,) Eigenvektor zu H, so auch S|E,) mit demselben Eigenwert
( wegen: HS|E,) = SH|E,) = SE,|E,) = E,S|E,) /)
Wenn S|E,) und |E,) linear abhéngig sind, ist E,, entartet.

~» Generatoren Z;, konnen zwischen entarteten Zustandsvektoren unter-

scheiden (z.B. als Observablen in einem VSKO)
Bemerkung:

Eine Symmetriegruppe, wie sie oben besprochen wurde (stetig, kontinu-
ierlich), nennt man auch Lie-Gruppe

Die Generatoren Zj der Gruppe bilden eine Lie-Algebra:
Der Kommutator [Z, Z;| definiert Multiplikation mit Eigenschaften

(i) [Zk, Zj] =i Crjn 2 (abgeschlossen)
(ii) [Zk, Z1] = —1Z;, Zi] (antisymmetrisch)
(111) [OéZi + BZ]', Zk] = Oé[ZZ', Zk] + B[Zj, Zk] fir a, 8 € C

[Zi, O{Zj + BZk:] = Oé[Zi, Zj] + ﬁ[ZZ, Zk] (bﬂinear)

(iv) Jakobi-Identitét
(Zi,[Zj, Zi)] + (25, [ Zr, Zi]) + [Zk, [ 235 Z5]] = O
Die Lie-Algebra wird durch die C};; charakterisiert!
(charakteristische Konstanten, Cy;; € R)
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3.4.4 Invarianz unter speziellen Galilei-Transformationen

Etwas weniger ,,prominent“ als die bisher behandelten Symmetrien.

Aber: Symmetrieiiberlegungen werden Herleitung des Ausdrucks fiir den

Hamiltonoperator fiir freie Teilchen erlauben (— H = 2;)
Symmetrieoperation: Transformation ¥ — ¥ — ¥ ¢
Ortsdarstellung, speziell t =0 (ein Tellchen)
Y(F t = 0) = [ dk P f (k) = Gt = 0) = [ dk &/ FRTf(F)
= e_%mﬁf 1/1(7’_‘: t= 0) (wegen ko = )
Phasenfaktor
Koordinatenfrei:

|¥) — |¥) = B(7)|¥) mit B(%): Galilei-Boost

Soll hier einfachheitshalber nur in 1 Dimension diskutiert werden: x — x — vt

Entsprechende Uberlegungen fiir drei Dimensionen finden sich z.B. in Ballen-
tine.

% Allgemeine Form des Galilei-Boosts B(v)
Figenschaften wieder: stetig, unitér, zusammensetzbar

= Entsprechend 3.4.3 S.81 ist | B(v) = ¢~ 7% | mit G hermitesch

x Erhaltungsgrofie

(Beachte: B(v) ist explizit zeitabh#ngig)

Falls Dynamik des Systems invariant gegen Boosts B(v), gilt nach 3.4.1 S.75

v 1
%[B, H] + %9 —0 = %[G, H] + 8@? 0 (vgl. 3.4.3 S.81)

Also ist G eine Erhaltungsgriofie
(Beispiel fiir explizit zeitabhéingige Erhaltungsgrofe)

+ Kommutatorrelationen fiir G

e Kommutator von G und H

Betrachte Folge von infinitesimalen Boosts und Zeittranslationen:

Boost um € — Zeittransl. um € — Boost um (—¢) — Zeittransl. um (—¢)

— U(—¢)B(—¢ ) a2 {1+ 5[G, H] + o(3)}| W)

L I—V'I‘ransformlert (z,t) = (x —et, t)

Weiter zu — (z — et, t — €)
Weiter zu — (x — et + e(t —€),t —€) = (x — €2, — ¢)
Weiter zu — (z — 2,t) Netto: Translation um (—¢2)

— ¢ T (=) W) & {1 + £(p — 6)e? + (%)} W)

Phasenfaktor, unbekannt
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, | 0 reell

Vergleich liefert (Entwicklung): ’ G, H] = ih(p —9)

e Kommutator von G und P

Betrachte Folge von infinitesimalen Boosts und Raumtranslationen:

Boost um ¢ — Raumtransl. um ¢ — Boost um (—¢) — Raumtransl. um (—¢)

s T(—&)B(—¢ ~..oa {1+ ,; (G, P] + o(c*)}|®)

L»Transformlert (z,t) = (z —et,t)

Weiter zu — (z — et — €, t)
Weiter zu — (z — et — e +et,t),t —e) = (x — ¢, t)
Weiter zu — (z,t) Netto: Zuriick zum Ausgangspunkt

= e~ M |W) : Identitdt bis auf Phasenfaktor
Vergleich liefert: | [G, P] = ihM |, | M reell

e In Einteilchensystemen gilt zur Zeit ¢ = 0: ’ [G(t=0),z] = 0‘
(wegen: (zo|B(v)|z1) o< 6(xog —x1) bei t =0
= (wolzB(v)|w1) = wo({zo|B(v)|z1) = 21 {wo|B(v)|x1) = (0| B(v)1|21)
fiir alle Diracvektoren |zg), |z1) = [B(v),z] =0=[G,z] =0 +/)

x Speziell: Ein Teilchen, keine inneren Freiheitsgrade
Dann muss gelten: G = G(z,p,t); H = H(x,p,t)

e Folgerung fiir G(x,p,t)
(G, H] =ih(p—06) =% = LG, H = —-(p—9)

t
=G=Gy—pt+A (A= [dt's(t); A(t=0)=0)
0

[G(t = 0),z] = [Go, x] = 0 und: Eigenwerte von z nicht entartet
= Gy diagonal in z-Darstellung = Go = Gy(z)
(G, p] = ihM =[Gy, p] = ihM
=Go=M- z+ gg (go : Konstante)
e Folgerung fiir H(x,p,t)
[G,H]| = [Mxz — pt,H| = ih(p — 0) fiir alle t
= [z,H] = &(p — §) (setze t = 0: Muss dann aber immer
gelten.)
= [p,H|=0= H = H(p,t)
(p-Eigenwerte nicht entartet ~ H diagonal in p-Darstellung)
H =p?/2M — ps/M + E

Weitere Forderungen:

- Homogenitéit von Raum und Zeit — Fyp, d, M unabhéingig von x
und ¢

- System invariant gegen Paritéitstransformationen x — —x

Wegen [z, p] = ih = const folgt:
Unter Paritdtstransformation ist p — —p
= H muss symmetrisch bzgl. p sein = § =0



84 KAPITEL 3. ALLGEMEINE FORMULIERUNG

- Konvention: Spektrum von H soll nach unten anstatt nach oben
beschriankt sein = M > 0

Fazit: |G = Mx —pt+go | mit (Masse)

H = p%/2M + E,

Die Konstanten gg, Fp haben keine physikalische Bedeutung
(~ kann man auch Null setzen)

= Symmetrieforderungen der eindimensionalen Galilei-Gruppe
- Homogenitat von Raum und Zeit
- Invarianz unter Boosts
- Invarianz unter Paritétstransformation
legen den Hamiltonoperator fiir ein Freies Teilchen ohne innere
Freiheitsgrade fest!
NB: In drei Dimensionen wird die Forderung nach Invarianz unter
Parititstransformation durch Invarianz unter Drehung (Isotro-
pie des Raums) ersetzt (siche Ballentine)

3.4.5 Diskrete Symmetrien

Wir haben nun alle kontinuierlichen Symmetrien der Galilei-Gruppe behandelt.
Dariiberhinaus kénnen aber auch diskrete Symmetrien auftreten, die (fast) ge-
nauso wichtig sind.

Ein Beispiel trat schon in 3.4.4 S.82 auf: Die Paritétstransformation bzw. Raum-
spiegelung 7 <> —r. Eine weitere wichtige Transformation ist die ,,Zeitumkehr*
bzw. Spiegelung der Geschwindigkeiten.

3.4.5.1 Raumspiegelung und Paritit
Symmetrieoperation: Transformation ¥ — —7

Ortsdarstellung (ein Teilchen, keine inneren Freiheitsgrade)
() = () = P(=7)

Koordinatenfrei (allgemeiner)
|W) — |¥) = II|¥) mit IT: Parititsoperator

x HKigenschaften des Paritdtsoperators

() I2=1 = I '=1I
(strenggenommen ist I12 = ¢ aber der Phasenfaktor § ist beliebig
und kann 0 gewihlt werden.)

(i) TT unitér (It =117)
(iii) Daraus folgt auch: IT hermitesch (It =111 = 10)
Eigenwerte A2 =1 = A\ = +1

*+ Kommutatorrelationen




3.4. SYMMETRIEN 85

o Ll =Tp+5lI=0

(Wegen‘ II T(E) T(—&) 11 (T(¢) = Translation)
(1 - i) = (1+ ) T = —Tp=pT )

o [I,L] =0 (IT vertauscht mit Rotationen)

o [I,7%] =0 [ =—plip=p1 )

x Bedeutung des Paritétsoperators

e Zum Beispiel als zusétzliche ,,Observable® in einem VSKO

Erinnerung an Wellenmechanik (Kapitel 2 S.9)
~» Sortierung von Loésungen der stationdren Schrodingerglei-
chung nach geraden und ungeraden Funktionen
= Eigenfunktionen des Paritétsoperators
Speziell eindimensionale Probleme (Kapitel 2.2.2 S.31
H= % + V(x), V(z) symmetrisch — [H,TI] = 0
~» Eigenfunktionen haben entweder definierte Paritét
(z.B. gebundene Zusténde in einem Potentialtopf)
oder die Eigenwerte sind zweifach entartet
(z.B. freie Zusténde)

Im letzteren Fall kann IT als Observable in einem VSKO mit H
eingesetzt werden.

e Grundlegender: In den meisten Féllen scheint Paritétssymmetrie eine
der fundamentalen Symmetrien der Natur zu sein.
Ausnahme: Paritatsverletzung in der schwachen Wechselwirkung
(- und dafiir gab’s immerhin einen Nobelpreis!)

3.4.5.2 Zeitumkehrinvarianz und Zeitumkehroperator

Symmetrieoperation: ,, Zeitumkehr*, entspricht de facto einer

Spiegelung aller Geschwindigkeiten (Zeit lduft von da an , riickwirts®)

Koordinatenfrei: ) — |¥) = ©|¥) mit O: Zeitumkehroperator,
so dass im Schrédingerbild: U(£)©]¥(0)) = OU (—t)|¥(0)) = O|¥(—t))

* Eigenschaften des Zeitumkehroperators

e Wenn das Spektrum von H nach unten beschrinkt sein soll (z.B.
wegen 3.4.4 S.82), kann © nicht linear sein!

(denn: OBdA seien Eigenwerte E von H positiv - sonst setze H — H — Epip,.
Setze in U(t)©|¥(0)) = OU(—t)|¥(0)) infinitesimale Zeit & ein.

= (1 — LHe)O|¥) = (1 + L He)|¥) = —iOH|V) = OiH|V) fiir alle ¥
Wire © linear, dann folgte: —HO|¥) = OH|U) V|U) - —HO = OH

Fiir Eigenvektoren |E) von H mit Eigenwert E wiirde dann gelten:

HO|E) = —6H|E) = —EO|E) = O|E) < | — E)

~» Ble) wire Eigenvektor von H mit Eigenwert —FE < 0 Widerspruch!)

e Stattdessen ist © antilinear
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FEin antilinearer Operator hat die Figenschaft

é(; cnlom)) = ; C;é|an>

= 16st das obige Problem, da ©iH|¥) = —i©H|¥),
also folgt aus U(¢)O|U) = OU(—1)|) V|¥) ‘2’ HO = OH
e O ist normerhaltend — antiunitér!

mit [¥) = O|¥) und |3) = Olp) gilt: | (¥|@) = (p|T) = (¥|p)*

* Wirkung auf Observablen

Eine Observable heifit gerade/ungerade unter Zeitumkehr,
wenn ’A — +6407! ‘

Dann geht (A) unter Zeitumkehr iiber in +(A) bzw. —(A)
( - Statistischer Operator sei p = Y |n)onm{(m| (in beliebiger Basis |k))

Zeitumkehr: o — o= > [n)ok, (M| = > |7)omn (] mit |k) = O|k)
n,m n,m

- Wihle als Basis Eigendarstellung von A: A|a) = ala)
= 0= Z ‘G/)Qaa’(a/‘ — 0= Z ‘d>ga’a<a’/‘
a,a’ a,a’

Sp(eA) = 3 (d|a)esrala’|Ala”) = 3 (a/|Ald)eara

a,a’,a’ a,a’

=4 S (d|0AOTa) ppry =+ T (/|6 Ala) 0474 (a reell)
a,a’ a,a’ M~
|a) ala)
== Z <C;,| é|a> agqrq =% Z <d/|d> a0y’ q
a,a’ ~—~— a,a! ~—~—
ja) (ala’)
=+ 3 (ala)agaa = + 3 (alAl|a’)eara 1 =3 la"){a"|
=+ 5 (@la)owa(alAla”) = £5p(ed) /)

Zum Beispiel ist x gerade, p ungerade, J gerade.

* Zeitumkehr der Ortsdarstellung von Einteilchenzustandsvektoren

P(T) Zeitumiceh P(F)* el? (e'?: Phasenfaktor, beliebig)
(denn: 7 gerader Operator = © 7 ©~! = 7
= Mit |7) = O|rp) gilt: © 7 O~ 1|7p) = 7170) = OFv|Fo) = FoO|70) = 7o|7o)
= 7o) = 7o|fo) = |7o) o |7o)
Also: OF) = |7 o |
Daraus folgt: (%) = (F1{) = ($|r) o (Y|7) = (Fly)* /)
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3.5 Identische Teilchen

Vorbemerkung: Allgemeines Vielteilchensystem (z.B. Proton + Elektron)

n Teilchen — Zustandsraum ist Produktraum (nach 3.1.1.5 S.51) der
(gef. erweiterten) Hilbertrdume fiir die einzelnen Teilchen.

Konkret: Einteilchenzustandsvektoren fiir Teilchen i:
|©a),, bilden Hilbertraum $);
— Produktraum enthélt Zustandsvektoren > |@ay ), [@an)n Car-am

Qat-an

Coy-a,, € C; Hilbertraum: = H1 QR H2 Q- X Hn

Nun: Identische Teilchen
Dabei definieren wir als ,identisch“: Man kann kein Verfahren angeben,
mit dem ein Teilchen von einem anderen unterschieden werden konnte.

(d.h. gleiche Masse, Ladung, Spin, ... Platzwechsel méglich etc.)
~» FEine neue Form von Symmetrie

In diesem Kapitel sollen die Auswirkungen einer solchen Symmetrie be-
handelt werden.

3.5.1 Ununterscheidbarkeit

Laut Definition kann es in einem System identischer Teilchen nur Observablen
geben, die zwischen Teilchen nicht unterscheiden.
- z.B. ist in einem Zweiteilchensystem nicht erlaubt: =1, zo,

aber erlaubt: x1 + xo; |x1 — zal; W(z) = 6(x — z1) + d(z — z2)

3.5.1.1 Folgerung fiir Observablen

(N Teilchen, Basisvektoren des Einteilchenzustandes: |b,)
~» N-Teilchenbasis |ba, )1 [bay)N )

Zunichst: Gegeben sei ein Zustandsvektor |U) = > |bay )1 [bay ) NCay -an

QN
und ein ,permutierter” Zustandsvektor [¥') = 37 [ba,, )1 |bay, ) NCaygeay
apaN
wobei (1,2,...N) — (i1,42,...,ix) Permutation ist.

Dann miissen die Erwartungswerte aller Observablen in den Zustdnden
0=|U)(¥| und ¢ = |[¥')(¥'| gleich sein:
(4) = (V|A]) = (¥'|A]¥)

Formale Beschreibung: Definiere Permutationsoperator |[¥') = P|¥)

—Notation:Pz(.1 2 N)

11 19 - IN
- Eigenschaften:
e P ist unitir

e Permutationsoperatoren bilden eine Gruppe von N! Elementen.
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e Alle Permutationen lassen sich aus paarweisen Vertauschungen
(Transpositionen Tj;) zusammensetzen. (nicht eindeutig)

e Es existiert eine eindeutige Zuordnung: Eine Permutation l&sst
sich entweder nur aus einer geraden, oder nur aus einer unge-
raden Anzahl Transpositionen zusammensetzen. Entsprechend
nennt man eine Permutation gerade bzw. ungerade.

- Beispiele:

- Zwei Teilchen — gerade: P = G;) (= 1), ungerade: P = (;?)

R 123 123 123
- Drei Teilchen — gerade: P = (123>, P= <231>, P= <312>

123 123 123
ungerade: P = (213), P = (132), P = (321)

Damit kann die obige Forderung fiir Observablen folgendermaflen formu-
liert werden: (PU|A|PW) = (U|PTAP|¥) = (U|A|D) fiir alle P, |T)
= PTAP = A bzw. mit PT = P~1: AP = PA fiir alle P

= In einem System identischer Teilchen sind nur Observablen zuléssig,
die mit allen Permutationen kommutieren:

’ [A, P] = 0 fur alle P‘

Beispiele: Gesamtimpuls, Gesamtdrehimpuls, Schwerpunkt, ...

3.5.1.2 Folgerung fiir Zustandsvektoren

Wenn |V¥) Eigenvektor ist zur Observablen A mit Eigenwert a, dann ist auch
P|¥) Eigenvektor mit demselben Eigenwert. Das muss fiir alle (zuléssigen)
Observablen und alle Permutationen gelten.

= Austauschentartung: Jeder Eigenwert ist N!-fach entartet.
Entartung kann prinzipiell durch keine Observable aufgehoben werden.

— Widerspricht dem Postulat IT (in 3.2.1 S.56)
(Zustandsraum wird von Eigenvektoren eines VSKO aufgespannt, keine
iiberfliissigen Freiheitsgrade)

Grundlegender: Kann etwas prinzipiell nicht Messbares einen ,,physikalischen
Gehalt“ haben?

— Problem!

Ausweg der Natur: Symmetrisierungspostulat, néichstes Kapitel
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3.5.2 Symmetrisierungspostulat
Problem (siehe 3.5.1 S.87): Austauschentartung
Ausweg der Natur: Zusétzliches Postulat (empirisch festgestellt)

Symmetrisierungspostulat, erste Formulierung
Der Zustandsraum ist reduziert: Er enthélt nur Zustandsvektoren, die
simultane Eigenvektoren aller Permutationsoperatoren sind.

3.5.2.1 Konstruktion des reduzierten Zustandsraums

e Es geniigt, simultane Eigenvektoren aller Transpositionen zu suchen, da
man aus ihnen beliebige Permutationen zusammensetzen kann.

o Es gilt: TZ% = 1 = Eigenwerte von T;; sind %1
Fiir einen vorgegebenen simultanen Eigenvektor |¥) miissen die Eigen-
werte aller Transpositionen dasselbe Vorzeichen haben
(da: Ty = T 15 T3 Tin Ty
= Apt|U) = Tra| ) = NipAjihij ik A P) :i%ff A5 Nig| W) = Nij| W) = Ty 0) /)

~~
1 1

~» Zwei Moglichkeiten

Eigenwert +1 (7;;|¥) = |¥)) — Zustandsvektor total symmetrisch
P|W®) = |¥°) fiir alle P

Eigenwert —1 (T;;|¥) = —|¥)) — Zustandsvektor total antisymmetrisch

{1 : P gerade Permutation

—1 : P ungerade Permutation

Plo4) = (=1)P104) mit (-1)" =
Symmetrische und antisymmetrische Zustandsvektoren bilden jeweils Unterrdume
des (N-Teilchen)-Hilbertraums

Konstruktion von symmetrischen/antisymmetrischen Zustandsvektoren — z.B.
iiber Projektion eines allgemeinen Vektors in entsprechenden Unterraum

Projektionsoperatoren:

. 1
Symmetrischer Unterraum: | S = N Z P,

" alle Permutationen
(1US) = S|W) = P3|US) = 35 3 PgPa |V) = 37 3 Py|¥) = S|¥) = [¥F) /)
o ¥

——
P’Y
. . 1 P
Antisymmetrischer Unterraum: | A = — E (=1)"=P,
" alle Permutationen o

([04) = AIW) = Ps|¥A) = g7 (=1 PgPa |¥) = 37 (=178 Py W)
L a ~—— Sy

P’Y
= (-1 5y ;(—DPWPWI‘P) = (=D)AL = (=) EY) V)
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Beispiele:
- Zwei Teilchen, Einteilchenbasis |b,,)

Basisvektoren des Produktraums: |ba, ), |basy)s
Projektion der Basisvektoren
Symmetrisch: "I’S ) < (1bas )1 [bas)s + 1bas)11bas),)

a1

Antisymmetrisch: ’\I/A ) = %(’ba1>1’ba2>2 = [bas) 1 1bay)2)

aan
- N Teilchen, Einteilchenvektoren |by),, ... |ba) y

Basisvektoren des Produktraums: |ba, ), |bas)s -« [bay)

Projektion der Basisvektoren

S

Symmetriseh: |\I/ > X {’bog >1 s |baN>N + alle Permutationen }

o1 -ON
|b041>1 ’ba1>N
Antisymmetrisch: |\Ifé1,,.aN ) = \/% : . :
‘ bOéN > 1 |baN >N
(1/+/N! ist Normierungsfaktor) Slater-Determinante

3.5.2.2 Zusammenfassung und Spin-Statistik Theorem

Symmetrisierungspostulat, zweite Formulierung

Der Zustandsraum eines Systems von N identischen Teilchen ist ent-
weder vollstandig symmetrisch oder vollstéindig antisymmetrisch. Im er-
sten Fall spricht man von Bosonen, im zweiten von Fermionen. Gemisch-
te Zustandsvektoren gibt es nicht.

— Damit ist die Austauschentartung aufgehoben.

Bemerkung: Symmetrische und antisymmetrische Zustandsvektoren kénnen
dynamisch nicht ineinander {ibergehen.
(Andernfalls wére ein Zeitentwicklungsoperator U (t) méglich
mit |U5) = U(t)|0{) = (05U )| V] # 0
Da U nur von H abhéngt, gilt mit [H,T;;] = 0 auch [U, T;;] =0
Weiterhin: T;;|V5) = |U5); Tj;|0i) = —|T{); Tlgl = TT] =T
= (US[UD| W) = (T, TS |U )| 91) = (U5 |TLU@)|0f) = (U513, U (1) w1)
= (UF|U) T35 V1) = —(W5|U )| ¥{)
= (TS|Ut)|¥4) = 0 fir alle U(t) Widerspruch!)

Frage: Wann sind Teilchen Bosonen oder Fermionen?

Antwort: Spin-Statistik-Theorem (Spin — siehe Kapitel 4 S.95)
In der relativistischen Quantenfeldtheorie kann man zeigen, dass Teilchen
mit ganzzahligem Spin keine Fermionen sein kénnen, und Teilchen mit
halbzahligem Spin keine Bosonen.

Fermionen: Halbzahliger Spin (z.B. Elektronen, He?)
Bosonen: Ganzzahliger Spin (z.B. Photonen, He?)

(Bemerkung: In zwei Dimensionen sind Ausnahmen mdoglich
~» Anyonen und Zopfgruppen)
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3.5.2.3 Folgerungen aus dem Symmetrisierungspostulat

x Pauliprinzip: Zwei Elektronen kénnen nicht exakt den gleichen Einteilchen-
zustand einnehmen.

— Sehr grundlegend: Verantwortlich dafiir, dass die Materie trotz elektrosta-
tischer Kréfte nicht kollabiert.

* Statistik:

Beispiel: Zwei Teilchen in einem Zwei-Niveau-System (+, —)
Basisvektoren des Zustandsraums fiir
- Unterscheidbare Teilchen:

lv1) = [+)1]+)2;

[v2) = |+)1]=)2;

lug) = [—)1[+)2;

[va) = |=)1|=)2;
- Bosonen:

[v1) = |+)1]+)2;

v2) = J5(IH)al=)2 + [=)1l+)2);
lvs) = [=)1l—)2;
- Fermionen:
o) = L (a2 — [ 1+)2);
~ Im Vergleich zu unterscheidbaren Teilchen haben bei Bosonen
Zustédnde, in denen beide Teilchen im gleichen Einteilchenzu-
stand sind, ein hoheres Gewicht, und treten bei Fermionen dafiir
gar nicht auf. (Statistischer Operator: 0 = > 0nm|bn) (bm|)
mn

Salopp:

Fermionen meiden einander (Pauli-AbstoBung)
Kennzeichen der Fermi-Dirac-Statistik

Bosonen suchen einander (Bose-Anziehung)
Kennzeichen der Bose-Einstein-Statistik

Mehr dazu in der Vorlesung ,,Statistische Mechanik*
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3.6 Wissensfragen

57. Was ist ein Hilbertraum?

58. Wie lautet die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung und wann gilt sie?

59. Was ist eine Basis?

60. Was versteht man unter “Zerlegung der Eins” in einer Basis?

61. Wie werden Vektoren in einer Basis dargestellt?

62. Wie werden Operatoren in einer Basis dargestellt?

63. Was transformieren sich Darstellungen eines Vektors bei Basiswechsel?

64. Was ist ein unitdrer Operator?

65. Was ist ein hermitescher, was ein selbstadjungierter Operator?

66. Was versteht man unter einem Projektionsoperator?

67. Erldutern Sie die Eigenwertgleichung eines Operators O.

68. Welche Eigenschaften haben die Eigenwerte und Eigenvektoren von her-
miteschen Operatoren? von selbstadjungierten Operatoren?

69. Wie lautet die Spektraldarstellung eines selbstadjungierten Operators?

70. Wie lautet die Spektraldarstellung einer Funktion f(O) eines selbstadjun-
gierten Operators O?

71. Welche Grundkonzepte (“Postulate”) liegen der Quantenmechanik zu-
grunde?

72. Was ist ein quantenmechanischer Zustandsvektor? Wie wird er mathema-
tisch beschrieben?

73. Wie werden dynamische Groflen mathematisch beschrieben?

74. Was versteht man unter einem vollstdndigen Satz kommutierender Ob-
servablen?

75. Was ist der statistische Operator?

76. Wie berechnet man den Erwartungswert einer dynamischen Grofle in ei-
nem quantenmechanischen System?

77. Welche Messwerte konnen bei der Messung einer dynamischen Grofle auf-
treten? Welche nicht? Warum nicht?

78. Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt ein konkreter Messwert auf?

79. Was versteht man unter einem “reinen” System?

80. Wie lautet die allgemeine Version der Unschérferelation?

81. Was versteht man unter einem Zeitentwicklungsoperator?

82. Welche Eigenschaften muf} der Zeitentwicklungsoperator haben und warum?

83. Erldutern Sie den Unterschied zwischen dem Schrédingerbild und dem
Heisenbergbild.

84. Wie entwickeln sich Zustédnde, Observablen, statistische Operatoren zeit-
lich im Schrédingerbild und im Heisenbergbild?

85. Wie hiangen die Ausdriicke fiir Zustdnde, Observablen, statistische Opera-
toren im Heisenbergbild und im Schrédingerbild zusammen? Was passiert
konkret, wenn der Hamiltonoperator nicht explizit zeitabhéngig ist?

86. Was bedeutet “explizit zeitabhingig” ? Nennen Sie Beispiele fiir explizit
zeitabhéngige und nicht explizit zeitabhéngige Observablen.
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Wie lautet die von-Neumann-Gleichung und wann wird sie angewendet?
Wie lautet die Heisenberg-Gleichung und wann wird sie angewendet?
Wie entwickeln sich Erwartungswerte zeitlich im Schrodingerbild und im
Heisenbergbild?

Was versteht man unter einem “trunkierten statistischen Operator”? Wel-
cher Zusammenhang besteht zwischen einem trunkierten statistischen Ope-
rator und dem vollen statistischen Operator? In welchem Kontext werden
trunkierte Operatoren eingefithrt und wofiir kénnen sie verwendet wer-
den?

Was ist eine unitére Zeitentwicklung? Entwickelt sich der statistische Ope-
rator unitdr? Wie sieht es bei trunkierten statistischen Operatoren aus?
Erldutern Sie den Vorgang der Dekohérenz.

Was geschieht nach dem Reduktionspostulat bei einer Messung? Wie
hiangen Reduktionspostulat und Dekohérenz miteinander zusammen?
Wie lautet der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Os-
zillators? Welche Eigenwerte hat er?

Was sind Aufsteige- und Absteigeoperatoren?

Was versteht man in der Quantenmechanik unter einer Erhaltungsgrofie?
Wie lautet die Bedingung dafiir, daf§ eine Observable eine Erhaltungsgrofie
ist?

Was versteht man unter einer Symmetrieoperation? Wie lautet die Be-
dingung dafiir, dal ein System eine bestimmte Symmetrie aufweist?
Was versteht man unter dem Generator einer kontinuierlichen Symme-
triegruppe?

Welche physikalische Bedeutung haben die Generatoren der Translations-
gruppe und der Rotationsgruppe?

Wie kommutieren die Generatoren der Translationsgruppe untereinan-
der? Wie die Generatoren der Rotationsgruppe? Warum ist die Antwort
verschieden?

In welchem konkreten Fall sind die Generatoren der Rotationsgruppe ge-
rade die Komponenten des Bahndrehimpulses?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungs-
grofen in der Quantenmechanik.

Nennen und erklédren Sie speziell die Erhaltungsgrofien, die aus der Ho-
mogenitdt der Zeit, der Homogenitit des Raums, und der Isotropie des
Raums folgen.

Wann gelten Teilchen als ununterscheidbar?

Welche Forderung miissen die Observablen in einem System ununter-
scheidbarer Teilchen erfiillen?

Welche Eigenschaft hat nach dem Symmetrisierungspostulat der Zustands-
raum eines Systems identischer Teilchen?

Worin besteht der Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen?

Was versteht man unter einer Slater-Determinante und wozu kann man
sie brauchen?

Was besagt das Spin-Statistik Theorem?
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Kapitel 4

Quantenmechanik des
Drehimpulses

© Copyright 2020 Friederike Schmid?!

Wir haben in den Kapiteln 2 S.9 und 3 S.47 bereits einige wesentliche Aspekte
des Drehimpulses kennengelernt.

In diesem Kapitel: Systematische Gesamtdarstellung
- Wiederholung, Erweiterung, Ergénzungen (insbesondere: Spin)

4.1 Wiederholung: Bahndrehimpuls

4.1.1 Definition

Operator: L=7x I
Ortsdarstellung: L="17xV

Kommutatorrelationen: [L;, Ly = ihejiLy; [Ez, Ly =0 Vk=ux,y,z

4.1.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Gemeinsame Eigenvektoren z.B. von L2 und L.: |Im)

Llim) = KA+ 1)|im)
L.llm) = hm |lm)

mit [ > 0 ganzzahlig; m ganzzahlig, m € [ : []

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.
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4.1.3 Darstellung in Polarkoordinaten

L, = %(—smcp Fg — cot ) cos %)
L, = %( coswaﬁ cot ¥ sin %)
L, = %%

72 — _surfﬂ(smﬂ 39 sing 2 359 t 84: )

llm) — Y, (9, ¢) Kugelﬂéchenfunktionen

mit Y, (9, 0) = A esin™ 9 40 P(cos?) (m >0)
——
Legendre-P.
Yiem(d0) = (1) Y5, (0,¢)
Konkret:
Yoo = \/%

Yio = iz 3 cosdd
Ylil = :F\/ 7 smz?eiw

Kugelflachenfunktionen bilden ein vollstédndiges und orthogonales Funktionen-
system
(~ L2, L, selbstadjungierte Operatoren)
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4.2 Allgemeiner Drehimpuls

4.2.1 Definition

Drehimpuls <+ Generator einer Drehung (Kapitel 3.4.2.3 S.79)
(eines Systems oder eines Teils eines Systems)

Drehung um Winkel ¢, Drehachse @/ p:

=

|T) = |¥) = R(§)|¥) mit | R(F) = exp(—;])

~» Definiert Drehimpuls J
Konkrete Form héngt vom Zustandsraum {|¥)} ab.

Kommutatorrelationen: | [J;, Ji] = theju i (gezeigt in 3.4.2.3 S.79)

Folgerungen: Fiir J? = J2 + Jy2 + J2 gilt:

- [fz,Jk] =0 fiir alle k = z,y, 2
(zB. [J2,J.] = (J2, Jo) + [J2, Ju] = Jyldy, Jo] + J2[Jz, Ja] + [y, Ja]Jy + [Tz, Je) T2
= —ili(JyJs + JoJy) +ib(JJy + JyJ2) =0 /)
- J? positiv ( (W2 |0) = [T ) |12 + |y [ )] + |- ()2 >0 )

4.2.2 Eigenwerte und Eigenvektoren

Suche gemeinsame Eigenvektoren von J2 und J.
— ,,Standarddarstellung® [jm)

Motiviert durch 4.1 S.95, schreibe Eigenwertgleichung in der Form:
J2|jm) = h%j(j + 1)|jm) mit j > 0 (da J? positiv)
Jz|jm) = hm|jm)

Losungsweg: dhnlich wie harmonischer Oszillator in 3.3 S.72, gestiitzt auf Kom-
mutatoren: ,, Algebraische* Losung

Hauptergebnisse

Eigenvektoren von J2, J.: [jm)

erfiillen ﬁ]]m> = W?j(j +1)[jm)

wobei: j ist positiv und halbzahlig oder ganzzahlig

me [—j,—j+1,---,7—1,7]  ((2j+1) mogliche Einstellungen)

Es gilt: | Jy|jm) =h/(G—m)G+m+1)[j m+1)

J_|gm) = /(G +m)(j —m+1)|j m—1)
(modulo Phasenfaktor)

mit | Jo = Jp £ J, ]

Weitere Ergebnisse und algebraische Herleitung im Vergleich mit Kapitel 3.3 S.72
siehe grofle Tabelle auf der folgenden Seite
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‘ Harmonischer Oszillator ‘ Drehimpuls

Ausgangs- | H = $(p* + &) J?=J2+ Jg+J2
punkt: | [Z,p] = ih [z, Jy] = ihJ,
(reskalierte Einheiten) (Im Eigensystem von J, ist J, eine Zahl!)
Leiter- | a = \}(:E + ip) Jy=J,+iJ,
operatoren aT ﬁ(m —ip)
= | H = ihw(a'a + aal) J2=(JyJ 4+ J_J))2+ J2
Kommu- [a a]l=1 [J4, J_] = 2hJ,
tatoren | [N,a] = [J2,J] =0
[N aT] = aT [J., Jy| = £hJy
mit N = a'a (da [z, Jo + idy] = [J2, Ju] £ i[Jz, Jy] = ihdy & hJy)
Positive | N = ala J?
Operatoren | N + 1 = aal JpJ_ = J2+ J,g +hJ, = J2— J2 4R,
J_Jy=J2+J2—hJ, =J*— J2—hJ.
Losung;: Sei |n) Eigenvektor Sei [jm) Eigenvektor zu J2, J.,
zu N, Eigenwert n Eigenwerte h?j(j + 1) und Am mit j > 0
(Da J? positiv ist, hat es nur positive Eigenwerte
~» lassen sich schreiben als h?j(j 4+ 1) mit j > 0.)
Wirkung Na|n) = (n — 1)a|n) JoJx|jm) = Ji(J. £ h)|jm)
der Leiter- | Naf|n) = (n + 1)a’|n) = h(m £ 1)Jg|jm)
operatoren J2JL|jm) = JoJ?|jm)
= h%j(j +1)Jx|jm)
= | a|n) < |n —1) Ji|jm) o< |[jm+1)
af|n) oc |n + 1)
Normierung | [[a[n)[|* = (n|a’a|n) [ Teljm)l]* = (Gm| Tz Jx]jm)
=n = (jm|J? — J2 F hJ,|jm)
laf|n)|[* = (nlaal|n) =12(j(j +1) = m(m £ 1))
=n+1 =G Fm)(iEm+1)
= | aln) = v/njn — 1) Jeljm) = /(G Fm)( £m+1)[jm+1)
alln) = vn +1jn +1)
Positivitdt | N positiv JyJ_ bzw. JLJi positiv
=j@G+1) —mimF1)
=@Em)Fm+1)=0
= |n>0 —J<m<yg
Abbruch- | 3 minimales n = n;, d maximales m = my,,,, minimales m = m;,
bedingung = | Nmin) 20 = J4]JMumax) L 0, J_|jmumm) Lo
= /T = 0 = \J(§ F mma)(j £ mmax 41) =0
(wegen a|n) = y/njn — 1)) (wegen J4|jm) = h/(J Fm)(G £ m+1)|jm 1))
= | Npin =0 Mupax = Jy  Mumin = —J

Ubrige Eigenvektoren:

11),12), 13), --.

Ubrige Eigenvektoren: |j, j — 1>,|j,j —2),
. bzw. ‘]7 _j + 1> ‘]7 j+2>

Damlt es aufgeht: 3k e Ng: j—k =

= 2j =k fiir ein k € Ny

= j ganz- oder halbzahlig
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4.3 Der Spin

Wir haben gesehen: Bahndrehimpulsquantenzahlen sind ganzzahlig, aber prin-
zipiell wiren ganzzahlige oder halbzahlige Quantenzahlen méglich.

Frage: Treten halbzahlige Quantenzahlen in der Natur auf?
2.B. einfachster Fall j = 2 = m = +1(zwei Einstellungen) — gibt es das?

Antwort: Ja - Spin !

4.3.1 Experimenteller Hinweis: Der Stern-Gerlach-Versuch

Idee: Direkte Sichtbarmachung der Quantelung von J, (Quantenzahl m).

Drehimpuls erzeugt magnetisches Moment
(z.B. Bahndrehimpuls fi = 55 L)

2mece

~» Beitrag zum Hamiltonoperator: Hyagn = —ﬁé

Fiir ungeladene freie Teilchen im Magnetfeld gilt:
&) = {10 H)) = ([P, Humagn]) = V (7iB)

= Um die Quantelung von pu, (++ J,) sichtbar zu machen, muss man Teilchen
durch ein inhomogenes Magnetfeld in z-Richtung schicken.

Aufbau

Urspriingliche Erwartung: Aufspaltung in 1, 3, 5, ... Strahlen je nach Bahndreh-
impuls.

Beobachtung (Stern, Gerlach 1921): Aufspaltung in zwei Strahlen !
Atome: Silber — sollten eigentlich gar keinen Bahndrehimpuls haben.
Wiederholung mit Wasserstoff im Grundzustand (1927) — wieder zwei
Strahlen.

Folgerung: Es gibt einen intrinsischen Drehimpuls mit zwei moglichen Einstel-
lungen: Den Spin! — zusétzliche Eigenschaft der Elektronen.

4.3.2 Beschreibung von Teilchen mit Spin
4.3.2.1 Ein Teilchen mit Spin %

Spin: Zusétzlicher Freiheitsgrad

~» Erweiterung des Zustandsraums

$H =H0 R HErn (Produktraum)
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mit S’J(O) = Zustandsraum eines spinlosen Teilchens
und $®P™ = Spin-Zustandsraum
Spinobservable: Operator S

Eigenwerte S2|0) = h2s(s 4+ 1)|¥) = h23|W) fiir alle |¥) € §
S.|Uy) = :i:h%|\lli) fiir Eigenvektoren |, )
52 und S, kommutieren mit allen bisher bekannten Observablen

— S, vervollstandigt VSKO im erweiterten Zustandsraum

Konstruktion des Raums 5(5;: ) der Spinzustandsvektoren

$HP™). Raum, in dem der Operator S wirkt
Basisvektoren: z.B. Eigenvektoren von S,: |+), |—)
mit S,|+) = §|+);  S.|-) = E\—>

~ Spannen 7™ auf — §5P™ hat zwei Dimensionen

Allgemeiner Vektor: |x) = a|+) + b|—)

Gesamter Zustandsraum: |¥) = ]¢f)>‘+> + |¢@|—>

4.3.2.2 Konkret: S,-Darstellung von Spinzustinden und Spinopera-
toren - Paulische Spinor-Schreibweise

Zustandsvektoren:

Kets: [4)2 =)= (1 )s allgemein [x) = al+) +b|-)= Z
(0) ==(0) )

Bras entsprechend: (x|= (a* b*)

0 und

Spinoperatoren:
S% =3p%1 (da §2[x) = 3K|x) fiir alle |x) )
S = g&' mit (& = (04,0y,0,): Paulimatrizen
01\ /0 =\ (1 0
%=1 0)% " \i 0)%%7 0 -1
(Rechnung:
= ((HSal+)  (HSal)\ o
Sa= (< |Sal+) <f|sa|f>) fira=y.2
S SH = s =—dls =52t (o 9)
)=

Sy, Sy: aus S+ = S £iSy, mit Sy |+) =0, S_ |

Si1-) = h/G—mGIm D) =Al+)  (dennj= 1, m=—1)
S_|+)=hm/(G+m)G—m—+1)|-)=hl-) (demnj=1 m=1)
:>Sz\+>—§(5++5 H) = 51=); Sal=) = ... = §4)

Syl+) = 5;(S4 — S=)[+) = i5]=); Syl- >=~ L= i)

[en]

ésng(? )undSU (8 )
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Figenschaften der Pauli-Matrizen:

as ay — ia2

. ) fiir beliebige Vektoren @ € C?
a1 + a9 —as

° E-azzmai:<
%

= 0;; det(o;) = —1; Sp(o;) =0

c = 1; [0y, 05] = 2igiu0k; (04,054 = 005 + 050 = 204

T

0,

2

[ ] O-’L

= 005 = 51'3‘ o *EijkOk

-,

(G-a)(&-b)=a-bl+id (axb)

4.3.2.3 Identische Spin %-Teilchen

Spin %-Teilchen sind nach dem Spin-Statistik-Theorem Fermionen

~» Gesamtzustandsvektor muss antisymmetrisch sein
Beachte aber: Gesamtzustandsvektor beinhaltet Bahn- und Spinanteil
Beispiel: Betrachte zwei identische Teilchen a, b

Setze Gesamtzustandsvektoren zusammen aus Einteilchen-Bahnvektoren
|t1), |¢2) und Einteilchen-Spinvektoren |+), |—).

Moglichkeiten:
() o< [¢1)alt2)el+)al =)o — [W2)alt01)s]—)al+)b
aber auch: antisymmetrischer symmetrischer

Bahnanteil Spinanteil

(W) o< ([¥1)alth2)s — [h2)altor1)e) [H)al+)o

[0) o< ([¥1)alth2)s — [¥2)alt1)s) (I +)al =)o+ [—)al+)b)

oder: symmetrischer antisymmetrischer
Bahnanteil Spinanteil

@) o< ([Y1)alth2)s + [Y2)althn)s) (I +)al =)o — [=)al+)b)

W) o 1) alth1)s ([+)al=)6 = [=)al+)s)

4.3.3 Nichtrelativistischer Spin im elektromagnetischen Feld -
Pauligleichung

Stern-Gerlach-Versuch:
Spin wird dann messbar, wenn Magnetfeld eingeschaltet wird.

Generell gilt fiir

Geladene Teilchen ohne Spin im elektromagnetischen Feld

Hamiltonoperator: Hy = ﬁ(ﬁ— %ff)Q —q9¢ (¢=Ladung)
Teilchen mit Spin

— magnetisches Moment: ji =: 927?1657 = +5 00
mit pg = %: Magneton, g: gyromagnetischer Faktor

Konvention fiir neutrale Teilchen (Neutronen): Setze ¢ = +e¢ ein

— zusétzlicher Beitrag zum Hamiltonoperator: —jiB
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Speziell Elektronen:

qg=—€, m=Me, lig = Q;ZC =: up (Bohrsches Magneton)

Relativistische Quantenmechanik (Diracgleichung) — g = 2

Quantenelektrodynamik: Korrekturen wegen Wechselwirkung mit elek-
tromagnetischem Feld — g ~ 2 (g = 2.002319304718)

Schrédingergleichung nimmt die Form an

) 1 . -
ih 1) = | 5 (5 - EA)2 +oep + g#B 5-3] W) | Pauligleichung

4.3.4 Wirkung von Drehungen auf Spinzustinde

4.3.4.1 Rotationsoperator im Spin-Zustandsraum

R(@) = exp(— 47 - §) = exp(—4¢7) = cos(F27) —isin(¥7)

Sl
I

gerade ungerade
Potenzen von g&
Es gilt: (F- )% = 0?1 +i7(F x @) = ¢21
~ (@ wd)t = o j;’/go -7 lli iiza(:;de
¥

-1 —i(&'-cﬁ/gp)sing

= | R(Z) = cos

SRS

4.3.4.2 Wirkung auf Spin-Erwartungswerte

Generell: Wirkung einer Drehung auf statistischen Operator o

0~ 0= R(§) o R(P)!
(daio= S Imhonm{ml = 3 |#)oam (| mit [7) = R(@)n) )

Hier: Betrachte oBdA speziell Drehung um z-Achse: R(F) = S T

Berechne Wirkung auf (S, ): Sp(9Sa) — Sp(0Sa)

(Sz) (Sz)cosp — (Sy) sing
= Man erhilt: | (S,) | = [ (Sy)cos¢ + (Sz)sing

Spinerwartungswerte drehen sich wie gewohnliche Vektoren

(Rechnung dazu: Sp(8Sa) = Sp(R(P) 0 R($)!Sa) = Sp(e R(P)"Sa R(F))

R(P)1Se R(P) = e272%Se" 279 = (cos 2 +io,sin £)S(cos & —io, sin Z)

= %(cos2 Lo, +sin? £o.040; + isin £ cos £[o., 01])

[02,0k] = 2i€.0101; 020k = 02k - L 412000
= 0,010z = 020, +1€,410102 = 020, — EkIElzm Om = 2020, — O
———

Sem (1=621)
= %(cos2 Lo+ sin? (2040, — o) — 2sin £ cos Te pi07)
2 ¢

2sin £ cos & = sing; cos® £ —sin? £ = cosy; sin

= (cosp Sk +0:55:(1 —cosp) —sinp e S1) v )

¢ = %(1—00550)
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4.3.4.3 Wirkung auf Spinzustandsvektoren
R(P) [x) = cos 5 [x) —i(d - F/¢) sinF [x)

Speziell: Drehung um ¢ = 27

Ix) 2T R Ix) = —|x) | Vorzeichenwechsel !

..;, _G) : f-) -
T Tr :
._\_‘{/C.hﬁ» (18w

Vorzeichenwechsel hat keine Auswirkung auf Erwartungswerte, kann aber einen
Effekt machen, wenn es gelingt, Interferenzen zwischen , gedrehten* und
yungedrehten® Zustéinden herbeizufiihren.

,Anschaulich® im Spinor-Raum:

Experimentelle Realisierung (Rauch et al. 1975, Werner et al. 1975)

Neutronen im Magnetfeld B]|z

Neutronen neutral: H = % — [jé = % + wS,

2 _
P koppelt nur an Bahn, B koppelt an Spin
2m

it = _9n eB L P m,, : Masse des Protons
e 2 mye armor-rrequenz, gn =~ —3.82 fiir Neutronen

~» Zeitentwicklung der Zustandsvektoren beschrieben durch:

U(t) _ ef%Ht =~ ef%wtsz

Spinanteil
~» entspricht genau einer Drehung um z-Achse, Winkel ¢ = wt

Wirkung auf Erwartungswerte:

(Sz) (Sa) coswt — (Sy) sinwt Larmorprézession®
(Sy) | = | (Sy) coswt + (Sz) sinwt —
(o) (S.) mit Frequenz w

Wirkung auf Zustandsvektoren:

IX(t+20)) = —[x(t)):
Periode fiir Zustand ist doppelt so lang wie fiir Prézession

Experimenteller Aufbau:

P Konstruktive und destruktive In-
terferenz, abhingig vom Magnet-

; ‘De!e,kiur feld.

konstruktiv: w At = 27 - 2n

destruktiv: w At =27 - (2n + 1)
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4.3.5 Drehgruppe und spezielle unitire Gruppe

Ausgangspunkt: Gruppe der Rotationsoperatoren R({)
Gruppe G von Symmetrieoperationen im Sinne von Kapitel 3.4,
Lie-Gruppe mit drei Parametern ()

Darstellungen dieser Gruppe (vgl. 3.4.1):
Abbildungen L : G — GL(V) in die linearen Operatoren eines Vektor-
raums (z.B. die invertierbaren n x n-Matrizen in V' = R" oder C"), die
die Verkniipfung erhalten und als Funktion der Parameter glatt sind.

4.3.5.1 Darstellung im R3: Spezielle orthogonale Gruppe SO(3)
Entspricht den Drehmatrizen 2(g) im R3

Eigenschaften: (reelle 3 x 3-Matrizen)

e Normerhaltend: ||Za||? = ||a||? fir allea € R? = 279 =1
e Determinante det(Z) = 1

(det(27 9) = det(2T) det(2) = det(2)? = 1 — det(2) = £1
Vorzeichen ,,+“ folgt daraus, dass Drehungen kontinuierlich ineinander iiberfithrt

0 -1 0
L G.=i[1 0 0
0 0 0

4.3.5.2 Darstellung im C?: Spezielle unitire Gruppe SU(2)

e 3 Parameter ({)
o Infinitesimale Erzeugende (siehe 3.4.2.3)

iG3 0o 0 O 0
P =eZ¥ mitG,=il0 0 -1],G,=i| 0
- 01 0 -1

[l e)
o O

Entspricht Rotationen im Spin %—Zustandsraum

Allgemeine Form: R(F) = e 3%% = cos g1 — (6 - 3/¢)sin
~ R — (cos g —in. sin%; (—ing — ny)sinf) —. (_C;)* a*> —. U(a, b)

. . o
(—ing + ny)sin 5 cos & 4in,sin

mit |(I|2 + |b|2 =1. (da (|a|? + |b]? = cos? £ +sin? £(n2 + n2 +n2))
Eigenschaften: (komplexe 2 x 2-Matrizen)

e Unitiar: U7 = U1
e Unimodular: det(U) =1 (det(U) = a2+ b2 =1)
e Wieder 3 Parameter

Zuordnung SO(3) — SU(2): lokal isomorph, aber nicht global:

Zu jeder Drehung 2 € SO(3) gehoren zwei Elemente der SU(2)
(U(a,b) und U(—a,—b))

Hintergrund: Drehung um 27 dreht Vorzeichen um

Parameter a, b heiflen auch Cayley-Klein-Parameter
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4.4 Addition von Drehimpulsen

4.4.1 Problemstellung

Gegeben sei ein System mit zwei Drehimpulsen J ), J @),
so dass [Ji(l), JJ@)] = 0 fiir alle ¢, j.
z.B. Elektron mit Bahndrehimpuls L und Spin S
Zweiteilchensystem mit je einem Spin .5;
Bei Isotropie des Raums ist der Gesamtdrehimpuls die Erhaltungsgrofie,
Einzeldrehimpulse nicht mehr notwendig erhalten.
Beispiel: Wasserstoffatom mit Spin-Bahn-Kopplung.
Hamiltonoperator hat Zusatzterm o< L-S.
= [H,L] #0, [H,S] #0, aber [H, L+ S] = 0.

Gesamtdrehimpuls: J = JO) 4 J@)

- Drehimpuls, denn: [J;, J;] = [Ji(l), J(l)] + [J-(Q), J]@)] = iheijrJk

- Kommutatoren:
T3, (T2 = 05 [J%, (J)?] = 0, aber [J2, ;] #0
(Check: Ubungsaufgabe).

Mogliche Darstellungen (Basissysteme):

(i) Naheliegend: Eigenvektoren von ((J(1)2, (J(2)2, Jz(l), JZSQ))
(z.B. beim Elektron: |lm) <(1]) und |lm) (?))

— Notation |jijo; mima)

(ii) Andererseits Eigensystem zu J. Z(a) unbrauchbar fiir Losung der Schrodin-
gergleichung, wenn [H, Jz(a)] # 0.
~» Giinstiger wire haufig Eigensystem zu J2, J. statt Jz(a)
~ Alternative Basis: Eigenvektoren von ((J())2, (J2)2 J2. J,)
— Notation [j1j2;7 m)

Basiswechsel von (i) nach (ii)
~ ,,Addition von Drehimpulsen*

4.4.2 Additionstheorem

Erste Frage: Welches sind die moglichen Eigenwerte von J_Q, J, bei vorgegebe-
nen Eigenwerten zu (J(®)? (vorgegebene Quantenzahlen ji, j3) ?

Vorbemerkung: Zustandsvektoren |j1j2; mime) sind Eigenvektoren zu J,.
(Jelngzsmama) = (8 + I ooy = By +mo)|---) =2 | ---))
Also konnen sie zur Bestimmung moglicher m-Werte genutzt werden.
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OBdA sei j1 > jo. Mit my, € [—Ja, ja] folgt fiir die Werte von m:

—J1 N
—Jo | —j1—J2 - J1—J2
J1+j2—2
JitJje—2 j1+j2—1
Jo | Je—J1 o giti2—2 jitj2—1 J1+J2

Folgerung;:

(1) Mmax = J1 +J2 = Jmax = Mmax = J1 + J2.
(ii) Ubrige Werte von m unterscheiden sich von 1y, ganzzahlig.
=j € [jminvjmin +1,- , Jmax — 17jmax] mit Jmax = J1 + J1
~» Frage: Was ist die Untergrenze jpin?
(iii) Gesamtzahl der moglichen Kombinationen von m: (251 +1)(2j2+1),
wobei viele entartet sind.
Entartungsgrad: 2j+1

1 - .
L NE.
_]1_|2 ]2_]1 ]1_12 ]1+]2

Diese Entartungsstruktur wird reproduziert fiir jumin = j1 — jo.

= Additionstheorem: ’ |71 — Jo| < J <71+ Jo ‘
Anschaulich: Dreiecksungleichung.

NB: Damit ist auch gezeigt, dass der Satz Operatoren ({JM)2, (J2)2, J2, J.}
tatséchlich ein VSKO ist (gleiche Anzahl Basisvektoren wie im urspriing-
lichen System).

4.4.3 Losung des Problems: Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Formal: |j1j2;7 m) = Y. |jije;mama) (Jije; mimaljije; j m)
mi,ma2

) o Clebsch-Gordan-Koeflizienten
NB: Notation in jedem Buch anders; hier: Sakurai

Figenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten

(1) (J1j2; mimaljije; 7 m) = 0 fiir m # mq + mo
(denn: (jrjasmamal Jo — I — I8 |jijasjm) = B(m — ma —ma)(-++|-++) =0)
—_——
0
(i) (j1jo; mimaljije; j m) = 0, falls nicht gilt: |1 — jo| < j < 1 + jo
(wegen Additionstheorem)

(iii) Clebsch-Gordan-Koeffizienten konnen reell gewihlt werden.

(Wegen (v, vi): Konstruktion aus Rekursionsrelationen mit reellen Koeffizienten)
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(iv) Definieren unitdre Matrix (da Basistransformation)

da sie noch dazu reell sind: orthogonale Matrix (CTe =1)
=| 2 (jz maumeljija; jm) (jiizs mymblivie; M) = Omymt Smymy,
am
> (udas mama|jiga; jm)(jijz; mamaljije; 5'm') = 650 dmm
mims

Speziell j = 7', m =m/

— Z |(j1jo; mimaljije; jm)|> = 1|: Normierung

mima2

Beziehungen zwischen Clebsch-Gordan-Koeffizienten (Rekursionsrelationen)

(v) Rekursionsrelationen fiir festes ji1, j2, j

Aus (o mimal e = J{ = T j1ja; j m) = 0
und Jy|jm) = hy/(GFm)(GE£m+1)|j mE1) folgt:

VG Fm)(G £ m+ 1) (rje; mimaljige; j m £ 1)
= /(1 £m) (G Fma + 1) (rjesma F 1 maljije; j m)
+v/(j2 £ m2)(j2 F ma + 1) (jrj2; m1 ma F 1]j1j2; § m)

~> Daraus konnen z.B. ausgehend von (j1jo; —j1j2|7172; 7 (J2 — J1))
alle anderen Koeffizienten rekursiv bestimmt werden.
~» Liefert alle Koeflizienten bis auf konstanten Faktor.
Dieser ergibt sich aus der Normierungsbedingung (iv) mit der
Condon-Shortley Konvention (j1j2; 71 (7 —Jj1)|7172;77) > 0
~+ In der Praxis relativ aufwindig!
(vi) Rekursionsrelationen fiir festes ji, j2,j und m
Es gilt: J2 = (JU) 4 J(2))2
(5 = g8 £ g™y
Sei T = J% — (JW)2 = (J@)2 = g1 s@ _ ;O 72 _ 950 52
Aus (j1j2; mime|T|j1j2; 5 m) =0
und Jy|jm) = hy/(GFm)(GEm+1)|j mE1) folgt:

0=1[(G+1)—n01+1) —j2(j2 + 1) — 2mimo]
- (J1J2; M1 ma|jija; j m)
—/(1 +m1) (1 — m1 + 1) (G2 — m2) (ja + ma + 1)
- (41425 (m1 — 1) (ma + 1)|j1j2;J m)
—V i +m1 + 1)1 — m) (G2 — ma + 1)(ja + mo)
- (J1ge; (m1 + 1) (mg — 1)|j1j2; 5 m)

~» Zusammen mit der Bedingung ms = m — m; erhélt man ein
homogenes Gleichungssystem fiir (ji172; m1 ma|j1j2;7 m).

~> Einfacher zu handhaben als (v)
Bestimmt wieder die Koeffizienten bis auf konstanten Faktor, der
sich aus der Normierungsbedingung (iv) ergibt. Die Vorzeichen
folgen aus (v) und der Condon-Shortley Konvention.
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4.4.4 Beispiele
4.4.4.1 Elektronen mit Bahndrehimpuls (und Spin)
J =g jo =L
Gesamtdrehimpuls: J=L+S
Fiir die Quantenzahl j muss gelten: j = [ &+ % (wegen (iii))

Rechnung (z.B. iiber (vi)) (Ubungsaufgabe).

l+m41

= (%l;:l:% m$% %l;l—i—% m>——\/72p:2
1 7. 41 171 7.1 IFm+3

(3 1; 7 mFgy | g U5l m) =+ 551"

z.B. sind Eigenfunktionen zu j =1+ % gegeben durch:

I+m+2 lmt g
305 m = )+ S 1))
~——— —

(%) ()
(%) = Bahndrehimpuls-Eigenfunktion

4.4.4.2 Zwei Spin %-Teilchen
J =G, J? =g,
Gesamtspin: J = 51 + 5_"2
Gesamtspinquantenzahl: j = 0 oder j =1

Losung kann von 4.4.4.1 iibernommen werden.

= G BEID =1 Sy =
Ghs FBEL) =% =10 =L(WR+RI)
GLd-iidki-n=1 Sp-y =pb

i=0: G L #3500 =55 00 =H(WP-pw)

~> Zustandsvektoren zum Gesamtspin j = 1 (,,parallele Spins*)

bilden Triplett: |1 1), |1 0), |1 —1)

Triplettzustandsvektoren sind symmetrisch
~» Zustandsvektor zum Gesamtspin j = 0 (,,antiparallele Spins“)

bildet Singulett |0 0)

Singulettzustandsvektor ist antisymmetrisch!
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4.5 Tensoren und Wigner-Eckart Theorem

Wigner-Eckart Theorem: Wichtige Anwendung der Clebsch-Gordan Koeffizi-
enten. Hilfsmittel im Umgang mit einer groflen Klasse physikalisch rele-
vanter tensorieller Observablen
" One of the most important theorems in quantum mechanics’ (Sakurai)

4.5.1 Sphérische Tensoroperatoren

4.5.1.1 Motivation: Tensoren in der Multipolentwicklung

Erinnerung an Elektrodynamik (Theorie 2):
Entwicklung des Potentials ®(7) einer raumlich begrenzten Ladungsver-
teilung nach Potenzen von 1/r

Zwei Varianten:  (mit # = 7*/r: Einheitsvektor Richtung 7)

. L1 1 AT O
e Kartesisch: ®(¥) = - ¢ + N T s Q7
T Monopol 2 Dipol r Quadrupol

(in Tensor-Notation)

o0
 Sphirisch: &(7) = ZQHWH 2 G Vim(7)
=0

Multlpolmomente

Verhalten unter Drehung: ®(7) — ®(27' ) = ®(27F) (mit 2 := 2(H))

e Kartesisch: ¢ — ¢ = ¢ (Skalar)
o — ﬁ D9 (Vektor) (e iTp— (2T T=iTop=ip V)

<~
Q— Q =9 Q 9T (Tensor 2. Stufe) ~
(T Qi (ITHT Q(ITF) =T Q 9T =iTQF V)
e Sphérisch: gy — Gm =D _@7(7271 (&) @iy mit @(l) (@) = (Im|2|lm/)
(Rechnung dazu: Y ¢y Yim () — Zqszzm (QTf)
it Vi (977) = (9T {im) = (7|9]im) = St (Pl ) (' | 2| 1m)

wobei (I'm/|2|im) = (I'm/|e” 57 ?|im) o 6, 1s, da [J, 2] = 0.
~ l
= Vi (9TF) = S 95),,(#) Vi (7)

= Ranin (779) = B Vi (¢ )P0 (D) = 5 Vi ()20, ()

Entsprechend gilt ¢, — ¢}, = > [@7(:371 @) a,, = Z @(l m(—P)

(da [25),(@)]" = (tm|2|m'y* = (Im| 27 |tm) = (im’| 7~ 1|1m> = ),.(=®)

~+» Charakterisiert Transformationsverhalten sphérischer Tensoren
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4.5.1.2 Definition von sphirische Tensoroperatoren

Wir definieren zunéchst

7 (@) = (im| 2(§)|im)

Definition: Ein sphérischer Tensoroperator ist eine Grofle Tq(k),
deren Erwartungswert sich unter Drehung gemaf

(1) — z 25) (-

(k) -
@) (I,,”) transformiert.

Mit p — p = R(p)pR(p)t (vegl. 4.3.4.2 S.102) folgt
& (TF) = Sp(TF p) — Sp(TSH ) = Sp(TSF R(@)pR(#)T) = Sp(R(B)I T R(3)p)
=5k 25 @) k) =sp(Sho 25 (- T p) e

& R@ITMR@) = ko 25 (-1 = R(- )*T““)R( ) =
Verwende noch R(@)T = R(—@)T

Z 25 (3) T

Z W @(k)( H)T(’f)
R(—¢), R(P) =

& | RO T,

Folgerung bzw. dquivalente Definition

T = ha T k
a1 = n/FQ REqH DT
(Rechnung dazu: Betrachte m

= (1- ﬁ(%t

e81male Drehung R(@) = exp(fﬁaJ P~ 7’5 J- %]
L+ zed-¢) = o (kL= £ EJsDI > o
k k

= é)_EESD[Jqu I = <)

= 17,75
Benutze: (kq'|J.|kq) = 0, hg
(kq'|Je £ idy|kq) =

— e Ty (k' TIkg) T
S g (' | T1ka) TS

(kq'|Jxlkq) = b/ (k F q)(k £ q+1) 6¢r g11

v)
Beispiele (vergleiche Elektrodynamik)

e Skalarer kartesischer Tensor <> T, éo)
e Vektorielle kartesische Groie <» (T(l), T j(cll))
(z.B. Multipolentwicklung: ¢7 o ~ pz, ¢f 11 ~ (pz L ipy) )
e Kartesischer Tensor 2. Stufe M: Zerlegung in M = My + My + Mo

My = Sp(M) 1: Transformiert wie Skalar — T”: Ein Koeffizient
0 ms3 —ma2
Ml:%(M_MT): —m3 0

mi gﬁi X ...
mo —mq 0
) . 1
Transformiert wie Vektor — T( )
_1
My

: Drei Koeflizienten
=5(M + MT) — Mpy: Symmetrisch und spurlos
Transformiert wie Quadrupoltensor — Tq(2): Fiinf Koeffizienten
~» Aufspaltung in sphérische Tensoren

Kartesische Tensoren hoherer Stufe: Zerlegung generell nicht mehr

moglich, aber praktisch auftretende Tensoren haben trotzdem oft
die Symmetrie von Kombinationen sphérischer Tensoren
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4.5.2 Wigner-Eckart Theorem

Satz: In der Eigenbasis von (J_Q, J,) haben Matrixelemente von sphérischen
Tensoroperatoren die folgende einfache Form:

G'ms | T9)jm; ) = (jk;maljk; j'm’) G |IT™]5; a)

1
V27 +1
Clebsch-Gordan- Unabhiingig von m,m’, q
Koeffizienten hingt nur von j,j’, k ab

Dabei steht a, o fiir weitere mogliche Quantenzahlen und (5'; o [|T®)||; )
fiir einen noch zu bestimmenden globalen Faktor, der von m, ¢,k nicht
abhingt.

Beweis: Fillt uns auf Basis der bisherigen Kapitel quasi in den Schof3

Betrachte die Gleichung
Grm's o [T, TeO ) jms o) = iy/(k F @) (k £ q + 1){i'm’s o![To5) [jm: o)
Einsetzen und Auswerten gibt:
B miFL o/ (T30 oms a) /(T E ) G F 1 1)
— Ry s /|1 ekt a) G Fm) G Em A1)
= b/ F )k & g+ 1) ('m’; o T4 ljms )
Umsortieren und + Umdrehen gibt
(G, m'+L; o | TS 3, ms o) /(T F m) (£ + 1)
= (7', ms |17, miFLs o) /G E M) F m 4 1)
{5t | T 1 ms @) /(R £ Q) (R F g+ 1)
= Man erhilt Rekursionsgleichungen von der exakt selben Struktur wie
in 4.4.3(v) fiir die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (j1j2; mima|j172; jm)

mit (j'm)=(jm), (jm)=(jrma), (kq)=(jams2)
= Losung ist dieselbe bis auf freien Vorfaktor.
(”The same equations have the same solutions.”)

Den Vorfaktor nennen wir ﬁ@"; dNTH|j;a) v

Anwendungen: Allgemein: Streuung und Stérungstheorie
Matrixelemente spielen dort eine wichtige Rolle. Mit Hilfe des Wigner-
Eckart Theorems kann man sie oft signifikant vereinfachen!

Beispiel: Auswahlregeln bei Strahlungsiibergéingen (Kapitel 5)
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4.6 Anwendungsbeispiele

Beispiele fiir die Bedeutung des Spins und der Addition von Drehimpulsen in
der Atom- und Molekiilphysik

4.6.1 Helium-Atom

System: Kern (zweifach geladen) und zwei Elektronen 1,2.
(Annahme: Kern sehr viel schwerer als Elektronen
~» effektiv zwei Teilchen im Zentralpotential).
Hamiltonoperator H = H; + Ho + Hyo
mit Hi:ﬁ?/2m—2€2/7‘, H12:62/’7?1—772‘.
Suche Grundzustand.
Wegen [H, S] = 0 (Gesamtspin) gilt: Eigenzustand zu S2.

~» Strategie: Suche Zustand niedrigster Energie zu vorgegebenem Gesamtspin,
optimiere dann den Gesamtspin.

(i) Vorab: Zustandsvektoren fiir Einteilchen-System ohne Spin (nur Bahn) mit
Hamiltonoperator H;:
— im Prinzip wie Wasserstoffatom, reskalierte Ladung (e? — 2¢2).
— gebundene Zusténde mit Energie-Eigenwerten E,, = — (226;);27” (vgl. 2.3)
und zugehorigen Eigenvektoren |®,,)

(ii) Zweiteilchensystem ohne Elektronen-Wechselwirkung: His = 0.
Gesamtspin S = 0 (Singulett)
— Spinanteil des Gesamtzustands antisymmetrisch.
— Bahnanteil symmetrisch:
Niedrigste Energie: |1o) = |®1)|P1) mit £ = 2F;.
Gesamtspin S = 1 (Triplett)
— Spinanteil des Gesamtzustands symmetrisch.
— Bahnanteil antisymmetrisch.
~» Kombination |1g) = |®1)|®1) nicht erlaubt.
~» Zustand niedrigster Energie: %(]@M@ﬁ — [®9)|P1))
mit Energie £ = E7 + Es.
= Singulettzustand giinstiger!

(iii) Beitrag der Elektronen-Wechselwirkung
Abschétzung: Energie-Eigenvektoren bleiben ungefiahr gleich.
Energie (H) = (¢o|H [¢0) = 2Eq + (0| H12[0)
Konkrete Berechnung:
Einteilchen-Wellenfunktion ®;(7) = .A4’e~2"/% (aq = h?/me?).
Zwei Teilchen: 1,[10(771, 772) = @1(771)(1)2(772) = N2 2(r1tr2)/a0
= AE =~ <¢0|H12|¢0> = fdf'ldFQle”L/J% == gme4/h2.
Vergleiche mit £ = 2F; = AFE/E ~5/16 = 0.31
(experimentell AE/E = 0.274).
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4.6.2 Wasserstoffmolekiil und Austauschwechselwirkung

SRR S,

Hier: In sogenannter Heitler-London-Naherung B ~I y kgwm
TR e
System: Zwei Kerne A,B und 2 Elektronen 1,2 A*ﬂ;‘ ‘E R e

Hamiltonoperator H = EA(Flvﬁl) + HB(FQ,ﬁQ) + Hap (’Fl, 772)
; A A N -
mit HA,B(""zapz) = 2m ~ Fi—rasl
2 2
H o) = — e e e e
AB( 1, 2) |F1i—Rp| |Fa—R 4| |R4a—Rp| |71 —72|
(Zuordnung Kern A <> Elektron 1; Kern B <» Elektron 2 willkiirlich, beliebig)

H vertauscht mit Gesamtspin S ([H, S] = 0).

— Suche Eigenvektoren mit definiertem Gesamtspin S.

— Eigenvektoren faktorisieren nach Spin- und Bahnanteil.

Heitler-London-Ansatz

(i) Betrachte zuerst den Fall |[R4 — Rp| — oo

Konstruiere Energie-Eigenvektoren zu niedrigsten Energie-FEigenwerten
e Bahnanteil setzt sich aus Einteilchen- Grundzustandsvektoren
loa), l¢B) von Ha, Hp zusammen. Es gilt (pa|pp) =0
(Zugehorige Wellenfunktionen iiberlappen nicht).

e Nur ein Elektron pro Kern (wg Elektronenabstofiung)
e Zustandsvektor insgesamt muss antisymmetrisch sein.
Gesamtspin S =0
— Spinanteil: Singulett |xsing), antisymmetrisch
~» Bahnanteil muss symmetrisch sein
= [Ws) = [xsing) - 75 (l9a)1l@n)2 + |oB)1l0a)2)
Gesamtspin S =1
— Spinanteil: Im Triplett |xtrip), symmetrisch
~» Bahnanteil muss antisymmetrisch sein
= [T1) = [xuip) - T5(leahlen)2 — loB)ilpa)2)
Zustandsvektoren |U,), |¥;) sind wegen (p4|¢p) = 0 normiert und

entartet bzgl. H = haben alle die Energie 2F; mit 4 = Grund-
zustandsenergie des Wasserstoffatoms

(ii) Bringe nun Kerne niher zusammen: |R4 — Rp| < oo

Néherung: |¥s) und |¥;) beschreiben die Zusténde niedrigster Ener-
gie nach wie vor in guter Ndherung.
Aber: (palen) #0 = |V ) nicht mehr normiert.

(We,s | H|V4,s)

Abschétzung der Energie: E; s = T
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Konkret in Ortsdarstellung;:
Einteilchenwellenfunktion: ¢4 p(7) = ,/Vexp(—%]f"— Rapl)
Zweiteilchenwellenfunktion (Bahnanteil):
Yes(71,72) = J5(0a(F1)ep(72) £ 0a(P2)ep (7))
(... Zwischenrechnung .. .)
(W s|Wrs) =1+ 82 mit S = [dF pa(7) pp(7)
(Wi s|H Wy s) = (Vi s|Ha+ Hpl|Wi ) + (Vi s|[Hap| Ve o)

~~

2B, (1452) Q=A
mit Q: ,,Coulombenergie und A: ,, Austauschenergie®
Q = [ dr1 dib wa(71)? p(2)? Hap(m,72)
A= [dry diz pa(1) oB(71) pa(i2) @p(T) Hap(, )
= Es = 2B + %4
Nach Auswertung der II}tegrale erhélt man netto:

~» Singulettzustand ist immer
giinstiger als Triplettzustand!

Singulett: Elektronendichte hat
Maximum zwischen Kernen
~» Elektronen profitieren
von beiden Kernen.
Triplett: Elektronendichte hat
Minimum zwischen Kernen
~» Elektronen sehen je nur einen
Kern ~» ungiinstiger!

Fazit: Zwei wichtige quantenmechanische Phanomene!

(1) Austauschwechselwirkung
E; — E; > 0, begiinstigt Singulettzustand (Spins 1)
= Effektive Wechselwirkung zwischen Spins, erzeugt von

e Pauli-Prinzip (Symmetrisierungspostulat)
e Coulomb-Wechselwirkung

Keine magnetische Wechselwirkung
(wird nicht iiber magnetische Momente vermittelt).
Nach demselben Prinzip funktionieren auch alle ferromagnetische
Wechselwirkungen in Materie. Mechanismen im Detail unter-
schiedlich, im Prinzip gleich.

(2) Chemische Bindung

Im Singulettzustand wird Fs negativ und nimmt bei einem Abstand
Ry ein Minimum an.

= Elektronen binden Kerne aneinander. Molekiilbindung
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4.7

110.
111.

112.
113.
114.

115.
116.
117.
118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.
125.
126.

127.

Wissensfragen

Wodurch ist ein Drehimpulsoperator J definiert?

Welche Bedeutung haben die Drehimpulsquantenzahlen j und m? Welche
Werte kénnen sie annehmen?

Was versteht man unter einem Spin?

Erkldren Sie den Stern-Gerlach Versuch.

Was ist die Spinorschreibweise? Welche Form hat der Spinoperator zum
Spin 1/2 in der Spinorschreibweise?

Welche Form haben die Pauli-Matrizen?

Wie lautet die Pauli-Gleichung?

Wie verhiilt sich der Erwartungswert (S) eines Spins unter Drehung?

Wie verhilt sich ein Spinzustandsvektor unter Drehung, z.B. unter einer
Drehung um 180 Grad? 360 Grad?

Was versteht man unter “Addition von Drehimpulsen”? Wozu braucht
man sie?

Was sind Clebsch-Gordan-Koeffizienten?

Welche Werte kann die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses in einem
System aus zwei gekoppelten Drehimpulsen mit Quantenzahlen j; und jo
annehmen? Wie kann man die Antwort anschaulich interpretieren?

Wie sehen die Eigenzustinde zum Gesamtspin in einem System zweier
gekoppelter Spin 1/2 aus?

Erkldaren Sie die Begriffe Singulett und Triplett und diskutieren Sie die
Symmetrieeigenschaften.

Was versteht man unter einem sphérischen Tensoroperator?

Erldutern Sie das Wigner-Eckart Theorem.

Erkldren Sie Ursprung und Wirkung der Austauschwechselwirkung im
Wasserstoffmolekiil.

Erkldren Sie Ursprung und Wirkungsweise der chemischen Bindung im
Wasserstoffmolekiil.
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Kapitel 5

Naherungsverfahren

© Copyright 2020 Friederike Schmid?!

Problem: Exakte Losung der Schrédingergleichung oft nicht méglich
~» Entwicklung von Naherungsverfahren notwendig

— Ermoglichen analytische Behandlung von Naherungslosungen
— Ausgangspunkt fiir numerische Behandlung
(Beispiel: Kapitel 4.6.2 S.113 - Heitler-London-Ndherung

— Abschétzung der Grundzustandsenergie iiber (U|H|¥), wobei
|W) ein N#herungsansatz fiir Grundzustand ist

— Né#herungsverfahren, bislang aber sehr unsystematisch )

In diesem Kapitel sollen verschiedene Naherungsverfahren eingefithrt werden:

— 5.1 8.117, 5.2 S.126: Stérungsrechnung (“perturbative, Ansétze)
Systematischer Zugang fiir den Fall, dass das betrachtete System
einem exakt l6sbaren System zumindest dhnlich ist.

— 5.3 S.133: Nichtperturbative Ansétze
5.3.1 S.133: Variationsrechnung (Heitler-London Ansatz verfeinert)
Grundzustand wird erraten und dann noch optimiert

5.3.2 S.134: Adiabatische Naherung
Né#herung fiir langsam variierendes zeitabhéngiges Potential
~» Geometrische Phasenfaktoren (Berry-Phase)

5.1 Stationdre Stérungsrechnung

Systematisches Niherungsverfahren fiir den Fall, dass das betrachtete System
einem exakt 16sbaren System mit Hamiltonoperator Hy sehr dhnlich ist.

H=Hy+eV]| [leV]| Klein

Fragestellung hier: Wie verschieben sich Eigenwerte und Eigenvektoren?

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.
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Beispiele: Wasserstoffatom mit Zusatztermen

Vorab: Erinnerungen und Ergénzungen zum Wasserstoffatom

e Kapitel 2.3 5.38
— Eigenwertproblem des Hamiltonoperators Hy =
exakt gelost: Eigenvektoren |V, (m,)); Eigenwerte Ey,
Energieniveaus entartet bzgl. Quantenzahlen [, m,
(und ms: Spin kommt noch dazu)

e Kapitel 4.4 S.105
— Alternative Eigenvektoren |Wy,j,)
zZu (HQ,E2, J?, J) mit J=L+8

e Kapitel 3.4.3 S.81
Isotropie des Raums — Entartung bzgl. Quantenzahl m

( denn: Sei [¥y,;;,,) Eigenvektor zu Ho mit Eigenwert E.,.

Isotropie des Raums — [Ho, J] = 0 = [Ho, J+] =0
= J£|Wnijm) X [¥nij m+1) Eigenvektor zu Ho mit demselben E, )

~» m-Entartung kann nur aufgehoben werden, wenn Isotropie
des Raums gebrochen ist.
Entartung bzgl. j und [ weniger zwingend

(i) Stark-Effekt
Was_gerstof_li im elektrom_'agnetischen Feld E = const B
E=-V¢=¢=—-Er=H=Hy—ep=Hy+eET
NB: E-Feld bricht Isotropie des Raums
— m-Entartung kann aufgehoben werden
Experimentelle Beobachtung
n = 1: Verschiebung des Energieniveaus um Betrag oc |E|?
(quadratischer Stark-Effekt)
n > 1: i.A. Verschiebung des Energieniveaus um Betrag o |E|
(linearer Stark-Effekt)

(ii) Feinstruktur der Wasserstoffspektren
Experimentelle Beobachtung: Auch ohne elektrisches Feld sind Ener-
gieniveaus zu gleichem n nicht vollig entartet.
Aufspaltung <> Feinstruktur

Grund: ,,Spin-Bahn-Kopplung®: Relativistischer Effekt
Bahndrehimpuls des Elektrons erzeugt am Ort des Elektrons ein
magnetisches Moment, das mit dem magnetischen Moment des

Spins wechselwirkt.
~» Zusatzterm im Hamiltonoperator:

2
1 -
H = Hy+g-——— LS

(2mc)2 3

NB: Isotropie des Raums bleibt natiirlich bestehen

= [H, J] = 0; m-Entartung bleibt.
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Frage: Wie kann man mit solchen Situationen systematisch umgehen?

Abstrakte Formulierung des Problems

Gegeben ein Hamiltonoperator Hy
mit bekannten Eigenvektoren |k) und Eigenwerten EY
(,k“ kann auch ,,multidimensionale* Quantenzahl sein,
z.B. k = (nljm))
— In Hp-Darstellung kénnen beliebige Matrixelemente
von beliebigen Operatoren berechnet werden.

Frage: Wie wirkt sich eine kleine Storung €V des Hamiltonoperators auf
Eigenvektoren und Eigenwerte aus?

Ansatz: Entwicklung nach Potenzen von ¢ bzw. V]|

Konkret:

Gestorter Hamiltonoperator: ’H = Hy+ 8V‘

Betrachte Zustandsvektor |n), Eigenwert E9 mit Ho|n) = E9|n)

Storung fithrt das iiber in: ) mit H|W) = E|¥
E) - E ¥) = EI¥)

Behandlung hingt davon ab, ob Eigenwert E? entartet ist

5.1.1 Nichtentarteter Fall: Eigenwert E° nicht entartet

Konkret fordern wir: (n|eV|n) < |E?_; — EY| und |<§L5_V,‘§E>| L 1Vk#n
n k

Verfahren:

e Konstruiere geeignete Rekursionsgleichungen fiir |¥) und F
Normiere (n|¥) =1 (aus praktischen Griinden) — (¥|¥) # 1

|10 = I+ 3 10

E = E% +&(n|V|¥)
(Herleitung: [¥) = 3= [k)(K|¥) = |n) (n|¥) + 3~ |k)(k|¥)
k N~  k#n

1
Es gilt: (k|H|W) = E(k|W) = (k|Ho|®) + (k|V|¥) = EO (k|¥) 4 e(k|V|W¥)
— LRV k=n _ An[V]¥)
:><k|‘1’>—5E,7Eg v = <”\‘1’>—5E,7Eg V)
1

e Sukzessive Anwendung liefert Entwicklung nach ¢ !

= Ordnungen:
Null: [¥O) = |n); EO) = E? (Fall € = 0)

e 1)\ _ (k|V]T©@) (k|V|n)
Eins: |[0W) = |n) +€k§n‘k>m = |n) +€k§n\k>m

EW = EY 4 e(n|V]|T©) = E% 4 &(n|V|n)
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Zwei: |TP) = |n) 4 \k)gg‘i‘y(l)) (bis Ordnung &2)
k;ﬁn
(K|VIK" Y (K'|V|n k|VIn)(n|V|n
n|V|k)(k|V|n
B0 B eeviet) | B0+ ,§n bl
(N-1) .
N: | N=|n) + Ek§ \k)<]];‘<‘J/\',‘?71)N_;g> (bis Ordnung V)
EWN) = EY 4 e(n|V|@N-1)
Abschliefend: Normierung des Zustandsvektors |¥(M)) — [I) = %

Bemerkung: Wichtigstes Ergebnis fiir die Praxis

— Energickorrektur erster Ordnung: | E®Y = (n|H|n)

5.1.2 Entarteter Fall

E? sei nun g-fach entartet — Eigenraum der Dimension g

Storung hebt Entartung im allgemeinen auf

(es sei denn, Symmetriegriinde sprechen dagegen)

E = Aus dem Eigenraum werden g orthogonale Zustands-

Eo vektoren |n;) ,ausgewéhlt“, die sich bei Einschalten der
Storung zu neuen Eigenvektoren |¥;) von H entwickeln

Ini) — |‘1’z‘>> :
mit H|¥;) = E;|¥;
<E,2 N Ez | ’l> ’L| ’l>

= Diese Zustandsvektoren |n;) miissen Ausgangspunkt der Stérungsreihe sein.
Fragen:

e Wie ermittelt man die Zustandsvektoren |n;) ?

o Wie entwickelt man danach die Stoérungsreihe?

Antwort: Hingt davon ab, in welcher Ordnung von ¢ Entartung aufgehoben
wird.

(0) Vorbemerkung: Wenn der Ubergang |n;) — |¥;) stetig sein soll, dann
miissen die Matrixelemente der Stérung, (n;|V|n;), im Eigenraum
von EY diagonal sein: (n;|V|n;) = Viéi;

(denn: (n;|H|W;) = Bi(n;|¥;) = B (n;|¥;) +e(n;|[V|¥;)
= (BE; — EQ)(n;|¥;) = E(nJ|V|\II-)
Im Grenzfall € — 0 ist aEﬁ — Vi (Zahl); |¥;) — |n;) 1t. Voraussetzung

<E 2 n(ng W) — Vi<nj|ni>=Vi5ij>:><ni|V|nj>=Vi5ij V)

€
0
(nlViws) = (nj|VIni)
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(i) Falls V; # Vj fiir alle ¢, 7, sind damit alle Zustandsvektoren |n;) eindeu-
tig bestimmt. In diesem Fall ist Entartung in Ordnung ¢ aufgehoben
BBy = E=E +teV

€ e—0
(ii) Anderenfalls miissen weitere Bedingungen an |n;) gestellt werden.

Betrachte hier ausfiihrlich nur Fall (i)

Verfahren

e Bestimme zuerst |n;) so, dass ’ (ni|Ving) = Vidy;

Matrixelemente Vi, = (v, |V'|vy) seien in einer Basis |v;) des Eigen-
raums von E° bekannt (I =1,---g)

Diagonalisiere g x g Matrix V
(Eigenwertgleichung: Y7, ((vm|V|v1) — V) (vi|n) = 0)

— Eigenwerte V; und Eigenvektoren (v;|n;)

g
= Neue Basis |n;) = ) |v)(v|ni). Fiir diese gilt: (n;|V|n;) = Vidy;
=1

e Konstruiere dann wieder Rekursionsgleichung fir |¥;), E;

Normierung wieder (n;|¥;) =1

Ei = E, +¢(n|V|¥y)
kIV|V,
) = e Y Indfyte Y R
nj#EN; k¢{ni-ng} v k
. 1 (k|V]¥;)
mit f;; W=V ﬁ(@j“ﬂ@ — (na| V|k)(n; | ¥3))
k§é{n1 ng}
(Herleitung: |¥;) = |n;) + Z [mg)(n; W) + Z &) (k| 3)
nins kg {n1mg}

Zustandsvektoren im Eigenraum  andere Zustandsvektoren

Es gilt: (m|H|¥;) = E;(m|¥;) = ES (m|¥;) + e(m|V|¥;)

= (i) m=mn,: E; = ES + ¢(n;|[V|¥;) / (wegen Normierung)
(i) m =k ¢ {n1-ng} (K|VIWi) = (B — B (k|Wi) = (k|Wi) = e (G5
(iii)m = n; # ni: e(n; VW) = (Bi — Ep)(n;|¥:) & il VW) ns[25) (+)
e kiirzt sich heraus = Weitere Entwicklung nétig!
g
(VW) =3 (n|VIn) (W) + 3 (ng|VIk)(k[P:)
1=1 kg{ni--ng}
Vi (n; %)
MilV|Wi) = Vi {ni| W) + X (VIR (kW)
Hlf_/ k¢{ni---ng}
in (*) einsetzen
= (W) (Vi=Vy) = 30 ((n[VIk) = (ni|VIk)(n;[¥3)) (k[W:)
kg{nlnq} N——
(i9)
@) ¢ i
F ) == 2 SR (| VIR) = (] VIE) (ns]%:) V)
7 k¢{ni--ng} " k N——

O(e)
e Sukzessive Anwendung der Rekursionsgleichungen erzeugt wieder ei-
ne Storungsreihe
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= Ordnungen

Null: (W) = |niy; B = EY

n

(Fall £ = 0)

Bins: E\Y = EO + e(n;|V|n;) = E + ¢V;
1 n;|V|k){k|V|¥,;
[T = ln) +e ¥ Imjptyy Y LRGSR

nj#n; Wy kg{ni-ng}
v X i
kg{ni--ng}

Abschliefiend: Wieder Normierung von |¥ (")) notwendig

Dies gilt fiir den Fall (i), dass die Entartung in Ordnung ¢ aufgehoben wird
bzw. V; # V; fiir alle 4, j. Falls das nicht der Fall ist, miissen mit Hilfe
analoger Uberlegungen zusitzliche Bedingungen an |n;) und neue Rekur-
sionsgleichungen ermittelt werden.

Bemerkung zu Fall (ii): Falls z.B. Entartung in Ordnung £? aufgehoben wird,

lautet die Bedingung an |n;), dass > %
k

diagonal sein muss.

(denn: (E; — E2)<n7\‘1’z> = (n;|V|¥;)e

AV k)Y (K| V@,
= e((n;|VIn) + g WIRY MV Ye) }lﬂ_i(Elo‘ >)
—— i B
Vidij

(nj |V Ing)(ng|®;) +

g9
=1 ké{nrmg}

Vi{n;|¥s)

= LB = By = Vi nglWa) = Vidiy (V= Vi) () e 3D R
~—— —

E
0 fiir 4£5 0 lt.Voraussetzung

. . n;|V|k)(k|V|¥;
= (#9) (B~ B - Vi) (ng| W) = 3 ARG

e—0 5 (Ei — B — eVi) — Cy (Zahl); (nj| W) — 8ij5 [Us) — |na); By — EY

=3 % = C;6;; diagonal /)

n

Bemerkung wieder: Wichtigstes Ergebnis fiir die Praxis (gilt generell)

— Energiekorrektur erster Ordnung: E(l) (ni|H|n;)

mit (n;|H|n;) <> Eigenwerte der g x g Matrix fir H
im Eigenraum (bzgl. Ho) von EV.

5.1.3 Quasientarteter Fall

Angenommen, die Energieniveaus in einem System sind nicht entartet, aber
[(nleVIn)| >~ |EpL, — By
~» Storungsentwicklung kann so nicht durchgefiihrt werden.

Ausweg (Trick):
Konstruiere alternativen, exakt l3sbaren Hamiltonoperator H{, in dem
Energieniveaus echt entartet sind. Verfahre dann weiter nach 5.1.2 S.120.
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Beispiel: Hyp habe quasientartete Eigenwerte {Ey, - -- By, }
und zugehorige Eigenvektoren |np) - - |ng)
g

Entwickle Ho = ) |nj)(nj| - En; + Y2 |k)(k| - Bk
j=1 k¢{ni--ng}
_ g
Definiere H) = E,, > |n;j)(n;| + > |k) (k| - E},
j=1 k¢{ni--ng}

wobei E,, beliebig (z.B. Mittelwert von {E,, - -- Ey,})
= H| ist exakt 16sbar
- hat dieselben Eigenvektoren wie Hy
- Eigenwert E,, ist g-fach entartet.

5.1.4 Anwendungsbeispiele

5.1.4.1 Anharmonischer Oszillator

Harmonischer Oszillator mit Zusatztermen ,
Ausgangspunkt: Eindimensionaler harmonischer Oszillator Hy = £+ %mwz:rQ.

(1) Kubischer Zusatzterm: H = Hy + €V mit V = hw(y/mw/2h )3

Trick: Driicke Stérung durch Leiteroperatoren aus: V = hw (a + af)3.
Storungstheorie nullter Ordnung: E©) = E,, = hw(n + 3), [¢©)) = |n)

Storungstheorie erster Ordnung;:
EMW — BO) = ¢(n|V|n) = 0.
~» Keine Energieverschiebung in der Ordnung e.
(Grund: Symmetrie — [ dz z|¢,(2)|> =0 V¢(z).)

D) = [O) = €54, [K) g
== 5(%\71 _3)ivn — Iy — 2+ 3ln — 1)/i°
3+ 1)+ 1 —n+3)vn + 1v/n+ 2vn + 3)

Storungstheorie zweiter Ordnung:
E®@ —EO = enV]pW) = .. = —Lhwe?(11 + 30n(1 + n)).
~+ Verschiebung der Niveaus in der Ordnung €2.

Aber: Das Potentialminimum bei z = 0 ist nach Einschalten der Stérung
nur noch ein lokales Minimum. Nach langer Zeit

tunnelt das Teilchen aus dem Minimum heraus. Fatenall

~» Die Storungstheorie gibt allenfalls Auskunft Inmax
iiber metastabile Zustidnde, nicht iiber die «
echten stationdren Zustdnde (die in diesem

Potential gar nicht definiert sind).

~» Die Storungsreihe konvergiert mit Sicherheit nicht.

NB: Fiir Energiezusténde oberhalb des Potentialmaximums muss Stérungs-
theorie schon in den unteren Ordnungen zusammenbrechen.

(Konkret: Vmax = #ﬁw, entspricht Quantenzahlen n ~ 4/27¢2. Fiir diese Quanten-
zahlen ist die Energieverschiebung E®@) _EO) o, —62%230712 ~ —& 2—3’7 also von

der gleichen Gréfienordnung wie Vmax).
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(2) Zusatzterm vierter Ordnung: H = Hq + €V mit V = hw(y/mw/2h x)*.

Ausgedriickt in Leiteroperatoren: V = %hw(a + af)t.

Storungstheorie erster Ordnung;:
EW —EO® = e(n|Vin) = = hw3 (1 + 2n(1 +n)).
~» Energieverschiebung in der Ordnung e.
Aber: x = 0 ist nur fiir € > 0 totales Minimum. Fiir ¢ < 0 nur lokal.
Storungsreihe ist Potenzreihe in €, muss bei € < 0 zusammenbrechen.
~» Konvergenzradius muss Null sein, Stérungsreihe divergiert!

Konkret: Hohere Ordnungen (nur Grundzustand, ohne Beweis):

ESY — ES™Y = —emhwy /83T (m + 1)(1 - BL 1+ o(1/m?)).

~» Konvergenzradius der Reihe: lim,, o, 1/3(m + 1/2) = 0.

~» Heisst das, die Storungsreihe taugt tiberhaupt nicht 77?7
Doch: Gliicklicherweise gilt fiir ¢ > 0 immer noch “asymptotische
Konvergenz”: Fiir die Differenz zwischen der tatséichlichen Losung
E(e) und der Storungsreihe E(™ = "1 cpe¥ gilt:
|E — E(m)] < g 1€ Ym mit limy, o0 Crp1€™ — 00:
Reihenentwicklung OK bis zu einem m,,,,(€), wird danach schlechter.
(deshalb: asymptotische Reihe).

Verhalten typisch fiir Stérungsreihen in der Physik: Selten wirklich kon-
vergent, hdufig nur asymptotisch konvergent.

~» Naive Anwendung nur bei niedrigen Ordnungen sinnvoll. Dariiber

hinaus ist mathematische Analyse notwendig!

Als n#chstes: Physikalische Anwendungen: Greife auf Beispiele vom Anfang des
Kapitels zuritick.

5.1.4.2 Stark-Effekt

Wasserstoff im elektrischen Feld E , Stérung eVZeEF

e Grundzustand: n = 1, | = m = 0 — nicht entarteter Fall
(Spin-Entartung spielt hier keine Rolle!)

Storungstheorie erster Ordnung liefert: B
AE=FE—-Ey= <wnlm‘(eEF)‘wnlm> = fdf (6EF) |¢nlm(F>|2 =0

(aus Symmetriegriinden: 7 geht ungerade in Integral ein)
= Fiihrende Korrektur zur Grundzustandsenergie ist zweiter Ordnung

= Quadratischer Stark-Effekt: AE \E |2

e Angeregte Zustidnde: Entartung bzgl. I, m — entarteter Fall
(zusétzlich zur Spin-Entartung, die hier keine Rolle spielt!)

Storungstheorie erster Ordnung: Diagonalisiere Matrixelemente im Ei-
genraum des Operators Hy zum Eigenwert E9
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<¢nlm|(eE_;'F‘)|¢nl/m’> = de (SEF) ¢;lm(77)¢nl’m’ (fj
Kapitel 2.3 8.38: ¢ () = Rpu(r ) (9, ¢)
Nlmm OBdA an, dass E||z = E -7 = |E|rcos(0)

=¢|E| [ dr f d(pfd??sinﬂcosﬁRnl(r)Rny( VY (9, 0)Y5 (9, 9)
0 0o 0

=0: m#m (Vi < €™% = [ dpY}F Vi = 0)
=0: I=U)m=m (wie oben: Integral ungerade in 7)
#0: 1#U, m=m
= Es gibt Matrixelemente, die nicht Null sind, demnach hat Matrix auch
nichtverschwindende Eigenwerte.

= Fiihrende Korrektur zu Energieeigenwerten ist erster Ordnung

= Linearer Stark-Effekt: AE o |E]| (fiir die meisten Niveaus)

Anschauliche Interpretation des Stark-Effekts

- Linearer Stark-Effekt: Ausrichtung von Dlpolmomenten

?.&.rfu?. o 8 - . O ?TE

Qalm-il - o

- Quadratischer Stark-Effekt: Induziertes Dlpolmoment
LR m=) b '_ Ny e
Stumv% 8BS FULE

5.1.4.3 Feinstruktur der Wasserstoffspektren

Wasserstoff mit Spin-Bahn-Kopplung

X w 2 = —,
— Storung eV :%(226)2 . T%(j? 12— 3

Storungstheorie erster Ordnung - entarteter Fall
(Entartung bzgl. Spin muss hier natiirlich beriicksichtigt werden)

— Die Zustandsvektoren, bzgl. derer die Matrixelemente von eV im Eigenraum
von E? diagonal sind, sind gerade die [W,5m) aus Kapitel 4 S.95:

~ — l—m+3 I+m+1
|‘I’nljm>:1/’nlm+l(7”) =) 2;11 + Ui (F) ) o fiir j =1+ %
I+m+ l + e .
‘\Ilnl]m> nim+3 L (7) - |-) 27:_12 - wnlm_%(ﬂ |+)1/ 27111 fiir j =1— %

— Einsetzen und Ausrechnen liefert:
2

<\I/nljm|,,€V “|\Ijnljm> = %(220)2 ) <r%>nl(](] + 1) - l(l + 1) - %)
mit ( =[drl
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5.2 Zeitabhingige Storungsrechnung

Betrachte nun den Fall einer zeitabhéingigen Stérung: H = Hp + V (t)

Typische Anwendung;:
Wechselwirkung von Atomelektronen mit elektromagnetischem Feld
— Ubergénge zwischen Energieniveaus

~» geeigneter Rahmen fiir Beschreibung: Wechselwirkungsbild (3.2.2.4 S.65)

Schrodingerbild: Zustandsvektoren |Ug(t)) zeitabhéingig
Heisenbergbild: Zustandsvektoren |W ) fest

Hier — langsame Uberginge zwischen Energieniveaus |k) (fest)
Dynamik von |Uyy(¢)) reflektiert Ubergénge

5.2.1 Wechselwirkungsbild (vergl. 3.2.2.4 S.65)

e Zusammenhang mit dem Schrédingerbild

Zustandsvektoren: |y (t)) = e Hot |Ws(t))
Operatoren: Oy (t) = enHot Os e~ i Hot v
Speziell: Hy (t) = Ho 4 enf0t Vg(t) e 710 = Hy + Viy (1)

Statistischer Operator: p,, (t) = e ot ps e~ i Hot

e Dynamische Entwicklung: Zeitentwicklungsoperator Uyy (¢, to)

definiert iiber: |y (t)) = Uw (¢, to) [Yw (o))
erfillt Bewegungsgleichung: if & Uw (¢, t0) = Viw (t) Uw (¢, o)
Interpretation: Ubergangswahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung eines VSKO als Messwerte
die Eigenwerte zum Zustandsvektor |k) zu messen, ist generell
gegeben durch (k|p,, |k) (siehe 3.2.1.3 S.58 )

Hier: Setze zur Zeit to reinen Zustand p,, (to) = |7)(i| auf.
Zeitentwicklung: |i) — U (t,10)]i) = p,, (1) = UW(t,tg)|i)(i|U€;V(t,to)
~» Wahrscheinlichkeit, in diesem System zur Zeit ¢ Eigenwerte zu
) 2 messen, ist Pr; = {(Flpy (1) = (U (¢, o) i) iU, (1 t0) 1)
= | Pri = |(f|Uw(t, to)]i)|?

5.2.2 Dyson-Reihe
Ausgangspunkt: ih & U (t,t0) = Viy (t) Uw (2, to)

= Formale Integration liefert Integralgleichung

t

1
Uw(t,to) = 1 + .h/VW(t/) Uw (', to)dt’
1

to
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~» Kann als Rekursionsgleichung verwendet werden
(&hnlich den Rekursiongleichungen in 5.1 S.117)
Iterative Anwendung generiert Stérungsreihe

Konkret:
U (t,to) = 1
t t
U (tto) =1+ L [ Vie(t)) U (¢, t0) = T+ & [ At Vip (¢)
to to

2) ! (1)
U/ (tto) = 1+ & [/ Vig(t) Uy (', o)
to

t tt
=1+ L [dt Vig(t) + (F)? [ [ ddt"Viw (¢') Viw (¢")
to to to

U (t,t0) = 1 + fdt’ Viv (t) UV () 1)

to

= Uy (1 to) + ()" [ A/t i) Vg () Vig (1) - Vi (£7)

t>t' >t >0 >t
Beachte Zeitordnung: Viy (') und Vi (¢”) diirfen nicht vertauscht werden,
da im allgemeinen [Viy ('), Vir (t7)] # 0
5.2.3 Anwendung: Storungstheorie erster Ordnung

Betrachte reines System, das zur Zeit ¢ — —oo im reinen Zustand mit Zu-
standsvektor |i) (,initial®) ist: o(t = —o0) = |7) (i

Dann wird Storung V' (¢) eingeschaltet: H = Hy + V()
Storung erméglicht Ubergénge in |f) (,final“):

Suche Ubergangswahrscheinlichkeit Pp;(t) = |(f|Uw (t, —o0)|i)|* (vgl. 5.1.1 S.119).

Storungstheorie erster Ordnung;:
(flUw (t, —oo)li) = (fIL+ 5 f dt’ Viw (t)|4)
=i+ 3 f dt'(fler oV (#)e ki)

=05+ 2 f At'er Br=E (flv (¢)i)

Definiere |wy; = %(Ef — E;) | charakteristische Frequenz des Ubergangs

Dann folgt fiir f # i

Pri(t) = I} [ dt e™r(f|V(¢)]i)]

é\~

Das soll nun fiir verschiedene Situationen berechnet werden.
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5.2.3.1 Zeitlich begrenzte Stérung

V(t) — 0 fur t — +o0 J\

= Totale Ubergangswahrscheinlichkeit (nach unendlicher Zeit) ist:

1
Pri(oc i/&#WﬂWHH—WMMW

= Ergibt sich aus der Fouriertransformierten des Matrixelements (f|V (¢)|i)
der Stoérung !

5.2.3.2 Plotzlich eingeschaltete konstante Stérung

0 : t<0
V(t) = _
V . t>0

= Ubergangswahrscheinlichkeit
t
; iwg; tf it/2
Prlt) = ITIVED [ ar obsne ' 2 = [V 2 4 2 erst/2
0
hf—/
iwpyt/250(@fi t/2)
Wi

2ie

NB: Energie-Zeit-Unschérfe:
Energieinderung AE nur moglich
fiir Zeiten ¢ - AE S h

Speziell lange Zeiten ¢ — 0o: lim sin’ wi/2 _ md(w)  (Kapitel 2.1.2 S.15)

w3t/2
= Pi(t) [(FIVIi >I“’r to(wsi) = (FIVI)PE t6(Er — i) (%)

Bemerkung: Grenzwert ¢t — oo problematisch, da dann Py; oc £ > 1 wird!
— Fiir sehr grofle Zeiten reicht Stoérungstheorie erster Ordnung nicht
aus, Terme hoherer Ordnung miissen beriicksichtigt werden!
Aber: Niherung () zuléssig fiir h/|Ey — E;| < t < B/[(f|V]i)].

t groﬁ

= In diesem Bereich kann Ubergangsrate W;_, F= g sz( ) bestimmt werden:

Wiy T ](f\V\ )2 0(E; — E;)| Fermis goldene Regel

— Energleerhaltung. Ubergiinge nur zwischen Zusténden gleicher Energie

Formulierung fiir kontinuierliches Energiespektrum:

2 . )
Wing = 17 (FIVIDF o(Ep)lm~p | ofF) Zustandsdichte
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5.2.3.3 Pl6tzlich eingeschaltete harmonische Stérung

0 : t<0
Vt) = , ) - (v konstanter Operator)
v exp(iQt) + vl exp(—iQt) : t>0

= Ubergangswahrscheinlichkeit

t
Ppi(t) = 75l fdt’ s V() )]

= el o) [ ae st 4 {floff) a0
i(w sin((w;+$2)t/2
— 52| (flv]i) e Q)2 ((w,;ﬁﬂ)/ )
i(w sin((w; t/2)
<f]UT|> ri—)t/2 ((W;Z Q)/ |2
sin?(wf;+9Q) in?(wp—Q)L
= |(flv]d)|? W +[{flvt]d)]? Swfffg)f
tjotﬂ‘(;(wffi’ﬂ) tjotﬂé(wﬁ*m
. N sin(wp+Q) L sin(wp—Q) L
2R ((floli)(flofi)e'®) TErogda Srerot

t:OWS(wfi—i—Q) tjowé(wfi—ﬂ)
— Ft{|(flv]i)Po(wpi + Q) + [(floT]i) [P0 (wsi — )}

= Ubergangsrate Wi, s := §;Pri(t)

s = o (Ul Swgi+0) + (T2 (g — )

Interpretation:

1. Term 6(w + €2): stimulierte Emission eines Energiequants

2. Term §(w — Q): Absorption eines Energiequants

keine Energieerhaltung (Storfeld muss in Bilanz einbezogen werden)

Formulierung fiir kontinuierliches Energiespektrum:

Stimulierte Emission: I/Vl*it? 2T |( flv]iy|? o(Ef)|E=E—no

Absorption: WA, . = ZE|(flvf]i >|2 o(Ef)|Ep=E;+h0

(3
Wegen |(f|v]i)|? = |(i|vT|f)|? gilt zwischen Absorption (Elektron 0— 1) und
stimulierter Emission (Elektron 1— 0) die Beziechung:

Witk / W, = o(Eo) / o(E1): ,detailliertes Gleichgewicht*
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5.2.4 Beispiel: Wechselwirkung von Atomen mit klassischem
elektromagnetischem Feld

Einzelnes Atomelekron im elektromagnetischen Feld
Polarisation & senkrecht zur Ausbreitungsrichtung 7

—

Vektorpotential: A = 240"+ cos(2r — Qt)

= H =5 (5~ £A)° + 6= tes - ip 7, Al Gl
P CTomTC me’ L 2mc 2mc?
—_— N———
Ho V(t) =0, da €.L7 vernachléisgigt
= Harmonische Storung H = Hy + V (t) (2. Ordnung in Ao)
mit V(t) = v ¥ 4 ot o=i¥ entsprechend 5.2.3.3 S.129
wobei v = — & Ag exp(i % F)E- P

= Ubergangsrate (einsetzen)
TP .
Wisg =% 25| Ao(fle"e™ & pli) 2 {8(wpi — Q) + 6(wyi + Q)}

Absorption Emission
= Absorptionsspektrum
A
Absorbierte Energie/Zeit W, --hQ . . .
OAbs = Fnergicflss — l—>f‘ - 92 (,Energiefluss“ siche E-Dynamik)

27r
Q= =

cm2Q|< ‘ez R ﬁl)’Q 5(‘*‘-’1”1_9)

Dipolndherung: in der Praxis oft angewandte wichtige weitere Néherung.

_426

Im Allgemeinen ist die Wellenléinge grof gegen die Atomgrofie:
= &>\ /(?) = QT

QAR o - .. .
= (fle*<™" & pli) = (f|g- pli) = im Ewyi (f|71)

(denn: p/m = [, Hol = (f|pli) = % (f|7Ho — Horli) = —Zwpi(fI7l8) V)

2
= | 7ans = 47 T wpi [(F1- A bwrs - )

Folgerungen: Auswahlregeln fiir Dipoliibergéinge (,, E1¢-Uberginge)

— Driicke Storung in sphérische Tensoroperatoren qu aus (vgl. 4.5.1.2)

Vektoroperator 7 <> Ty = r,, Ti, = F(ry £iry,)/V2

= &7 =), &T) mit & =&, £+ = (ex T igy)/V2
~ Es gilt: |f), |i) sind Eigenvektoren von (J2, J.)

= |f) = 1i'm/; ), |i) = |jm;a), (mit a: weitere Quantenzahlen)
— Verwende Wigner-Eckart Theorem (4.5.2)

= (fIT;]i) o (j1;mq|j1; j'm’) (Clebsch-Gordan Koeffizienten)
~+» Aus den Eigenschaften der Clebsch-Gordan-Koeffizienten folgt:

Ubergiinge sind nur moglich (d.h. (f|€- i) # 0) fiir:

e (j—j')==1,0; auBer j = j/ = 0, das geht nicht!
em=m/ falls&| z; m=m'+1 falls& L 2

Wenn die Spin-Bahn-Kopplung vernachlissigt werden kann, gilt entspre-
chendes fiir Ubergiinge von Bahndrehimpuls-Quantenzahlen (I, m;)
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5.2.5 Storungstheorie zweiter Ordnung fiir konstante Storung:
Lebensdauer und Linienbreite

Betrachte nun Verweildauer in einem Zustand ¢ in Gegenwart einer konstanten
Storung (d.h. Lebensdauer).

Definiere C;(t) := (i|Upw (t, —00)]i); Analysiere P;;(t) = |Ci(t)|? bzw. & Py(t)
* Vorbemerkungen

Esgilt: > Pri=1 = $3,Pi=0 = $Pu(t)=—%> ;. Pri
~» Mit den Ergebnissen von 5.2.3.2 folgt:
FRi(t) = =255 L [(FIVIDP6(Ef — Ei) <0
Andererseits: Direkte Anwendung von 5.2.3 fiir plotzlich eingeschaltete
konstante Stérung liefert C;(t) = 1+ L(i|V]i) ¢ ((i|V i) reell)
= LP(t) = &1C;(t)|? = Z(i|V]i)? t > 0: Widerspruch!
Fehlerquelle Terme in C;(t), die zweiter Ordnung in V sind, tragen zu
4 Py mit derselben Ordnung von V' bei wie % < \V]i)2t

~» Systematische Berechnung von Verweildauern und Zerfallszeiten erfordert
Storungstheorie zweiter Ordnung.

*x Ansatz: Wir betrachten konstante Storung V', die aus ,,technischen* Griinden
nicht plotzlich, sondern adiabatisch eingeschaltet wird:

Vet . t<0
viy=14"° =" mit g — 0*
%4 : t>0

Zeit t sei im Folgenden t < 0

s« Uberpriife zunichst Ubergéinge i — f # i

Ubergangswahrscheinlichkeit:
¢ . 4! / . 2 t
Pri(t) = gz| [ dt' e®st et (fIVIi)? = [(f V]I iy "+,7)
—0o0

Ubergangsrate: (n =0, ;o — m8(w))

—0 -
Wissg = & Pri(t) == (fIVIDP 5 7 6(wps) = [FIVID 5 S(wri—k,)
= man erhilt wieder Fermis goldene Regel wie in 5.2.3 S.127

* Betrachte nun ,, Verweildauer” im Zustand |7)

Wir zeigen im Grenzwert n — 07: Cj(t) ~ exp(—%A;t) mit

Re(A) = (VI + 3 Lo
Im(a) == 3 |( iV 8(E: — B
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(Rechnung:
t
Cilt) =, 1+ h/dt'e"f (i[Viw (¢ )Q/dt/it”e”t ont” (\Vw(t’)|k)(k|VW(t”)\i)
i
— 0 —oco ¢t/
1.0rdnung Stérungstheorie 2.0rdnung Stérungstheorie
Benutze: VW(t) = e%HotVeleot
=1+ % (i|V]i) fdt/ ent’ fdt’fdt” Ze(lwk1+7l)t e(—iwri M (G| V) (k|V[4)
— o —oco ¢t/
oMt 2nt
=1+ GGV + (5)292,, (GlGIvli >\2 + Z i | GIVIR)?)
= %t(t) / Ci(t) = (Berechnung und Entw1ck1ung nach Potenzen von e?)
= **( [V]iye™ — £ Z m“i\v\kﬂ%%t +
Benutze: nlim+ m = P(%) - 27r5( ) (P=Principal Value=Hauptwert)
dCi(t) /v
= T4 /Ci() e A 10

mit A; = (i|V]i >+k§_|( iWVIK) P (g2g, — im6(Bi — Ex))

Losung dieser Differentialgleichung — C;(t) ~ exp(— Azt) V)

+3Im(A)t

Es folgt: Cy(t) = e~ wR(DE ¢
Interpretation:

Re(A;): Verschiebung der Energieniveaus
(gleicher Ausdruck wie 5.1.1 S.119)
Im(A;): ,,Zerfall* des Zustandes <+ Linienbreite
Pzz(t) = e /7 mit T, = —h/(QIm(Ai))
Bemerkung: Fiir kleine ¢ ist & 3° s Pri(t) = 0 erfiillt. /
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5.3 Nichtperturbative Ndherungsverfahren

Wir kommen zu Naherungsverfahren, die nicht auf einer Entwicklung nach klei-
nen Parametern beruhen.

5.3.1 Variationsverfahren

Ausgangspunkt: Hamiltonoperator H, beliebiger Zustandsvektor |¢)

Definiere Funktional I[¢] = (elH13)

()
Dann gilt:
(1) I[¢] > Ep (Grundzustandsenergie) fiir alle |¢)
(denn:

(@lH|®) = D> ($|H|n)(nl¢) = ;En(¢\n><m¢> = Eo Xnﬁ<¢ln)<n|¢> = Eo(¢l¢) V)

Eigenvektoren von H

(ii) Allgemeiner: Eigenvektoren von H machen I[¢] extremal.

(Beweis: Betrachte |¢) = |k) + €|n), wobei |k) Eigenvektor von H und &|n) eine
; : _ (DH|$) _ Ey(k|k)+Ey((kln)e+(nlk)e*)+|e|*(nl H|n)
Kleine Abweichung. T¢] = Seray™ = = m S(GRinyernik)em F=2 (i)
— g, LEUkImetmlk)e®) +el*(n|H|n) 1/ By
F UH(R)e s frR) <) Je 2 0nln)

_ 2 (nlH|n)—ER(nln) _ 2
= Extlel srmmer e ez = ErtOES) V)

~» Legt Losungsverfahren nahe:

,Rate“ Testfunktion |¢), die von Parametern \q,...,\, abhéingt
Berechne I[¢] = J(A1,...,A,) und minimiere

Beispiel: Variationsverfahren fiir Grundzustand von Wasserstoff

Rate |¢) oc e="/*; Minimiere J(\); — A = i (vgl. 2.3.4 5.43)

me?

Anwendung: Vor allem Vielteilchensysteme

|¢) wird als Produkt von Einteilchenzustandsvektoren angesetzt

Einfaches Produkt — Hartree-Verfahren |U) o |¢1)1 - |on)N

Antisymmetrisches Produkt (Vielelektronensysteme)
lp)r o len)N
— Hartree-Fock-Verfahren |¥) | : :

lon)r - )N
I[¢] wird minimiert bzgl. Einteilchenwellenfunktionen ¢;(7)
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5.3.2 Adiabatische Niherung und Berry-Phase
5.3.2.1 Adiabatische Niherung

Die adiabatische Néherung kommt zum Einsatz, wenn der Hamiltonoperator
als Funktion einer kontinuierlichen Variable R(t) langsam variiert.

Ausgangspunkt: Hamiltonoperator héngt von einer (i.A. mehrdimensionalen)
Variablen R kontinuierlich ab, d.h. H = H(R).

~» Als Funktion von R variieren auch Energie-Eigenwerte und Eigenvek-
toren, E,(R) und |[n(R))).

Einfachkeitshalber betrachten wir hier nur den Fall, dass die Eigenwerte
fiir kein R entartet sind.

~ Die Eigenwerte E,(R) und Eigenvektoren |n(R) entwickeln sich als
Funktion von R dann kontinuierlich, aber getrennt voneinander.

~» Zu jeder Zeit t kann man H(R’(t))_)einen Satz Eigenwerte E,(R(t))
und zugehoriger Eigenvektoren [n(R(t))) zuordnen. Die Ordnung der
Eigenwerte Eo(R(t)) < E1(R(t)) < ... bleibt erhalten.

In diesem Kapitel verwenden wir das Schrodingerbild.

Adiabatische Naherung:
Betrachte Vektor [, (t)) mit Anfangsbedingung |1, (0)) = [n(E(0)))
Wenn £(t) hinreichend langsam variiert, folgt |4, (£)) dem Vektor [n(E(t)))
adiabatisch, d.h. | |1, (t)) ~ e |n(R(t))) | mit noch zu bestimmender

Phase ®,(t) (~ keine Ubergiinge n — m zwischen Energieniveaus).

(vgl. Fermi’s goldene Regel, 5.2.3.2 S.128: ,, Konstante“ Stérungen indu-
zieren keine Ubergénge zwischen Niveaus verschiedener Energie)

1 [ =
= Dann gilt (Schrodingerbild): | @,,(t) = h/ dt' E,(R(t)) + ya(t)
0

,, Triviale Phase* Zusatzphase

— Triviale Phase: Entspricht Phasenfaktor ef%En(R‘)t, falls ﬁ(t) konstant.

~ Zusatzphase: | v, (t) = i[5 dt' (n(R(t'))| n(R(t))

(Rechnung: Verwende ty, (t) = ei®n () |n(£(t))
Es gilt ih0: [vn (1)) = H(R()[¥n (1)), H(R(D)In(R(t))) = En(B(1))In(E(t)))
= H(R(t)[n(1)) = e W H(E(1))|n(E(t)) = &' ") B, (R(t))n(F(t)
= ih0 |t (1)) = ihdy [e!Pr D |n(E(t))]
= ihe'®n (1) [(i0:®n (1)) [n(R(1)) + | n(R(2))]
mit 8y P (t) = — 1 B (R(t)) + ey (t)

= ') (En(R(t)) — hovyn (1) [n(B(t))) + ihei®n (D] Gn(R(1)))

= O (B)In(R(1))) = il §n(E(1)))
Multipliziere von links mit (n(E(t))]

= 0eyn(t) = i (n(R(1)| Fr(R(1))
= (t) = [y dt'i (n(B()| gn(B())) V)
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,,Geometrische® Interpretation der Zusatzphase:

Definiere | A, (R) := —Im<n(ﬁ)‘vﬁn(é)> Berry-Potential

: _ 9 9

~» Alternativer Ausdruck fiir v, (t) als Wegintegral

’Yn(t) = f}‘?(g)) dﬁ ’ gn(ﬁ)

~ Héngt nur noch vom zuriickgelegten Weg im Parameterraum {ﬁ} ab,
nicht mehr von der genauen Zeitentwicklung R(t) entlang des Pfades.

Daher oft auch ,,geometrische Phase® genannt

(Rechnung: )
o SeIn(R®)) = |V gn(B(r)
= yu(t) =i [y dt’ (n(R(t))
=i [dR- (n(R|V
e Es gilt (n(ﬁ)|n(ﬁ)) =1

= <n(R)|V§n(ﬁ)) ist rein imaginér
= i (n(R)|V zn(R)) = —Im(n(R)|V z;n(R)) V)

Fazit: Adiabatische Naherung fiir langsam variierenden Hamiltonoperator

— Ubergiinge zwischen Energie-Eigenzustinden werden vernachlissigt.

~» Zustandsvektoren drehen sich mit Energie-Eigenvektoren dynamisch
mit, bekommen aber einen zusétzlichen nichttrivialen Phasenfaktor
(gilt allgemein).
Falls die zeitliche Anderung durch Kopplung an einen langsam va-
rilerenden Parameter é(t) erzeugt wird, dann héngt dieser nur vom
zuriickgelegten Weg im Parameterraum R ab.

— Bemerkung: Im allgemeinen Fall hingt dieser von der (willkiirlichen)
Festlegung der Phase von |n(R)) ab.

5.3.2.2 Berry-Phase und Berry-Kriimmung

Wir interessieren uns nun speziell fiir den Fall, dass dass ﬁ(t) einen Zyklus
durchlduft, R(T") = R(0) (Berry, 1983).

x Berry-Phase: Geometrischer Phasenfaktor fiir geschlossene Wege in {ﬁ}

—

~» Gleichung: | 7, (C) = jq{ dR - A,(R) C(t): geschlossener Weg
C

Anmerkung: Die Berry-Phase v, (C) héngt natiirlich noch vom Weg C
ab, aber nicht mehr von der willkiirlichen Wahl der Phase von |n(R))

ab. Wihle z.B. |ii(R)) = ¢2®)|n(R)).
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= An(R) = —Im(i(R)|V A(R)) = Ay(R) — V A éndert sich.
Aber: v, (C) bleibt gleich fiir geschlossene Wege.
~» Die Berry-Phase ist eichinvariant!

x Berry-Feldstéarke Qp: Spezialfall, dass R dreidimensional ist

~» Anwendung des Stokeschen Satzes

= fS ds - Q R) mit Qn(é) ::véxﬁn(ﬁ)

und S(C) eine von C' umrandete Fliche

Alternativer Ausdruck fiir €, ohne Vektoren IV n

(Rechnung: Lasse zur besseren Lesbarkeit Argumente () weg und notiere V=V,
o Zeige erst G, = —Im Pz {Valn') x (n/|Vn)
[V X n\V\n]l = zjk ejk18j<n\8kn) = ij ejkl<ajn|6kn> + Ze]-kl(nwj@kn)
=225k €K1 2o (Ojm|n) (0|0 n) i*
= V x (n|Vn) =3/ (Vn|n’) x (n’|Vn) 0
Weiterhin gilt: (Vn|n) x (n|Vn) = (n|Vn)* x (n|Vn) = —(n|Vn) x (n|Vn),
da (n|Vn) rein imaginér (siche zweite Rechnung in 5.3.2)
= Term (Vn|n) x (n|Vn) = 0 kann weggelassen werden.
e Schreibe (n'|Vn) bzw. (Vn)|n') um.
Hln) = En|n) = V[H|n)] = V[En|n)]
= [VH]|n)+ HV |n) = [VEn]|n) + ExV |n)
= (n'|H— En | Vn)+(n' | VH |n) = V (n/|n)
—_— N~

(E,1—En)(n' | Vn) 0
= (0/|Vn) = G (Onjn) = (0| Tnyr = G )

* Anmerkungen

— Q,(R) ist eichinvariant.

(Im Ausdruck fiir €, (R) kiirzen sich zusitzliche Phasenfaktoren in |n), |n’) heraus).

- Zn Qn(ﬁ) =0 (,, Wie man leicht sieht ...“ — Ubungsaufgabe)

— Die geometrische Phase ist besonders prominent, falls irgendwo im Pa-
rameterraum {R} Eigenwerte entartet sind, E, (B*) = E,(R*) fiir
ein R*. (Der Pfad E(t) sollte R* laut Voraussetzung nicht enthal-
ten, aber die Fliche S(C') kann durch die Umgebung von R* gelegt
werden.)

— Es gibt eine Analogie in der Differentialgeometrie (zyklischer Parallel-
transport von Vektoren auf gekriimmten Oberflachen). Dies ist ein
zweiter Grund, warum man von einer ,,geometrischen“ Phase spricht.
Die Analogie motiviert die Einfiihrung der

Berry-Kriimmung;: Qv = Or, Ay — —0R, Ay |,

v

die eng mit der Berry-Feldstérke verkniipft ist (2, 0 = D1 €k [ﬁn} k)

— Mit Hilfe dieser Analogie konnen die obigen Uberlegungen auch fiir
hoherdimensionale Parameter R verallgemeinert werden.
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5.3.2.3 Anwendungen
x Beispiel: Neutron im langsam verédnderlichen Magnetfeld, d.h. R=B

— Relevanter Teil des Hamiltonoperators (vgl. 4.3.3 und 4.3.4.3):

Hz = —%ILLNS:‘ B mit UN = 25[;6: Kernmagneton

= Eigenwerte: E = —g,uymB mit m = +1, V.H= —%MNg
— Berechnung der Berry-Feldstéarke

Zunéchst betrachte den Fall, dass B parallel zur z—Achse ist
1 1 1 0
= |3) = (0)?_"_§> =(3)
und (m| Sm’) = § (m||m’)
> G(B) = ~Im( ¥ gk Iomxnigint))

m#m/

Verallgemeinert: ﬁil = $ﬁ§ (mit B = B/B)
2

— Berechnung der Berry-Phase R
Vil = Jso) 45 Qpr = 151(0) = T3 Js(c) 45 - Bgz = F3(C)

<(C) entpricht dem Raumwinkel der von C' eingeschlossenen Kurve.

* Weitere Anwendungen

Born-Oppenheimer-Niherung: Elektronenzustinde entwickeln sich im lang-
sam variierenden Potential der Kerne mit E(t).
(Dieses Beispiel motiviert auch die gingige Notation ﬁ(t) fiir die
langsam variierende kontinuierliche Variable.)

Berry-Phasen in anderen Kontexten
z.B. Festkorperphysik und Bandstruktur
(R <+ k: Wellenvektor des Bandes)
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5.4 Wissensfragen

128. Erklidren Sie die Grundidee der stationéiren Stérungsrechnung. Unter wel-
chen Umstéinden kommt sie als Losungsmethode in Frage?

129. Wie lautet der Ausdruck fiir die Verschiebung der Energieniveaus in erster
Ordnung Stérungsrechnung?

130. Welches Problem tritt bei der Anwendung dieses Ausdrucks auf, wenn die
Energieniveaus des ungestorten Systems entartet sind? Skizzieren Sie den
Ansatz zur Losung dieses Problems.

131. Diskutieren Sie die Konvergenzeigenschaften typischer Storungsreihen in
der Physik. Konvergieren sie? Begriinden Sie Thre Antwort.

132. Erkldren Sie den Begriff der asymptotischen Konvergenz.

133. Erklédren Sie den Stark-Effekt.

134. Erkldren Sie den Zusammenhang zwischen der Spin-Bahn-Kopplung und
der Feinstruktur des Spektrums von Wasserstoff.

135. Was ist das Wechselwirkungsbild? Wie héngt es mit dem Schrodingerbild
zusammen?

136. Welcher Bewegungsgleichung geniigen Zustandsvektoren im Wechselwir-
kungsbild?

137. Welcher dynamischen Gleichung geniigt der Zeitentwicklungsoperator in
diesem Bild?

138. Wie héngen die Zeitentwicklungsoperatoren des Wechselwirkungsbildes
und des Schrédingerbildes miteinander zusammen?

139. Warum eignet sich das Wechselwirkungsbild zur Beschreibung eines Sy-
stems mit einer zeitabhédngigen Stérung ?

140. Welche Gréfle muB man berechnen, um die Ubergangsamplitude und die
Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand in einen anderen zu be-
stimmen?

141. Welche Gleichung liegt der Dyson-Reihe zugrunde? Leiten Sie daraus den
Ausdruck fiir den Zeitentwicklungsoperator in nullter, erster, und zweiter
Ordnung Stérungstheorie her.

142. Wie lautet Fermis goldene Regel und fiir welche Art von Stérungen gilt
sie?

143. Erldutern Sie die Phinomene der stimulierten Emission oder Absorpti-
on von Energiequanten. Durch welche Art von Stérungen kann so etwas
induziert werden? Gilt in diesem Fall Energieerhaltung?

144. Was versteht man unter der Dipolndherung?

145. Was ist ein Dipoliibergang? Welche Auswahlregeln gelten fiir Dipoliibergénge?

146. Erkldren Sie die Grundidee des Variationsverfahrens zur ndherungsweisen
Losung eines quantenmechanischen Problems.

147. Erkldren Sie den Ansatz der adiabatischen Ndherung zur ndherungsweisen
Losung zeitabhéngiger Probleme.

148. Was versteht man unter der Berry-Phase?



Kapitel 6

Die Pfadintegralformulierung
der Quantenmechanik

(© Copyright 2020 Friederike Schmid?!
Alternativer Zugang zur Quantenmechanik, R. Feynman

e In mancher Hinsicht anschaulicher als bisheriger Zugang
e Eroffnet elegante Losungswege fiir manche Probleme

e Formalismus hat auch Anwendungen auflerhalb der W.M.
(z.B. stochastische Prozesse, Polymere)

6.1 Pfadintegral und Propagator

Ausgangspunkt: Wellenmechanik

o Teilchen werden durch Wellenfunktionen (7, t) beschrieben

e Fiir deren zeitliche Entwicklung gilt das Superpositionsprinzip
~ linearer Zusammenhang: ¢ (71, t1) = [ dry G(71, t1; 70, to) ¥ (70, to),
wobei Propagator G unabhéngig von v ist.

Bemerkungen dazu:

- (G entspricht dem Zeitentwicklungsoperator in Ortsdarstellung
Y(, t1) = (M|y(t)) = (F|U (t, to) |9 (to))
= [dro(M1|U(t1,t0)|70) (Folv(to))
—_——
%(70,to)
; f d’l?o G(Fl, tl; ’I?o, to) 1/J(F0, to)
= G(Fl, t1; 770, to) = <F1‘U(t1, to)’?r()>
- Interpretation: Ein Teilchen sei zur Zeit tg am Ort 7
= (7, to) = (7 — 7o)
= w(Fl, tl) = f d?“_; G(Fl, tl; T:;, to) 1/1(77, to) = G(T_’i, tl; F(), to)

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.
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~ G(T1,t1;70,t0) liefert Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir,
dass ein Teilchen, welches zur Zeit {3 am Ort 7y war, zur
Zeit t1 am Ort 77 ist (, Ubergangsamplitude*)

Zentrale Frage dieses Kapitels: Wie bestimmt man G?

e Traditionelle* Antwort (Kapitel 2.1.3 S.19)
— Schrédingergleichung

ih 2 G(7,t; 7o, o) = (— 22 A + V(7)) G(F,

t: 7%, o)
mit Anfangsbedingung G(7, to; 70, to) = 0(7 —

70)

e Feynmans Zugang

Teilchen kénnen auf verschiede-
nen Pfaden von 7 nach 7 gelan-
gen. Jeder Pfad tridgt mit einem
eigenen, noch zu bestimmenden
Gewicht zur Ubergangsamplitu-
de bei.

Sﬁeziell im k]asmschen Limes /i — 0 muss gelten:
In diesem Grenzfall dominiert der klassische Pfad, d.h. der, der
die klassische Wirkung < extremal macht

mit {7 (t) fdt’ Rty o L= %mr_g — V(F)
Bei endlichem A tragen andere Pfade zunehmend bei.
Frage: Wie kann ein solches Szenario realisiert werden?

Analogie: Fermatsches Prinzip

Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Medium

Whﬂ!ﬂm : Sratiais Das Licht kann viele Wege
et - . nehmen: De facto dominiert
aber ein Lichtstrahl, der den
optischen Weg [ extremal macht
(optischer Weg = geometrischer
Weg x Brechungsindex)

— Fermatsches Prinzip

Grund: Optischer Weg [ <+ Phase ¢ ~ ¢/27/2
Falls A < [: Viele Oszillationen, benachbarte Pfade interferieren
destruktiv miteinander

Ausnahme: | Extremum — konstruktive Interferenz

Ubertragung auf unser Problem

Hier sollen im Grenzfall A — 0 die Wege mit einer extremalen Wirkung
- dominieren.
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~» Ansatz (Feynman): Wirkung geht in einen Phasenfaktor ein. Jeder

141

Pfad tragt mit Phase en” 0} Jum Propagator bei.

= Pfadintegral:

H fdt’
G(Tl,tl T(),t() /@{7’ }e

wobei [ 2{r(t)} = Summe iiber alle moglichen Pfade,

und (7,7, t) = klassische Lagrange-Funktion

Konkret: Was bedeutet [ Z{r(t)} bzw. wie kann man es berechnen?

Erlduterung fiir den Fall einer Dimension: [ Z{xz(t)}

Diskretisierung
b & M4 S
yﬁ X.,,__.Av 2
é ‘“> : : -E!t.{- : £k 7\
& e : S N S i A -g‘ =

Zeitschritte: At = (t —tg)/n (n — o0)

Pfad z(t) — Folge (zo,z1,...,2, = T) mit xj = x(to + jAL)

t
Wirkung {z(t)} = [dt' L (x,2,t') = fdt/ Bi? —V(x))
0
= 3 (38R - Ve A
=1
= Pfadintegral:
&35 (e u=) yan

/@{m }ehy{”" O} = hm d:lcl---d;lcn,leﬁj:1

n—1

mit .4 Normierungsfaktor: | A" = \/m/2mihAt

Verallgemeinerung auf 3 Dimensionen offensichtlich.
(nur schlechter zu zeichnen)

(At = (t - to)/n)

(siehe unten)

Aquivalenz des Pfadintegralansatzes zur Schrodingergleichung

Zu zeigen: G(T,t; 70, to) erfiillt die Schrédingergleichung

Hier wieder: fiir den Fall einer Dimension.

G(z,t+ At;z,t0) = A [ day, en(5

(z— In)

le’*l‘n

:JVG_%V(Q;)At Tdf e%

e
»

m
2

>

t

V@A) Gz, t: 30, t0)

G(x — &, t; w0, to)
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Im Grenzfall At — 0 oszilliert Integrand sehr stark
Hauptbeitrag zum Integral kommt von & =~ 0
~» Taylorentwicklung von G um & = 0 sinnvoll!

Gla — &, t; 20, t0) = G(x, w0, o) — E2G + & 255G
FEinsetzen:
0 : k ungerade

de £k e & ———h+1
f V2r(k — )4/ % : k gerade

(k=1 =1-3-5----(k—1))

D‘ff;o

= G(z,t+ At; 20, 10)
~ N (1= EV(2) A1+ At G x, t; wo,to)\/@
R N\ A1V (@) + 4 25))G x, t 20, o)

2m Ox?
Speziell At — 07: Linke Seite — G(z, t; g, to)
N =\ ominn
Nichste Ordnung in At:
G(z,t + At; o, to) — G(z,t; w0, t0)

A2 G(z t:zo,to)
= (—$V (@) + 4% L) G, 1; 20, 10) - At
0 K2 9?2
:> Zha G(x, t, xo,to) — [—%@
~+ Schrodingergleichung V

+V(2)] Gz, 1520, to)

6.2 Eichinvarianz

6.2.1 Allgemeine Eichtransformationen

Klassisch gilt: Der Lagrangefunktion .Z(7, 7, t) kann eine beliebige
totale Zeitableitung %A(F, t) hinzugefiigt werden, ohne dass dies die Be-
wegungsgleichungen &dndert

L7 T t) = L(F i) + SAF ) = L(F 7 t) + A +7- VA
Frage: Wie wirkt sich eine solche Transformation hier aus

- auf Propagator und Wellenfunktion?

- auf Hamiltonoperator und Schrdodingergleichung?

* Propagator und Wellenfunktion (Zur Zeit ¢t — —oo sei A(7,t) = 0)

i tf;ﬂ 7t )dt y tfl.fdt i ?dt%
G'(F1,t1370, to) = [ 2{7(t)} e 0 = [ 2{7(t e e
- e%(A(Fl7t1)_A(FO,tO))G(F1, t13 7, o)
(P ) = [ Ao G (157, —00) (7o, —00) = ei N PIy(7, 1)
— Die Funktion %A(F, t) geht als ortsabhingiger Phasenfaktor in den
transformierten Propagator bzw. den Zustandsvektor ein.
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x Schrodingergleichung und Hamiltonoperator
BNV A2 VNN AN I EApr —EA BN _ > v o OA
(denn: ih 29 = inZ (eFMy) = (3 G ey + ek ih L)
_ _%QW +e%AHe—%A¢/
Es gilt: e%vAf(F)e_%l} = f(7) fiir alle Funktionen f(
e%A(§§)e_%A = ?ﬁ — VA s erlje i =5 —VA=:q
o efhphL o phnem BN = (ef M pa, e BAYRL . (e pg, e BN = gt ghn
= enMH(F LV)em 70 = H(F,q) = H(7, 2V = VA) /)
NB: Vergleiche klassische Mechanik: .2’ (7, 7, t) = Z(7, 7, t)+ %A—l—ﬁﬁ/\
: . _0Z _ > =
— kanonischer Impuls: ' = & = §'+ VA
— Hamiltonfunktion: J#'(7,p') = pr — &' = pr+ VA - ¥ —
P -,
SN =T

= A7, 7)) = A, p) = GiA = A5 = VA) = A
= Passt zu obigem Ergebnis, wenn p’ mit %ﬁ identifiziert wird!

x Fazit: Wellenfunktion kann mit beliebigem orts- und zeitabhingigem Phasen-

faktor exp(—%A(7,t)) multipliziert werden, wenn gleichzeitig der Hamil-
tonoperator umgeeicht wird, d.h.:

- Urspriingliche Schrédingergleichung;: ih%w(ﬁ t) = H(T,
- Formale Ersetzung:

w N 1/}/ — e%A(f’,t))w
1S 1 - TA

B ) (7, t)

-3 0 o) oA
ihg; — ihg; + 57
— Neue Schrédingergleichung;: ih%w’ = H'y/

: N Av, = oA
mit H' = H(7, 3V = VA) — 5

6.2.2 Eichinvarianz und elektromagnetische Felder
Betrachte speziell freies Teilchen

_ 7~ Umeichung I 1~ SAN2 A

H=4-— <w—>w’exp(%A)>_>H = 5 (07— VA) 5 (%)

,, Verallgemeinere* nun: Hamiltonoperator soll die Form (x) haben, aber ersetze

VA und %—’tx durch allgemeinere Felder €A, —e®: ,Eichfelder®

Man erhélt: | H = i
2m

(p— fo)2 +ed

~» Hamiltonoperator eines Teilchens im elektromagnetischen Feld
Bemerkungen

e Einfachste Moglichkeit, einen Hamiltonoperator zu konstruieren, der

bei einer Phasentransformation ¢ — 1)/ = e%A(F’t)’(/J nicht die Form
dndert.



144 KAPITEL 6. PFADINTEGRALFORMULIERUNG

e Die Eichtransformation der Elektrodynamik:
A A= A4V <I>—><I>’:<I>—%%—f
entspricht einer Phasentransformation nach (a)

mit ¢ — ¢ = er £PFq)

6.3 Anwendung: Der Aharonov-Bohm Effekt
Setup:

Magnetfeld ist nur im Zylinder eingeschaltet. In diesen koénnen die Teil-

chen aber nicht eindringen. Aufbau spiegelsymmetrisch bzgl. der
Achse Quelle-Detektor.

Analyse:

Klassische Lagrange-Funktion: Z(7,7) = % (F,7) + ¢7- A

Wirkung:Y:fo—i-ifdtf'-ffzyo—i—i/dF-A

—
Wegintegral

= [ 2{F(t) ()} en”0 exp( (fe [dr- A

Fasse Wege in Paare zusammen: Pfade, die oben und unten am Zylinder

Pfadintegral: [ 2{r(t)

vorbeifiihren:
’ oo 8= 8o+ %fdﬁélo,“
e O [F L,

oben: — . = A + ¢ fdr A loben
unten: — . = yo + £ c de : A |unten
Differenz: A7 = € §dif- A= ¢ @

mit ®g: magnetischer Flul durch Zylinder

(NB: Im Prinzip konnen sich Wege auch um Zylinder herumwinden
z.B. w1e in Abb.

~> Komplikation, Paare miissen dann etwas anders gewéhlt werden
aber A.7 bleibt gleich.)

Zusammengefasst: G = [ Z{r(t)} en” o (14 G%Ay) = cos(z7:Po)

Fazit: Interferenzeffekte als Funktion des magnetischen Flusses ®(
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Experimenteller Nachweis:
Erster Nachweis: R.G. Chambers, 1960.
Beispiel hier: G. Mollenstedt, W. Bayh, 1962. (Physik. Blétter 18, 299)

Interferenzmuster Beugungs-
des Doppeispalts einhillende

Electron
nnnnnn

Solenoi

(Beweglicher Film; Interferenz abhéngig vom Spulenstrom).

6.4 Pfadintegral und Stoérungstheorie

Pfadintegrale liefern auch ein Anschauung fiir zeitabhéngige Stérungsentwick-
lungen, speziell im Fall von Streuprozessen

Sei H = Hy + V(7,t), Hyp exakt 16sbar, V (¥, t) Storung
~> entspricht klassischer Lagrangefunktion . = % — V(7. t)

* Propagator
G(7y:tyi 7o, to) = (T |U (s, to)l70) = J2{r(t }eh
_ [ Dt} b A Lo o S W VEW))

* Storungstheorie

—i (g AN . tr
Entwickle ¢ 7 Jio 4 VW) g _ i tfdt’V-i— (5( fdt’ )+
0

= G=G0 1 qMLqg®@ ...
4 t !
mit GO = [ 9{7(t)} e o & 20

' i ot , ly
GO = —i [ 7)) er o W% [ ay v(FH), v
to

tp o, tr ot
G@ = 3()* [ 2{F(t) eﬁftofdt A fay [ avE), ¢V I(FEE"), )

to to



146 KAPITEL 6. PFADINTEGRALFORMULIERUNG

Forme um:

7 P rtE o,
GO =1 tfdt/ [aFV (7, [ 2{F(t)} of g W Lo 57t _ g1y
0

by
—L [ dt' [ AP GO 7y, tp 7 )V (7 )GO( 7, o)

to

GO = (52 [] atat’ [f e v, ¢V, e)
to<t/<t""<tf
x J e} i o B 5 — 7(E)) 87— 7(e")
==& [t [[ GO [t ) VL)

to<t/<t''<ty

x GO "7 ) V(7L 1) GO, 17, 1))
(Zeitordnung ersetzt Faktor 1/2)

* Anschauliche Interpretation

Anschauung funktioniert am besten, wenn das ungestorte System einem
freien Teilchen entspricht (z.B. Streuprozess an einer Stérung)

GO £ plus Stoérung @ (in der Raumzeit (7,t))

(7.#)

g &
(7.4 (7, 1)
G2 2 @

~» Jede Ordnung Storungstheorie entspricht einem Streuprozess

* Integralgleichung
Fir G=GO +GM +G® ... & —+/@+@+ .- folgt:

G(7p,tr; 70, to) = GO(Fp, tp; 70, to)— fdt’fdf’G (7Fp tp; 7 )V (7, )G(7, 7o, to)

:+@—

~> Dyson-Gleichung (im Schrédingerbild und Ortsdarstellung)




Kapitel 7

Verschrankte Zustiande

© Copyright 2020 Friederike Schmid?!
Wir haben in dieser Vorlesung gesehen, dass die Quantenmechanik eine sehr
méchtige Theorie ist, mit der man vieles beschreiben und vorhersagen kann.

Jetzt, zum Abschluss: Ein Kapitel, das daran erinnern soll, wie merkwiirdig sie
trotz allem ist.

,, Verschriankte“ Zustiénde sind zusammengesetzte, nicht faktorisierbare Vielteil-
chenzusténde.

— z.B. Zweiteilchensystem  |t)1]1p)2 — faktorisierbar
%(|¢a>1|wb>2 — |ta)2|thp)1)  — verschrinkt

Verschriankung fiihrt zu ,,Quantenkorrelationen.
— Operationen an einem Teilchen beeinflussen das andere.

Bedeutung:
e Diskussion grundlegender Fragen der Quantenmechanik

— EPR Paradox
— Bellsche Ungleichung

e Praktische Anwendungen

— Quantenteleportation
— Quantenkryptographie

— Quantencomputer

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Quantenmechanik (), Universitit Mainz, SS 2023.
Letzte Anderung der PDF-Datei am 31.05.2023.
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7.1 Das EPR-Paradox und die Bellsche Ungleichung

7.1.1 EPR-Paradox

Argumentation geht zuriick auf Einstein, Podolsky und Rosen (1935) - Ausein-
andersetzung mit Bohr iiber die innere Konsistenz der Quantentheorie.
Hier: modernere Version des Arguments.

Gedankenexperiment:

Betrachte eine Quelle, die Paare von Spin%—Teﬂchen emittiert, die im Singulett-
Zustand %(|+>\—> — |—=)|+)) sind.

Angenommen, der Beobachter A misst S, am Teilchen 1, er erhilt z.B. g
Dann steht fest, dass B bei einer Messung von S, am Teilchen 2 den Wert
—% erhalten wiirde, auch ohne dass B die Messung durchfiihrt.
Wie kann das sein?

Quantenmechanische Erklarung: ,,Fernwirkung® von A nach B.
Selbst dann, wenn sie beliebig auseinander sind.

Klassische Erkldrung: Fast trivial - Messwert (—%) steht von vornherein fest,
intrinsische Eigenschaft von Teilchen 2. (Wiirde die Quelle z.B. Paare von
weilen und schwarzen Béllen emittieren, und A misst weif, dann steht
damit auch fest, dass B schwarz messen wiirde.)

Klassische Erkldarung wirkt viel verniinftiger als die quantenmechanische.
~» Essenz des EPR-Arguments

Basiert auf zwei verniinftigen Forderungen:

(i) Das Teilchen 2 kann nicht davon beeinflusst werden, was dem Teilchen
1 widerféhrt, wenn die beiden raumlich getrennt sind (Lokalitétsprin-

zip)

(ii) Wenn man eine Eigenschaft eines Objekts sicher vorhersagen kann,
ohne das Objekt zu beeinflussen, dann hat das Objekt diese Eigen-
schaft.

Folgerung: In dem obigen Gedankenexperiment muss S, eine Eigenschaft der
Teilchen sein. Analoges gilt fiir S, S,.
Aber: In der Quantentheorie kénnen S;, Sy, S, nicht gleichzeitig scharf
bestimmt sein. Deshalb ist nach EPR die Quantentheorie inkonsistent
oder zumindest unvollsténdig.
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Frage: Konnte man die Quantentheorie eventuell ,,vervollstindigen“? Ange-
nommen, die Quantenmechanik , stimmt* (sie ist ja sehr erfolgreich und
bislang unwiderlegt): Kann es eine Theorie geben, die die gleichen Vor-
hersagen wie die Quantenmechanik macht, aber in der die Messwerte vor-
herbestimmte, intrinsische Eigenschaften der Messobjekte sind?

Antwort: Nein und Ja

Nein - Bellsche Ungleichung

Ja (doch) - Wenn man Lokalitétsprinzip aufgibt, z.B. Bohmsche Mecha-
nik.

7.1.2 Bellsche Ungleichung (1964)

Ausgangspunkt: Dasselbe Gedankenexperiment wie bei 7.1.1 S.148. Es sollen
die beiden Annahmen von EPR gelten:

(i) Eine Messung von Teilchen 1 beeinflusst Teilchen 2 nicht.

(ii) Die Werte des Spins in eine beliebige Richtung € (= die voraussicht-
lichen Messergebnisse einer Messung von §€) sind pradeterminierte,
intrinsische Eigenschaften eines Teilchens. (NB: Das schliefit nicht
aus, dass man sie moglicherweise nicht gleichzeitig messen kann.)

Wiihle nun drei Spinrichtungen @, b, ¢ (Einheitsvektoren)

Statistik der moglichen Zustéande

Teilchen 1 | Teilchen 2 | Wahrschein-
abeé ibé lichkeiten
+ + + - - = P
+ + - - -+ P mit
+ - + -+ - Ps P20
+ - - -+ + Py sz‘zl
-+t * - - P sz)nst beliebig
-+ - + - + Py
- -+ + + - Py
- - - + + + Py

= Gekoppelte Wahrscheinlichkeit Pz, z,, dass A in Richtung €7 und B in Rich-
tung €5 beide % messen: PEE = P3+ Py, Pc_.g =P3s+ P, P;z=P,+ Py

— zusammengefasst: Pge+ P =P+ P3s+ P+ Pr > P+ Py = Py

= Bellsche Ungleichung: Unter den eingangs erwidhnten Annahmen (i) und

(ii) muss gelten:

Pz + Pc-g > Paz?
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Berechne diese gekoppelten Wahrscheinlichkeiten nun in der Quantentheorie

oBdA sei @ = e, (@ zeige in z-Richtung)
e A misst den Wert % mit Wahrscheinlichkeit % Danach hat das
Teilchen 2 den Zustand |—).
e B misst in Richtung b. Der Erwartungswert seines Ergebnisses
ist: (Sb) = (—|Sb|—) = —b. 2 = (“b)
~» Wahrscheinlichkeit P, Messwert ( ) zu messen, folgt aus
(Sb) = (Py)(5) + (1= Pr)(=5) = A(Ps — §)
P+:@+§:%(1—ab)
= Zusammengefasst Py = 11—

ab)
Analog: Py = 1(1 — @), Pzz = 1(1 —ae)
Betrachte nun speziell den Fall ¢ o (G+ +b)
und @b=0:

— Pgp=3(1—db)=7=025

Py =Pip=;(1 —cos 1)~ 0.07

— Pae+ Pz~ 014 < Pr=10.25!

= Laut Quantenmechanik kann die Bellsche Unglelchung Verletzt sein.

Diese Vorhersage lédsst sich experimentell tiberpriifen.

Experimente zur Bellschen Ungleichung

Meistens mit Photonenpaaren (analoge theoretische Behandlung)

aber auch mit Protonenpaaren

~» ergaben immer eine Bestétigung der Quantenmechanik und eine Verletzung
der Bellschen Ungleichung.

Damit kann eine Theorie, die gleichzeitig Messergebnisse auf intrinsische Ei-
genschaften der Messobjekte zuriickfiihrt und das Lokalitdtsprinzip erfiillt,
nicht korrekt sein.

Aber: Deterministische Theorie wird moglich, wenn man die Lokalitidt aufgibt
- z.B. Bohmsche Mechanik.
7.1.3 Bohmsche Mechanik
Zustand eines Systems wird beschrieben durch:

- Wellenfunktion v

- Konfiguration 77 - - - iy

Dynamische Gleichungen:

e Schridingergleichung fiir ¢
d7) h Y
¢ th = I (d}qp*;zw)
~» In dieser Form absolut dquivalent zur Quantenmechanik.
Deterministisch, aber nichtlokal.
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7.2 Praktische Anwendung fiir Verschrinkung: Quan-
teninformatik

Moderne Anwendungen
Ausniitzen von verschrinkten Zustinden fiir
- Quantenkryptographie (funktioniert im Prinzip schon)
- Quantenteleportation (etwas esoterisch)

- Quantencomputer (wird z.Zt. intensiv erforscht,
moglicherweise grofles technologisches Potential)

7.2.1 Quanteninformation
e Basiseinheit: 1 qubit

Zwei-Zustandssystem mit Zustéinden |0), 1)
= zweidimensionaler Hilbertraum
entsprechend n qubits: Produktraum von n qubits,

aufgespannt von Zusténden [0---0), [0---1), -+, |1---1)

e Experimentelle Realisierungsmdoglichkeiten

Linear polarisierte Photonen: |0) =J; |1) =<
Zirkular polarisierte Photonen: |0) =0; [1) =0
Spin 3-Teilchen: |0) = [+); [1) = |—)

- Quantendots mit zwei Zustinden

e No Cloning Theorem (Wootters, 1982)
Ein unbekanntes qubit kann nicht geklont werden.

(Beweis: Andernfalls giibe es unitdren Operator U, der jeden Zustand
[)10) in [a)[a) tiberfithrt: Ula)[0) = |a)|a); U|8)[0) = [8)[8).
Aber: U(|a) +18))0) = |a)|a) +[8)|B) # (le) +8)) (|} +18)) ~ Widerspruch! )

7.2.2 Quantenkryptographie

Herausforderung der Kryptographie:

A (Alice) und B (Bob) wollen

S ' ; eine Bitfolge derart austauschen,

(W_\’\f\/\’\) dass sie mit Sicherheit von keinem

Hkee - 1. b Dritten E (Eve) abgehort werden

: S A kann. Bitfolge darf zufillig sein. Sie

: -EW(&VCQC{(OWO) wird spéter als Schliissel verwen-

X e e = det, wenn die echte Nachricht iiber-
mittelt wird.
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Idee: Verwende qubits.
Da qubits nicht geklont werden kénnen, kann E sie nicht alle abfangen
und weiterschicken, ohne dass A und B es merken.

Konkrete Strategien

1) A sendet qubits an B

e A pripariert qubits zufillig in zwei moglichen Basissystemen
(z.B. Spins — Eigenzusténde von S, und S,)

e B misst zugesandte qubits in zuféllig gewéhlter Basis (z.B. Spins
— zufillige Messung von S, oder S,)

e A und B versténdigen sich offentlich, wann sie welche Basis be-
nutzt haben. War es die gleiche, so kennen beide das Messergeb-
nis und kénnen es fiir eine Bitfolge verwenden. Der Rest wird
verworfen.

e Um Abhérern E auf die Spur zu kommen, vergleichen A und B
noch offentlich einige Testbits (die danach verworfen werden).
Falls E mitgehort hat, musste sie eine Messung machen. In der
Halfte der Félle hat sie dabei die falsche Basis erwischt und das
qubit gestort.

2) Ausniitzen verschrinkter Zustdnde

e Zentrale Quelle Q sendet qubit-Paare im Singulett-Zustand
%(!0)]1) —[1)|0)) an A und B.

e A und B messen ihr qubit in einem zufillig gewédhlten Basissy-
stem. Dieses wird ausgew#hlt aus drei moglichen Systemen @, l;,
¢, die so beschaffen sind, dass die Wahrscheinlichkeiten P_-(1,1),
Pz(1,1), P3(1,1) die Bellsche Ungleichung verletzen.

e A und B tauschen sich offentlich dariiber aus, wann sie welches
Basissystem benutzt haben.

Falls es dasselbe war - benutze Ergebnisse fiir den Schliissel
Falls es verschieden war - werte Ergebnisse offentlich aus:

— Uberpriife Bellsche Ungleichung

— — verletzt: OK

- erfiillt: E hat mitgehort.

Experimentelle Realisierung (Praktisch vor allem Verfahren 1)

Zbinden et al. 1997
Schliisseliibertragung {iber 23 km, quer durch den Genfer See, {iber
Standard-Glasfaserleitung der Swisscom (qubits hier: Polarisations-
zustédnde von Laserpulsen, im Mittel ~ 0.1 Photonen pro Puls)

Weinfurter et al. 2007
144 km durch die Luft auf den kanarischen Inseln, 13 bit/Sekunde,
allerdings nur nachts.

Ziel: Satelliteniibertragung (Ubermittlung durch Atmosphire an Satel-
liten und zurtick).



7.2. ANWENDUNG: QUANTENINFORMATIK 153

Praktisches Problem: Manchmal (selten) sind auch zwei Photonen in
einem Puls — Sicherheitsliicke.
Ausweg: Koderbits, um Abhorer abzufangen.

” Akademische” Realisierungen auch von Verfahren 2
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