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Einleitung

(© Copyright 2007 Friederike Schmid?!

(i) Wozu diese Vorlesung?

Dazu Bestandsaufnahme

Bisherige Gegenstéande der theoretischen Phyik:

- Mechanik, Elektrodynamik, Quantenmechanik, (Spezielle Relativitéts-
theorie)

~» Teilchen bzw. Wellen, Krifte, Felder

- Gehorchen ,einfachen“ Gesetzen
- Charakterisiert durch Symmetrien
z.B. Translationsinvarianz in Raum und Zeit,

Isotropie des Raums,
Aquivalenz der Inertialsysteme,
Spiegelsymmetrien,
Zeitumkehrinvarianz

- Naturgesetze sind ,,glatt

Teilchen (Wellen) und Felder folgen partiellen Differentialglei-
chungen in Raum und Zeit.

Im ,,wirklichen Leben“ aber

e FEindeutiger Zeitpfeil
Wir leben ,,vorwirts“, werden geboren, altern, sterben.
Wir lernen und machen Fortschritte.

Wir erinnern uns an Vergangenheit, aber nicht an die Zukunft.
— Umkehr der Zeit ist de facto undenkbar.

e Weitere Symmetriebrechungen
z.B. - Paritétsverletzung (Wu 1957): Elektron beim -Zerfall
von C0%0 hat bevorzugte Emissionsrichtung
- Magnete: Brechen Isotropie
- Kristalle: Brechen Translationsinvarianz
- Bose-Einstein Kondensation, Supraleitung

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Thermodynamik und Statistische Physik, Univer-
sitédt Mainz, WS 2013/2014. Letzte Anderung der PDF-Datei am 12.02.2014.
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Entstehung von Mustern und Strukturen
(Wire die Welt so symmetrisch wie ihre Naturgesetze,

dann wire das ziemlich langweilig.)

e Man beobachtet in der Natur haufig Unstetigkeiten
Im Raum: Oberflichen, Grenzflichen
In der Zeit: Instabilitdten, Phaseniibergéinge

Beispiele fiir Phaseniibergéinge im ,,Gleichgewicht
,,Gleichgewicht“: Ohne duflere Einwirkung unendlich lange stabil

k Phaseniibergéinge der Teilchenphysik

Plasma —  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __
Grundlage ca. bis hier:

,Fundamentalmodell“
Kerne + Elektronen
Gase Coulombkraft + Pauliprinzip

,, Temperatur*

_Fliissigkeiten

/ Festkorper ..

strukturelle )
Magnetismus

Ubergiinge

|
o |
| Supraleitung

Suprafluiditét

™ Bose-Einstein-Kondensation

Im ,,Nichtgleichgewicht® weitere Ph&nomene:

- Selbstorganisation,
Selbstorganisierte Kritikalitat

- Musterbildung, Chaos
- Leben, Intelligenz
- (Bewusstsein)

Beobachtung: In mikroskopisch grundverschiedenen Systemen tauchen immer
wieder quantitativ &hnliche Gesetzméfigkeiten auf.
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Beispiele

Y

A :
¢ Diffusion: 4 *43%;.9]\-

Gesamtdichteverteilung ergibt sich aus der Mittelung {iber alle mégli-
chen Wege, die ein einzelnes Partikel nehmen kann.

Falls Anfangsverteilung punktformig (,,delta-Funktion®)
— verbreiternde Gauflverteilung (D Diffusionskonstante)

o(7,t) oc 77 /AP

Das gilt unabhéngig davon, wie sich Partikel im einzelnen bewegt.

Allgemeiner: Diffusionsgleichung

(7,t) = DAp(7,t)

&Q
— in gewisser Weise eine universelle Gleichung,
beschreibt viele sehr unterschiedliche Systeme.

e Potenzgesetze: In der Natur beobachtet man oft Potenzgesetze mit
universellen Exponenten.
(z.B. spezifische Wiarme am Curie-Punkt von Magneten,
Erdbebenverteilung in Kalifornien,
Zugriffe auf Webseiten mit FAQs)

Voraussetzungen fiir universelle Gesetzméfligkeiten scheint zu sein:

(1) GroBes System
Sehr viele (oft makroskopisch viele: ~ 1023) Elemente (Teilchen, Fel-
der, ...)

(2) Kollektives Verhalten
Elemente wechselwirken miteinander

~» schafft eine ganz neue Physik
Neue Begriffe: Entropie, Thermodynamischer Limes, Temperatur, Warme
Neue Phénomene: Irreversibilitdt, Phaseniibergdnge, Komplexitét
Neue Konzepte, die sehr breit angewendet werden kénnen:

- in Physik und Chemie
(praktisch iiberall)

- in der Biologie
(- Organisation von Molekiilen in Zellen,
- Organisation von Zellen und Organismen,
- Evolution)

- in der Gesellschaft
(Verkehr, Borse, Internet)
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(ii) Inhalt der Vorlesung

Darstellung verschiedener Zugénge zu diesem Problemkreis:

,,,,,,,, ! NELY M ((osu)mwm fee‘aaauuwm ahe : :
9 B :

A/ Mmd ﬁuzsd@c e \ C'AWWJQUL&MLL%M
mW5ma abdi ot \L : : : '

Ow o 1AL %ﬁowwwdo%/tsm

s
M(‘(—fOQ‘LOPAScM C&ZU' 7'{‘7 ; Tiwen‘cu\

: Wedmm AT L Ame
""7 B yRRas e ”Qdoﬂ%sw

,‘\ i

Aufbau

0) Einleitung (das hier)

1) Rekapitulation empirisch bekannter Tatsachen
(aus Praktikum, Experimentalphysikvorlesung etc.)

2) Mikroskopischer Zugang: Grundlagen der statistischen Physik
3) Thermodynamik

4) Anwendungen: - Quantenstatistik
- Phaseniibergéinge
- Dynamik
- Computersimulation

(iii) Literatur
Alle gingigen Lehrbiicher, z.B.

Reif: Fundamentals of Statistical and Thermal Physics

Diu, Guthmann, Lederer, Roulet: Grundlagen der Statistischen Physik
Jellito: Thermodynamik und Statistik

Landau,Lifshitz: Statistische Physik

Brenig: Statistische Theorie der Wirme

Callen: Thermodynamics and Introduction to Thermal Statistics
Schwabl: Statistische Mechanik

Brenig: Statistische Theorie der Wirme

Huang: Statistical Mechanics

Plischke, Bergersen: Equilibrium Statistical Physics



Kapitel 1

Rekapitulation empirischer
Tatsachen

1.1 Begriffe

1.1.1 Druck

e messbar
Kraft pro Fliche

e Bei mechanischem Kontakt:

Druckausgleich =i

—_vesdieblod tanol

e ~ Druck iiberall vorhanden (nicht nur an Oberfléche), tiberall gleich.

1.1.2 Temperatur

e physiologisch wahrnehmbar mit der Haut

e cinordenbar (kélter, wirmer)

e Bei “Wiarme”-Kontakt (s.u.) '
Temperaturausgleich { { (
e Temperaturausgleich ermoglicht Messvorschrift fiir Temperaturmessung;:
,, Thermometer*

z.B. basierend auf Volumenausdehnung von Fliissigkeiten

* 100 Geool Celsius: Fahrenheit:

? Sincl ~ .
Q%@i ; 100°C= Wasser siedet 100F: Kérpertemperatur
\t ) 0°C= Eis schmilzt 0F: Wasser + 50 Prozent
\Q'\Qmuri\rgu (bei Atmosphérendruck) Salz schmilzt
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Weitere Messmethoden:
Elektrischer Widerstand, Strahlungsthermometer

e m’ jp@&lu

Am ,saubersten®: Gasthermometer

e “Eichung” der Temperaturskala

A%
(9+273.15°C

Empirisch: Fiir viele, diinne Gase gilt y = const.

(¥: Temperatur in Grad Celsius)

— Motiviert Definition einer absoluten Temperatur:
T =9 + 273.15°C; Einheit: Kelvin

Gasgleichung: %zconst.: v -R= N -k,

~~
Anzahl Anzahl
Mole Teilchen

mit R = 8.3146 J/K 1 Mol 26 - 102® Teilchen

bzw. |k, = 1.38-1072*J/K| Boltzmann-Konstante (1.1)

1.1.3 Warme

e Temperaturerhshung wird erreicht durch Zufithrung von Energie
z.B. - Mechanische Arbeit (Aufheizung durch Reibung)
- Elektromagnetische Bestrahlung
- Kontakt mit einem wéarmeren Koérper

e Energiemenge, die im letzteren Fall iibertragen wird, wird Wérme genannt

e Konkret: Zwei Korper in Kontakt — Temperaturausgleich
TrE T Q= an(@i-T) = en(T - h)
e T T e e e mit ¢q, co: spezifische Molwirmen
LITRCN A (:“ B3 ;’E Ve 1 = Energien, die benotigt werden,
e um 1 Mol um 1 K zu erhitzen;
Q=G T=t) . ¢ 2'\"5’@—"?1)’ ~ substanzabhéngig
Beim Wirmeaustausch geht keine Wérme verloren
~» Erster Hauptsatz der Thermodynamik*

Energiednderung zugefithrte zugefithrte oder
in einem System Wirme geleistete Arbeit

e Kinetische Interpretation des Wérmeflusses

Frage: Falls Warmefluss = Energiefluss: Welche Energie?

Vermutung (Boltzmann)
Kinetische Energie von ungeordneter Bewegung der Teilchen.



1.2. KONZEPTE

Argument: Ideales Gas

Kraft __ Impulsiibertrag
RS it Druck= Flache —  Fliache % Zeit -

Geschwindigkeitsverteilung im Gas sei P(7)
& bzw. Py (vz), Py(vy), -
T
- Moo gy, und dN(v,)= Anzahl der Teilchen der
A Geschwindigkeit v, € [v; — 9, v, 4 2],
die in Zeit dt auf Fliche A treffen.
= dN(vy) = o - A-dt-v, Py(vg) - dog
~—~ S——
Dichte Volumen, in dem Teilchen

Oberfliche in dt erreichen

= Impulsiibertrag: F-dt = [dN(vz) 2ve-m

Impulsiibertrag
pro Teilchen

F
= Druck P = 1 —2gm/dvaz(vz)v T om / dvz Py (vz) U

Pz (ve)=Pz(—vz)
1 2
2 =2
em <vz> = Som (U ) = -0 <6kin>
I 3 3 ~——
(v2)=(v2)=(v2) mittlere kinetische
Energie pro Teilchen

2 !
=P V=N-2 () =N kT

2
~» Identifikation Temperatur = kinetische Energie: |k,T = §<€kin>

Achtung: Gilt hier, aber nicht immer! (Mehr dazu spéter).

1.2 Konzepte

1.2.1 Zustandsgroflen

Betrachte zwei Systeme, die in verschiedener Weise in Kontakt sind, z.B.

Mechanischer Austauch < Druckausgleich

Waérmeaustausch <+ Temperaturausgleich

Materieller Austausch <> Ausgleich von 7

s L 3

? = Dichte ? ~ A"W*——r" -—--%—'jﬂﬁ -
X =<0

Nein, denn betrachte Osmose: ~~———-‘T‘— -

— el dusclosstigy l«)m;_ bt ,____1__;,
~» Nicht Dichte, sondern ,,chemisches Potential®.

Jedenfalls gibt es eine Grofle, die ausgeglichen wird.
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~» Fazit: Es gibt Grofien, die sich wenn moglich so einstellen, dass sie im
ganzen System konstant sind

~> ’ intensive Zustandsgrofien ‘

(Druck, Temperatur, chemisches Potential)

Der Ausgleich findet durch Austausch zugeordneter additiver Gréfen statt

~ ’ extensive Zustandsgrofen ‘
(Volumen, ? , Teilchenzahl)
—~—

(muss mit Warme
zu tun haben)

(Das Produkt zusammengehoriger intensiver und extensiver Zustandsgrofien
hat die Dimension einer Energie!)

In der Wérmelehre werden Systeme durch ihre Zustandsgrofien charakterisiert:

mechanischer Wéirme- Teilchen-
Austausch Austausch Austausch
intensiv Druck Temperatur | ,,chemisches Potential®
Entropie“ S
. ” .
extensiv Volumen dS = QT Teilchenzahl

Dazu kommt noch: Energie (extensive Zustandsgrofie)

1.2.2 Thermisches Gleichgewicht

Empirische Beobachtung: Bringt man Systeme in Kontakt und schlieit sie
dann nach aufien ab (keine weitere Energie- bzw. Teilchenzufuhr), so stellt
sich nach geniigend langer Zeit ein makroskopisch stationérer Zustand ein:
Der thermische Gleichgewichtszustand.

Makroskopische Zustandsgroflen dndern sich dann nicht mehr, und im Sy-

stem gibt es keine Fliisse.

Im Gleichgewicht beobachtet man eindeutige Beziehungen zwischen den Zu-
standsgrofien: Zustandsgleichungen.

Beispiel: Zustandsgleichungen des idealen monoatomaren Gases

PV =Nk, T}, |InnereEnergieU =3 Nk, T

Gleichgewicht unabhéngig von Entstehungsgeschichte (kein ,,Geddchtnis®)
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1.2.3 Reversibilitdt und Irreversibilitiat

Gedankenexperiment: Betrachte Gas in ,,Druckbehélter”,
Serie von Zustandsdnderungen

o) TS = L ﬁi |- Endzustand # Anfangszustand
e S5 TE'—, g ] irreversibel

(mechahiéché Energie geht unwiederbringlich verloren.
Zustandsidnderungen kénnen nicht umgekehrt ablaufen.)
| ' E Infinitesimale Schritte

(ii) p i 4 ’ F : ,i*F: (infinitesimale Gewichte)

— Unterschled zwischen Anfangs- und Endzustand sehr klein
nahezu reversibel

TTTITw,
u‘u‘

Fazit: Reversible Zustandséinderungen sind nur moglich, wenn das System
stdndig nahezu im thermodynamischen Gleichgewicht gehalten wird.

Sobald es aus dem Gleichgewicht kommt: Irreversible Anderungen

 Prozess lauft nur in eine Richtung ab.)

~» . Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik“
Verschiedene Formulierungen :

- ,Es gibt kein ,,perpetuum mobile 2. Art“, bei dem Arbeit nur durch
Abkiihlung eines Reservoirs gewonnen werden kann.*

- ,Bei irreversiblen Prozessen nimmt die Entropie zu.“
(Zeitpfeil)

- ete.

Darauf kommen wir noch zuriick.

1.3 Wissensfragen

Was ist Druck? Wie kann man ihn messen?

Wie kann man Temperatur messen?

Welche Temperaturskalen kennen Sie? Wie sind sie definiert?
Wie lautet die Zustandsgleichung idealer Gase?

G W

Was versteht man unter extensiven und intensiven Zustandsgroflen? Zahlen
Sie einige auf.

&

Was versteht man unter dem thermischen Gleichgewicht?
7. Welchen Wert hat die Boltzmann-Konstante?
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Kapitel 2

Mikroskopischer Zugang:
Grundlagen der statistischen

Physik

2.1 Mikroskopische Dynamik

Ausgangspunkt: Klassische Mechanik oder Quantenmechanik

2.1.1 Klassische Mechanik
2.1.1.1 Mikroskopische Charakterisierung eines Systems

(a) Mikrozustand: N Teilchen, Orte {q1,---¢n} = ¢, Impulse {p1,---pn} =p

Mogliche Mikrozusténde bilden zusammen den Phasenraum Q = {I'} mit
I' = (¢,p) : Phasenraumpunkt. Ein Phasenraumpunkt enthélt alle In-
formation iiber einen mikroskopischen Zustand, inklusive seiner Vergan-
genheit und Zukunft. Er legt bei spezifizierter Dynamik die komplette
Trajektorie I'(t) fest:

(b) Phasenraumdichte: De facto sind Anfangsbedingungen nie ganz genau be-
kannt, sondern nur innerhalb einer gewissen Verteilung.
— Phasenraumdichte o(T',t) = o(q,p, )
. Wahrscheinlichkeit, (g, p) zur Zeit ¢ in
o(a,p:t) 4 b Volumenelement d*Vg d*Vp anzutreffen

(c¢) Dynamik und Bewegungsgleichungen
Beschrieben durch Hamiltonfunktion .7 (p, g, 1)

Hamiltonsche Bewegungsgleichungen: ¢; o = %? Dia = _(%l

legen den
zeitlichen Verlauf nach Vorgabe der Anfangsbedingungenyfest.

(d) Annahmen in dieser Vorlesung:

e J7 nicht explizit zeitabhéngig.
H = H(p,q) (sonst: kein Gleichgewicht).
e ¢ nach unten beschrénkt. (Es gibt “Grundzustand”).

11
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2.1.1.2 Eigenschaften der Dynamik

e Liouvillescher Satz: Phasenraumdichte entlang einer Trajektorie

bleibt erhalten: ’ o(T'(t);t) = const. ‘ (2.1)
(Herleitung aus Hamiltongleichungen und Kontlnultatsglelchung

- Definiere Hamiltonschen Fluss: I' = (¢,p) = —, —% (2.2)

- Der Hamiltonsche Fluss ist inkompressibel: | div I" = 0 (2.3)

an bn ) 2 2 —
(T =350 + 552) = T, ~ apndan) =0 V)

0
- Kontinuitdtsgleichung: —o = —V. (gF) (2.4)
ot ~——

Strom
= $oC@)it) = 58 + (%ol = 52 + Vi (el) oI =0 )
—~
0
e Da JZ nicht explizit zeitabhéngig:
- Dynamik zeitlich reversibel
- Energieerhaltung
Trajektorien liegen auf Hyperfliche 7#(p,q) = E im Phasenraum

o Eventuell weitere Erhaltungssétze
z.B. Impulserhaltung (bei Translationsinvarianz),
Drehimpulserhaltung (bei Isotropie des Raums) etc.
Falls 7 integrabel (d.h. es gibt 3N Konstanten der Bewegung):
Trajektorlen liegen auf 3N-dimensionalen Mannigfaltigkeiten (,, Tori®).

ey

Y’&owwww % Phasenraum 6N-dimensional

= Eﬂﬂ@o\(tm Energiefliche (6N-1)-dimensional (7 (p,q) = E)
TO“ BN- OWV\ Tori 3N-dimensional

Be1sp1el hnear gekoppelte harmonische Oszillatoren

Aber: Integrabilitét ist ziemlich spezielle Eigenschaft.
Auch die symmetriebedingten Erhaltungssidtze (Impuls, Energie) in der
Praxis oft nicht giiltig, zum Beispiel bei Anwesenheit von Winden (keine
Translationsinvarianz, keine Isotropie des Raums).

e Hier wird stattdessen Ergodizitéit bzw. (noch stérker) Mischungseigenschaft
angenommen. Mehr dazu im néchsten Abschnitt.

2.1.1.3 Ergodizititsannahme und Mischungsannahme

(a) Ergodizitét

e “Anschaulich”:

Trajektorien beriihren ,fast“ alle Punkte der Ener-
gieflache fiir ,,fast* alle Anfangsbedingungen I'g
(,fast® = bis auf eine Menge vom Maf} 0)




2.1. MIKROSKOPISCHE DYNAMIK 13

e Ergodentheorem:
Ist ein System ergodisch, so gilt fiir beliebige , glatte” Messgrofien

o (t;Tg) == %(F(t))‘r(o)zro (2.B. Dichte: o (7,t) = SN 6(Z — G,(1))

. T 43N d3Np §(#(T)—E)
lim % bfdt JZ{(t, FQ) = S{dM(F) JZ{(F) dN - fdslgq d3]€p 5(,%(F)7E)
Q

T—o0
,Zeitmittel* =  Scharmittel“ (normiertes Maf)

(2.5)

(Mathematisch etwas préizisere Formulierung:
Ist der zugingliche Phasenraum Q (Energiefliche) beziiglich eines

endlichen, normierten Mafles u metrisch unzerlegbar, d.h. es gibt kei-

ne Zerlegung 2 = Q1 U Qs mit Q; — Q; und p(;) # 0
Zeitentwicklung t

flir ¢ = 1,2, und ist das Mafl p bzgl. der Zeitentwicklung t invariant
(Liouvillesatz), dann gilt (2.5) fiir glatte, integrable Funktionen .7
und fast alle Anfangsbedingungen Ty .)

e Ergodizitit ist eine sehr ,tiefe“ Eigenschaft, allgemeine Voraussetzungen
schwer zu zeigen

e Ergodizitét ist schwichste Form der Unordnung ,‘_Wﬂ
in einem nichtlinearen System. eqpcias |[€ el
Stéarker ungeordnete Systeme: Sgetem e T
Mischende Systeme und chaotische Systeme. {B;M

(b) Mischungseigenschaft

e “Anschaulich”:
Teilgebiete der Energiefliche verformen sich mit der Zeit so, dass sie nach
unendlich langer Zeit die gesamte Energiefliiche gleichméfig bedecken.
(NB: Die Flache der Gebiete nimmt natiirlich nicht zu (Liouvillesatz!),
aber sie verteilen sich immer feiner. Analogie: Verrithren von wechselsei-
tig nicht 16slichen Fliissigkeiten — Keine mikroskopische Mischung, aber
immer feinere Durchdringung).

e Mathematisch etwas priziser: Fiir 0 C Q, o/ C Q

qp. Hlo) _qa s p(o’Not)
und o Zeitenmklung ot gﬂt' ) tllglo p(o’)
mit p: Mafl auf dem zugéinglichen Phasenraum €2
(Energiefliiche) '
(c) Chaos

(der Vollstandigkeit halber; fiir uns hier nicht so wichtig).

Benachbarte Trajektorien (Abstand dI'())

entfernen sich exponentiell voneinander i
lim LIn(EW) = h >0 \
t—yo0 ¢ dlo < a3 -

(positiver Lyapunov-Exponent)



14 KAPITEL 2. MIKROSKOPISCHER ZUGANG: GRUNDLAGEN

2.1.1.4 Mikroskopische ”Begriindung” der statistischen Mechanik

Grundprinzip der statistischen Mechanik des Gleichgewichtes:
Messgrofien im Gleichgewicht werden {iber Scharmittelwerte berechnet,
unabhéngig von Anfangszustand und mikroskopischer Dynamik.

Argumente

(i) Ergodizitétsannahme
Bei einer makroskopischen Messung wird die Messgrofie <7 (p, q) immer
iiber einen Zeitraum gemittelt. Spezifische ,, Zeitpunkte® sind experimen-
tell prinzipiell nicht zugénglich. Wenn die Ergodizitdtsannahme erfiillt
und die Zeitrdume geniigend lange sind, konnen zur Berechnung der Mess-
grofe auch Scharmittel herangezogen werden.

7 = [ D)t () = (),
Q

Nachteil: Was heisst “geniigend lange”? (Man kann nicht wirklich warten,
bis eine Trajektorie die gesamte Energiefliche abgedeckt hat ...)

(ii) Alternativer Ansatz: Prinzip des kleinsten Vorurteils
(Gibbs, Einstein, Tolman)
Da der mikroskopische Zustand nicht bekannt ist, miissen wir jeden mogli-
chen mikroskopischen Zustand als gleichwahrscheinlich annehmen.
~» gleiche Scharmittel, andere Interpretation

Nachteil: Elegant, aber fillt vom Himmel.

(iii) Mischungsannahme
(eine Art Kombination von (i) und (ii))
Nimm an, wir fithren eine Schar von gleichartigen Versuchen durch. Syste-
me seien zu einem Referenz-Zeitpunkt tg identisch prapariert. Da die An-
fangsbedingung unscharf sind, haben wir zu Beginn eine Phasenraumdichte-
Verteilung o(q, p;to). (Die konkrete Form von p ist hier beliebig!) Falls
die Mischungsannahme erfiillt ist, sind die Trajektorien nach langer Zeit
gleichméBig auf die Energiefliche verteilt. Dann ist o(q, p; t) — auf geniigend
grober Skala betrachtet — fast homogen. S
Miss jeweils o7 und mittle ~» Mittelwert entspricht wieder Scharmittel.

Vorteile:

- Mikroskopische Unterfiitterung der Annahme von (ii)
- Erklédrt auch Beobachtung, das ein System das Gleichgewicht erst
erreichen muss.

Nachteil: (gilt ebenso fiir (i))
Mischungseigenschaft (wie auch Ergodizititseigenschaft) fiir konkrete
dynamische Systems schwer zu beweisen!. Muss postuliert werden.

Fazit: Drei unterschiedliche Begriindungen, eine Folgerung:
’ Messgroflen <» Scharmittel ‘

(Jede fiir sich unbefriedigend, aber immerhin gleiches Ergebnis).
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Bemerkung:
(ii) und (ili) — Probabilistischer Zugang: MessgroBen werden als
Zufallsvariablen aufgefasst.

~» Genauere Beschéftigung mit Wahrscheinlichkeitstheorie wird notwen-
dig werden (Kapitel 2.2).

2.1.2 Quantenmechanik
2.1.2.1 Mikroskopische Charakterisierung

(a) Mikrozustand: Zustandsvektor |¢) im Hilbertraum.
(NB: Hilbertraum fiir Vielteilchenzusténde, mehr dazu spéter)

Erwartungswert einer Messgrofie; (y|A|w)
mit A: selbstadjungierter Operator (Observable

).
(Analogie zur klassischen Mechanik: I' — |1)); <7 (q,p) — (V|A]Y)).

(b) Dynamik und Bewegungsgleichung (Schrédingerbild)
Schrodingergleichung: ih0|¢) = H|v¢) mit H: Hamiltonoperator
Annahme hier wieder: H nicht explizit zeitabh#ingig (anaolog zu 2.1.1)

(c) Eigenschaften der Dynamik

— Unitére Zeitentwicklung: |¢(t)) = U(t,to)|v(to)) mit U=t = U™,
(Unitaritit: Quantenmechanisches Aquivalent des Liouvillesatzes)

— Da H nicht explizit zeitabhingig
x U(t,to) = U(t — to) = exp(—£H(t — to)
* zeitlich reversibel: U(t,0) = U(—t,0)"

x Energie ist Erhaltungsgrofie

— Nimm wieder an: Keine weiteren Erhaltungsgrofien
(analog 2.1.1.2: Symmetrien aufgehoben durch Winde etc.)

2.1.2.2 Statistische Quantenmechanik

Analog zur klassischen Mechanik: Mikrozustand i.A. nicht genau bekannt, sta-
tistische Unschérfe zusétzlich zur quantenmechanischen Unschérfe.
— Schar von Zustédnden {|t;)} mit Wahrscheinlichkeit p;
(O>_ipi = 1; (4]1hs) = 15 |a;) nicht notwendig orthogonal!)
— Statistischer Erwartungswert der MessgroBe A: (A)g.. = Y, pi(¥il Ale).

NB: Statistische Uberlagerung, unterscheidet sich wesentlich von der quanten-
mechanischen Uberlagerung: Inkohérent, keine Interferenz.

Suche nun nach quantenmechanischem Analogon zur klassischen Phasenraum-
dichte o(T', t). Nach Moglichkeit (“Geist” der Quantenmechanik): Linearer Ope-
rator, wohldefiniertes Transformationsverhalten bei Darstellungswechsel, enthilt
nur messbare Information.
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(a) Der statistische Operator

Voriiberlegung: Klassische Phasenraumdichte kénnte auch operativ defi-
niert werden iiber ()., = [ d*Nq d*Np #(q.p) o(g, p) fiir alle &7 (falls
ein solches o(g, p) existiert). Analog schreibe (A),... geeignet um:

(A)stat = ZPi(@bilAlwz‘) Sehiors 1 ein ZZ(%I%)M(%W%)

= | (A)uw =Sp(eA)| fiir alle Observablen A (2.6)

mit o= Z |[0i) i (i) (2.7)

(b) Eigenschaften des statistischen Operators

— Linear, erwiinschtes Transformationsverhalten v’
— Selbstadjungiert (o1 = o)
— Positiv semidefinit: (¢|o|y)) > 0V |[¢)

(da (lold) = Xy it (alv) = 2y 21 |(Wile)? )

>0 >0

— Sp(o) =1 (da Sp(o = 32, pi (Wilthi) = S, pi = 1)

(c¢) Dynamik (Schrodingerbild)

Bewegungsgleichung;: ’ih@tg = [H, o] ‘ (2.8)

(von-Neumann Gleichung)

(check: _z:g: Lﬁj Z)I:’f}} kombiniert mit o = 3", [v;)ps (1]

= ihdro = >0, HYa)pi(i| — 32, [Wa)pi(s|H = [H, 0] V)

bzw. Zeitentwicklung: o(t) = U(t, to) o(to) UT(t,to) (2.9)

Abschlussbemerkungen

e Oft Unterscheidung “reiner Fall”: o = [¢) (1|
(nur ein Zustand trigt bei = ¢? = o)
vs. “gemischter Fall” (mehrere Zustinde tragen bei, 0® # o).

e Im gemischten Fall kann i.A. derselbe statistische Operator ¢ durch meh-
rere Kombinationen {|¢;), p;} generiert werden. Aber: g bestimmt die Ei-
genschaften des Gemisches vollstindig (alle Erwartungswerte).

~» Zwei Gemische gelten als identisch, wenn sie durch denselben statisti-
schen Operator o beschrieben werden.
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2.1.2.3 Quantenmechanische Vielteilchensysteme

Unterscheidbare Teilchen
(z.B. Wasserstoffatom: Proton + Elektron)

Ein Teilchen — Zustandsraum % der Einteilchenzustéinde |¢))

Mehrere Teilchen — Erweiterung des Zustandsraums iiber Produktbildung.
z. B. zwei Teilchen a, b mit Einteilchenzusténden [¢), € 4, |p), € 74
~» Gemeinsamer Zustandsraum wird von Zusténden |¢),|¢);, aufgespannt,

Hilbertraum % = ¢, Q J6,
NB: Mit |1)q|¢;)s ist natiirlich auch jede Linearkombination |1;, )a|®j, )s+
|Vis)al®js)» Element des Zustandsraums.

~» Zwei-Teilchen-Zustande faktorisieren i.A. nicht in Einteilchenzustiande.

Identische Teilchen
(z.B. Vielelektronensystem)

Identisch heisst: Man kann keine Messvorschrift angeben, mit der ein Teilchen
von einem anderen unterschieden werden kann <> gleiche Masse, Ladung,
Spin etc. ~ ununterscheidbar.

(a) Austauschentartung und Symmetrisierungspostulat
(kurze, unvollstéindige Darstellung)

Frage: Wie sieht ein Vielteilchenzustand fiir identische Teilchen aus?
Erster (falscher) Ansatz: Wieder einfach Produktbildung.
Einteilchenbasis |b;) ~» N-Teilchenbasis |b;,) - - - |biy)-
Ununterscheidbarkeit: Es kann nur Observablen geben, die nicht
zwischen Teilchen unterscheiden.

— Zustdnde, in denen Teilchen vertauscht sind, kénnen durch
keine Observable unterschieden werden.

— Der Zustand enthélt Information, die durch keine Messung
extrahiert werden kann. Es gibt kein VSKO (vollsténdiges
System kommutierender Observablen)!

~ “Austauschentartung”

Problematisch, da dem Grundgedanken der Quantenmechanik zu-
tiefst zuwiderlaufend.

Richtige Losung: Symmetrisierung
Es stellt sich heraus — in der Natur gibt es keine Austauschentartung.
Stattdessen gilt fiir Systeme identischer Teilchen ein zuséitzliches
Postulat, das den Zustandsraum reduziert und die Austauschent-
artung aufhebt: Das Symmetrisierungspostulat.

Symmetrisierungspostulat
Der Gesamtzustand |¢) eines Systems ist so beschaffen, dass er sich
bei Vertauschung von Teilchen hdchstens das Vorzeichen éndert.
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Speziell paarweise Vertauschung: Zwei Moglichkeiten

[) — |) (“vollig symmetrisch”) Bosonen

[) — —|¢) (“vollig antisymmetrisch”) Fermionen
Beispiel: Zwei Teilchen, Einteilchenzustéinde [1)1), |12).

Bosonen: ) o [1)[h2) + [2)|¢1)

Fermionen: 1) oc [¢h1)[vh2) — [th2)[¢1)
Mehr Teilchen: Komplizierter, aber Bosonen- bzw. Fermionenzu-

stand modulo Vorfaktor nach wie vor eindeutig.

Spin-Statistik-Theorem
Ergebnis aus der Quantenfeldtheorie.
Bosonen ¢ ganzzahliger Spin (z.B. Photonen, He?)
Fermionen < halbzahliger Spin (z.B. Elektronen)
Es gibt keine Ubergénge zwischen Bosonen und Fermionen
(nur in manchen exotischen zweidimensionalen Systemen).

(b) Folgerungen

Pauliprinzip: Zwei Elektronen haben nie exakt den gleichen Zustand.
(Sehr grundlegend: Deshalb kollabiert Materie nicht trotz der Anwe-
senheit elektrostatischer Krifte)

Statistik: Im Vergleich zu unterscheidbaren Teilchen sind Bosonen h&ufi-
ger im gleichen Zustand und Fermionen seltener (nie).
~> Fermionen meiden einander (“Pauli-Abstoffung”)
Kennzeichen der Pauli-Dirac-Statistik
Bosonen suchen einander (“Bose-Anziehung”)
Kennzeichen der Bose-Einstein-Statistik

Beispiel: Zwei Teilchen, zwei mogliche Zusténde [1), |2)
Mogliche Kombinationen fiir den Gesamtzustand

| Beide in [1) [ [1) und [2) [ Beide in |2) |

Unterscheidbar | [L)|1) D12, 12)]1) 2)2)
S~—~— S— S~—~—
Anteil 1/4 Anteil 1/2 Anteil 1/4
Bosonen DIL) [1)12) +12)|1) 2)12)
S—~— — S—~—
Anteil 1/3 Anteil 1/3 Anteil 1/3
Fermionen - |1)|2) —[2)]1) -
~— \ , ~—
Anteil 0 Anteil 1 Anteil 0

(c) Formale Beschreibung

Einteilchenbasis |b,) spannt Einteilchen-Hilbertraum .7 auf.
Mogliche Beschreibungen des Vielteilchen-Hilbertraums:

1. Reduzierter Produktraum

Konstruktion eines total symmetrischen bzw. total antisymmetri-

schen Unterraum t%”s(/]tg) des AN mittels Permutationsoperatoren.

~» nicht schwierig, fiir grosse Teilchenzahlen etwas miithsam.
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(z. B. Basisvektoren fiir Zwei-Teilchen-System
Bosonen: ~ b;)|bj) + |b;)|bi)
Fermionen: ~ |b;)|bj) — |b;)|b;) (# 0 nur fiir ¢ # j) ).

2. Besetzungszahldarstellung und Fockraum
(fiir unsere Zwecke etwas transparenter)

Basisvektoren werden formal notiert als |ny, no,-)

— stehen représentativ fiir symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Zustand mit n; Teilchen im Einteilchenzustand |b;)
Bosonen: n; beliebig; Fermionen: n; = 0, 1;
Gesamtteilchenzahl: N = )" n;.

“Natiirlicher” Zustandsraum in dieser Darstellung: Fockraum
= Hilbertraum mit freier Teilchenzahl N.

= Direkte Summe SF/"X‘ =PN_o %”5%)

(Weiterhin: Observablen konnen formal durch sogenannte “Leiter-
operatoren” ausgedriickt werden, die Teilchen erzeugen bzw. vernich-
ten. Analogie zur algebraischen Behandlung des harmonischen Os-
zillator, daher gelegentlich der Name “Zweite Quantisierung”. Mehr
dazu siehe Vorlesung Quantenmechanik II.)

2.1.2.4 Ergodizitit und mikroskopische “Begriindung” der statisti-
schen Mechanik fiir quantenmechanische Systeme

Suche in Analogie zu Abschnitt 2.1.1.4 “Begriindung” oder zumindest Plausibi-
litétsargumente fiir eine statistische Mechanik des Gleichgewichts:

Messgrossen im Gleichgewicht werden durch Scharmittel berechnet, unabhéngig
von Vorgeschichte und mikroskopischer Dynamik.

Hier heisst das: statistische Mittelung mit einem statistischen Operator, der
zeitunabhéngig ist und unabhingig vom Anfangszustand des Gemisches.

Argumente

(i) Prinzip des kleinsten Vorurteils (analog zu 2.1.1.4 (ii) )
Kann hier natiirlich auch postuliert werden: Jeder mogliche mikroskopi-
sche Zustand ist gleichwahrscheinlich.
= Da Energie die einzige Grofle, die vorgegeben werden kann, kann der
statistischer Operator g allenfalls von H abhingen: o = o(H).

= p ist in Energiedarstellung diagonal. Bei entarteten Energieeigenwerten
FE miissen die verschiedenen Eigenzustéinde von E im statistischen
Operator gleich gewichtet sein.

Mehr dazu in Kapitel 2.3 und 2.4.

(ii) Mikroskopische “Begriindung” aus Ergodizitits- bzw. Mischungsannahme
Wie in der klassischen Mechanik aktuelles Forschungsgebiet. Selbst grund-
legende Begriffe wie “Quantenergodizitit” werden in der Literatur nicht
immer einheitlich verwendet.
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Hier: Im wesentlichen Zugang nach Felix Bloch (1964)*

Vorgehen:

(a) Zeige, dass statistische Mittelwerte von MessgroBen sich im Gleichge-
wicht mit einem effektiven statistischen Operator berechnen lassen,
der in Energiedarstellung diagonal ist.

(b) Argumentiere, dass in diesem statistischen Operator alle Eigenzustéinde
eines (quasi-)entarteten Eigenwertes E gleich gewichtet sind.

zu (a) von-Neumann Ergodizitét

Eigenschaft (a) folgt aus einer Form der Ergodizitét, die allen quantenme-
chanischen Systemen inhérent ist: In quantenmechanischen Systemen ist das
Zeitmittel iiber den Erwartungswert beliebiger Messgrossen A gleich dem Er-
wartungswert bzgl. eines effektiven statistischen Operators, der in Energiedar-
stellung diagonal ist.

1 T
lim — /0 dt (A(t)) = Sp(8A) VYA mit (Ep|o|Em) = Snm 0n (2.10)

(denn: Betrachte reinen oder gemischten Zustand o(t),
Zeitentwicklung o(t) = e~ 71 p(0) e% 1t (Schrodingerbild).

1 T 1 T i i
= lim 7/ dt (A(t)) = lim 7/ dt Sp(e™ nHtgen Ht A)
T—oo T 0 T—oo T 0

. 1T _i i
Tlgnoonz?/o dt (Eple™ 5" 9(0)| Em)(Em|en " A|Ey)

,m

1 T i
Jim > /D dt e & En Pt (B, |0(0)| Em) (Em|A|En)  (Setzer = t—T/2)

1 T/2 i i
Tli_>moo Z " / T/QdT o (Bn—BEm)T e—g(En—E7n)%<En|g(0)|Em> (Em|A|En)

,m

Xdnm

D {Enle(0)|En)(En|AlEn) =: Y 0n(Enl|AlEn) v )

n

zu (b) Ergodizitit in einem entarteten Unterraum

Argument, dass FEigenzustidnde zu entarteten Energieeigenwerten in dem effek-
tiven Operator g unter gewissen Umstdnden (“Ergodizitét des Phasenorbits”)
gleichwahrscheinlich besetzt sind, d.h. fiir Eigenzusténde |u), |v) zu demselben
Eigenwert E,, gilt: (v|o|p) = 0,0 On-

* Vorbedingung;:
Energiezusténde sind nicht strikt entartet, sondern nur “quasi-entartet”:
Die Entartung wird durch eine kleine Kopplung (Storung) aufgehoben
(z.B. Umgebungseinfluss).
NB: Strikte Entartung wiirde einer Situation entsprechen, in der neben es
neben der Energie auch noch andere Erhaltungsgrofien gibt. Diesen
Fall hatten wir ausgeschlossen!

! “Fundamentals of Statistical Mechanics: Manuscripts and Notes of Felix Bloch”, Zusam-
mengestellt von John Walecka, World Scientific, Singapore)
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* Storungstheorie erster Ordnung;:
Betrachte also System mit quasi-entartetem Energieeigenwert Ej,
Figenraum von FEy: Unterraum: aufgespannt durch orthogonale Zustédnde
1), -+, |vg); Entartungsgrad g.

Separiere: H = Hy+ V
mit Hy = Eop ), |vi)(vs|: “Ungestortes System”
und V: kleine Stérung, hebt Entartung auf.

Storungstheorie erster Ordnung: Zustdnde im Eigenraum von Fy verlassen
diesen nicht. = Entwickle einzelnen Zustand geméf

W) = |v) e i Boley(t) mit > el =1 (2.11)
. . Lo d !
Zeitentwicklung: zhaci(t) = ;(yi]wyﬁ c;(t) (2.12)
(denn: (vilyp) = ef%EO'_tci(t) ) _
= ihg (vil¥) Boe™ n0te,(t) + ihe™ 570! dci(t) = Eo(ui|p) + ih-gpei(t)e” w0t
(Wil H9) = (vi| Hole) + (il V[) = Eo(wile) + 32, (wilVIws) v )
Bo(uilv) + 5, il VIvs)e ™ Pote;(t) v )

* Geometrische Interpretation:
Esgilt: Y, leil?=1;¢,=a; +ib; = (a2 +b?) =1
~» Koeffizienten (a1, b1,+, ag, by) bilden zusammen 2g-dimensionalen Vek-

tor der Lénge 1. Gleichung (2.12) beschreibt Bewegung dieses Vektors
auf der Oberfléiche der Einheitskugel (”Phasenorbit”).

Damit konnen Begriffe aus Abschnitt 2.1.1.3 iibertragen werden:

— "FErgodizitit”: Fast alle Phasenorbits laufen durch fast alle Punkte
auf der Einheitskugel.

— ”Mischungseigenschaft”: Anfangsbedingung sei unscharf, d.h. An-
fangszustand ist Gemisch aus Zustdnden aus einem Gebiete auf der
Einheitskugel. ~» Nach hinreichend langer Zeit wird die Kugel von
den Zusténden des Gemisches gleichméfBig iiberdeckt.

Folgerung: Falls das System in diesem Sinne mischend ist, liegt nach
hinreichend langer Zeit ein Gemisch vor, in dem alle Vektoren
(a1,b1, -+, ag,bg)—{c;} gleichwahrscheinlich sind.

* Effektiver statistischer Operator:

Der statistische Operator zu diesem Gemisch hat die erhoffte Form eines
Einsoperators: g o< ), |v;) (v4]
(Allgemeiner Zustandsvektor: [the) = 3, ¢;|v;)e ™/ " Eot; |4he) (1he| = 2o cilvi)(vsle;

o = L JdeXali)vsle] = A [d9ad9by, (aitibi)(aj —ibs)lvi) (v;]

Normierung
(Terme mit ungeraden Potenzen von a;, b; verschwinden, nur ¢ = j tréigt bei.)

= Xilvauil W/dgadgb(a?er?) o< X wi(wil v )

Zahl, unabhingig von %
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Folgerungen und Zusammenfassung:

e Bei vorgegebener Energie Ey gilt

Messgrofien: Scharmittelwerte mit statistischem Operator g, in dem Ener-
gieeigenzustinde |v;) zu Ey gleichwahrscheinlich sind.

(A) =Sp(gA) mit = const. - Y |v;)(v] (2.13)

i

e Allgemeiner: Falls Energie nicht vorgegeben, gilt

Messgroflen: Scharmittelwerte mit statistischem Operator g, der in Ener-
giedarstellung diagonal ist. Diagonalelemente innerhalb eines Blocks,
der zu dem Eigenraum eines entarteten Energieeigenwerts gehort, sind
identisch.

adn
5=32.3 Iy (2.14)
n =1

(gn: Entartungsgrad des Eigenwertes Ej; ]Vi(")>: Eigenvektoren)

e Damit kann man formal auch schreiben:
o=0(H)|, (2.15)

wobei o(z) definiert ist iiber geeignete Interpolation von o(E,) := oy.
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2.2 Einschub: Kurze Einfiihrung in die Wahrschein-
lichkeitstheorie

2.2.1 Einleitung und Fragestellung

Situation: Das Ergebnis eines Versuchs lésst sich nicht genau vorhersagen.

e Prinzipiell; falls ein Kontinuum an Messwerten moglich ist:
Punkte im Kontinuum sind physikalisch nicht messbar.

e Selbst wenn nur diskrete Messwerte moglich sind, lédsst sich meistens
nicht hundertprozentig vorhersagen, wie ein Versuch ausgehen wird.
(Krasses Beispiel: Wurf einer Miinze)

= Ublicherweise sagt man, man erhilt ein bestimmtes Ergebnis mit einer
gewissen ,, Wahrscheinlichkeit*. Was meint man damit?

Prézisierungsversuch:

, Wahrscheinlichkeit“ eines Ereignisses F;
:= relative Haufigkeit dieses Ergebnisses nach oo vielen Versuchen
~ ., P(E)= lim ")
N—oo
Probleme mit dieser ,,Definition*
e Setzt voraus, dass im Prinzip unendlich viele Versuche durch-

gefithrt werden kénnten <+ de facto nicht moglich

e Selbst wenn man davon absieht, ist die Definition nicht kompatibel
mit der mathematischen Definition eines Grenzwertes.
Cauchy-Kriterium: lim z, =z = Ve >03Ny >0: |z — 2| <& Vn > No

n—oo Def.

Das kann bei einer Zufallsfolge ‘nicht erfiillt sein!

= Fragen: (A) Was bedeutet ,, Wahrscheinlichkeit“?
(B) Wie ermittelt man Wahrscheinlichkeiten?

Diskutiere zunéchst Frage (B), dann Frage (A)

2.2.1.1 zu Frage (B): Wie ermittelt man Wahrscheinlichkeiten?
Es gibt keinen rigorosen Zugang. Man muss Annahmen machen.

(B1) Haufig , klassische* Annahme:
Die Wahrscheinlichkeit ist gleichverteilt auf sogenannte Elementarereignisse.

(B2) Klassische Annahme einfachstmdogliche Vermutung, muss eventuell auf
der Basis bisheriger Erfahrungen oder physikalischer Kenntnisse modifi-
ziert werden.

Beispiele fiir klassische Wahrscheinlichkeiten (Fall B1)

(1) Wurf einer Miinze
Elementarereignisse: Wappen (W) oder Zahl (Z)

=P(W)=P(2)=3
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(ii) Gegeben Schiissel mit zwei weiBlen und zwei schwarzen Kugeln. Ziche
zwel davon: Mit welcher Wahrscheinlichkeit erwischt man zwei weifle

zwei schwarze, eine schwarze und eine weifle Kugel?
, :

R (172) (2 1) (371) (471) .
“+4-22 4| Elementar- = 12 Fille,
: @@Oéj‘ ereignisse: (13) (2:3) (3:2) (42) P((i,5)) = +
. (1,4) (2,4) (3,4) (4,3)
Aber: P( )) =P((1,2)) + P((2,1)) = 2/12 = 1/6;
P((c0)) = P((3,4)) +P((4,3)) = 1/6;
({( o), (o )})— alle anderen Fille = 8/12 = 2/3

~» Allgemeine Regel fiir beliebiges ,,nicht elementares* Ereignis E

Anzahl der giinstigen Félle
P(E) = 2.16
(E) Anzahl der moglichen Félle ( )

(iii) N Wiirfe einer Miinze;
Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhdlt man n Mal Wappen?
- Mogliche Fille: 2V
% S ;,'_l’_"_ “*.'7\& &-\

- Giinstige Falle 1 iW» W W Wl H Do

T e * nl(N—n)!

Y
(Beweis: Verteile n Wappen auf N Wiirfe — N(N 1)--

- (N —n+1) Méglichkeiten.
»Reihenfolge“ der Wappen egal — je n! Moglichkeiten dquivalent.)

= rm = ()" (7))

2.1

) (217)
N N!

mit ————|: Binomialkoeffizient (2.18)
n n!(N —n)!

(iv) Weitere Beispiele siehe Anhang. (hypergeometrische Verteilung (B.2.1)
negative hypergeometrische Verteilung (B.2.2))

Allgemein: Klassische Wahrscheinlichkeiten konnen hiufig mit den
Methoden der Kombinatorik berechnet werden (siehe Anhang, B.1.1).

Beispiele fiir modifizierte klassische Wahrscheinlichkeiten (Fall B2)

(i) ,Quantenkugeln“: Wieder Schiissel mit zwei weiflen und zwei schwar-

zen Kugeln, aber: Kugeln gleicher Farbe seien ununterscheidbar
Kugeln werden gleichzeitig gezogen.

Elementarereignisse sind nun (ee), (co), (ce)
= P((oo)) P((oo)) ((oo)) =1/3

(ii) Verbogene Miinze: N Wiirfe einer Miinze, aber Miinze ist gezinkt

Aus vergangenen Beobachtungen vermutet man, dass die Miinze mit
Wahrscheinlichkeit p auf Wappen féllt und mit (1 — p) auf Zahl
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= Wahrscheinlichkeit, n Mal Wappen zu werfen:

N
P(n) =p"(1 —p)N " < ) Binomialverteilung (2.19)
—_———

n
()

(%)

((*) Wahrscheinlichkeit, iberhaupt n Mal Wappen und (N —n) Mal Zahl zu werfen.
(*x) Zahl der Moglichkeiten, in N Wiirfen n Mal Wappen zu erhalten. )

NB: Wichtige Approximationen der Binomialverteilung:

Poissonverteilung: N — oo, p — 0, Np = const. =: .

= |P(n) e "— (2.20)

(Beweis: P(n) = (%)nu)\_ %)N—n JZ)
)N(l—NV”N*"N(N—Q...(N_,H_D% v

—1
e— A —1

Anwendung: Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von n seltenen Ereignissen, z.B.
Autos auf einem Straflenstiick pro Zeiteinheit, Telefongespréchen in einer Zelle pro
Zeiteinheit, Storungen pro Telefongerit, grofleren Streiks in Grofbritannien pro
Woche, Druckfehlern pro Seite einer Zeitung, Kunden in einem Biiro pro Zeit-
einheit, in eine Klinik eingelieferte Patienten pro Nacht, weiflen Blutkorperchen
pro kleine Blutprobe, atomaren Zerfillen in einer Substanz pro Zeiteinheit, durch
Hufschlag getdteten Soldaten pro Jahr (Bortkiewicz um 1900), Blitzen pro Gewit-
ter, im Fundbiiro abgegebenen Gegenstdnden pro Tag, Unfillen eines Arbeiters
pro Jahr, Defekten auf einem Drahtstiick pro Léngeneinheit, Schmutzpartikeln auf
einer lackierten Fliche, Bldschen auf einer optischen Linse, und vielen anderen
seltenen Ereignissen )

Gauflverteilung: N grof3 , p nicht sehr nahe bei 0 oder 1.

1 _(n=w)? uw=Np
= |P(n)= e 202 mit . (2.21
() oV 2w o® = Np(1 - p) ( )
(Beweis: Definiere f(x) := —% log P(zN) St ormel xlog(%) +(1—2) log(%)
f(z) hat Minimum bei z = p mlxm

Entwickle um Minimum: f(z) ~ m@ —p)2 +0((x —p)3)

= P(n) = exp(=Nf(n/N)) Noh exp(—N%)

Vorfaktor: Normierung v )
Anwendungen in Kapitel 2.2.7 (zentraler Grenzwertsatz))

Zahlenbeispiel: (2.22)
Plot 77: Plot 77:
Binomialverteilung N = 25,p = 0.9 Poissonverteilung A = Np = 22.5
approximiert durch Gauflverteilung mit  approximiert durch Gaufiverteilung mit
u= Np=22502= Np(l —p) =229 u=02=Np=225

(iii) Weitere Beispiele sieche Anhang. (geometrische Verteilung (B.2.5),
negative Binomialverteilung (B.2.6))
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2.2.1.2 zu Frage (A): Was ,,ist* iiberhaupt Wahrscheinlichkeit?

,Antwort“: Kontroverse Diskussion

- Pragmatisch: Schéitzwert fiir relative Haufigkeiten,
Prognose fiir Messergebnisse

- Axiomatisch: Man kann sich der Diskussion entziehen, indem man eine Grofie
,, Wahrscheinlichkeit* mit bestimmten Eigenschaften einfach postuliert —
Axiomatischer Zugang.

Ziel: Definition einer mathematischen Struktur, die unseren intuitiven Begriff
von ,,Messergebnis“ und ,, Wahrscheinlichkeit* prézisiert.

Im allgemeinen wird davon ausgegangen, dass die physikalische Welt kontinu-
ierlich ist. Punkte im Kontinuum sind jedoch nicht messbar.
— Eine passende mathematische Struktur muss auf ,Intervallen“ bzw.
auf Teilmengen aufbauen (Kolmogorov 1903-1987).

2.2.2 Wahrscheinlichkeitsraum
Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.%, )] ist definiert durch:

e Die Menge €2 der moglichen Ergebnisse eines Versuchs
e Die o-Algebra .# der moglichen Ereignisse:

Menge von Teilmengen von €2 mit den Eigenschaften:
Qe

Falls Ae # = O\ Ae Z

Falls A, Be # = ANBec %

Falls A; € 7 firi=1,2,... :>UfilAi 2

e Ein Wahrscheinlichkeitsmafl ; = Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

H(2) =0, p() = 1

(U A; Zl (1(Ay), falls A; N A; = @ fiir alle 4, j

Funktion p : . % — R* mit den Eigenschaften
0,
i) =

Beispiele:

(i) Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum: Wurf einer Miinze
- Q = {Wappen, Zahl}
——

Wappen weder Wappen Zahl Wappen
oder Zahl noch Zahl

p(iW, Z2}) =15 p({}) = 0; n({2}) =

(klassische Annahme: p=1—p =

Wi =1-p
)

1(
1
2
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(ii) Kontinuierlicher Wahrscheinlichkeitsraum:
Mikroskopischer Zustand eines klassischen N-Teilchensystems
z.B. 1 klassisches Teilchen in 1 Dimension 'p4
Boxldange L, Boltzmannverteilung,
Ort und Impuls unabhéngig vl |
- Q={T} = {(z,p)} (klassischer Phasenraum, Kapitel 2.1.1)
= Menge aller (zweidimensionalen) Gebiete in €2 .

- F
1 1
. d —dxd —p2/2k ™ - [ -
wa,p) = de dp e 77T - Sk T

N———

Normierung

2.2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Statistische Unabhéngigkeit
e Unbedingte Wahrscheinlichkeit:

P(4) = u(A) (2.23)
e Bedingte Wahrscheinlichkeit:
u(AN B)
P(A|B) = ——— 2.24
(aiB) = "4 (2.24)

(Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt, falls feststeht, dass B eintritt)
Beispiel: Schiissel mit 2 weifien und schwarzen Kugeln 8

Wabhrscheinlichkeit, als zweites eine weifle Kugel zu ziehen, wenn
erste schon weifl war

Analyse: Q = {(00), (ce), (e0), (ee)};
p({oo}) = p({ee}) = §; u({oe}) = u({eo}) =
Ereignisse: £1= 1. Kugel weif}“ = {(oog, E o)}

E>= 2. Kugel weii* = {(oo

W) _  p({(eo)]) v 1
= P(By|By) = “0ps? = oty = ekis =

e Statistische Unabhingigkeit:
Zwei Ereignisse heiflen statistisch unabhéngig, falls

P(A|B) = P(A) & P(ANB) = P(A) - P(B) (2.25)

2.2.4 Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

2.2.4.1 Zufallsvariablen

' ) ) Q—-R
Zufallsvariable: p-integrable Funktion Z : w— Z(w)

Notation: Unterstrichene (Grof)buchstaben

Beispiele:
- Miinzwurf: ,,Gewinn“, etwa G(Zahl) = 10 (Euro), G(Wappen) = 0
- Teilchen in der Box: Kinetische Energie E = Ej, = p¥2m
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2.2.4.2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

(i) (Kumulative) Verteilungsfunktion (cumulative distribution function)

F

z

(2) :

NB: Es gilt

P(Z(w) <2) =p({w e Q: Z(w) < 2})

(2.26)

Fl(—oo) =0, Fé(oo) =1
Fé nicht abnehmend
1-Fz=P(Z(w) > 2)

Pla < Z(w) < b) = F(b) — F(a)

(2.27)

Beispiele:

Gewinn beim Miinzwurf:
g <0

0<g<10
g>10
36(g9—a)

0.5

~ Folg) = >

a=0,10
— Kinetische Energie eines Teilchens in der Box:

/

du(z, p)

2,
% e—p/QkBT'm 1

V2rk g Tm

F=0

e=0 kT kT 3KkT 4KT
Plot ??: Fy (e)
— Weitere kumulative diskrete Verteilungen ergeben sich aus Tabelle
(B.16) Spalte 1, wenn man f,(z) durch F,(z) und § durch © er-

setzt.
— Weitere kumulative kontinuierliche Verteilungen:
e Gauf-Verteilung: siehe (B.32)
e Cauchy (Breit-Wigner, Lorentz)-Verteilung: siehe (B.44)
e Student-Verteilung: siehe (B.68) etc.

— Beispiele: Binomial- und Poissonverteilung mit GauB-Fit

1 1
0.8 0.8
06 06
04 0.4
0.2 0.2
F=0% - - i . . . F=0% ; : ; . . . .
z=14 16 18 20 22 24 % z=5 10 B 20 25 30 3 40

Plot ?7: Kumulative

Binomialverteilung

mit N =25,p=0.9
approximiert durch Gauf3verteilung

mit p = Np,o? = Np(1 —p)

Plot 77: Kumulative
Poissonverteilung
mit A = Np =225
approximiert durch Gauf3verteilung

mit 4 = 02 = Np
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(ii) (Wahrscheinlichkeits-)Dichtefunktion (density function)

fy(2)dz =P(z < Z(w) < 24dz) = p({w € Q: Z(w) € [z, 2+dz]}) (2

LG =ae, [ an©-re. [ e - <229>

Bemerkung: (R, B, f,(z)dz) ist dann wieder ein Wahrscheinlichkeitsraum,
wobei B: Intervalle auf R.

Beispiele:
— Gewinn beim Miinzwurf: -
fo(9) = §5F(9)
=5 X 30(g—a)
a=0,10
— Z %5(g_a) f_(igo -0 g=0 © 20
a=0,10 Plot 7:
Zweipunktverteilung ot 7% I (9)

— Kinetische Energie eines Teilchens in einer Box:

_dp — ¢ —e/kgT
fg( ) de E( ) \,/H f= 4T

(Rechnung: Setze u = /e/kgT.

e f=3KT
\€ T
B b u
2 d be—P — L 1 d [qpe—P°  f=2kT
T de Of dpe - e EkBTduofdpe
f=1KT
_ / 1 —e/k,T
- ﬁekBTe B ‘/)

t=0 -
(Tabelle (B.26) Zeile 8 ~) Gamma-Verteilung SRT a0 KT
mit o =1/2,8=k,T Plot 77: fg(s)

— Weitere diskrete Beispiele in Tabelle (B.16).

— Weitere kontinuierliche Beispiele in Tabelle (B.26). Diese Verteilungen
sind wichtig z.B. fiir die Experimentalphysik und fiir Computersi-
mulation (Verstédndnis statistischer Aussagen, Stichproben, Vertrau-
ensbereiche, statistische Messfehler, etc.). Néheres im Anhang B.

(iii) Multidimensionale Verteilungen

Erweiterung von (2.28) auf mehrere Zufallsvariablen Z; --- Z,:

fa,2, (21 2p)dzr - day = p({w e Q: Z;(w) € [z, zi+dz]}) (2.30)

Analog zu (2.25) heiflen Zufallsvariablen statistisch unabhingig, wenn
die Verteilung faktorisiert:

fgl...gn(zl"‘zn) = fgl (Zl)fgn(zn) (2.31)

2.2.5 Erwartungswert, Streuung, Korrelationen

e Erwartungswert einer Zufallsvariablen Z:

[e.e]

(falls Integral existiert) (Z) = /Z(w) dp(w) = / dz z f,(2) (2.32)

Q —00
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e Erwartungswert einer beliebigen Funktion g(Z):

mMmmmmm)mm:/mwwﬂ) (2.33)
e Streuung oder Varianz:
o2 =((Z-(2)?*) = (2 - (2)? (2.34)

o Korrelation zweier Zufallsvariablen Z;, Z,:
Ky 4, = (21~ (Z)( 2o~ (22))) = (Z125) — (Z,) (Zs) (235)

mit (Z,Z,) = // dz dzg 21 22 [, 4, (21, 22) (2.36)

K wird héufig als Indikator dafiir benutzt, ob zwei Variablen stati-

Z1Zoy

stisch abhéngig sind. Fiir statistisch unabhéngige Zufallsvariablen Z;, Z,
gilt K 2,2, = 0 . Die Umkehrung gilt jedoch nicht unbedingt, d.h. zwei
unkorrelierte Zufallsvariablen konnen statistisch abhéngig sein.

2.2.6 Spezielle Erwartungswerte und Verteilungen
2.2.6.1 Spezielle Erwartungswerte

(i) Verteilung von Funktionen einer zufélligen Variablen

Gegeben Funktion h(Z) einer Zufallsvariablen Z — Y = h(Z) ist neue
Zufallsvariable und verteilt nach:

fo) = (30(2)-0)) = [as -0 e

oo}
(denn: dann gilt fiir alle Erwartungswerte (g(Y)) = [ dy g(y) fy (v)
—oo

B0 Tayoty) Tazs(ha)-n)fp2) = = £ 0(h=) v )

Speziell Y = Z: Verteilung ist selber ein Erwartungswert.

£,02) = (62— 2)) B2 B (2) = (02 - 2)) (2.38)

(ii) Charakteristische Funktion (Fouriertransformierte von f,(z))

o0

Xg(k) = <eikg> = /dz fg(z)eikz (2.39)

M@@::;/M&me (2.40)
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Bedeutung: Generiert Momente und Kumulanten von Z

X, (k)= Gk

n!
n=0

»Momente*

Def.:

(Z") =eXD(Z(ik)n c oy (2.41)

! Z
N~~~ =0 n: \ ,

Def.:
,Kumulanten*

1 4"

m.a.W. Momente: (Z") = ﬁ%xl(k)’kzo (2.42)
Kumulanten: Cg) = %%In(xg(k))‘kzo (2.43)
(iii) Kumulanten (Allgemeine Definition: Gleichung (2.43))
Kumulanten niedrigster Ordnung;:

CO) = etz =0 (2.44)

) = —lze ) =@ (2.45)

CP = &40 (-2 (2.46)

P = - =(Z2-(2) (2.47)

) = - ={2Z-(2)") 30, (2.48)

Beweis: entweder durch Ableiten geméf (2.43) (mithsam fiir k£ > 2) oder durch Koeffizi-
entenvergleich der Potenzen von k (bzw. ik) in:

M
an by
o]

s e A
(e, (1) “27 S Samre) =ma+ Y S nE )
n=1 """ :

n=1

w=b1+5ba+Lbg+ gybat

_l.241.3 14,4 .
T—5T +31 iz +

+lastlagt Saut = biSby byt byt
al 2“2 6a3 24a4 = 1 2 2 6 3 24 4

1 1 1 1
——b12 — —b1ba — =byib3 — —ba? 4 ---
501 gU1b2 = ghibs 82+
1 1
b3+ b2
+31+21 2 +

1
iy SR VS
Ve +

NB: Die Kumulanten Cé") sind fiir n > 2 translationsinvariant

(denn: x (k) =

(6TFZ) — k(D) (iRZ—2))Y).

Daher werden sie auch Semiinvarianten genannt.

Anschauliche Bedeutung der Kumulanten

“ﬂ C(u\
e
/46”}\*

Cél) ist der Mittelwert, Cg) die Va-
rianz der Verteilung. Alle Kumulan-
ten der Ordnung 3 oder hoher ver-
schwinden fiir eine Gauf3-Verteilung.
Cg)’) misst die Asymmetrie, C’gl) die
Schérfe der Verteilung im Vergleich
zur Gauf3-Verteilung.
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In der dritten Kumulante C’f’) spiegelt sich die Symmetrie der Vertei-
lung um den Mittelwert wider, d.h. wenn mehr Gewicht bei positiven
Fluktuationen liegt, ist C’é?’) positiv, sonst negativ. C’ég) gibt auch an,
wie der Mittelwert vom wahrscheinlichsten Wert abweicht. Der Quo-
tient v, = /0' heifit Mafzahl der Asymmetrie oder Schiefe der
Verteilung

Ein negatives C’é‘l) bedeutet, dass die Ausldufer der Verteilung aus-
geprigter sind als bei der Gauf-Verteilung. Den Ausdruck o =
C’é‘l) /o nennt man den Exzess der Verteiluny.

Es gilt: 7o > 7% — 2 (ohne Beweis).

Kumulantenvergleich Binomial-, Poisson- und Gauf3-Verteilung

Binomial Poisson | Gauf
Cg) Np A 7
C’g) Cél)(l -p) A o?
cP | C(1 - 2p) A 0
CO | CD(1—6p(1—p)) | A 0

(iv) Verallgemeinerungen auf mehrere Zufallsvariablen Z,,--- Z,,

Fpez, 1z = ([102; =) (=11 (sz-)) (2:49)

falls Z; unabhéngig

) (=1 (%)) o)

d2

(2.51)

B.K,, =- ! krk
z 212y dkydks anlzg( 1k2) k1=ka=0

Gegeben Funktion ¢g(Z,,---Z,) von n Zufallsvariablen Z;,--- Z
=Y =g(Z,,--- Z,) ist neue Zufallsvariable und verteilt nach:

n

fw) = (892 Z,)-y)) (2:52)
= //dz1 -dz, 8 ( zn)—y)fglugn(zl'--zn)(2.53)
X, (k) = <ezk9<lwén>> (2.54)

_ // dzyeedzg MIEE) () (2.55)
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2.2.6.2 Einige spezielle Verteilungen

Name Verteilungs- Mittel- Streuung Charakteristi-
dichtefunktion wert sche Funktion

Allgemein f2(z) = (6(z — 2)) (2) (2%) —(2)* | x, (k) = (%)

Einpunkt- _ ika

Verteilung 8(z—a) @ 0 N

Gleich- 1 bta (b—a)? oikb _gika

Verteilung 0(b—2)0(z —a)5—; 2 2 k(b—a)

Binomial- | & 5, ) (pm(a—p)N=—m Np Np(l—p) | [1-p(1—e)N

Verteilung | =, m

Poisson- &5} _ _AA™ ik _

Verteilung mzzo d(z—m)e™ " A A exp (A(e?*—1))

_02

GauB- 1 ef%(%) u o2 ink—c?k? /2

Verteilung V2ro

Exponen- 1.-2z/8 2 1/(1 — 4

tialvert. 0(z) [ B A /( ikp)

Cauchy- (existiert

(Lorentz-) 1. % eigentlich [ele} etrk—=Alk|

; AT+ (z—n) . «
Verteilung nicht) ,pu

Eine Ubersicht iiber weitere wichtige Verteilungen findet sich im Anhang B.

2.2.7 Grenzverteilungen und zentraler Grenzwertsatz
2.2.7.1 Historischer Exkurs zur Gaufiverteilung

Abraham de Moivre (1667-1754), ein als Hugenotte aus Frankreich vertriebe-
ner Mathematiker, der fiir seinen Lebensunterhalt in London Ratschlége
an Gliicksspieler erteilte, skizzierte in seiner Schrift ,Doctrine of Chan-
ces“ (12.11.1733) erstmals den Ubergang von der Binomialverteilung zur
Normalverteilung.

Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855) arbeitete eine Theorie der Beobachtungs-
fehler aus, die aufs engste verkniipft ist mit der Normalverteilung, der
Streuung und der Methode der kleinsten Quadrate. Seine Erkldrung fiir
die Normalkurve: Unzéhlige Einzeleinfliisse tragen dazu bei, die mehr oder
minder groflen Abweichungen vom ,,Durchschnitt* hervorzurufen, die wir
iiberall beobachten konnen - und diese Zufallskombination zufalliger Ein-
fliisse unterliegt letztlich den ,,Gesetzen“ des Gliicksspiels, den Regeln der
Binomialverteilung mit einer nahezu endlosen Zahl von ,,Versuchen®.

Adolphe Quételet (1796-1874), belgischer Astronom und Statistiker, Schiiler
von Jean Baptiste Fourier (1768-1830), errechnete aus der Vielfalt mensch-
licher Individuen den ,,homme moyen* als den von der Natur angestrebten
und in unterschiedlichem Mafle verfehlten Idealtyp. Bei der Messung des
Brustumfangs von 5738 schottischen Soldaten (1844 ?) entdeckte er eine
verbliiffende Ubereinstimmung der beobachteten Werte mit der Normal-
verteilung (Mittelwert 39.8 Zoll). Quételet hat gezeigt, dass statistische
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Groflen in gewissem Sinne existieren, ohne dafiir Erklarungen zu geben -
darum bemiihte sich:

Sir Francis Galton (1822-1911), Biologe, Kriminologe und Afrikaforscher, be-
fasste sich unter anderem mit der Verfeinerung von Quételets Vorstellung
vom ,,homme moyen“ und mit der Gesetzméfigkeit von Zufallsabweichun-
gen. Als einer der ersten fithrte er quantitative Methoden in die Biologie
ein, wobei er unter anderem Messskalen fiir alle nur erdenklichen Kérper-
merkmale entwarf - sogar fiir die weibliche Schonheit. Er schrieb: ,,Ich
kenne kaum etwas, das unsere Phantasie so mitreiflen kann wie die wun-
dervolle Form kosmischer Ordnung, die das Gesetz der Fehlerhdufigkeit
ausdriickt. Hatten die Griechen es gekannt, sie hétten es personifiziert und
als Gottheit angebetet. In der wildesten Konfusion verbreitet es harmo-
nische Ruh; je drger die Anarchie, um so souveréner ist seine Herrschaft.
Hinter dem Schleier des Chaos tritt es als unerhoffte und wunderschone
Form der RegelméBigkeit hervor.“

Clerk Maxwell (1831-1879) tibernahm Quetelets Normalverteilung als Vertei-
lung der Geschwindigkeit von Gasmolekiilen. Er hatte eine Buchbespre-
chung von Herschel iiber Quételet gelesen, in der iiber die Geschwindigkeit
von Gasmolekiilen spekuliert wurde.

Karl Pearson (1857-1936), der Vater der modernen mathematischen Statistik,
stellte fest, dass es in der Natur durchaus auch nicht-normal verteilte
Groflen gab, fand jedoch, dass so manche sich als eine Verflechtung von
zwei und mehr Normalverteilungen entpuppte.

Alexander Michailowitsch Liapunow (1857-1918) bewies 1901 erstmalig den
zentralen Grenzwertsatz: Die Summe von geniigend vielen unabhéngigen
Zufallsgroflen ist ndherungsweise normalverteilt, wie immer auch jede ein-
zelne dieser Zufallsgrofien verteilt sein mag. Dieser Satz erklirt das hdufige
Auftreten der Normalverteilung in der Natur; denn viele Groflen (Korper-
groBe, Gewicht, ...) werden durch die Uberlagerung vieler unabhingiger
Einfliisse (Zufallsgrofen) bestimmt.
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2.2.7.2 Zentraler Grenzwertsatz nach Lindenberg-Lévy

Seien n unabhéingige Zufallsvariablen alle nach derselben Verteilungsdichte f,
verteilt: f, besitze einen Erwartungswert (Z) und eine Varianz 02 < co. Dann
strebt die Verteilungsdichte f, (y) der Zufallsvariablen

Y, = (% ZZ —(2))] & (2.56)

im Grenzwert n — oo gegen eine Normalverteilung

Jm gy ) = A )= e (2.57)

(Fiir praktische Zwecke: Normalverteilung gut ab etwa n ~ 30)

Beweis: Uber charakteristische Funktion x, (k) = (etkZ)

ik(Z—(Z n —ik(Z
- Definiere X = ZZ% :>Xi(k) — (& (z <,>)/a£f> — (D) oy v XZ(L)

n ik 3 X, 0o, .
- it i - , = - kX, —
Damit ist Ln igl L= Xy (k) <e ' > nab- ‘131 <e > (Xi(k))
ingig
- Taylorentwicklung;: lnx (k) = (0) + C(l)k 1C§>k2+
mit: C(O) C(l) (X)=0
@ = (x2) - (x)? = 2y = 1
——
=0 -2
z
C(m) _ (7i)m qm In <e7,kX>‘ Setze nun g — k/a \/ﬁ
X dk™m 0 2z
= (=)™ 1 m dm iq(Z—(Z) n=%cm
) () e (@) F
- Einsetzen: Xx (k) = exp ( _ ’ZL + ﬁ(n_3/2))
2 32
Xy ( ) =exp (— % + /]’(n—l/2)) — exp(T’“)

o0
Urspriingliche Verteilung aus Riicktransformation: x,, (k) = [ dy fx(y)eiky

oo o0
. 2
= fY = % f 71kyXY (k:) = % f dk e~ tkye—k /2 (quadratische Ergédnzung)
— 00 - — 00

= Le v’/ /dk o (b +iy)?
s

—o
—_——
V2

Bemerkung: Gilt auch fiir nicht identisch verteilte Zufallsvariablen.

((z)+-(23))

Zusatzbedingung an dritte Momente: lim 5 =0

n—0o0 (J%+_02)
Erginzung: Eine Verteilung, gegen die die Verteilung des Mittelwerts von
n identisch verteilten Zufallsvariablen im Limes n — oo strebt, heifit
stabile Grenzverteilung. Auch Verteilungen ohne zweites Moment (z.B.
Cauchy-Verteilung) kénnen stabile Grenzverteilungen haben
— Lévy-Verteilungen (Lévy, Khintchin).
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2.2.7.3 Allgemeines zu Lévy-Verteilungen (ohne Beweis)

o Beispiele fiir Lévy-Verteilungen: Gau3-Verteilung, Cauchy-Verteilung, Gamma-
Verteilung

e stabil“: Die Summe zweier unabhéngiger, Gauf3-(bzw. Cauchy-/Gamma-/. ..) ver-
teilter zufélliger Variablen ist wieder Gauf3-(bzw. Cauchy-/Gamma-/...) ver-
teilt. (,Reproduktivitit®)

Aquivalent: Faltung zweier Verteilung(sdicht)en hat wieder die gleiche
Form.
( Fiir vorgegebene a;, b; gibt es a, b, so dass

flarz +b1) * f(azz + b2) := jo d¢ f(a1(z =€) + b1) f(az¢ + b2) = f(az +b) )

e Allgemeine Form der charakteristischen Funktion
Fine Zufallsgrofle Z ist genau dann stabil, wenn der Logarithmus ihrer
charakteristischen Funktion darstellbar ist in der Form

n = 1
lnxg(k‘) = ivk — c|k|*(1 —|—zﬂ% cw(k, ) mit w(k, ) = {t_a}r 1r21k: z i )
wobei v € R beliebig, c > 0,0 < a <2, -1 <8<1

Bedeutung: v, ¢ : nicht so wichtig, Lage und Skalierung
(zB. f(2) = f(z =) = x(k) = (™) = (F(ZF1) = ™hrx(k),
fiir ¢ = 0 besitzt Z eine ausgeartete (Einpunkt-)Verteilung)
a, B : Definieren Form der Funktion

~» Grenzverteilungen werden durch «, 8 parametrisiert: | Ly g(2)

« : charakteristischer Exponent <+ Verhalten bei grofien |z|

a<2:La,5(z)~|z|%ﬁirz—>:|:oo

a =2 : Ly g(z) GauBverteilung, unabhéngig von f (w(k,2) = 0)

Bemerkung: o < 2 : 2. Moment existiert nicht
a < 1 : Erwartungswert existiert nicht

B : Asymmetriefaktor (8 =0 = Ly g(2) = Lo g(—2) gerade)

o L, p(2) ist genau dann die Grenzverteilung einer Verteilung f,(z) wenn
genau dann, wenn

a =2 : fz(2) hat zweites Moment (zentraler Grenzwertsatz, GauBverteilung)

a<2:fg(z)m%fiirz—):l:oomitci>0unda>0

=% fira# 1 _ mlegtes) 1
Dann ist 8 = gitii fira—1 °= {i‘lr(a)sm(ﬁa/?) a#
. iira=1 Sler +co) a=1

¢ Anwendungen

- Phaseniibergéinge am kritischen Punkt
- Selbstorganisation

(- Borse)
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2.3 Entropie in der statistischen Mechanik

Erinnerung: Kapitel 2.1: Motivierung bzw. Begriindung der statistischen Me-
chanik des Gleichgewichts: “Messergebnisse = Scharmittel”
e Mikroskopisch aus der Dynamik (Ergodizitit, Mischungseigenschaft)
e Alternativ: Prinzip der maximalen Ignoranz
Dieses Prinzip wollen wir nun néher beleuchten.

Idee: Gegeben sei ein makroskopisches System. Wir nehmen an, wir kennen
einige makroskopische Groflen, z.B. E,V, N, aber wir wissen nichts {iber
den mikroskopischen Zustand.

~» Man kann fiir den voraussichtlichen mikroskopischen Zustand des Systems
nur eine Prognose abgeben. Prognose muss verfiighare Information beriick-
sichtigen, aber sonst vorurteilsfrei sein.

Konkret: Falls E,V, N feststeht, bedeutet Vorurteilslosigkeit: Kein Zustand
bevorzugt, Gleichverteilung.

Frage: Was passiert, wenn E nicht rigoros erhalten ist, sondern das System
z.B. im Austausch mit einem Wirmebad steht? An die Stelle der festen
Bedingung an die Energie tritt dann eine andere Randbedingung.

Um auch allgemeinere Fille behandeln zu koénnen, muss das Prinzip der ma-
ximalen Ignoranz noch besser quantifiziert werden: Was ist ,,Ignoranz“?

2.3.1 Ignoranz und Informationsentropie
2.3.1.1 Informationsentropie als quantitatives Maf} fiir Ignoranz

yIgnoranz* = Fehlen von Information, oder
Der Informationsgewinn, den man erzielen wiirde, wenn es
einem gelédnge, den mikroskopischen Zustand genau
zu bestimmen.
Allgemeiner: Gegeben sei ein Ergebnisraum {2
~» Ignoranz = Informationsgewinn nach einem idealen Versuch, der einem
genau ein Ergebnis w € € liefert.

Gesucht: Quantitatives Maf fiir Informationsgewinn

Betrachte zur Vereinfachung zunéchst diskreten Ergebnisraum Q = {wy - - - was}

e Falls Ergebnisse gleichverteilt sind ) X
~» Verniinftiges Maf fiir Informationsgewinn wére z.B. P j[,lu,.ll
die Anzahl von Ja/Nein-Fragen, die nétig sind, um T
ein Ergebnis zu spezifizieren (Bits) — logy M

~+» Zu erwartender Informationsgewinn nicht hoch, da
Versuch fast immer wy,, liefert (vorhersagbar).

~» Definition iiber Anzahl der Ja/Nein-Fragen nicht so sinnvoll

~» Fragen miissen verschieden gewichtet werden. Aber wie?

e Falls Ergebnisse nicht gleichverteilt sind, z.B. p![ i
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(a) Erster, pragmatischer Ansatz

Betrachte statt einem Versuch eine sehr lange Reihe von N Versuchen
~» Sequenz von Ergebnissen {wy,, -+, wn }-

~> Ergebnis w; kommt jeweils ~ (p; N) Mal vor; nimm an exakt (p;N) Mal.

~» Anzahl, der Moglichkeiten, eine solche ISVequenz zu produzieren:

Ay = — N ~ N _ 1
N (p1N)-(Py N)! mlz(m/e)m (p1 N)PLN-(pp; NYPMN pzflzv_pijfmv.
~» Anzahl Ja/Nein Fragen, um gesamte Sequenz zu bestimmen:
In A
logy Ay = 5t = _% > pilnpi.

~+» Anzahl Fragen pro Versuch: —ﬁ > pilnp;.

Sinnvolles Mass fiir Informationsgewinn wére also z.B. | I = —ﬁ > i pilnp; |

(b) Allgemeiner: Der Satz von Shannon

= Gesucht ist eine Funktion J(pi,...py), die die Ignoranz der Verteilung
W ={p1...pm} (mit ) p; = 1) sinnvoll bewertet.
(Funktion von W, unabhingig von der konkreten ,Bedeutung“ der p;,
d.h. der damit verkniipften Ereignisse)

Forderungen an Ignoranz J(p1,...pa)

1) dSollte symmetrisch sein bzgl. Vertauschung von p; und p;
i) Soll isch sein bzgl. Vi h d p;
(, Nummerierung® der Ergebnisse egal)

Sollte stetig von p; abhidngen

(ii) Sollte fiir Gleichverteilung maximal sein
J(p1,--.paa) = J(3p, - 3p) = L(M)
Sollte im Fall von Gleichverteilung mit der Zahl der Ereignisse
zunehmen (= L(M) wéchst monoton mit M)

(iii) Sollte bei “Vergtberung” additiv sein.

_____.——--—;_ ﬂ..'_

) =T

. - o RN R ) etc.
-EEA“MEI- 4 Ercle el * T » vergroberung®
o “selibihk e o Ttusale Troge
Timuae
B B no p(ﬂ) pgg)
J(p1,...pm) = J(P1,...Pn) + leaJ( A )
a=
gesamter Informationsgewinn  mittlerer Informationsgewinn
Infor- nach 1. Frage nach restlichen Fragen
mations- i = () 2 [Pa = P(w{™|Q0):
gewinn (,vergréberte bedingte Wahrscheinlichkeit fiir ein
Ignoranz‘) Ergebnis wga), wenn ), feststeht

~» Der Informationsgewinn nach einzelnen Fragen sollte sich addie-
ren.

Beispiel: Ziehe zwei Kugeln aus einer Urne

~ Q= {(oo), (O.)v (.O)v (..)} = {wl,WQ,OJ3,W4}
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zu (i) Maximale Ignoranz — p; = +

Zusatzinformation: Urne enthélt anfangs 2 weifle und 2 schwarze Kugeln
= (siehe 2.2.3S8.27) p1=ps =%, p2 =p3 = 3
= nicht mehr maximal ignorant wegen Zusatzinformation

zu (iii) z.B. Frage ,,Sind Kugeln gleichfarbig?“
= Vergroberung €y = {wi, w4}, Q2 = {we,ws}

Satz von Shannon (1948)

Forderungen (i) - (iii) legen Funktion J bis auf eine Konstante fest:

M
J(pl,...pM):—/inilnpi mit K > 0 (2.58)
i=1

~» Shannon-Entropie oder Informationsentropie

(Beweis:

(i) Stetigkeit ~ Es geniigt, J(p1,...Pn) fiir rationale po zu berechnen.

~> Berechne J(%, . %L), wobei @: kleinstes gemeinsames Vielfaches der pq

doa = PaQ; 2 da = Q
(i) L(Q) = (& &) = J(B1,. .. Bn) + L pad (2, 19
=J@1,--Pn) + I )
S I(B,..B) = LQ) - 0 B L) (+)
Zeige nun: Aus (x) und (ii) folgt: L(N) = kIn N fiir alle N mit x > 0
- (), wilhle ga =g = g-n = Q = J(&,... ) = L(n) = L(Q) — L(q)
= L(q) + L(n) = L(g-n) (+*)
- Definiere fiir ein Q: k = %%) (5 % )
Bs gilt L(@Q) > L(1) und L()=L(1-)=L(1)+L(1) = L(1)=0 = & >0

- Betrachte beliebiges N. Bestimme m, n so, dass (InQ)7- <InN < (In Q)HTH
=hQ" <InN™ <InQ"t! = Q" < N™ < Q!
= L(Q") < L(N™) < L(Q"*) e ~L(Q) < L(N) < “ELL(Q)
k%
= RL@Q <L) < SFELQ) = Q) < S LIV) < (mQ)"3t
Vergleiche, gilt fiir beliebig groBe m = L(N)=klnN VN
Einsetzen in (%) = J(%,... %7) =k(lnQ -3 %’hlqa) =Ky %‘ ln%" v )

2.3.1.2 Erweiterung auf kontinuierliche Verteilungen

Gegeben sei statt {p1 - - - pas} kontinuierliche Verteilungsdichte p(Z)d@
mit [ p(Z)dz =1

»Naive* Erweiterung > p; Inp; — [ dZ p(Z)In (df p(:f)) geht natiirlich nicht,
da dZ infinitesimal ist.

Stattdessen: , Auflosung” A (mit derselben Dimension wie ,,dz*)

J (p) = —kK /df p(@)In (A - p(Z)) (2.59)

NB: - A - p(Z) muss dimensionslos sein (Argument eines Logarithmus).
-J,(p)—J, (p)=kIn %/ = J.(p), J.,(p) gleich bis auf eine Konstante.

A A
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2.3.1.3 Eigenschaften der Informationsentropie
e Konkavitét

Gegeben zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen
W = {pla"'pM}a W = {p_lapjw}

Betrachte W) = {pg)\), " 'pg\})} mit pg/\) =i+ (1—-Xp; (0<A<1)
Dann gilt: | J(WX) > A\J(W) + (1 = \)J(W) (2.60)
; '-jf';_lj_"*__‘ (Bew.: Gilt schon fiir jeden oteat T
[ einzelnen Beitrag L S p
__.i..-"gnr'- ‘/ ) N
e Extremalitét
Vergleiche zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen
W = {pla"'pM}a W = {p_lapj\d}
M
Dann gilt: | J(W) < —k Zpi Inp; | mit ,, =“ < p; =p; (2.61)
i=1

(Beweis: Es gilt: y — 1 > Iny mit ,=“ =y =1

~ 3 opilnp; — 3 pilnp; =3 piln B < 37pi(E - 1)
=1-1=0

= —k) pilnp; <=k pilnp; vV )

U iy
E0

o Additivitét
Gegeben zwei unabhéingige Ergebnisrdume
mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen
I T II IT
Wr = {pg ),~~p§\4)}, Wir = {pg . 'pgu 1
)

Betrachte zusammengesetzten Raum Q = Q7 x Q7 = {(%( ,w](.H))}

~» Wahrscheinlichkeitsverteilung W = Wy - Wz = {(", p{'")} = {pi;}

i

mit p;; = pgl) -pg.H) = Wahrscheinlichkeit, dass sowohl wlm
als auch wj(.H) eintritt.
Dann gilt: ’J(WI -Wrr) =JWr) + J(Wrr) ‘ (2.62)

(Beweis:

Spiiinpy = p  p{ P mpl") +mpl = pV mpl" + T p{ D mp )
3y ¥ z J

Anschaulich: unabhéngige Systeme
T s

B2l Izl : ,

L | =L ~ Informationsentropie

o addiert sich auf!

G R Muomthede Ty GEmed 33



2.3. ENTROPIE IN DER STATISTISCHEN MECHANIK 41

2.3.2 Das Jaynesche Prinzip

Mathematische Prézisierung des Prinzips der maximalen Ignoranz

. ) (Jaynes, 1957)
Diskrete Version:

Sei 2 = {w1,...wp} ein Ergebnisraum, und seien die Erwartungswerte
(Za) von einigen Zufallsvariablen Z, (W) bekannt. Dann ist die maximal
ignorante Wahrscheinlichkeitsverteilung W = {p; - - - pas} gegeben durch

W—Wﬁl?ai{J(m pym) = J(P1-Dur)
P

(2.63)
unter den Nebenbedingungen » p; =1 und > p; Za(wi) = (Za)

Kontinuierliche Version: analog
Maximal ignorante Verteilung W = {p(%)} erfiillt:

W =W < max.J, (p) = J.(p)
{p} 2 () = (2.64)

mit Nebenbedingungen [dZ p(Z) =1 und [dZ p(Z) Zo(T) = (Za)

Frage: Wie maximiert man eine Funktion f(Z) bei Vorgegebenen Nebenbe-
dingungen a(¥) =0 7 (2.B. aa(Z) = >, pi Za(wi) — (Za))

Antwort: Lagrange Multiplikatoren (bekannt aus der Mechanik)

Rezept: (i) Maximiere f (_’) > Aaa(Z) fiir allgemeine A,
~ Gleichung V f(Z) — 32 Ao Vao(Z) = 0
~» Losung Zo({Aa})
(ii) Bestimme A, so, dass Nebenbedingung a, (%) erfiillt ist.
Begriindung: Maximum &y von f(Z) bei Nebenbedingung a,(Z) = 0
muss erfiillen:
e Nebenbedingung aq(Zp) =0 ( klar wegen (ii) )
e 0f =07 v f =0 fiir alle Verschiebungen 07, die mit Nebenbe-
dingungen vertréglich sind, also a,(Zy + dZ) =0
= daq = 6% - Va, =0
(erfiillt wegen (i): V= AaVaa(F) = 6Z-VF =3 Ao 6% Vae(Z) =0
N

=0 laut

Geometrisch: Voraussetzung
0. Z: D-dimensional, k Nebenbedingungen
“ﬁﬂ \\*““‘(’) ! Wl e — definieren (D — k)-dimensionale Hyperfliche H
Lo —
voun J,r,,, Gradientenvektoren ¥, = Vaq stehen senkrecht auf H
E ! i ) Sxe ~ Tangentenvektoren 4 zur Hyperfliche stehen senkrecht auf
allen Vag: 4-Vaq =0
iﬁ— — f _ Gesuchtes Minimum: f &ndert sich nicht bei infinitesimaler
L = RS Verschiebung entlang Hyperfliche: = aV f =0
Beispiel: Jaynesches Prinzip mit einer Nebenbedingung > p; = 1
(i) Maximiere J(p1,...p0m) —AO_pi—1) = —k>_pilnp; = AO_pi — 1)
!
() - A(sz—m (14 1npe) — A L0
= Inp, = _E — 1= po = e 175 = const.

(ii) Bestimme X so, dass Y. pi=1= Me "M =1 = A =k(In M — 1)
= po = e 1T MFL — ﬁ Gleichverteilung  (surprise!)
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Bemerkung: Additivitidt von J
~» Jaynesches Prinzip fiir Gesamtsystem begriindet Jaynesches Prinzip
fiir jedes unabhéngige Teilsystem.

2.3.3 Entropie in der klassischen Mechanik

Ausdruck J, (p) = —« [dZ p(Z) In (A - p(Z)) kann fast {ibernommen werden.

(a) Festlegung von k

k=|k, =1.38-107?*J/K| Boltzmann-Konstante (2.65)

(willkiirlich, definiert Einheit 1K)

(b) Festlegung von A

Kontinuierlicher Phasenraum, N Teilchen

Entropie «+ [dl p(I') In(A p(T)) (dl' = d3Nz d3Vp)
mit A= | Auflésung®, Dimension [A] = [2]3V [p]3N = [Wirkung]?V

Quantenmechanik: Unschérferelation

kleinstmogliche Auflosung wiren Zellen der Grofe A3V

~ motiviert Wahl (2.66)

(c) System von N gleichen Teilchen

Forderung: Teilchen sollen nicht ,,nummeriert“ sein,
d.h. nebenstehende Konfigurationen sollen . =
als absolut identisch angesehen werden. i {_(:'ﬂ

Begriindung:

(i) Quantenmechanik: Identische Teilchen sind ununterscheidbar.

(ii) Ohne diese Forderung wiirde Entropie den Makrozustand nicht
eindeutig charakterisieren. Betrachte z.B.
ideales Gas in einem geteilten Behélter, gleiche 7 |
Teilchensorte rechts und links, gleiche mittlere | | I|

Energie pro Teilchen, gleiche Dichte. _____.____H'

Entferne trennende Wand Zustand dndert sich nicht, aber Entro-

pie wiirde sich dndern, falls Teilchen numeriert wéren.

(Gibbssches Paradoxon)

(iii) Fiir nummerierte Teilchen wére Entropie nie extensiv. (Sgesam: 7
Sy + S2). Extensivitéit wird fiir uns wichtig werden.

Folgerung: Betrachte immer w; [ dI' p(T') anstelle von [ dI p(T)

= Entropie der klassischen statistischen Mechanik:

S— kB.]\lﬂ / dr p(T) In (h*N p(T")) (2.67)
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(d) Verallgemeinerungen

z.B. Verallgemeinerung auf k Teilchensorten j, jeweils N; Teilchen
Jdr p(T) = by [ dL p(D)
z.B. schwankende Teilchenzahlen, schwankendes Volumen ...
Zusammenfassend: Die Entropie der klassischen statistischen Mechanik
kann allgemein in der folgenden Form geschrieben werden.
S = —ky(n (h3Np(F))> (kontinuierliche Zustéind¢p.68)
S —k, (Inp.) (diskrete Zustinde I')  (2.69)

2.3.4 Entropie in der Quantenmechanik

Quantenmechanik: Keine Verteilung p(I"), dafiir statistischer Operator p.
Analogie zum klassischen Fall l4sst sich im Eigensystem von o herstellen:

gz( o ]:me|m><m|.

= Entropie wire dann S = —k, Y pm Inpp,, bzw. (koordinatenfrei)

’S’ = —k,Sp(elnp) = —k,(ln o) ‘ : von-Neumann Entropie (2.70)

Bemerkungen:
* von-Neumann Entropie ist minimal im reinen Zustand.

* Quantenmechanische Entropie wird nicht negativ. (Klassisch kann das in
einem kontinuierlichen Phasenraum schon passieren.)

* Dynamik:
— Schrodingerdynamik: % = 0. (S héngt nur von den Eigenwerten von

o0 ab, die #ndern sich bei Zeitentwicklung nicht.)
— Messdynamik (Messung in einem offenen Teilsystem): Entropie in

dem Teilsystem des gemessenen Objektes kann zunehmen. (vgl.
Ubungsaufgabe)

* Entropie und Information:
Klassisch: Shannon-Entropie = Anzahl bindrer Informationstriger
(Bits), die mindestens notig sind, um die Information in einer Bot-

schaft (Sequenz von Bits) zu tibermitteln (optimale Kompression).
Quantenmechanisch: Analoges Theorem (ohne Beweis)

Informationstriger sind hier Qubits: Zweidimensionalen Hilber-
tr aume («|0) +3]0)). von-Neumann Entropie: Mittlere Anzahl der
benétigten Qubits, um bei optimaler Kompression eine Botschaft
(Sequenz von Qubits) zu iibermitteln.

* Jaynesches Prinzip kann 1:1 {ibertragen werden.
(Maximiere S bzgl. ¢ unter den Nebenbedingungen Sp(g¢) = 1, und
evtl. weiteren)
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2.3.5 Zusammenfassung des Abschnitts 2.3

Ausgangspunkt: Prinzip der maximalen Ignoranz (Gibbs, Einstein, Tolman)
Messwerte <> Scharmittel
Da wir mikroskopischen Zustand nicht kennen, nehmen wir an, er sei
gemaf einer “maximal ignoranten” Verteilung verteilt.

Jaynesches Prinzip: Bezeichnet, was “maximal ignorant” heisst.
Maximal ignorante Verteilung bzw. maximal ignoranter statistischer Ope-
rator maximiert unter vorgegebenen Nebenbedingungen (Normierung der
Verteilung bzw. des statistischen Operators, evtl. weitere) die Entropie S.

Entropie: Zentraler Begriff in der statistischen Physik.

klassisch: | S = —k, (In(h*Np(T"))) (kontinuierlicher Phasenraum)
(2.71)

quantenmechanisch: ’S = —k,(lnp) ‘, (2.72)

wobei bei der Auswertung der Erwartungswerte im klassischen Fall die
Ununterscheidbarkeit der Teilchen durch einen Faktor 1/N! beriicksichtigt
werden muss: Bei fester Teilchenzahl und festem Volumen etwa
1
(o) = NI /dF p(I') <7 (T). (2.73)

Eine rigorose Begriindung der Faktoren h3" und 1/N! aus dem klassischen
Limes der Quantenmechanik wird noch folgen (Kapitel 2.5).
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2.4 Statistische Gesamtheiten

2.4.1 Vorab: Charakterisierung der Systeme

x Isoliertes System

Charakterisiert durch , Natiirliche Variablen“ E,V, N
Frage: Warum genau diese?

Antwort: Erhaltungsgrofien
Falls das System ergodisch ist, wird jeder Punkt des Phasenraums,
der mit Erhaltungsgréofien kompatibel ist, aufgesucht.

= mikroskopische Nebenbedingung
Nebenbedingung an jeden einzelnen Mikrozustand.

* Nichtisolierte Systeme

Mikroskopische Nebenbedingungen nicht mehr gegeben
Stattdessen Erwartungswerte (E), (V), (IV)

= makroskopische Nebenbedingung
Nebenbedingung an gesamte Schar (Gesamtheit)

Frage: Warum gerade diese?
(und nicht z.B. (E?), k oc (V2) — (V)% etc.)
Antwort: Gedankenexperiment

e Betrachte M (schwach) gekoppelte, identische Systeme:
Insgesamt isoliert = Eges = ) E; = const. - 140
Eges = (Eges) = (2_ Ei) = M(Ej) T3 0) t’
= (E;) = Fges/M kann mit Erhaltungsgrofie Li' 1

verkniipft werden (geht bei (E?) nicht) mi i

e Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir System :

Randbedingung: ) E; = Eges — Ej ~ P(E;j| Y Ej = Eges — E)
Aber: Im Grenzf;ﬁézM — oo darf Wahrscheirjlﬁzzhkeitsverteﬂung
nicht von M abhéngen = P(F;) hdngt nur von E; ab.

e Jetzt: Finzelnes System im makroskopischen Warmebad. Man
weifl nicht, worin Wirmebad besteht, P(E;) héngt nicht davon
ab ~» gleiches Ergebnis.

Wichtig fiir dieses Argument: E muss additiv (extensiv) sein.

Folgerung: Natiirliche Variablen miissen
(i) in isolierten Systemen Erhaltungsgrofien sein
(ii) additiv sein.

Falls nur (i) erfiillt: Man kann nur in isolierten Systemen ohne weiteres
statistische Physik machen (mikrokanonische Gesamtheit)

Falls (i) und (ii) erfiillt: Entwicklung eines allgemeinen Formalismus auf
der Basis des Jayneschen Prinzips (kanonisch, grokanonisch)

NB: Unter bestimmten Umstédnden (siche 4.5 S.106) kann Forderung (i)
fallengelassen werden.
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x Wichtigste Gesamtheiten

System mikroskop. | makroskop. | Gesamtheit
Nebenbed. | Nebenbed.

Din Tﬁﬂ
geschlossen | V, N (E) kanonisch L‘==‘

[Tmagbod
N

offen Vv (N),(E) groBkanonisch Tl dutierio

isoliert V.N,E - mikrokanonisch

Jaynesches Prinzip kann in all diesen Féllen angewendet werden.

e Isoliert — klar

e Nichtisoliert — betrachte wieder isoliertes Gesamtsystem von IV schwach
gekoppelten, identischen Einzelsystemen.
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pyes(E1,... En) =[] P(E))

Ji SN——

Einzelsystem
(Schwache Kopplung = Systeme praktisch unabhéngig)
= Gesamte Ignoranz: Iges = ) ;15 ist maximal, wenn jedes einzelne
der I; maximal Vv

NB: Argument funktioniert wegen Ununterscheidbarkeit gleicher Teil-
chen (in klassischen Systemen Faktor 1/N!, vergl. Abschnitt 2.3.3).
Anderenfalls waren die Verteilungen nicht unabhéingig!

Jaynesches Prinzip liefert

- klassisch: Wahrscheinlichkeitsverteilung p(T") fiir den
Mikrozustand T' = (7 - - - 7y, P - - - Pv) in der jeweiligen Gesamtheit
- bzw. quantenmechanisch: Dichteoperator p

- Wert fiir die Entropie
~» Zustandsgrofie, charakterisiert Makrozustand
2.4.2 Mikrokanonische Gesamtheit
Mikroskopische Nebenbedingungen: N, V, E fest.

2.4.2.1 Klassisch

Lockere Bedingung etwas (damit noch iiber Phasenraumvolumina mit “Auflésung”
h3N integriert werden kann): /(') € [E — AE, E] (Energieschale)
~» Nur Mikrozustdnde in Q,, ={I' € Q: (") € [E — AE, E]} sind erlaubt.
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* Gesucht also: Mikroskopische Verteilung p(I') mit
-pI)=0firI"'¢ Q,,
- S(p) = —ky - % fQAEdP p(T) In (h3Np(F)) maximal
- unter der Nebenbedingung 7 [ dI' p(I') =1

Berechnung:  6(S(p) — Ala fdT p(T) — 1]) =0
= g7 [ AU {~k 5 (p(D) In (B3Np(D)) ) = A dp()}

— L [dT 8p(T) {—kp, (1 +1n (h3Np(F))> —Al=0 Vép(I)

1A
= kg (1 +1In (hSNp(F))> +A=0=p) = he}Ne *B = p = const.

Nebenbedingung: - [dl' p(I) =1 = p= N! / [dr
Q Q

AE AE

* Losung:

— Mikrokanonische Verteilung

1 1 . w#T)el|lF-AE,E
WYy (T) = el B
Zyurx |0 sonst
— mit der mikrokanonischen Zustandssumme
1
MK = W dF :ZMK(E,‘/,N) (275)
QAE

1
— Erwartungswert einer Grofle o : (&) = N'/dF pux (D) (T) (2.76)
Q

AE
* Bemerkungen:

— Z,; bzw. (wichtiger) In Z,, . héngt von E,V, N ab, aber im Grenzwert
N — oo nicht von AFE.

Begriindung: Definiere v(E) =  [dI' v, (E) = [dl
(reQ:#<E} Q

AE

2
Hamiltonian #(T) = V(7 - - - 7n) + 3 24 mit rr}ﬂinjf(l") =: Eg

2m
~ v(E) wichst an wie (E — E)3N/2 (~ Anteil des p>N-Raums) oder schneller

~> v, (F) wéchst mit £ monoton an
m=(E—Eq)/AE

SoapB) <vB) = T vapkAB) < EFo)y , p (E)
1 E— E,
= In(Gaxvap (B) < W(550(E) <In(gErvap(B)) + (=)
| —— —_———
&3N/21n(E—Eg) «In(E—Egp)

= Im Grenzwert N — oo ist ln(ﬁUAE (E)) = ln(ﬁv(E)) unabhéngig von AFE !
Das ganze Volumen v(E) ist in einer diinnen Haut bei E konzentriert.

— In der Praxis wird F oft mit J-Funktion auf einen Wert festgelegt:
p(I') ~ (A (T) — E). Ist hier fiir die Herleitung nicht so giinstig
wegen des In(h3Vp(T))-Terms.
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2.4.2.2 Quantenmechanisch

Bedingung: E vorgegeben.
Zusténde mit Energie F: Eigenraum aufgespannt von Vektoren [¢,).

* Gesucht: Statistischer Operator o

- in dem Unterraum der [|¢,),
- fiir den S = —k,Sp(e1n p) maximal
- unter der Nebenbedingung Sp(p) = 1.

Berechnung: ~ Wéhle Basisvektoren [¢,) so, dass ¢ diagonal = 0 = >, 0vu|¥u) (Y0
=S =—kgSp(elng) = -k >, ovvInpuu.
Minimiere S mit Nebenbedingung Sp(g) =1= >, ovv = 1.
Rechnung wurde praktisch schon in Kapitel 2.3.2 durchgefiihrt (Beispiel).
= v = const., p x 1.

* Losung:

— Mikrokanonischer statistischer Operator

1 1
Ovur = % Z ) (Yu| = TﬂE (2.77)

v MK

— mit der quantenmechanischen mikrokanonischen Zustandssumme

Lk = Sp(z ) () = Sp(1k) (2.78)

1g: Einsoperator in dem Eigenraum von F

2.4.2.3 Allgemeine Zusammenhinge

Entropie ist in beiden Féllen

1S =k, (Z,,)| =S(BEV,N). (2.79)
(Klassisch: S 2V g, . %/dF parre I (B3N ) v

! — e

Qap =1/Z\,
| S —
=1
quantenmech.: S(2'77) kg - Sp(z2—1gIn(z1t—1g)) kyp-InZ ! Sp(1g) V)
.. = - . E E = — . —_— E
B 2 Ik B ME Zri

=1
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2.4.3 Kanonische Gesamtheit

Mikroskopische Nebenbedingungen: N,V fest.
Makroskopische Nebenbedingung: (E) vorgegeben.

2.4.3.1 Klassisch
Makroskopische Nebenbedingung: (E) = w; [ dI p(T').%#(T') vorgegeben.

* Gesucht: Mikroskopische Verteilung p(T"), fiir die
- S(p) = -k, - % de p(T) In (h?’Np(F)) maximal,
Q

- mit Nebenbedingungen 5 [ dI' p(I') = 1 und +; [ dT' p(I').#(T) = (E).
Q

Berechnung:  §(S(p) — Al[% Jdr p(I") — 1] — )\2[% Jdr p(D)s2(I) — (E)]) =0
= w7 [ dT op(T) {—ky (1 +In (h3Np(F))> - A1 =X D)}=0 Vép(T)

A
2o

= In (R3Np(I)) = -1 — A ,;\—;/Y’(F) =pI)=e - const.

Notation: § = 2—2 = p) e—BH(T)
B
Nebenbedingungen: (E) <> 8; Normierung: Normierungsfaktor <> Aq
* Losung:

— Kanonische Verteilung

1 z
Np, () = ——e 77 (2.80)
ZK

— mit der kanonischen Zustandssumme

1 5
szthNl/dFe P\ = Z,(8,V,N) (2.81)
Q

— Erwartungswert einer Grofle o7 : (&) = ]\1”/dF P (D) (T) (2.82)
Q

* Bemerkung:

-2
Mit 7 = 3" 254+ Upot(71,~, 7x) kann die Zustandssumme auch vereinfacht
werden: 2, = b [di - ine U IV, /dﬁiefﬁﬁfmm

. —
\/Qﬂm/ﬁj
1 ,1.\n L L
=2 =71 ) /dm---me BUpos (2.83)

mit Ar = hy/B/2mm |: thermische de-Broglie Wellenléinge (2.84)

(NB: Gilt so nur klassisch und nichtrelativistisch!)
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2.4.3.2 Quantenmechanisch
Makroskopische Nebenbedingung: (E) = Sp(oH ) vorgegeben.
* Gesucht: Statistischer Operator o,

- der S = —k,Sp(oIn p) maximiert
- mit Nebenbedingungen Sp(¢) = 1 und Sp(¢H) = (E).

Berechnung: Variiere I[g] =S — A1 (Sp(e) — 1) — A2(Sp(eH) — (E)) bzgl. Operator p.

|
= 61 = S -\ 4[S —A 4[S H =0 V6
1 [Sp(o)] 2 [Sp(e H) 0
Ifo+d0]—1I[e]  Sle+de]—S[e] Sp(e+50)—Sp(e) Sp((e+350) H)—Sp(e H)

=Sp(de) =Sp(de H)

85 = —ky (Sp((e+ 60) In(o + 60)) — Sp(eln o))

mit In(e+60) = In(e(1+07160)) = Ing + In(1+ 07 '60) 4+ Terme{[o™, (1+07150)"]}

=1Ing+ 0160+ Terme{[o™, 0~ 0]} + 5(692)
= Sp((¢ + d0) In(e + d0)) — Sp(eln o)
= Sp(6e1n o) + Sp(6e) + Sp(Terme{g[e™, 01 80]}) + O(60?)
mit Sp(e[e™, 0~ *de]) = Sp(e(e™ 60 — 07160 0™)) = Sp(e™do — S0 0™) =0

= 88 = —k,, Sp(So(In g + 1))
= 61 = Sp(so{—ky(lno+1) — M 1—AH}) =0 Véo

Ao

={--}=0=Ilnp= 7é((k3 + )14+ XeH) = px eiﬁH = e AH
* Losung:
— Kanonischer statistischer Operator
0, = L on (2.85)
K ZK :

— mit der quantenmechanischen kanonischen Zustandssumme

Z,. = Sp(e PH) (2.86)

* Bemerkungen:

— Da die einzige Nebenbedingung, die von einem anderen Operator als
o abhingt, die Bedingung Sp(oH) = (F) ist, darf ¢ nur von H
abhingen. Alles andere wére eine Zusatzinformation.

— pist in Energiedarstellung diagonal, im Einklang mit den Uberlegungen
aus der mikroskopischen Dynamik (Abschnitt 2.1.2.4).

2.4.3.3 Allgemeine Zusammenhinge

* Die Entropie ist in beiden Fallen

(S =k,In(Z,) +k,B(E)] =S(8,V,N). (2.87)
( Klassisch: S = —k, (In(h3Vp, (1)) “2¥ (In(A-e0%) =k, (I Z +8)) ¢
(2.85)

quantenmech.: S = —k(lnp) kpy <ln(ie*5H> =kg((InZ,.+pH)) V)
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* Definiere noch “Freie Energie” F'

1
Z. =P baw. |F= —Bln Z.|=F(B,V,N) (2.88)
* Niitzliche Beziehungen:
1
F=(F)— S (Klar!) 2.89
=0, (280)
—(BF) =(F 2.90
S56F) = (B) (2.90)
(LEF) = -2 =722,
klassisch: — % hsz\er.de%efﬁ‘”(r) v
= K ‘Q
quantenmech.: — i%Sp(e_ﬁH) = iSp(He_ﬁH) =Sp(Hp) V)

* Bemerkungen:

— Z, und S héngen nun von 3, V, N ab.
~> Unabhéngiger Parameter (F) wird de facto durch unabhéngigen
Parameter 3 ersetzt.
— Es gibt einen monotonen Zusammenhang zwischen 5 und (E):
DB =+ = —((E%) — (B)?) = —((E — (E))?) <0.
~> Falls es zu vorgegebenem (FE) ein (3 gibt, so ist dieses eindeutig.
(Rechnung: Ubungsaufgabe)

2.4.4 Gro3kanonische Gesamtheit
Mikroskopische Nebenbedingungen: V' fest.
Makroskopische Nebenbedingung: (E), (N) vorgegeben.
2.4.4.1 Klassisch
* Gesucht: Mikroskopische Verteilung p(T"),

- die S(p) = —k, S N_o 7 /AT p(I') In (R3Np(T')) maximiert

Q
- mit den Nebenbedingungen >.%_o 7 / dI' p(I') = 1,
S0 S{ dl p(I)##(T) = (E) und > N_o 77 (fl dI' p(T') N = (N).

Berechnung:
3(5) =ML 1 S dly p(Ty) = 1) =2l 35y [Ty pTy) H#(Ty) ~ (E)]

N
“ s[> & [dly p(Ty) N — (N)]) =0
N=0

= N§ w7 JdTy 6p(D ) {—k (H—ln (R3Np(I' ) ) A1A2 (D A3 N} =0 Vop(Ty)
=0

=1In (BPVp(Ty)) = —1— 7L — 22 #(Ty) — 22 N

) Ty —ry
-2 #(T,,)—+3 N
= p(Ty)oce fn N TR
Notation:B:Ij‘—? p=-223 = p(FN)O(e_ﬁ(‘}ﬂFN)_“N)

B A2
Nebenbedingungen: (E) <> 3; (N) <> u; Normierung <> A1
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* Losung:

— Groflkanonische Verteilung

W3Np,. (Tn) = 421 BT N)—uN) (2.01)

GK

— mit der groflkanonischen Zustandssumme

oo 1 B 3
Zax = 3 gy [0 | = 2o (8. V.) - (292)

— Erwartungswerte : (&) = Z /dFN Pox(T'n)<(Tn)  (2.93)

* Bemerkung:
Wie im kanonischen Fall ist Vereinfachung moglich:
=2
Fiir 5 =Y 2o + U, gilt:

2m

1
Zoe =Y i (e /23N / A7y - iy e PUpet, (2.94)
— N!

2.4.4.2 Quantenmechanisch

*x Gesucht: Statistischer Operator ¢ im Fockraum (Teilchenzahl N frei, vgl.
2.1.2.3),
- der S = —k,Sp(oIn p) maximiert
- mit Nebenbedingungen Sp(g) = 1, Sp(¢H) = (E) und Sp(peN) = (N)
(N: Teilchenzahloperator).

Berechnung: Analog dem kanonischen Fall, vergl. Abschnitt 2.4.3
Variiere I[o] = S — A1(Sp(e) — 1) — A2(Sp(eH) — (E)) — A3(Sp(eN) — (N)) bzgl. o.

= 61 =Sp(6o{—ky(Ino+1) — M\i1—AoH — A3N}) = V6o

B H = e*ﬁ(H*F'N)

* Losung:

— Grof3kanonischer statistischer Operator

R SRS Sy (2.95)

QGK Z

GK

— mit der quantenmechanischen groffkanonischen Zustandssumme

Z,,,. = Sp(ePH=1N)) (2.96)

GK

* Bemerkung: ¢ hidngt von N und H ab. Da aber N eine Erhaltungsgrofie
ist, vertauscht N mit H und p bleibt in Energiedarstellung diagonal, im
Einklang mit Abschnitt 2.1.2.4.
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2.4.4.3 Allgemeine Zusammenhiinge

* Die Entropie ist in beiden Fallen

S =k, In(Zg,) + ks BUE) = w(N)| = S(B,V,p).  (2.97)

( Rechnung: Analog dem kanonischen Fall (2.4.3), Ubungsaufgabe)

* Definiere noch “Grosskanonisches Potential” 2

1
Z.. = e P baw. Q:—EanGK = Q(B,V, u) (2.98)

* Dann gilt:
Q= (E) — u(N) — B;Bs (2.99)
0
a5 (59) (E) — w(N); @Q = —(N) (2.100)

(Beweis: Wieder analog zum kanonischen Fall, Abschnitt 2.4.3)
* Bemerkungen:

und S héngen nun von 3, V, u ab.

GK
— Es gibt wieder monotone Zusammenhénge, diesmal zwischen p und N,
und zwischen  und (E — uN):
g (N) == B((N?) = (N)?) > 0
35(E —uN) =+ = —(((E = pN)?) = {(E = uN))?) < 0
(Rechnung: Ubungsaufgabe)
~> Falls es zu vorgegebenem (N) ein p bzw. zu vorgegebenem
(E — uN) ein 8 gibt, so sind diese eindeutig.

2.4.5 Weitere Gesamtheiten

Beispiele weiterer, in Lehrbiichern weniger “populdrer” Gesamtheiten.

2.4.5.1 Enthalpische Gesamtheit

Mikroskopische Nebenbedingungen: N fest.
Makroskopische Nebenbedingung: (E), (V') vorgegeben.
~» Fluktuierendes Volumen

* Erwartungswerte:

mit der Notation: f dr =

— klassisch : (&) = 1/;//(11“ pe (1) (T) (2.101)
V
f d d?”Nfdpl d PN
VN
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e}

dv
— quantenmechanisch : (A) = / — Sp(o,A) (2.102)

0
0

(Spur im N-Teilchen Hilbertraum fiir festes Volumen V)

Hier ist Vj ein Referenzvolumen, das beliebig gewihlt werden kann.
(Naheliegende Wahl: Vj = A3)

* Verteilung bzw. statistischer Operator, die die Entropie maximieren fiir die
vorgegebenen Randbedingungen:

klassisch: R3Np (T) = ZLQ—B(%(FHHV) ) 103
G
= quantenmechanisch: 0u = Ziefﬁ(HJrHV) (2.103)
G

— mit der enthalpischen Zustandssumme

W3V N

Zg = oo - ZG (ﬁ7 11, N)

quantenmechanisch: | %Sp(e_ﬁ (H+11v)
0

klassisch: —5~ f% f dr e—ﬂ(%"(F)-H'I V)
0 Q

(2.104)
* Die Entropie ist

S = kyIn(Z) + k, B((E) + TI(V))| = S(8,TL,N).  (2.105)

* Definiere noch “Freie Enthalpie” G

Z, =% baw. |G=-1mz = G(B,11,N) (2.106)

G ﬁ G
* Dann gilt:
G = (E) + (V) — 52:35 (2.107)
0 0
%(,BG) = (E) + IKV); a—HG = (V) (2.108)

2.4.5.2 Gesamtheiten mit verschiedenen Teilchensorten

e Mikrokanonisches Ensemble: E,V, Ny --- N fest
klaSSiSCh: ZMK = m]‘ dF,
. Q

AE
SMK = kB ln(ZMK) = SMK(EvVaNl ) Nk)

e Kanonisches Ensemble: V| Ny - - - Ny, fest, (E) vorgegeben
klassisch ZK = m de e_ﬁﬁ(r);

F = —%anK = F(B,V,Ny---Ny)
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e Groflkanonisches Ensemble v fest (E) und (N7) - - - (V) vorgegeben

klassisch: Z . z Z Wfdr efﬁ(/f(r) S uj N;)
Ni=0 N,=0 !

quantenmechanisch: 7, = Sp(e_ (H_Z Hj NJ‘))
Q= _%IDZGK = Q(ﬁ7‘/vuluk)

e Diverse ,,semigrofflkanonische”“ Ensemble, z.B.

Ny fest, (N3) vorgegeben T
: ; N
(Osmose, semipermeable Membran) R

- > a;Nj fest fiir vorgegebene o, aber (N;) frei in diesem Rahmen.
(chemische Reaktionen)

2.4.6 Zusammenfassung des Abschnitts 2.4

Gesamtheiten oder “Ensemble”:
beschreiben verschiedene physikalische Situationen (abgeschlossene Syste-
me, geschlossene Systeme, offene Systeme, ...).

Gesamtheit wird charakterisiert durch Bedingungen an additive Erhaltungsgréfien
I: bei “einfachen Systemen” sind das die Energie (£), das Volumen (V),
die Teilchenzahl (N).

e mikroskopische Nebenbedingungen: I strikt vorgegeben (Bedingung
an jeden Mikrozustand).

e makroskopische Nebenbedingungen: (I) vorgegeben (Bedingung an
gesamte Schar).

Herleitung der Verteilungsfunktion bzw. des statistischen Operators fiir ver-
schiedene Gesamtheiten aus dem Prinzip der maximalen Ignoranz — d.h.
Maximierung der Entropie unter Beriicksichtigung der Nebenbedingun-
gen.

Konkret:

e Mikrokanonische Gesamtheit: Abgeschlossene Systeme, E,V, N
e Kanonische Gesamtheit: Geschlossene Systeme (Wérmebad), (E), V, N

e Groflkanonische Gesamtheit: Offene Systeme (Wérmebad und Teil-
chenreservoir), (E),V, (N)

e Enthalpische Gesamtheit: (Warmebad und konstanter Druck) (E), (V'), N

Dabei wichtige HilfsgroBlen kennengelernt: Zustandssummen Z. Thre Bedeu-
tung wird im Kapitel 3 offenbar werden.
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2.5 Anwendung: Nichtwechselwirkende Teilchen

Betrachte Vielteilchensystem mit N nichtwechselwirkenden Teilchen.
Klassisch: .77 = Zf\il %(1) mit %”i(l): Einteilchen-Hamiltonfunktion.
Quantenmechanisch: H = Ef\il HZ-(I) mit HZ-(I): Einteilchen-Hamiltonoperator.

2.5.1 Einteilchenzustinde und Zustandsdichte

Analysiere zunéichst Einteilchenzustéinde mit Hamiltonian 1) bzw. H®),

2.5.1.1 Zustandsdichte

* Quantenmechanisch:
Stationire Schrodingergleichung H™M 1) = e[t))
~» FEinteilcheneigenwerte €, mit zugehorigen Eigenzusténden.

Erwartungswerte sind oft Summen iiber e: ), f(e)
Falls Zusténde eng aneinanderliegen: Ubergang zu Integral sinnvoll:
Dazu: Definiere Zustandsdichte Z(¢) iiber

V de Z(¢) := Anzahl Zustande zwischen [e, e + de]:
= >, f(en) ®V [de Z(e) f(e) fiir geniigend glatte Funktionen f(e)

* Klassisch:
Einteilchenenergien — Werte der Einteilchen-Hamiltonfunktion .2 (7, p).
In Analogie zum quantenmechanischen Fall definiere:

o [ dp f(AD(F,p) =V [de Z(e) f(e) mit d: Raumdimension,
1 o .,
= 9e) =17 /dr dp 6( (7, p) — e). (2.109)

2.5.1.2 Speziell: Freie Teilchen

Keine externen Potentiale; Hamiltonian (1) bzw. H®) ist gegeben durch p2 /2m;
Teilchen in einem Kasten des Volumens V = L%

* Zustandsdichte quantenmechanisch:

e Eigenwerte e = p%/2m mit Eigenzustinden [p), (F|p) = 17(F) o< exp(357).

e Randbedingungen der Box = nur diskrete Werte von p zugelassen. Hier
einfache Wahl: “Periodische Randbedingungen”: i(ro = L) = ¢(ry) fiir
alle Koordinaten «
= exp(%pa(ra +L))= exp(%para) = %paL = 27TNq, No ganzzahlig.

h
Zﬁ mit 7i: ganzzahliger Vektor. (2.110)

=>p=

—

~» Anzahl Zusténde p'im Volumen dp: (%)ddﬁ = %dp.
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~» Anzahl Zustdnde im Energieintervall [e, ¢ + de]:

\ SV retd S0 P2
=gz [ dp=gq [T AP a(T — &)
Piey€le,e+de] ep€le,e+de]

Ubergang zu Polarkoordinaten: [dp-- = wq [y dpp?~!--

mit wg: Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel.
d—
= Viwq [TFAe [dppt 1 5(p — VEmeT) = Ywa [T my/Eme

d
-V 2}77; %5<d*2)/2d5 Lvade D(e)

Beriicksichtige noch Moglichkeit der Spinentartung: (2s + 1)

d
Wy 2m a2

= | Y(¢)

mit wg: Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel.
Konkret: wy = 2, wy = 27w, w3 = 47; Allgemein: wy = 2\/77d/f‘(d/2).

NB: Einteilchen-Grundzustandsenergie: ey = ]5?” . /2m = 0. (2.112)
Angeregte Energien: e = ¢ + 712 Ae mit Ae = (%)2 ﬁ (2.113)

* Zustandsdichte klassisch:

: [ _ dyy d=2
2€) my i [AFABOW [2m—2) = oo oo (- vEme) = /35 "
——
1
5 d
Wd m  d=2
= .@Class_(f) = ? ﬁ g 2 (2114)

~» Gleiches Ergebnis wie quantenmechanisch, bis auf Spinentartung.

* Speziell:

")

) p
o=| d=?
\
| R SEreCr U

2.5.2 Zustandssummen und groflkanonisches Potential

Nun: N-Teilchen-System, am bequemsten in der grofkanonischen Gesamtheit.

2.5.2.1 Quantenmechanisch

* Zustandsraum: Fockraum (bekannt aus 2.1.2.3)
Aufgespannt von Vektoren |ng, -, 1, -),
wobei n,,: Anzahl Teilchen im Einteilchenzustand &,,.
mit n,, > 0 (Bosonen) oder n,, = 0,1 (Fermionen).
Basisvektoren sind Eigenzustéinde der Gesamtteilchenzahl N mit Eigen-
werten N =) np,.
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* Zustandssumme

Zgse = Sp(e PHIN) =50 o5 e (oo e | PN g )

=B o (em—m)nm

= Hm [Zn 6—5(5111,—#)“} = Hm Zm mit Zpy = Zn (e_ﬁ(fm—#))n
Bosonen: 3°, 23°%° (= Zp, = 300 (e7Flem =] =
Fermionen: ), = 271120 = Zm = 1+e Blem—n)

-1
1—e—Blem—n)

. 1/(1 — e PEm=m)  : Bosonen
A A t | Zy =
= GK E[ m mi m { 1 + 6_6(5m_ﬂ) . Fermionen
(2.115)

* Groflkanonisches Potential
O=—-tInZ, =—5>,InZ,
Einsetzen der Zustandsdichte: >, f(en) = V [de 2(e) f(e)

=| Q= iVé /ds 2(e) In (1 F e PEmm) (2.116)

fiir Bosonen (oberes Vorzeichen) bzw. Fermionen (unteres Vorzeichen).

2.5.2.2 Klassisch

* Zustandssumme

— B . 1
ZGK = ZN hd]\le!eBMN -/Q dl ye BA mit S = Z@ }2‘;( )
N
— ———
4 (1)
HzNz1 Jar; dp; efﬁ"ﬁi( = [/d’l_"dﬁefﬁ‘%o(l)]N

1
o = | exp (e - / dirdje 87 (2.117)

Einteilchen-Zustandssumme

* Grosskanonisches Potential
Q= —% InZ,,;
Setze wieder Zustandsdichte ein: 77 [ drdp f(# V) — V [de D(e) f(e).

1
e —VB / de Djoes. (€) e PEH) (2.118)

2.5.3 Mittlere Energie und Besetzung von Zustinden

* Mittlere Energie
Wegen % = (F) — u(N) und % = —(N) (Gleichung. (2.100)) folgt:
(E) = % — ,ug—ﬁ. Damit ergibt sich fiir die mittlere Energie:
1

66(57:"') F 1 c

Quantenmech.: (E)=.--=V /de D(e)

Klassisch: (BYy = ... = V/da D(e) e BlEem ¢
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~» Mittlere Energie hat die allgemeine Form

(E) = V/ds PD(e)n(e) - € (2.119)
1 . “”: Bosonen
mit n(a) — GB(E_M) - 1 * “4”: Fermionen (2120)
e Ble—n) : Klassische Teilchen

fiir beliebige Zustandsdichten Z(¢).

* Interpretation: Besetzungszahlen

Die Grole n(e) ist die mittlere Besetzung eines Zustandes der Energie e
fiir gegebenes S und p (d.h., quantenmechanisch, die mittlere Anzahl
Teilchen in diesem Zustand).

n(e
Bosonen: Bose-Einstein-Statistik © Maxwell- Bose-Einstein
Fermionen: Fermi-Dirac-Statistik 2 fBoltzmann
Klassische Teilchen: 1
Maxwell-Boltzmann-Statistik Ferm €
0

N

* Bemerkungen:

e Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen verschwindet bei 5(e — ) > 1
bzw. n(e) < 1. Genau dort gehen beide Verteilungen in Maxwell-Boltzmann-
Verteilung iiber (klassischer Limes).

= Nachtrégliche Rechtfertigung fiir die Ununterscheidbarkeitskorrektur
1/N! bei der Bildung der klassischen Erwartungswerte (Abschnitt
2.3.3). Ohne sie wiirde die klassische Theorie nicht mit dem klassi-
sche Grenzfall {ibereinstimmen.

e Spezialfall freie Teilchen ohne Spin: Dafiir wurde in 2.5.1 gezeigt, dass die
Zustandsdichten Z(¢) klassisch und quantenmechanisch gleich sind.

= Q und (F) gehen in den klassischen Limes iiber, falls 5(e —u) > 1 bzw.
n(e) <« 1 fiir alle e. ((E): Klar; Q : £1n(1 F e BE—1)) as e=Ble—n))

= Nachtrégliche Rechtfertigung fiir die Wahl der Auflssung A = 1/h4N
in 2.3.3. Bei einer anderen Wahl wére die klassische Theorie nicht
identisch mit dem klassischen Grenzfall.

e Klassischer Limes trotzdem noch etwas undurchsichtig. Was bedeutet
B(e — p) > 17 Welcher Situation entspricht das physikalisch?
~» néchster Abschnitt.

2.5.4 Ubergang Quantenstatistik zu klassischer Statistik

Frage: Wann wird klassische Statistik giiltig?
Betrachte dazu der Einfachkeit halber freie Teilchen.
(Ergebnis wird qualitativ auch fiir wechselwirkende Teilchen gelten.)
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Voraussetzung laut 2.5.3: n(e) < 1 bzw. B(e — ) > 1 fiir alle €
& e PlEomi) mefl < 1 (da gy ~0).

Umschreiben in “physikalischen” Parameter p <> (N).
Abschétzung im klassischen Limes e #(¢=#) <« 1. Dort sollte gelten:
(N) = —% ==V [de D(e) n(e) = V [de D(e) e Ple=1)
= et = @[fds D(e) e™] -
Einsetzen der Zustandsdichte fiir freie Teilchen (Gl. (2.111)):
[ de P(epere = /2 e / dec’Te @) = 2054 1) = Fr(2s +1)

_ wd=T(a7z)
p=4/2r(d/2)
; Bp . (V) —d
= Bedingung e”# < 1 bedeutet also: v <A (2s+1)| (2.121)

mit der thermischen de-Broglie Wellenliinge Ay = 1/ 125 (GL. (2.84)).

2mm

Interpretation:

e Thermische de-Broglie Wellenlénge entspricht ungeféhr (gréBenordnungs-
méifig) der Ortsunschirfe laut Unschirferelation fiir Teilchen mit der fiir
den Parameter 3 charakteristischen Impulsunschérfe (p?).

(Klassisch gilt fiir alle Koordinaten a: (p2/m) = 1/8 (Gleichverteilungs-
satz, siehe Kapitel 3.1).
Mit der Unschirferelation schiitzt man ab: (r2)(p2) ~ %2

h2/4
= /(?) = A2} ~ [ 205d = A \/d[87.)
~» Ar ist etwa mittlere Ausdehnung eines Wellenpaketes.

e Bedingung V/(N) > M\ bedeutet: Klassische Niherung zuliissig, wenn
Wellenpakete nicht iiberlappen.

o Erfiillt, wenn:

(i) N/V klein — geringe Dichte
(ii) m grof — grosse Massen
(~ bei gleicher kinetischer Energie ist (p?) kleiner.)

(iii) B klein — hohe Temperatur
(Im néchsten Kapitel werden wir sehen: § = 1/k,T.)

NB: Ausgangspunkt §(e — ) > 1 hiitte naiv eher vermuten lassen, dass
B grof} sein sollte. Grund fiir die letztlich doch andere Bedingung:
Verschiebung von pu.

e Umgekehrt: Quantenstatistik wird wichtig fiir hohe Dichten, leichte Teilchen,
und tiefe Temperaturen.

Man spricht dann von entarteten Gasen. Mehr dazu in Kapitel 3.7
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2.5.5 Zusammenfassung des Abschnitts 2.5

Anwendung des Formalismus aus 2.4: Nichtwechselwirkende Teilchen.
Wichtigste Ergebnisse

e Verschiedene “Statistiken”, d.h. Ausdriicke fiir die Besetzungszahlen von
Einteilchen-Energiezustdnden, fiir Bosonen, Fermionen, und klassische un-
unterscheidbare Teilchen.

e Ubergang quantenmechanisch — klassisch quantifiziert.

e Versprochene Rechtfertigung der Faktoren 1/N! und h3Y in dem klassi-
schen Ausdruck fiir die Entropie (Abschnitt 2.3). Diese Faktoren erge-
ben sich zwangsldufig daraus, dass die klassische statistische Theorie ein
Grenzfall der quantenmechanischen statistischen Theorie sein soll.

2.6 Zusammenfassung des Kapitels 2
Grundlagen der Statistischen Mechanik

* Begriindung: Ergodizititshypothese bzw. Mischungsannahme
und/oder Prinzip der maximalen Ignoranz

x Zentrale Grofle: Entropie

S =—k, (In(K*Np(T)))  (klassisch, (2.71))
S =—k, (lnp) (quantenmechanisch, (2.72))

* Im Thermodynamischen Gleichgewicht (keine Erinnerung an , Anfangsbe-
dingungen“): Wahrscheinlichkeitsverteilung p klassischer mikroskopischer
Zustdnde I" bzw. statistischer Operator ¢ maximiert S.

~> (je nach Randbedingung) Verteilungen der verschiedenen Gesamthei-
ten

* Praktische Rechnungen <+ Zustandssumme
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2.7 Wissensfragen

8.

10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.

35.
36.

37.
38.

Was versteht man in der klassischen Mechanik unter der Phasenraum-
dichte?

Wie lautet der Liouville-Satz der klassischen Mechanik?

Worin besteht die Ergodizitédtsannahme?

Was besagt das Ergodentheorem?

Was versteht man unter dem ”Prinzip des kleinsten Vorurteils”?

Was versteht man in der Quantenmechanik unter dem statistischen Ope-
rator?

Welche Eigenschaften hat der statistische Operator?

Wann gelten zwei quantenmechanische (reine oder gemischte) Zusténde
als identisch?

Wie berechnet man statistische Erwartungswerte einer Observablen in der
klassischen Mechanik?

Wie berechnet man statistische Erwartungswerte einer Observablen in der
Quantenmechanik?

Wann gelten Teilchen als ununterscheidbar?

Welche Bedingung muss der Gesamtzustand eines Systems ununterscheid-
barer Teilchen erfiillen?

Worin unterscheiden sich Bosonen und Fermionen?

Was besagt das Spin-Statistik-Theorem?

Was besagt das Pauliprinzip?

Erldutern Sie den Begriff der von-Neumann-Ergodizitit. Wann gilt Sie?

Diskutieren Sie allgemein die Begriffe Ergodizitdt und Mischungseigen-
schaft in klassischen und quantenmechanischen Systemen.

Was ist ein Wahrscheinlichkeitsraum?

Was versteht man unter bedingter Wahrscheinlichkeit?

Wann sind zwei Ereignisse statistisch unabhéngig?

Was ist eine Zufallsvariable?

Wie ist der Erwartungswert einer Zufallsvariablen definiert?
Wie ist die Streuung einer Zufallsvariablen definiert?

Was versteht man unter der Korrelation zweier Zufallsvariablen?

Warum muss die Korrelation zweier statistisch unabhéngigen Variablen
Null sein?

Wie lautet die Formel fiir die Gaussverteilung?

Wie lautet der zentrale Grenzwertsatz? Welche Bedingungen setzt er vor-
aus?

Was versteht man unter Informationsentropie?

Wie ist die Entropie der statistischen Mechanik fiir ein klassisches System
N identischer Teilchen definiert? Erldutern Sie die einzelnen Beitrége.

Wie ist die von-Neumann Entropie definiert?
Was ist ein Qubit?
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.
51.
52.
53.

54.

55.

56.
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Wie lautet das Prinzip der maximalen Ignoranz? Welcher Gedanke steckt
dahinter?

Was ist eine Gesamtheit? Worin unterscheiden sich verschiedene Gesamt-
heiten?

Was ist konkret die mikrokanonische, die kanonische, die groflkanonische
Gesamtheit? Nennen Sie je eine experimentelles Beispiel fiir ein System,
das durch diese Gesamtheit beschrieben wird.

Von welchen mikroskopischen Nebenbedingungen geht man iiblicherweise
aus, wenn man ein isoliertes System betrachtet? Warum gerade diese?
Was fiir Nebenbedingungen hat man, wenn das System nicht mehr isoliert
ist? Warum gerade diese?

Wie ist die Verteilungsfunktion fiir Zusténde eines klassischen Systems in
der mikrokanonischen Gesamtheit?

Wie lautet der Ausdruck fiir den statistischen Operator in einem quan-
tenmechanischen System in der mikrokanonischen Gesamtheit?

Wie lauten die Formeln fiir Zustandssumme und Entropie in der mikro-
kanonischen Gesamtheit (klassisch und quantenmechanisch)?

Wie ist die Verteilungsfunktion fiir Zusténde eines klassischen Systems in
der kanonischen und grolkanonischen Gesamtheit?

Wie lautet der Ausdruck fiir den statistischen Operator in einem quanten-
mechanischen System in der kanonischen und groflkanonischen Gesamt-
heit?

Wie berechnet man die Zustandssumme in der kanonischen und grof3ka-
nonischen Gesamtheit?

Was ist die freie Energie?

Was ist das grofikanonische Potential?

Was versteht man unter einer Zustandsdichte?

Was ist die thermische de-Broglie Wellenlédnge? Wie kann man sie inter-
pretieren?

Was wird durch die Bose-Einstein-Verteilung, die Fermi-Dirac-Verteilung,
die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschrieben?

Wie lauten die Gleichungen fiir diese drei Verteilungen? Skizzieren Sie
ihren Verlauf.

Wann kann man klassische statistische Physik anwenden, wann muss man
Effekte der Quantenstatistik erwarten?

Wie kann man nachtriiglich die Faktoren 1/h3" und 1/N! in der klassi-
schen Statistik rechtfertigen?
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Kapitel 3

Kontakt zur Warmelehre

Im vorigen Kapitel: Statistische Theorie
~» Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Mittelwerte
fiir verschiedene Systeme (isoliert, geschlossen, offen, ...)

Jetzt: Kontakt zu den empirischen Beobachtungen aus Kapitel 1.
Physikalische Bedeutung der Parameter 3,11, u

Erinnerung an Kapitel 1:

Makroskopische Systeme charakterisiert durch Zustandsgrofien
- extensive ZustandsgroBen (z.B. E,V, N)

Wert der extensiven Grofie im gesamten
Systeme gleich der Summe der Werte in
den Untersystemen
- intensive Zustandsgréﬁen (ZB P, T, /L) innerhalb eines Systems konstant
Ausgleich: Bringt man zwei Systeme in Kontakt, so stellt
sich die intensive Grofie ,,nach Moglichkeit® so
ein, dass sie in beiden Systemen gleich ist.
,nach Moglichkeit® = falls Ausgleich durch Austausch einer
zugeordneten extensiven Grofle stattfinden kann

additiv: Bei Aufteilung in Untersysteme ist der 4;7* ..... 5

z.B. Temperaturausgleich <+ Wirmeaustausch
Druckausgleich > Volumenaustausch
Temperaturskala <+ gesetzt durch ideales Gasgesetz P -V = Nk,T

Im thermischen Gleichgewicht beobachtet man in makroskopischen Sy-
stemen eindeutige Beziehungen zwischen Zustandsgroflen: Zustands-
gleichungen.

~» Diese Befunde sollten von der statistischen Theorie reproduziert werden.
Vorgehen:

- Identifikation von Temperatur und Druck
- Identifikation extensiver und intensiver Zustandsgrofien

- Aquivalenz der Gesamtheiten und Voraussetzungen dafiir

65
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3.1 Zur Identifikation von Temperatur und Druck:
Aquipartitionsprinzip und Virialsatz

Im vorigen Kapitel: Einfiihrung der Parameter 5,11, s als formale Lagrange-
parameter, um Nebenbedingungen an Erwartungswerte von Energie, Volumen,
Teilchenzahl zu gewé&hrleisten.

In der Realitat scheint aber nach Kapitel 1 zu gelten:

Systeme werden u.a. durch ihren Druck charakterisiert. Der Druck ist eine
wohldefinierte mechanische Grole (Kraft pro Fliche).

Eine weitere wichtige Rolle scheint die Temperatur zu spielen. “Physikalische”
Bedeutung der Temperatur nicht so klar wie beim Druck, aber wir haben
immerhin eine Messvorschrift angegeben.

Jetzt: Aufstellung einer Beziehung zwischen Temperatur 7', Druck P und den
Parametern § und II, im klassischen Limes, fiir die kanonische, grolkanonische,
und enthalpische Gesamtheit. Wir werden zeigen:

(i) In der kanonischen und grofilkanonischen Gesamtheit kann der Druck mit
Ableitungen von F' bzw. ) nach dem Volumen in Beziehung gebracht
werden. In der enthalpischen Gesamtheit ist P = II.

(ii) Falls es so etwas wie eine “Temperatur” gibt, so muss gelten 5 = 1/k,T.
Wir werden hier aber noch nicht zeigen, dass die Messvorschrift funktio-
niert. (erst im néchsten Abschnitt, 3.2).

Dazu: Beweis und Diskussion von zwei wichtigen (klassischen) Séitzen: Dem
Gleichverteilungssatz oder Aquipartitionsprinzip und dem Virialsatz.

3.1.1 Aquipartitionsprinzip

* Fiir alle Teilchen ¢ und Koordinaten « gilt:

0 0 1
(PiaT> = <Tia%> = B (3.1)

¥e}

(In der kanonischen Gesamtheit:
dH 11 OH_ —BH 11 9 —BH 1
(Pia 6pm) =z-™ JdT pia S A — 7— 71 J AT pia e B . (,E)

L 1 1 (qp B o

= E e L —

partielle Integration B ZK ! f 19] Pia
o

<n-am): geht analog

Enthalpische Gesamtheit: Analog
Grofikanonische Gesamtheit: Konkrete Teilchen “i” nicht mehr identifizierbar, aber Aussage

Pia

(3.1) gilt nach wie vor “pro Teilchen”: (3" pin
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= Fir 2 =5 P + Upor (71 -+ 7iv) folgt (in d Raumdimensionen):

2m;

p?a B 1 ]3;2 B . d 1
oU . 1 S ) — v

3.1.2 Virialsatz

(a) Aus dem Aquipartitionsprinzip

Betrachte nun einen geschlossenen Behiélter, umgeben von einer Wand.
Beitrige zu den Kriiften f;: Wechselwirkungen zwischen den Teilchen f*"
und Wechselwirkung mit der Wand fWend
] . _ 1 =, _'Wand
Druck auf die Wand: P = 7 (>, 7 fV9).
(denn: fzw‘"‘“d senkrecht zur Wand: Gegenkraft ffzwand auf Wand iibt Druck aus.

= (X, FfVendy = — § F.(PdO) = —P[d%(V-7)=-PVd V)
Oberfldche Gauss ~——
d

Kombiniere mit 3.3: (> ﬁﬁ> = —dPV + (3 ﬁﬁWW> = _%Nd'

N 1
= PV:EJrg(Zﬂf?NW: Virialtheorem (3.4)

Enthalpisches und groflkanonisches Ensemble: analog
(Ersetze V durch (V) bzw. N durch (N)).

(b) Aus Volumen-Reskalierung

Alternative Herleitung einer dhnlichen Form.
(In der kanonischen Gesamtheit:
__1 __1 1 —B
F(B,V,N) = =5InZ,c = =5In (57 [, dle?7)
Reskaliere Léangen — Léingen/V% ~» Integration tiber Einheitsvolumen 2.
1 1 ~
=>Fof=7/Va, fop=7p Vd, UVard(r) o gWand(p)
~ A2 ~
H— A=V d TP L UVW (Ve Vi) + 3, TWand (7,
1 1 —BA
= F(8,V.N) = =5 In (57 [, dle”7)

_ 1 2 -2 B 11,50 oUW g
= ov =z wmy, [V T Ean+3V T ErG—]e?

N _oF Vo2 Eyin) + l(Z 7 fVWY (3.5)

)

Vollig analog zeigt man in der grofkanonischen Gesamtheit

(B + (SRS, (36)

_2
av d

i
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In der enthalpischen Gesamtheit liefert die Reskalierungsmethode:

2

m(v) =3

(B + 5+ 3 AT, (37)

(Betrachte dazu [ = - [dVy .0 L fsz dI' e A¥+IV) Dann gilt
Hay
J

1%
o

~ - av 1 —permvy 9y

(l) I partielle Z : fQ dle 8VV 1

Integration
1
. A TV R [, drespUAIY)
_2 p2 1 . auWW _a(H
= T S, A [~ VRS2 4 VA DA v je-st)
=B [2(Bun) + (7 VW) — (V)]
Aus dem Vergleich (i)=(ii) folgt Gleichung (3.7) V')

NB: In grofien Systemen kann in Gl. (3.7) der Term 1/ gegen die anderen
vernachléssigt werden.

3.1.3 Folgerungen fiir Temperatur und Druck

* Druck P: Vergleiche 3.1.2(a) und (b), verwende 3.1.1 ((Ey,) = %%)

kanonisch: P= —%—5
= grofkanonisch: P = —% (3.8)
enthalpisch: P=1I1

* Temperatur T: Vergleiche (3.4) mit dem idealen Gasgesetz PV = Nk, T.

Fiir wechselwirkungsfreie Teilchen gilt: f;WW =

- [LT=17] 0

* kinetische Interpretation der Temperatur:

Dia2 1
(B = kT (3.10)

2m

Jeder Impulsfreiheitsgrad trigt mit %k 51 zur mittleren kinetischen Ener-
gie bei. (gilt nur klassisch und nichtrelativistisch!)

3.2 Zustandsgroflien

3.2.1 Extensive Zustandsgroflen und Additivitéit

Teile System in Untersysteme auf. ')—»"1_‘_" T
Additiv und somit extensiv sind: ‘\»3 y
(

% Volumen: V =3V, = (V) =>(Vi)) Kklar v

« Teilchenzahl: N = > N; (= (N)=>(V;)) Kklar v
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* Energie: E =) E; 7 Weniger klar

E = ) E; exakt erfiillt nur, wenn es keine Wechselwirkungen zwischen
Untersystemen gibt. Das wiirde aber bedeuten, dass Energieaustausch
zwischen Untersystemen allenfalls iiber Teilchenaustausch (Konvektion)
moglich ist, keine andere Form der Warmeleitung — im Allgemeinen nicht
richtig.

N#herungsweise Additivitat gilt aber immer noch bei — ettt

»schwacher Kopplung®. Wechselwirkungen zwischen — o s
Untersystemen beschrénken sich auf Bereich der Dicke | o (X S
AR um die teilenden Grenzflichen. Beitrag zur Ge- L {1\ | | |
samtenergie vernachliissigbar: | Oeasfiadaorich

E:ZEi + ZEU %ZEZ‘,WGHH#<<1
S~—— ~——

xV oxA: Oberfliche
der Grenzflachen

~» Voraussetzungen fiir Additivitét:

- Durchmesser der Untersysteme > AR (Wechselwirkungsreichweite)

~> Systeme grofl genug (makroskopisch)

- Wechselwirkungen nicht langreichweitig & ";3’,.',4_‘\‘1?3:
Konkret bei zentralsymmetrischen Paarpotentialen: ... . .o
(e.o] o0
o [dFV(r)<oo= [drr? 'V (r) <oco (d: Raumdimension)
R Ro

0
~» V(r) muss schneller abfallen als 1/r¢

Trifft z.B. nicht zu fiir Coulombkraft, Dipolkraft (falls nicht abge-
schirmt), fiir Gravitationskraft (nicht abschirmbar)

« Entropie: S =5>_5;

Gleiche Voraussetzungen wie bei der Energie: S = ) 5;, falls Untersy-
steme nicht korreliert sind (vgl. Kapitel 2.3.2 S.41)

~» Wahrscheinlichkeitsverteilung im Untersystem i darf nur von V;
oder (V;), (E;), (N;) abhéngen.

Das ist nur dann der Fall, wenn die Grenzflichenbeitrage zur Ge-
samtenergie nicht ins Gewicht fallen.

Bemerkung: Die Entropie wére nicht extensiv, wenn die Teilchen nicht
ununterscheidbar wiren. Bei unterscheidbaren Teilchen wéren alle
Untersysteme korreliert, da jedes Teilchen mit jedem anderen ver-
tauschen kann. Extensivitdt wére dann nur gegeben, wenn die Teil-
chen aus irgendwelchen Griinden fest an ihre Untersysteme gebunden
wiiren (z. B. Einsteinmodell fiir Festkorper, siehe Ubungsaufgabe).

3.2.2 Intensive Zustandsgroflen und Ausgleich

* Druck
Klar: Druckausgleich muss allein schon mechanisch stattfinden.
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* Temperatur im kanonischen Ensemble

Betrachte zwei Systeme im Warmegleichgewicht, kanonisches Ensemble
Energie und Entropie seien additiv: (E) = (E;) + (Fa), S = S1 + 59
Maximiere Gesamtentropie S bzgl. 1, f2 mit vorgegebenem (F)

o Nebenbedingung: 6(<E))7 U oBr + Gl ops = SELopy + XE2 5, 20
= (1): %o = — 2226,

e Maximierung von S: 6S = 6/3 S 581 + glfz 6B2 = 631 5,6’ + g/ﬁ;z 682 *0

= (2): %551 = 852 552 fiir (6/31,0082), die Nebenbedlngung erfiillen

o Differenziere So =k fa(Fa) — kg BaFa mit 5 (ﬁaFa) (Ba) : (siehe 2.4.3 S.49)
(3) asa —k /Ea + Baky BaEn) —ky, a(,g%fa

Setze (3) in (2): ik, 9511)55 ~Baky, 282066, D sk, %) 551 Vop
= | B1 = B2 | : Temperaturen in beiden Systemen stellen sich gleich ein.

x Temperatur und chemisches Potential im groflkanonischen Ensemble

Betrachte 2 Systeme im Wiarme- und Teilchenaustausch (grofikanonisch)
mit (E) = (E1) 4 (E2), (N) = (N1) + (N2), § = 51+ 5
Maximiere Entropie S bzgl. 81, B2, p1, 2 mit vorgegebenem (E), (N)

e Nebenbedingung: §((E)) = El)zSﬁ + El)(su + E2 582 +8< 2>5u 20

8(N)) = 2555y +3<Nl>6m+‘”’éi¥§ o8+ 22 Lo
C(aED  ED) (0B _ _ (aEy)  oaEn) (6682
= () (%52 %) ((ml) =- (%5 %) (@2

Ny o)) (081 | _ (ava)  a(Na)) (062
(ab): (%5 o )(am) =- (%2 %2) (5u2
e Maximierung von S: 65 = 85‘1 6,81 + 6;41 dpr + ggz 6B2 + g—ig&ug L 0
C(9S1 as1) (6B1\ _ (89S, 8S.\ (682
=@ (55 &) (am) =- (5 52) (CM
Differenziere S = kg Ba((Fa) — pa (Na> Qq)
it %(ﬁaﬂa) = (Ea) — pta{Na) und u 5—Qa = —(Na): (siehe 2.4.4 S.51)

= (30): 352 = [k (Ba) / 1o (Na))] + Bk (%5522 — 1o 250 ) — [, 254221

(3b)s 952 = [ = iy Boff Na| + Bk (222 — pua 2822 ) — [k Bof320 |

o) in @ {rpsn (%50 22) (Gn) — ko (552 2500) (501) }
= {rom (2 2E) (22) — ke (232 2022 (3%2)})

(1a/b): =y (2452 2L (300) i e (24522 24200 (300 v

(5/11 Op1

—~

=|p1 = Bo|und |1 = peo | pist intensive Variable: ,,chemisches Potential“

* Temperatur und Druck im enthalpischen Ensemble
Betrachte 2 Systeme mit Wiarme- und Volumenaustausch (enthalpisch)
mit (E) = (E1) + (E2), (V) = (V1) + (V2), S =51+ 52
Maximiere Entropie S bzgl. 81, 82, P1, P, mit vorgegebenem (E), (V)
- Rechnung genau wie im groflkanonischen Ensemble -
= ‘ B1 = P2 ‘ und ’ P = ‘ Druck und Temperatur gleichen sich an.
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Fazit: Die Variablen 8 <> T (Temperatur), P (Druck) und g (chemisches
Potential) sind intensiv und machen einen Ausgleich, d.h. sie stellen sich
in Systemen, die die zugeordneten extensiven Groflen austauschen kénnen,
gleich ein. Dabei ist die ,,zugeordnete” extensive Grofle diejenige Grofle,
deren Erwartungswert durch die intensive Grofle eingestellt wird.

84 (E)
p > (N) (bzw. e <> (N,) bei mehreren Teilchensorten)
P (V)

Bemerkung: Manche Autoren nennen alle Variablen ,intensiv*, die nicht mit

der Systemgrofle anwachsen — also z.B. auch die Dichte ¢ = % Wir tun
dies ausdriicklich nicht, da man viele Sachverhalte der Thermodynamik
mit unserer Begriffsbildung viel klarer darstellen kann (siehe Kapitel 4).

3.3 Thermodynamischer Limes und Aquivalenz der
Gesamtheiten

Gegeben makroskopisches System fester Grofle V,
teile es ein in gleiche Untersysteme V;
Additive Groéflen N, E, S haben in jedem Untersystem gleiche Verteilung

Betrachte nun den thermodynamischen Limes: V; — oo, % =n — 00

Mikrokanonisches Ensemble: £ =" E;, N = > N; fest
(Bedingung an E;, N;)

Kanonisches Ensemble: N = > N; fest, aber £ = ) E; frei
Zentraler Grenzwertsatz: Falls Verteilung fgr(E;) der Energie in den Un-
tersystemen ein zweites Moment hat, ist E gauflverteilt
mit og/(E) x 1/y/n — 0

Fiir makroskopisches System mit fluktuierendem Volumen V gilt dhnliche
Uberlegung, man muss nur das System anders einteilen.

— Fazit:
Im thermodynamischen Limes N — oo bzw. V — oo bei gleichblei-

bendem N/V (also in makroskopischen Systemen) werden die relativen
Schwankungen extensiver Zustandsgréflen beliebig klein.

~» Verschiedene Gesamtheiten kénnen als dquivalent angesehen werden im
folgenden Sinne: Zustandsgleichungen (Gleichungen, die extensive und
intensive Zustandsgrofien verkniipfen) sind in allen Gesamtheiten gleich.

Voraussetzungen:

e Keine langreichweitigen Wechselwirkungen
(sonst ist Additivitét der Energie schon nicht gegeben)

e Die Verteilung der betrachteten extensiven Gréfie musss
ein zweites Moment haben
(ist z.B. bei kritischen Phénomenen nicht erfiillt)
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3.4 Beziehungen zwischen Zustandsgrofien

Betrachte hier {iberwiegend “einfache” Systeme: Eine Teilchensorte, keine zusétz-
lichen makroskopischen Freiheitsgrade (wie z.B. Magnetisierung, elektr. Dipol-
moment etc.). Zustandgrofen: extensiv: S, E,V, N, intensiv: T, u, P

3.4.1 Voriiberlegung

Welche physikalisch sinnvollen Gesamtheiten kann es geben?

Fine Gesamtheit ist definiert durch die Rahmenbedingungen eines makrosko-
pischen Systems
- mikroskopisch festgehaltene extensive Groflen

- vorgegebene intensive Grofien
Festgehalten werden kann durch

- undurchléssige Wénde: Teilchenzahl N
- unbewegliche Wénde: Volumen V'

- isolierende Wande:

(V, N) vorgegeben l }! — Energie E

(P, N) vorgegeben gij_—%‘ ~ nicht Energie

denn mit jeder Volumenschwankung AV wird Arbeit P - AV
verrichtet ~» Energie entweder zugefithrt oder entzogen.
Bei isolierenden Wénden gilt aber AE = —P - AV

— Enthalpie H = E + P -V bleibt erhalten.

(V, ) vorgegeben ET

=l

Teilchenaustausch, Teilchen fithren Wérme mit sich — de facto
wie Wirmebad.

3.4.2 Zusammenhinge zwischen Zustandsgrofien fiir die wich-
tigsten statistischen Gesamtheiten ,,einfacher* Systeme

In einfachen Systemen wird jede Gesamtheit durch die Vorgabe dreier Zu-
standsgroBen bestimmt. Wegen der Aquivalenz der Gesamtheiten (Ab-
schnitt 3.3) sollten in makroskopischen Systemen auch die anderen Zu-
standgroBen immer definiert sein.
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Wir rekapitulieren und ergénzen bisherige Definitionen systematisch:
. vorge- klassisch Charakteristische
Gesamtheit geben Zustandssumme { quantenmechanisch Grofle ,,In Z¢
1
i WENNT Jdr
gkgo_.sch E, V,N MK Ez:z; RSN ety e(E— AR, B]} g (229 kpInZ,, .
Nnoni . Sp(lE)
1 Tav
h3N N1 f Yo ) de
isoenthalpisch | H,P,N | Z, =4 0 ~{DWAO+PVEH-AHH]} S=kyInz,
J Sesp(lr—pv)
0
1 2()
dar kBT
kanonisch TV,N | z, P20} PN 's{ PO g Tz,
2.86) Sp(e” F5T H)
eo — i (@4 PV)
s T Jdle FeT
R3NNT J TV,
enthalpisch T.P,N | 7, *2Y I PN ¢ L g Tz,
2.104 -7
( ) f %Sp( kpT )
& —#(e%”(l“)—ul\’)
1 kT
v Jdl'e "B
gro3kanonisch T,V K (222 NZ::O RENA (fz o 2 —kz;TInZg,,
(2.96) Sp(eka#T(HwN))
S 1 Tav — g (#-uN+PV)
allgemein T,P. z NX::O PN o fdre A=—k,TlnZ
groflkanonisch RS A~ 7 ﬂSp( 5 1T(H+PV7;LN)) IR RN
Vo (3.11)
Berechnung der in einer Gesamtheit nicht vorgegebenen Zustandsgrofien
(Exemplarische Beweise einiger Formeln siehe Abschnitt 3.4.3).
Gesamtheit Charakteristische abgeleitete Zustandsgrofien
(vorgegeben) Grofe ,In Z“
mikrokanonisch g as ‘ _1 as ‘ _r as ‘ R
(E,V,N) 9B, Wiy T ON |,y T
isoenthalpisch s ﬂ’ _ 1 ﬁl _ -V @’ _—p
(H,P,N) oH |, OP |y i T ON |, o T
kanonisch (2.89) oF ‘ oF ‘ (3.8) oF ’
U2 By —Ts | 2E| =_g | 2& = _p | 2El =
(T, V, N) ) AN g 2 P
enthalpisch G (2.107) (By—TS | oG ‘ file! (2.108) G
1« 06| __g|g| C2 |l
(T, P,N) POV or |, |y, Wl |, =+
groflkanonisch Q (2.99) (E) - TS 20 ‘ 20 (3.8) 50 ’ (2.100)
= 29 =_5 | 22 =) _p 20 =" _(N
(T,V, 1) —u(N) or Viu ov w, T o TV (V)
allgemein -
grofkanonisch A= (E)—TS %‘ =-S | &5 =(V) %A’ =—(N)
(T, P, H’) K N> + <V> P, w, T K T,
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Bemerkungen:

e Extensive Groflen erhédlt man durch Ableitungen der charakteristischen
Grofe ,,In Z“ nach einer intensiven Zustandsgrofe.

e Intensive Groflen erhélt man durch Ableitungen der charakteristischen
Grofle ,,In Z“ nach einer extensiven Zustandsgrofle.

e Zu den Beweisen:

— Die Formeln in Spalte 2 “Charakteristische Grofle“ wurden zum
grofiten Teil bereits in Abschnitt 2.4 gezeigt.

— Einige Formeln in den Spalten 3-5 “Abgeleitete Zustandsgrofien®
wurden bereits gezeigt, andere werden im folgenden Abschnitt ex-
emplarisch bewiesen.

e Schreibweise von ,In Z“ als vollstdndiges Differential bietet sich an,
z.B. fiir die mikrokanonischen Gesamtheit: Vollstdndiges Differential von
S=S(E,V,N):

1 P W
ds = TdE + ?dV - de (3.13)

3.4.3 Beweis einiger Formeln fiir ,, Abgeleitete Zustandsgrofien*

Vorbemerkung
Jede Ableitung in Ubersicht 2 muss im Moment im Prinzip noch einzeln
berechnet werden - etwas unsystematisch. Wir beschrinken uns auf einige
exemplarische Beweise.
~> Die Thermodynamik (Kapitel 4 S.89) wird dies formal auf eine solidere
Basis stellen:

Beweis von Spalte 3 Zeile 3 (kanonisch)
=-5

: . OF
Zu zeigen: GT
V,N

(2.89), (2.90) — (E) = a%(ﬂF) und F=(E)-T-S

d(kg8) "
= (B)=ZBF) =F+835 =F+ 84T = F+BE =B — = F - p5E 1

kBBQ
=(B)-T-S-T%L v

Beweis von Spalte 3 Zeile 5 (groSSkanonisch)

fven: 92 - _
Zu zeigen: gr =-S
Vip

(2.99), (2.100) = (E) — u(N) = 22(B9) und @ = (E) — p(N) =T §

d(kpB)~!
= (B) —i(N) = 5 (8 =2+ 633 =0+ p32 9T — 0+ 522 Cal— _ 0520 L
>,

kBBZ
=(B)—p(N)-T-8-T% v

Beweis von Spalte 3 Zeile 4 (enthalpisch)

ioon: 9G - _
Zu zeigen: g7 =-S5
P,N

(2.107), (2.108) — (E) + P(V) = #5(8G) und G = (E) + P(V) =T - S

d(k,B8)" 1t
g% Ifw) =G-p2& 1

= (B) + P(V) = 55(8G) =G+ 855 =G+ BF 5 =G+ o

oT dp
_ Jile}
=(E)Y+P(V)-T-S-T3F v
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Beweis von Spalte 3 Zeile 1 (mikrokanonisch)

Zu zeigen: g—g :%
Betrachte S und E in kanonischer Situation: E(T,V,N),S(T,V,N)
E-F oF
aS _ 0 E-F _ L 9E 1 _ 10E
1) s=5FE =3 =or T =~ g tror|  ~Tap|,  ~Tor|,, ™
: '
S/T _s
(i) 65 = 2 6T+85 5V+3—;3TV5N
_ OFE OFE OFE
o8 = 3| (5T+a ] OV ER| N
— cons SN — 5 _ a8 _ 38 oE *) 1
(111)N,Vfconst.é5V75NfO:>5—E76—E’VN7BT N/a—TVfo v

Beweis von Spalte 4 Zeile 1 (mikrokanonisch)

_ P

W - T

BN
Betrachte S, V und E in enthalpischer Situation: S(T, P, N),V(T,P,N), E(T,P,N)
vereinfachte Schreibweise: (E) — E und (V) — V erlaubt und sinnvoll im thermodynamischen

Limes (siche 2.5.3 S.58 ,, Aquivalenz der Gesamtheiten*)

Zu zeigen:

(i) § = EELY=¢C (2.4.48.51)
N _ o pervec __E+PV-G ;@‘ Bﬂ‘ _19 ‘ (1)
(9T - oT T T 8T T 8T T o
P,N é P,N P,N
1% ——
PN -S
£
oS _ 90 E4+PV-G _ 1 8E P 1
= 9p *W#*Tﬁip 7/ TT w% @)
N, T N, T
(ii)) N, E = const. = 0E = 6N =0
OF OFE OF
=B =22 574 22 5P+—/|/ SN=0 (3)
P,N N,T
ov ov oV
=V =205 er+8%| o+ / (4)
P,N N, T
S S 9S8
PN N, T T,P
(1,2) 1 5 P oV 1 P AV B4 p
2 19| g7+ LoV 6T+7—P’ 6P+7ﬁ‘ sp & sy (5)
P,N N, T N, T
®)
(iii) g—s = 8—5‘ = % v
E,N

3.5 Statistische Fluktuationen und Suszeptibilititen

Suszeptibilitét: beschreibt allgemein die Reaktion einer extensiven Grofle auf

Anderung einer intensiven Grofe

Besonders bekannt sind:

10V
K ibilitat: =—=— .14
ompressibilitdt: & V9P (3.14)
Volumenausdehnungskoeffizient: _ Lo (3.15)

i S YT vor '
T 0S8
ifisch arme: ¢= ——— 1

Spezifische Wérme: ¢ N BT (3.16)

Begriindung zur spezifischen Wirme:

Wirme 6Q, die zugefithrt werden muss, um eine Temperaturdnderung d7" zu erzielen:
Kanonisch: 6Q = dE =d(F +TS)
Enthalpisch: 6Q = dH = d(E + PV) =d(G+TS)

= % = Tg—*; in beiden Fillen (da o= = g—? -S)

P,N

Ublicherweise wird noch normiert (— oder ﬁ)
asse
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Suszeptibilitdten hingen im allgemeinen vom Ensemble ab
(z.B. ist ¢, bei konstantem Druck # c¢,, bei konstantem Volumen)
Statistische Berechnung

— Suszeptibilitdten hdngen immer mit Fluktuationen und Korrelationen
extensiver Gréflen zusammen-

(Anschaulich: starke Fluktuationen ~» starke Reaktion auf dufiere Felder
moglich)

Beispiele

« Kompressibilitét (Enthalpisches Ensemble (N, P,T))

hier klassisch; quantenmechanische Rechnung geht vollig analog.
%Y = S {Fmhw [ 9L [dT e~ PE+PVIVY
= %{ZG ﬁ S % JdU e BE+PV)(_gy2)
—B(# 2
*(*B)[ﬁf%fdre BEE+PY)Y]2)
=BV —(V)?)
N 10V 1
R=——— = —
VoP ~ k,TV

Kompressibilitéit

(V2) —(V)?) (3.17)
—_———

Volumenfluktuationen

Wenn das Volumen ohnehin stark schwankt, ldsst es sich leichter
komprimieren.

* Spezifische Wéarme (festes T, N)

(Rechnung: Ubungsaufgabe)

1 2 2
(N,V,T) Ensemble : ¢, = kBT2N(<E ) —(E)*) (3.18)
1 2 2
(N,P,T) Ensemble: ¢, = kBTQN(<H ) — (H)7) (3.19)
(mit H = E+ PV)
* Volumenausdehnung ( (N, P,T) Ensemble)
1

{((VE) = (VIEN+P-( (V)= (V)® )} (3:20)
N———— ————

Korrelationen Volumenfluktuationen

Tk, T2V
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3.6 Zusammenfassung des Kapitels 3 (bis hier)
Ausgehend von Kapitel 2: Herstellung des Kontakts zur Wirmelehre

x Identifikation von Druck und Temperatur

* Wichtige Begriffe

- Extensive Zustandsgrofle: additiv, Erhaltungsgrofie in isoliertem System
- Intensive Zustandsgréfie: Rdumlich konstant, Ausgleich

Extensiv: N, V, E*; S* (abgeleitete Zustandsgrofe)
Intensiv: T%, P, u*

(%): Falls endliche Wechselwirkungsreichweite
makroskopische Systeme

- Falls Entropie extensiv: Thermodynamischer Limes
lim bei festem N/V = const.

N,V —00

x Falls zusdtzlich noch die Haufigkeitsverteilung fiir extensive Groflen N, V, E, S
in makroskopischen Teilsystemen ein zweites Moment hat, gilt:
Gesamtheiten fiir verschiedene Nebenbedingungen #dquivalent
— Feste Beziehungen zwischen Zustandsgrofien,
unabhéngig von Nebenbedingungen
— Definition eines (Makro)- Zustands
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3.7 Anwendung: Ideale Quantengase

Aufbauend auf den Ergebnissen von Kapitel 2.5 zu Nichtwechselwirkende Teil-

chen und der in diesem Kapitel hergestellten Beziehung zur “Physik”:

Analyse der physikalischen Eigenschaften von Gasen bei Temperaturen, bei de-
nen die Quantenmechanik wichtig wird. Insbesondere Herleitung und Inter-
pretation der Zustandsgleichungen.

3.7.1 Zustandsgleichungen allgemein

Ausgangspunkt: Groflkanonisches Potential nach Kapitel 2.5
Q(T, v, ) (2. 116) :I:k‘ T Vfdé‘ @ ln(l ¥ efﬁ(efu)) BOSC.)nen

Fermionen
mit der Zustandsdichte fiir freie Teilchen (2.111), in d Raumdimensionen.
[2m" wg 25+ 1
B d d—2
“d (9 1 =f|— 3.21

Gesucht: Thermische Zustandsgleichung P(T,V, N)
Kalorische Zustandsgleichung E(T,V, N)

Vorgehen:

Bosonen )

e Fiir thermische Zustandsgleichung: Gleichungssystem ( Fermionen

. (38) 0Q i 0(1=e—BE—n)
() P -00 kT/Eogg-@(E)[jFl (e #C)] (3.22)

() NV V-GV [ & 20/ F1) (329
g0=

e Fiir kalorische Zustandsgleichung: Thermische Zustandsgleichung

und Bezichung |E = ¢ P V| fiir ideale Gase (3.24)

(3.21) 22
(Beweis: freie Teilchen — Z(e ) = " const. - €

Besetzung n(e) L20) 1/ (ePle=m) £1) = _édi[:F In(1 F e=Fle=m)] vgl. (3.22)!
d
3

= E=V [de 9(¢) ()s—ffodsconsts %[]
e a=2 (3.22)
S0 LV [deconst.§ e 2 [ =Gk TV [de Z(e) [..] "= 4PV V)

Losung: Explizit nicht moglich, implizites Gleichungssystem (3.22),(3.23)

Betrachte dreidimensionalen Fall: Z(¢) = 8 } 2§\§1 Be

Definiere “Standardintegrale”

g"2(2 n ze "
5/ f/ do vz In(1F 2 e79) (3.25)

5/2 Z)

(
P =) = G o o



3.7. ANWENDUNG: IDEALE QUANTENGASE 79

~» Gleichungssystem oben geht iiber in:

By B
2551 g,,,(e”")  Bosonen 5
) PP = AT {f5/2(65“) Fermionen (3.27)
(o) N o 28+1{ 93/2(e/3u) Bosonen (3.28)
v AU, P (eP#)  Fermionen
NB: Entwicklung um z = 0:
95/2(2)}_ _ £k 93/2(2”)}_ LR e (3:29)
fs/Q(Z) - =% Z k5/2 ’ f3/2(2) =...==% g k3/2

mit Konvergenzradius |z| < R =1 (Jim o i B2 1)

fyoo (k41572 — B0 <k+1>3/2

Programm: o(e®#) — e = f(p) — BP(p): Zustandsgleichung
Graphisch (Diskussion von g3/9, f3/2 — Ubungsaufgabe)

= Umkehrung von (3.28) moglich,

Fermionen: - .
g Programm funktioniert!

O 33.('-.: (o ?)S/L

= Umkehrung von (3.28)
nicht immer moglich,
>3~ Konsequenzen: siehe 3.7.4

Bosonen:

Im Folgenden: Diskussion fiir verschiedene Fille

e “Schwache” Entartung: Kleine Dichten p > e < 1.
~» Quantenkorrekturen zum idealen Gasgesetz.

e “Starke” Entartung: Grofle Dichten p
entspricht bei Fermionen e’* > 1 und bei Bosonen ef* ~ 1
~> Qualitativ neues Verhalten!

3.7.2 Schwach entartete Quantengase

0~ 0 bzw. e’# <« 1 — klassische ideale Gase mit Quantenkorrekturen

3
Ansatz: Virialentwicklung nach o = %; Definiere z = e, 5 = % 2211

A3 2 3
(*)%gsilﬁp() ZiZi/Q‘l'ggﬁﬂ:...
~ 3
(k%) — 0(2 )_zj:23/2+33/2:|:...
Invertiere (xx) — 2(0) = 0 F 5575 + - --

Setze ein in (%) — A BP(g) = o F 8°/2°% +

2s+1
2 3 1
= Zustandsgleichung: P = . 3.30
ustandsgleichung I3 g$92 1 9 ( )
klassisches
ideales Gas Quantenkorrekturen

Bosonen: Druck kleiner als im klassischen Gas
— effektive Anziehung zwischen Teilchen
Fermionen: Druck gréfler als im klassischen Gas
— effektive Abstoflung
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3.7.3 Stark entartete Fermionengase und Fermikugel
Starke Entartung bei Fermionen: e®* > 1

(*) Maximale Entartung: 7' = 0 oder 1 — oo

2.120 1: e<
~> Verteilung n(e) ( = ) m - {0 - >Z

Stufenfunktion

(3.31)

Alle Zusténde besetzt bis zu p = p,, mit p, = /2mpu
~+ Man spricht von Fermikugel mit Fermiimpuls p,,
und Fermienergie €, = p (3.32)

Berechnung von €, bei gegebener Dichte p:

3—2

3
N=V[den©2(), 262 Fes+1)/35 e

3¢F 3
= N=V(2s+1)2m /22" [ dey/E = V(25 +1)4x /22732
0

= (3.33)

2
r 2m \4m(2s + 1)
Folgerung: Zustandsdichte kann auch geschrieben werden als:

9(e) = gz?’ﬁgﬁ (3.34)

€F 3
Gesamtenergie: E =V [ dee2(e) = 3N | d€\/€/€F3
0 0

[
3
= |E= gNEF (3.35)
. 2
e Druck: P 2" L. % = |P= £ 0 Ep X o (3.36)

(NB: Vollig andere Abhéngigkeit als beim idealen Gasgesetz!)
(x) Starke Entartung: T — 0, e®# > 1

Zur Berechnung von Groflen bei Temperatur 7' — 0 , in die Temperatu-

rabhéngigkeit eingeht, z.B. spezifische Wirme.

“Kleiner Parameter” ist hier kgT'/e, (thermische Energie relativ zur Fer-
mienergie).

Entwicklung fiir kleine k,7T'/e, = 1/(Be,).

~» n(e) ist immer noch nahezu eine Stufenfunktion.
= % ist nahezu eine Deltafunktion. ?TZ ~ (e — p).

: on __ k : _ 1 k(_0On
Entwickle —32 = > az, 68 (e — p) mit ap = 5 [de (u— <) (—a2)
(Begriindung:Thermodynamische Gréien kénnen oft in der Form [ den(e) f(g) bzw. (nach

partieller Integration) [ de (—g—?) F(g) + F(eo) geschrieben werden.
~ [de (=32) F(e) = Jde (=52) Zp mF® () (e — w*

Tayloren?wicklung

= S F®(u)(~1)Fay = [de F(e) Spar M (e — ) v)

on %,
:>—5~6(5—,u)+6—ﬁ25 (e—p)+--- (3.37)
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e Berechnung von p bei gegebener Dichte p bzw. Fermienergie ¢.:
o= [den(e)Z(e) (3.34 >92\/73 Jden(e)y/e=0[de (—g—z) /is
£ 3 £ 7\'2 1!
=>1= [de [ (—— =~ €/¥ (6(€_H)+W5 (6—u))
_ F B w2 fpy2) T2/3
=/E ( ar i (F)?) = & = (L gt (F)?)

2 k., T 1
=P 1T (2 o) (3.38)
€ 12° ¢, Be
e Energie &
E=V [den(e)7(e) e = N [den(e)y/e/e,” = ENe, [de(=32)\/e/e,"
par n
(337)

SNEFde /E/E (6(6_“)_,’_67\’625//(6 M))ZENEF\/IJ“/EF (1+8(55 )Z(EF)2>

(338) ;NEF( —ﬁ)5/2(1+ﬁ> Z%ng(l—"_%@)

3 572 k,T
E=CNe, (1+—(=22)2+... .
B = N (L (2R (3.39)
e Druck P
G20 E 2 2 ( 572 kT
P =" — . —=—¢.-o(l+— A4
v =aer o1 G ) (3.40)
e Spezifische Warme
. —TLo5 _10E _7r2kB(kBT)+
VONOT () NOT lyy 2 g, ' 77 nCy '
i
(3.41) $|£ =
(1): B 2 pirs = 98 = g—; T8 45 =TS,

—S

3.7.4 Stark entartete Bosonengase
und Bose-Einstein Kondensation

Starke Entartung bei Bosonen: e®#* — 1.

Zwei Falle:

* Quasiteilchen mit g = 0 (Photonen, Phononen)

Teilchenzahl variabel
Unproblematisch fiir Einteilchen-Energien ¢ > 0.

“Teilchen” mit der Energie €9 = 0 miissen ausgenommen werden.

(z. B. Photonen: gy = 0 entspricht wg = 0, also einem konstanten
elektromagnetischen Feld).

Speziell Photonen: Hohlraumstrahlung und Plancksche Strahlungsfor-
mel, sieche Ubungsaufgabe.
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% “Bchte” Teilchen, feste Teilchenzahl N, ef* — 1~

Mit dem bisherigen Formalismus kénnen nicht immer alle Teilchen un-
tergebracht werden.

~> Bose-Einstein-Kondensation, siehe unten.

3.7.4.1 “Notwendigkeit” von Bose-Einstein-Kondensation

(a) Voriiberlegung
Betrachte ideales Gas von Bosonen, in 3 Dimensionen. Nach Kapitel 3.7.1
sind Zustandsgleichungen implizit gegeben durch Gleichungssystem

(8:27) 54
(x) BP 2A§Trlgf,/2 (e71)

(+%) o (3:28) 2541

A3 932 (eﬁu)

mit p < 0. Losungsansatz: Invertieren von (%) — e®# als Funktion
von p und darauffolgend Einsetzen in (k)

Aber: Invertieren von (xx) ist im Fall von Bosonen nicht immer moglich.

e 3
- lim g3/9(2) = > kglﬁ = C(§) =2.612
vc\barc YA k=1 N>
KK’J(’J.C/L\ ‘ Riemannsche
1 ¢-Funktion

; ’_‘}‘, (NB: Ableitungen .5%93 /2(2) divergieren
bei z — 1 (Ubungsaufgabe))
~> Bei hohen Dichten p (25 7 > 2.612) gelingt Inversion nicht.
Lokalisierung des Problems: Néherung > (ng) -~V [de Z2(e)n(e) -
S?ﬁ
Geht in () und (**) ein; wird fragwiirdig, wenn n(e) = m
nicht geniigend “glatt” ist.
~» im Allgemeinen oK fiir € > p. Problematisch bei € = ¢g, 1 — ¢
(dort divergiert n(e) !).
Analyse des Problems: Verteile N Teilchen auf (n; ;) Zusténde, betrachte
Grenzfall S(eg — ) < 1 (p < €o).

e Grundzustand gg:
<n0> = e,@(solu) 1~ 5(501 m) <N (:> /8(50 — @) > %)
~ Dichte {70! > <y Y kann im Prinzip endlich groB werden!
~> Makroskoplsche Besetzung des Grundzustandes moglich.

(2.112)

e Angeregte Zustinde e > g9+ Ae mit Ae = (1)221;1 o V23,
(ne) 1 1 < 1 1 1/3
=< — R~ x V™
Vv V eBle—n) 1 >u V eBAs_1 8 A5<<1 VB VB Ae
=e>u+Ae

= (n5> — 0 fir V — oc.
~ Im thermodynamischen limes V' — oo sind alle angeregten
Zusténde nur mikroskopisch besetzt.

Fazit: Ersetzung Y (ngs)-- — V [de Z(e)n(e)-- ist in Ordnung fiir

S?p
€ # €9, aber problematisch fiir den Grundzustand.
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(b) Neuer Ansatz

S (e = Xlno).. +V Z‘Odg Dem(e) ...

s7p

o0
bzw. Y ... = > ... +V [ de 9(¢)

s,p E=€0 0
~» Zusétzliche Terme in den Zustandsgleichungen:

Zusétzlicher Term im grokanonischen Potential :
kT InZos = k,T(2s+ 1) In(1 — e Aleo—r),

Zusitzlicher Term in der Gleichung () fiir den Druck P = —f %:
—(2s+ 1)% In(1—e Alo=#)) =0, da gy = 0 unabhiingig von V.

~ keine Korrektur.

Zusétzlicher Term in der Gleichung (xx) fiir die Dichte p = %%:
kBTT(Qs + 1)% In(1 — e Aleo—m)y = 25l (ng) = 2581 1‘32;3”
~» kann grof3 werden.
(x) BP= 2§j1g5/2(e5“) wie gehabt
~ 23+1 B,u A% e»’m
(k) 0= F57{9,2 (") + F 15w} (3.42)

Vergleiche neue Version von (k%) mit der alten

= Gleichung (*x) wird
invertierbar fiir alle o

— Problem gelost!

Bemerkung zZur kalorlschen Zustandsgleichung
Der Zustand e = ¢ tragt nicht zur inneren Energie E bei.
Die Gleichung (x) fiir P ist unverdndert, also bleibt die Gleichung

E = 3PV giiltig!

(c) Diskussion: Bose-Einstein-Kondensation

Betrachte (%) im Grenzfall V' — oo =
A3
T " wird beliebig scharf, nur bei e’* — 1 von Null verschieden.

V 1—eBr
NI e S G e
- e/,( : : ”
WVC:?QO Mc)ﬂiO wcla Led- Vs i0n]
sl Gm»olwgbvo\ Mkfoil(olslfd« betckF
- I_,II—;_* > g)T' i
12612 | | | 25%)

3
~» Phaseniibergang bei ;:\TTI =2.612
Im Bereich (II) liegt anschaulich ein ,, Kondensat* vor.
(2s 4+ 1)(ng) Teilchen im Grundzustand, N — (2s + 1)(ng) Teilchen

in angeregten Zusténden.
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(d) Bemerkungen zum Phaseniibergang

+ Experimentell erstmals 1995 nachgewiesen
* Verwandte Phaseniibergéinge:
Suprafluiditéit (He4: Quantenfliissigkeit
He?: Quantenfliissigkeit von Atompaaren)
Supraleitung (,,Fliissigkeit“ von Elektronenpaaren)
* Bose-Einstein-Kondensation in beliebiger Dimension d

Verallgemeinerung der Gleichung (xx) (3.42)

ebBu

25+ 1 A
= {9, + 1 o) (3.43)

T

o0
mit g,,(z) = sz/k%: divergiert fiir z — 1 ab d < 2
1

= d < 2: Gleichung (3.43) hat fiir alle p < oo eine Losung
bei ef* < 1. In diesem Bereich verschwindet im limes
V — oo der zweite Term in (3.43) ~» rein mikroskopisch
besetzter Grundzustand, keine Kondensation.
d > 2: Fiir grofle Dichten und V' — oo ist die Losung von (3.43)
bei e’# — 1 ~» Bose-Einstein-Kondensation.
= Phaseniibergang findet erst oberhalb einer
unteren kritischen Dimension statt
~» kennzeichnend fiir Phaseniibergédnge

* Ursache der Bose-Einstein-Kondensation: ,,Bose-Anziehung*

3.7.4.2 Quantitative Analyse des Phaseniibergangs

(a) Phasendiagramme

e o — T-Ebene
:: . A3
Ubergang bei (25+Tl)o | b
93/2(1) A Gos + lowdsusak
= Q()TO_?)/Q = const. RER SRR
e P —T-Ebene
Ubergang bei ef# = 1 . ek ; |
_ 2s+1 Vehag o |
= BP = . 95/2(1) %5 ,/(\,Tyl v
1.341 : e
= PQTO_S/Z = const. SRR 3T
e 1, — x-Ebene
A Vedsclens Besuoh | |
Trivial® 7~ == 7}“\\/4‘7,
» LI1V1A = Gox T Koudtmol

(b) Besetzung des Grundzustandes




3.7. ANWENDUNG: IDEALE QUANTENGASE 85

Berechnet aus N — (2s + 1)(ng) = VQi},;lgB/Q(l)

= (25 + 1)% —1_ (2s+1)/(23+1)0 — 1 (&)

s Q/\3T/ (%)
3/2
_ 1— (TOT(Q)) p fest (3.44)
1-— —QO(QT) T fest

Rar)

Y]
Aufgetragen gegen T |
| =
ey

(c) Entropie

Q= VkBT2f\§Trlg5/2(eB“) +k,T(25+1)In(1 — efr).

_ o0
S=-or

_ 5PV 2 g3/2(e"H)
v = 5?(1 — ge'BM : /BM : g:/z(eﬁu)) + ﬁ(h’lN)

(“Bose-Einstein”-Zusatzterme: Nicht extensiv, also vernachléssigbar).

Im Gas:
S néhert sich mit Su — 0 stetig der Kurve S = %% an.
Direkt am Ubergangspunkt:
_ 5PV _5 BP _ 5 gs5/2(1) _
mit so = ggig’g;@ = 1.33k, (3.46)
Im Kondensat: 9+ 1 9%+ 1
S =3PV _ 5N BP _ N g (22 5
2T 2VEE T, SO(QA%)/(Q)\?:’F)O
1—(25+1)(no) /N
= 50(N — (25 4 1){(ng)) (3.47)

~» Interpretation: Die (2s + 1)(ng) Teilchen im Grundzustand tragen
nicht zur Entropie bei. Die iibrigen (N —(2s+1)(ng)) Teilchen haben
im Mittel die fiir die Gasphase charakteristische Entropie sg.
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(d) Weitere Grofien

Vorab: Hilfsmittel zur Variablentransformation: Funktionaldetermi-
nanten. (Kommt nochmal in Kapitel 4.3.4).

Gegeben sei u(z,y, 2), v(z,y, 2), w(z,y, 2)

Ug Uy Uz
= Jacobi-Determinante %g’:’f)) =|ve vy v (ug = % etc.)
Wy Wy Wz
Rechenregeln:
Up Uy U
(1) 8Eu,y,zg _ du _ Ogu,z,y; ( OI ly Oz s )
O(w,y,z) — Oz — O(wz,z, -
r,Yy,z T xr,z,Y 0 0 1
(ii) (u,vw) _ _ d(wuw) _ 9(u,v,w)
W 3@y T T 8@wa) T 0(w,2)

1 d(u,v,w) O(r,s,t) _ O(u,v,w)
o(rs,t) O(wy,z)  0(@y.2)

(iii) Kettenrege (ohne Beweis)
(iV) O(u,v,w) _ 1/ d(z,y,2) |

speziell 2%
o(x,y,z) O(u,v,w)’ speziell ox

_ oz 1 _ 1
vz - 1/% ’y 5 (HEigenwerte - l_-[ Eigenwerte)
5

e Isothermen im P-V-Diagramm (N fest)

Phaseniibergangslinie:
Py x T05/2, Ty x 0*/3 = Py x 98/3 x VO_5/3

Isothermen: (mit g 2(2) = > W)
Im Kondensat: P = const.

(efr)

Im Gas: 22 = ok, T2 )

ov T.N OFp g1/2(ePH)

o(P,T,N) _ 9(P,T,N) o(P,T,p)

B(V,T,N) — 8(V,T.n) d(V,T,N)

1 <‘lP fﬂ‘ _op| 9N )
oVir, on v, T o vir OV I,

=0

AN
“w

A

=e

/ Bu

_ OP ON _ 95/2<e )

= —0%5— S = —pk,T+—5—~ V
Qou V,T/@H v, T s 95 (ePH) )

ap .
= 57 < 0:

5t
AP¥/P0(‘/>‘”V 2 T,N
\ P fallt monoton

X : 91/2(65“) — 00
n—0

N
o P : +
\\\ : 5 :>WTN—>0b61V—>V0,

glatter Ubergang

e Spezifische Wirme

_ 10FE : _ 3
Berechnung aus ¢, = 57 . mit £ = 5PV
U _ 9(U,V,N) _ c’?(U,V,N)7 (T, V,p)
T |y, y — O(T,V,N) — a(T.V.p) " 3(T,V,N)

_ 1 <67U ON U AN )
N Oy, Oulry  Oulry ol |y,
Hirv

Q)

Q

13

’ _au ON/OTlv,u _ 8U _ou .
Ty, ~ owl|ry 9N/dulv,r AT |y, ~ |y dT |y N

| 3.42) o
Berechne zunéchst g—éﬁ VN aus o = const. 8.42) 2;;193/2 (ePH) + 0o
, T

&

Q|

9
aT

Im Gas: gp = 0= o= %gS/Z(eﬁ”) = const.
T

Im Kondensat: u=0= £& =0

Qg/g (CB“) !

By 95/2("") L
93/2(ePH)

— 3

Bu
oy _ _ 3.8 g3/2(e”H)
= (§)o = ks (— 3e N o1/2 ) +61)
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Bu
oul  _U(5_ g e—pu9s2e”)
Weiterhin: BT = T(2 Bue 95/2 () )’
Bu
97[] —U —Bu93/2(e”H)
= e
ou ‘V,T g 95/2(ePH)
. _ 198U _ 1 (au _au Em
Zusammengesetzt: ¢, = WT) . = <8T v s v OT VN)

5/2 (1) 3/2
— 1 2s+1 155, Is5/2 T
Im Kondensat: (8u = 0): 2 3 NT = 2kp ;’)\3 95,5 (1) = Lkp e <T0(2)>

U [5_ 93/2(e 7/ gs/z(eﬁ“) 3 gs/z(eﬁ“)gsm(eﬁ“)]
Im Gas: NT [ Bue 7 g5/2(ePH) +6'ue g5/2(ePr) 2 g1 /9(ePr) g5 5 (ePH)

(g%/z(e[“) B 9g3/2<ef3"'>)
4 g3/2(ePr) 4 gy p(ePH)

(einsetzen)

= Ergebnis: (so wie in (3.46))
3/2
. 330 (TZ)) / : T <T,(p) (Kondensat)
v = 3Y3 595/2(05“) 39320\
2 (2 g3/2(ePry 2 91/2(65“)) T>Ti(0) (Gas) (3.48)

Grenzverhalten:
im Gas: T =00 = e - 0=¢, — 3k (%):%]% v
T —0=e—1= g5 —00,c, = 350 =192k,

im Kondensat: ' — Ty = ¢, — %80

T—0=c¢, T =0
]

/) C\I/K(S

L“ﬂ-v\
.|

~» stetig am Phaseniibergang, macht
Knick

T

|
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KAPITEL 3. KONTAKT ZUR WARMELEHRE

Wissensfragen

Wie lautet das Aquipartitionsprinzip?

Wie lautet der Virialsatz?

Welche Eigenschaften zeichnen eine intensive Gréfie aus?

Welche Eigenschaften zeichnen eine extensive Grofle aus?

Wann ist die Energie extensiv?

Wann ist die Entropie extensiv?

Was ist das chemische Potential?

Was versteht man unter dem thermodynamischen Limes? Wann existiert
er?

Unter welchen Umsténden sind verschiedene Gesamtheiten “dquivalent”?
Was bedeutet “dquivalent”?

Was ist die Enthalpie? Warum wird sie eingefiithrt?

Was ist die spezifische Wéarme?

Erldutern Sie den Zusammenhang zwischen der spezifische Warme bzw.
der Kompressibilitdt mit statistischen Schwankungen.

Wie unterscheiden sich schwach entartete Bose- und Fermigase von klas-
sischen idealen Gasen? Wie kann man den Unterschied interpretieren?

Was ist das Kennzeichen von stark entarteten Fermigasen?
Erldutern Sie die Begriffe Fermi-Impuls und Fermi-Energie.
Erkléren Sie das Phanomen der Bose-Einstein Kondensation.



Kapitel 4

Thermodynamik

Statistische Physik: Ausgehend von mikroskopischem Bild

~» Zustande, Zustandsgrofien
Entropie (+» Information) mit bestimmten Eigenschaften

Thermodynamik: Axiomatischer Zugang

Vergiss mikroskopischen Hintergrund

Postuliere die Existenz von Zusténden und Zustandsgréfien
Postuliere Entropie mit bestimmten Eigenschaften

~» Frage: Was kann man aus diesen Strukturen folgern?

— Phénomenologische Beschreibung von Makrosystemen im thermodynami-
schen Gleichgewicht, kommt ohne mikroskopische Annahmen aus.

4.1 Postulate der Thermodynamik

4.1.1 Die Entropiepostulate

Hier: Fiir einfache Systeme (eine Substanz, keine dufleren Felder, keine Ober-
flacheneffekte, ... )
Verallgemeinerungen auf kompliziertere Systeme ergeben sich ,,organisch“

1. Postulat

Es gibt eine extensive Zustandsvariable U, die ,innere Energie*,
und Gleichgewichtszusténde, die durch einen Satz von Zustands- (4.1)
variablen U, V und N vollsténdig charakterisiert werden.

(vollstéandiger Satz von Zustandsvariablen, vgl. Quantenmechanik)

2. Postulat:

Fiir jeden Gleichgewichtszustand existiert eine Zustands-

variable S, die ,,Entropie“, mit den folgenden Eigenschaften:

(i) S ist extensiv (4.2)
(ii) S(U,V, N) ist differenzierbar

(iii) S wichst streng monoton in U

89
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NB: » S muss sich als Funktion von U, V, N darstellen lassen, da Gleichge-
wichtszustdnde durch U, V, N bereits charakterisiert sind.

» Aus (iii) folgt: Die inverse Funktion U(S,V, N) existiert und ist dif-
ferenzierbar.)

3. Postulat:

Der Gleichgewichtszustand eines isolierten Systems ist von
mehreren moglichen Zusténden derjenige, fiir den die Entro-  (4.3)
pie maximal ist.

4. Postulat:

Die Entropie verschwindet in Systemen mit ‘g—g =0 (4.4)
V,

N
(=0=S5=0)

4.1.2 Diskussion der Postulate

(a) Postulate 1-4 bilden ein vollsténdiges System von Basissétzen fiir einfache
Systeme. (Fiir kompliziertere Systeme muss man in Postulat 1 weitere
extensive Zustandsvariablen aufnehmen.)

(b) Postulat 1 = 1. Hauptsatz der Thermodynamik

Innere Energie U entspricht Zustandsgroflie £ aus Kapitel 2.

— Deutlich zu unterscheiden von Arbeit und Wirme

Arbeit: mechanische Energie - vom System abgegeben und mecha-
nisch umgesetzt, oder am System geleistete Arbeit

Wirme: Bei thermischem Ausgleich iibertragene Energie
~» Fliisse , keine Zustandsgroéfien
Der 1. Hauptsatz der Thermodynamik sagt aus:

Bei Prozessen, die einen Gleichgewichtszustand in einen anderen
iiberfithren, gilt allgemein:

AU = Q +.W (4.5)
Anderung der Wirme Arbeit

ZustandsgréBe U
Fliisse

Wenn Prozesse quasistatisch sind, d.h. System wéahrend des ganzen
Prozesses im Gleichgewicht, d.h. U(S,V, N) sténdig definiert (belie-
big langsamer Prozess), gilt auch Differentialform

au, = 6Q + 6W (4.6)

keine totalen
Differentiale

totales Differential
der Funktion U(S,V,N)

= §dU =0; $5Q #0; §6W #0
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(c) Postulate 2 und 3 = 2. Hauptsatz der Thermodynamik
(Darauf kommen wir noch zurtick)
Postulat 3 sagt aus, was passiert, wenn zwei Systeme in Kontakt gebracht
werden (Gleichgewichtsbedingungen)

(d) Postulat 4 = 3. Hauptsatz der Thermodynamik
bzw. ,Nernst’sches Theorem*
Hat keine Begriindung in der klassischen statistischen Mechanik,
schlimmer noch: Gilt da gar nicht.
Gilt in der Quantenmechanik; Begriindung: Eindeutiger Grundzustand.

4.1.3 Folgerungen aus den Postulaten
(1) Homogenitét

Betrachte homogenes System (U, V, N) — Entropie S(U,V, N)
Teile es auf in n gleiche Subsysteme;
— jedes Subsystem definiert durch U’, V', N’
hat Entropie S'(U’, V', N")
mit nU' =U,nV' =V, nN' =N
Betrachte System bestehend aus m Subsystemen, A =

m

= |S(AU, AV, AN) = AS(U,V, N)| (4.7)

Entropie als Funktion von extensiven Variablen ist
homogen vom Grad 1

Konsequenzen aus Homogenitiét

e Wihle A = & = £5(U,V,N) = 5(%,51%, 1) = s(u,v)
mit]:)icihtenu:%,v:%“gzﬁ
Analog: %U(S, V,N) = u(s,v)

e Fulersche Homogenitétsrelation:

Eine Funktion f(x1,---,) heifit homogen vom Grad s, wenn
f(Azxy, - Azyp) = N f(xq, -+ z,). Dann gilt

ET: 8f} xi=sf (4.8)

( Beweis: & f(Az1, - Aazr) = SN f(z1, @) = s N (21, - 2p)
T

T
=% af@g&;_'mﬁ . d%fi) =y Q2T o Wahle A=1 v )
=1 )

i Oz,

oS S oS
Angewandt auf §: S = U U+ v V+ N N (4.9)

i=

. _ou ou oU
Analog fiir U : U_855+8VV+8NN (4.10)
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(2) Konvexitét

Betrachte System mit Entropiefunktion s(u,v) wie im

7,_\& E_fg Eb Bild. Behauptung: Entropie im Bereich zwischen A
- 7 -+ und B kann erhht werden durch Aufspaltung in Teil-

% M‘Q .Jg ?4%  gysteme A,B (mit Teilchenzahlen N4, Np und Ener-
i ~ " giedichten pro Teilchenzahl u4,up).
Beweis: Ny + Ng = N und Nyua + Ngug =U = Ny = NJ;B_;"A und Ng = Nﬁ
= S =Nasa+ Npsp = N{sa + (u— u,ﬂﬁ} = konkave Einhiillende

— Oben gezeigte Entropiefunktion nicht kompatibel mit 3. Hauptsatz
Tatséchliche Entropie S(U, V, N) konkav: % <0(4.11)

analog : % <0, gjvsg <0 (4.12)
fvd
allgemein : 025 negativ definit (4.13)

Umgekehrt: Klappe Bild um:
(Spiegelung an Ebene u = s).

=2

— U(S,V,N) konvex, 94 >0; 24 >0; TU > 0(4.14)

<
bzw. allgemein : 0y U positiv definit (4.15)

4.2 Gibbssche Grundform

Herleitung

2. Entropiepostulat: Es existiert Funktion S(U,V, N), differenzierbar
— totales Differential: dS = %dU + %dv + g%d]\/

Identifikation: 92 = L, 95 = L 05 — — (siehe (3.13)

Gibbssche Grundform

in Entropiedarstellung (4.16)

1 P W
=|dS = TdU—l—de— de

Umgekehrt (nach dU aufgelost)
’dU =TdS — PdV + ,udN‘ in Energiedarstellung (4.17)

Folgerungen

(1) Entropie und Wérme

Vergleiche Gibbssche Grundform mit 1. Hauptsatz fiir quasistati-

sche Prozesse, dU 48 0Q + oW
1. Hauptsatz formuliert fiir feste Teilchenzahl = dN =0

Arbeit  OW = —PdV (4.18)

=10Q =T dS| Entropiedinderung = Wirmefluss (4.19)

NB: Damit wird dS messbar! (AQ < z.B. Tauchsieder)
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(2) Eigenschaften von P, u, T

e Homogenitét
P, pu, T als Funktion von (S bzw. U),V, N homogen vom Grad 0
QUASAVAN) — XOU(S,V,N)
z.B. T(AS,\V,AN) = 505) = 55 =T(S,V,N)\
o Intensivitét: P, u, T sind intensive Variablen.
Gleichgewichtsbedingungen in isolierten Systemen

x Thermisch

U =U; + Uy, Vp, Vo, N1, Ny fest

(—T"[ 56U = —8Us

S = Sl Ul,vl,Nl)—FSQ(UQ,VQ,NQ) = max
= g3 6U1 + 925U, =0

= (T1 - )5U1 =0 =Ty =T, : Temperaturausgleich

* Therm1sch—mechanlsch
U=U+U,V =V + Vo, Ny, Ny fest
— (SUl = —5U2, (5V1 = —(5‘/2
el S = S51(Up, Vi, Ni) + S2(Us, Va2, N3) = max
= SPLUL + GPHOVi + G20Us + G226Va = 0
= (T—1 - —)5U + (7 — —)5V1 =0VoUL, 6V
=T =T =P
* Thermisch-materiell
} U=U; +Uy, N =N;i+ No, V1, V5 fest

ey

4<’>w

— (5U1 —5U2, 5N1 —5N2
S Sl(U17V17N1)+SQ(U27V27N2) = max

= 95Uy + QRLONy + 93260, + 9320N, = 0

= (& - )5U (B — B2)5N; = 0V5U1,5N1
:> Ty =15, pp = p2

(3) Gibbs-Duhem-Relation
Eulersche Homogenitétsrelationen (4.9) und (4.10):

1
S:T(U—f—PV—,uN) und U=TS—-PV +puN|(4.20)

Differenziere und subtrahiere Gibbssche Grundform 4.16 bzw. 4.17
—dS =Ud(k) + £dU +V d(5) + FdV - N d(%) - fdN
und —>7l/U :SdTﬂ‘dS —Vdp—yfdv +Ndu+;/dN

= Gibbs-Duhem-Relation
1

d(=
U(T

P
)+Vd(T)—Nd(%) =0 und SAT—VdAP+Ndu=0| (4.21)

Bedeutung: Beziehung zwischen intensiven Groéflen
ermoglicht Herleitung neuer Zustandsgleichungen aus bekannten
Zustandsgleichungen.
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Beispiel: Klassisches ideales Gas

Bekannt: Zustandsgleichungen PV = Nk, T und U = 3Nk, T
év:%:kﬁe% undu:%:%kBT
Ziel: Herleitung einer Beziehung fiir s, pu.
Gibbs-Duhem: 3Nk, Td(%) + Nk, T+d(%) — Nd(&) =0
)+ k

= d(k) =

1 pad
3, 4 4k, 2 = 3, d(n

T
=—3ky d(InT) —ky d(In ) = =3k, d(Inu) — ky d(Inv)

= —k, d(In(v - u®/?))

= Zustandsgleichung fiir p: & — FT‘,—S =—k, In (% ) (?%)3/2)
fiir Entropie: %:s:%Jr%f%:%ka%
v U
=50+ ky In(—-(—)%? 4.22
~ |8 =80+ kg n(Uo (uo) ) ( )

Entropie bestimmt bis auf Integrationskonstante.
Uberpriife Postulate:

2. Postulat: S(U,V, N) differenzierbar, 95 >0 v

4. Postulat: %:T—)OM%:U—)OMSNIDU—)—OO
= S =0 bei T — kann nicht erfiillt sein!
(Grund: klassisches System, aber bei T' = 0 greift Quan-

tenmechanik.)

4.3 Thermodynamische Potentiale

4.3.1 Legendre-Transformation

Ausgangspunkt: Fundamentalform U(.S, V, N) enthélt die Information iiber ein
thermodynamisches System.

(Fehlende Zustandsgrofen aus T = g—g, pP= —g—g, = g—%)

Waunsch: In der Praxis wére es oft giinstiger, andere unabhéngige Variablen zu
haben, da Kontrollparameter eines Systems oft nicht S, V, IV sind, sondern
z.B. T und/oder P etc.

Versuch: einfache Variablensubstitution, z.B. S <> T

Lose T(S,V,N) = g—g (wenn méglich) nach S auf — S(T,V,N)
~> Innere Energie U(T,V,N) =U(S(T,V,N),V,N)
(z.B. ideales Gas: U(T,V,N) = 3Nk, T)
Probleme

e Die Funktion U(T,V, N) enthélt nicht mehr die gesamte Infor-
mation: U = f (g—g, V, N) kann nicht eindeutig nach S aufgelost
werden; wenn S Losung, ist auch S + Sy Losung.

e Die Fille, in denen man T = g—g nicht eindeutig nach S auflésen
kann - z.B. falls U nicht streng konvex, sondern flache Stiicke
enthélt - sind so iiberhaupt nicht zugénglich.
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Ausweg: Legendre-Transformation

Gesucht: Funktion von ‘g—g, die die gesamte
Information von U enthélt und eindeutig ist
Losung: Da U konvex ist: Achsenabschnitte
der Tangenten definieren Kurve vollsténdig
—»U-9%.8=U-TS

Einschub: Allgemein zu Legendre-Transformation (in einer Dimension)

Gegeben eine konvexe oder konkave Funktion f(x)
— Tangenten mit Steigung % = ¢ und Achsenabschnitt f(z) — &z

Wunsch: Eine Funktion F(§) finden, die dieselbe Information wie f(z) enthilt ~ aus F(§)
muss f(z) sich eindeutig rekonstruieren lassen

1. Versuch: Ordne jeder Steigung & den Wert f(x(€)) zu: F(&) = f(z(€))
Problem: f(z) kann aus F'(§) nicht eindeutig rekonstruiert werden: Falls f(z) Lésung von
F(&) = f, ist f(z — a) auch Losung fiir alle a! = Informationsverlust: nicht akzeptabel

Ausweg: Legendre-Transformation F(§) = f(x) — &x

- F(§) = f(x) — &x ist eindeutig 17" Sfore FLK ?(3)
(selbst wenn f(x) nicht invertierbar) \}}_L. =

- F(&) definiert f(z) vollstéindig et
(als Einhiillende der Tangentenschar)

& .? 5 \

e Kklar, falls f(z) zweimal differenzierbar und streng konvex/konkav

g

e Falls f(x) Knick hat
~> F(§) ist linear iiber

einen Bereich von & >3
At
o Falls f(x) linear iiber ! ' N :
einen Bereich von z : ‘\Jﬂ.\moimhfobxl
~» F(£) hat einen Knick : t )uﬁ)(\tdrm
: : i ‘ﬁ'
Es gilt:
- Umkehrung: F(€) 55 (- dr)

( FO=gU-tw=4-2-c=f-o-dft=—
F)—F'(§)s=f—E&x+&x=f(x)=f(-F'(£) v )
- Wenn f(z) konkav ist, ist F'(§) konvex und umgekehrt

da2f d¢ d?’F _ ddF _ _d
( @20é520$@7d—5¥7—d—§§0 v )
Bemerkung: Legendre-Transformation in der klassischen Mechanik
1. Ausgangspunkt: Lagrange-Funktion £(q1 - ¢m,q1 - - - ¢m,t), die ein
bestimmtes dynamisches System vollsténdig beschreibt.
2. Gesucht: (Hamilton-)Funktion 52 (q1 - - - gm,P1 - - Pm,t) mit p; = %f,
die dasselbe leistet. /
3. Voraussetzung: p; = % eindeutig nach ¢; auflésbar, <+ £ konvex
J
B 2y - - - _ 1 .2
in g; ~ det <OQj6(ik) # 0 iiberall (erfiillt fir £ = 5> m;@7 — V(z;))
4. Legendre-Transformation: . — & — > " p;q; = —H
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4.3.2 Definition der thermodynamischen Potentiale

Ausgangspunkt: Fundamentalform U (S, V, N) mit g—U =T, g—g =-P, g—% =u
Gewilinschte freie Parameter:
o T V. N ~» geeignete Legendre-Transformation:
oU Helmholtzsche
FIT,VNY=U-—-S=U-TS| ~ . . 4.23
(T, V. N) S freie Energie (4.23)
Ableitungen: Aus F(T,V,N)=U(S(T,V,N),V,N)—-T-S(T,V,N):
g? V,N - g% V,N %‘V,N —5- %‘V,N =SV
g‘F/TN:g%XV,N%’TN g%’ N_}f%TN:_P(T’V’N)
gII\:‘]TV:giléA/VNgﬁ}i‘ \%4 gl‘ Vifg%TV:#(T,V’N)
= Differential: dF =-SdT — P dV + pdN (4.24)

= Alle Informationen enthalten, F(T,V, N) ist Fundamentalform.
Vergleich mit Kapitel 3.4.2 S.72 ~» Helmholtzsche freie Energie ist iden-
tisch mit der freien Energie aus der statistischen Mechanik

e T P, N ~» geeignete Legendre-Transformation:

OF Gibbssche
G{T,PN)=F - —-V=U-TS+ PV . . (4.25)
1% freie Energie
identisch mit der freien Enthalpie aus der statistischen Mechanik
e S, P, N ~» geeignete Legendre-Transformation:
ou .
H(S,P,N)=U — W V =U + PV | Enthalpie (4.26)
(kennen wir auch schon)
Zusammenstellung fiir diverse Kombinationen freier Parameter (4.27)
freie Pa- Thermodynamisches Potential
rameter Name Formel Differential (4.27.
S, V,N Innere Energie U(S,V,N) dU=TdS - PdV + pdN a)
S,P,N | Enthalpie H(S,P,N)=U+PV | dH=TdS+V dP+pudN | b)
rv,n | (Helmholtzsche) | o v, Ny 1 _pg | qp = —§dT — P AV + pdN | )
freie Energie
Gibbssche freie | G(T,P,N)=U —-TS
T,P,N Energie = +PV dG=-SdT+V dP+udN | d)
freie Enthalpie | (4.30)— = uN
. Q(T,V,u) =U — TS
T,V, 1 gmﬁk&?nfms‘:hes —uN Q= -SdT —PdV - Ndu | e
otentia (4.29)» = —PV
Allgemeines A(T,Pu)=U-TS8
T, P, grofikanonisches —uN+PV | dA=-SdT+VdP - Ndy | f)
Potential (4.28)— =0
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Bemerkungen

e Ausgangspunkt fiir Legendre-Transformationen ist U (S, V, N) und nicht
S(U,V,N), da BU ’ Vien = — P experimentell kontrollierbarer Parame-

ter ist (mechamscher Druck), wéhrend 85 = Vloy = = L bei festem U
nicht kontrollierbar

e Die thermodynamischen Potentiale sind extensiv: Summen von exten-
siven Zustandsgrofien multipliziert mit intensiven Variablen.

e Folgerungen aus Extensivitéit

A(T, P, 1) extensiv, hdngt nur von intensiven Groflen ab
= A =0 -einzige Moglichkeit (4.28)
(konsistent mit Euler-Relation (4.20): U =TS + uN — PV)

Q(T,V, u) extensiv, einzige unabhéingige extensive Variable ist V'
— V kann nur linear in §2 eingehen.

QO =—PV = P(T,V, ) = - 2TV — P(T, 1) (4.29)
= P héngt nur von 7" und p ab
G(T,P,N) extensiv, analoge Argumentation fiir G(T', P, N)
= G = uN, und p(7, P) héngt nur von 7 und P ab. (4.30)

NB: A(T, P, ;) = 0 ist als einziges kein fundamentales Potential,
man kann daraus nicht eindeutig auf U(S,V, N) schlieflen. In-
formation geht verloren, da Parameter T, P, u nicht unabhéngig.
Formaler Hintergrund: Letzte Legendre-Transformation 2 — A
bzw. G — A eigentlich nicht mehr zuléssig: Q als Funktion von
V bzw. GG als Funktion von N nicht konvex, sondern linear.

Im Rahmen einer mikroskopischen, statistischen Theorie kann
man A natiirlich im Prinzip aus einer Zustandssumme Z, be-
rechnen. Man stellt dann fest, dass A ~ 0 in dem Sinne, dass es
Terme enthélt, die maximal wie In((N)) skalieren.

z.B. ideales Gas:

(3.11) °° o0 —itr (#—uN+PV)
N h3NN V—Vfdl“e kpT = ... =1/(BPA3 —efH)
Nf 0 Q
e A, BPV _ 1. 1
— N = ﬁPA3T—eBH’ = 3Px5. T (— Gasgesetz =7~ = 1+ 5)
— N,V makroskopisch fiir eB” B ﬁP)\3 (— Beziehung u(P,T))

Dann gilt: A ®2V _k_TnZ, =k, TIn(BPA3/N)

4.3.3 Eigenschaften der thermodynamischen Potentiale

(1) Konvexitdt und Differenzierbarkeit

U(S,V,N) konvex (4.14) (evtl. mit linearen Stiicken)
Erinnerung: Falls f(z) konvex — Legendre-Transformierte dazu konkav.

F(T,V,N)=U — TS konkav in T (evtl. mit Knicken)
konvex in V., N

~ G(T,P,N)=U —TS + PV konkav in T, P, konvex in N

Usw.
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Allgemein: Thermodynamische Potentiale U, H, F, G, (2, ... sind
konvex (U) und differenzierbar in extensiven Variablen (4.31)
konkav (N) und evtl. mit Knicken in intensiven Variablen (4.32)

,Knick“ = iiblicherweise Phaseniibergang, mehr dazu spiter

(2) Extremalprinzip

Thermodynamische Potentiale U, H, F,G,€,... sind minimal. (4.33)

Diese Extremalprinzipien lassen sich ableiten aus dem 3. Entropiepostu-
lat (S maximal in isolierten, abgeschlossenen Systemen)
~» vorgefithrt am Beispiel von U und F

- Gedankenexperiment: Allgemeine Konstruktion:

Betrachte System A mit vorgegebenen Zustandsvariablen S, oder
T, V4 oder Pa, Ng oder g

m— T

“=1 A sei Teil eines isolierten Gesamtsystems A U B
I~ Gesamtenergie U = Uy + Up ist fest.
- ,Bad“ B sei sténdig im Gleichgewicht, in B finden

K . | nur reversible Prozesse statt.
System A ist lokal im Gleichgewicht, d.h. man kann es in Untersy-
steme 4 unterteilen, in denen thermodynamische Zustandsgréfien de-
finiert sind. Damit kann man iiber S4 = Zie 4 Si auch eine Entropie
von A bestimmen (da S extensiv). Dennoch sind irreversible Zu-
standsénderungen moglich, bei denen sich S = S4 + Sp erhoht.
Wenn A im globalen Gleichgewicht ist, ist S maximal.

- Innere Energie U(S,V, N:
Im System A ist Entropie S4 vorgegeben.
Wegen % > 0 muss Up moglichst grof} sein, damit Sp maximal
= Uy =U — Up (bei festem S4) moglichst klein
= Im Gleichgewicht stellt sich U4 minimal ein.

- Freie Energie I
Im System A ist Temperatur T4 vorgegeben.
= B ist Warmebad, Ty =1Tp = g%g =:T. Zwischen A und B
kann Wirme 6Q ausgetauscht werden mit §QQ = T 0Sp.
(Da in A irreversible Prozesse moglich sind, ist i.A. 0Q # T6S4.)

Wiéhrend A sich dem Gleichgewicht néhert, gilt: 0F4 = 6(Ua—T4.54)
= §F4 = 0Us — T8 A=Y _sUp — 1684
VeS8 (55, +5Sp)
Sa+ Sp wichst an = 6(S4+ Sp) >0=0F4 <0
= F4 stellt sich minimal ein

- Ableitungen fiir die iibrigen Potentiale analog

Nutzen: Nun stehen Extremalprinzipien nicht nur fiir isolierte Systeme,
sondern fiir alle Gleichgewichtssysteme zur Verfiigung.
Analog zu Abschnitt 4.2 (3) konnen jetzt Gleichgewichtsbedingungen
fiir alle moglichen zusammengesetzten Systeme mit allen moglichen
Randbedingungen hergeleitet werden.
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4.3.4 Thermodynamische Koeffizienten

Thermodynamische Koeflizienten = zweite Ableitungen von thermodynami-
schen Potentialen, haben oft eine physikalische Bedeutung

(1) Einige bekannte Koeffizienten

Thermischer Ausdeh- 0 - 10V _ 1 0’°G (4.34)
nungskoeffizient: - Vvor PN - VOToP ‘
T T 62
Spezifische Warme: ¢, = N?Jg’ = _N?)TC; (4.35)
P,N
T 88 T 0*°F
= | =i 4.
“ T NoT|,y NI (4.36)
Isotherme I 1oV 1 0°G (4.37)
Kompressibilitit " VIP|,y  VIP? '
Adiabatische . 1oV 1 0’H (4.38)
Kompressibilitit S VP SN -V oP? '
P 1 0°F
Spannungskoeffizient: [ = ZT = —ng/ (4.39)
V,N

(2) Zusammenhénge zwischen Koeffizienten

Beziehungen:

- Variablentransformation: S <> T,

- Maxwell Relationen: Zweite Ableitungen von U, H, F, G, .. kénnen

vertauscht werden.
4B, O°F _ 9P _ _0S _ &F
T 0TOoV T oT — oV = oVoT"

- Euler-Relationen fiir Ableitungen von 7'(S,V, N), P(S,V,N),
w1(S,V, N) (da sie homogen vom Grad 0 sind)
ol ol ol
zB. ZLS+ LV 4+ EN=0.V & P, ue N

= Insgesamt drei unabhéngige Koeffizienten in einfachen Systemen

Ubliche Wahl :  [a, cp, fiy (4.40)
Daraus konnen alle {ibrigen Koeffizienten gewonnen werden.

Hilfsmittel zur Variablentransformation: Funktionaldeterminanten

Gegeben sei u(z,y, 2), v(,y, ), w(z,y, 2)
5 , Up Uy Uz
. . u,v,W)
= Jacobi-Determinante ey z) Vg Vy Uz
We Wy Wy

(uz = % etc.)

Rechenregeln:

d(uwz) _ ou _ Ou.zw) P

. 'u,,y,z — — u,z,y —

O 5eym = o = ey (jo 1 of=w ..)
0 0 1

.oy O(u,v,w) . O(v,u,w) . 9(u,v,w)

(11) A(w,y,2)  O(z,y,2)  O(y,x,2)

d(u,v, o(rys,t O(u,v, i
(iii) Kettenregel a((“rf;,%) . 8((;,;,;) = 6((11,1;/,1;)) (ohne Beweis)
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. O (u,v,w a(x,y,
(IV) 6((1;,1;,2)) = 1/ 6((:.,3,51))’ SpeZlell ‘ - 1/ ¥,z (HEigelnwerte = H Eigenlwerte)
Anwendungsbeispiele
@ [B=ae] ()
(4.39) op () a(p,v,N) (i9) a(P,V,N) 8(T,P,N) (1) a(V,P,N) 8(P,T,N)
B ="57 v,y OTV.N) — 8(T.PN) "3(T,V,N) — ~ 9(T,P,N) 9(V,T,N)
@ _av P () sy oV (4.34),(4.37)
T 9TlpN Vipn — Tlp /31’ T,N N _Va/(_VHT) v )
2
(b) [ep —cy =T - (V/N) - (a /RT) (4.42)
(4.36) a5 (1) a(s,v,N) (i) 9(S,V,N) O(T,P,N)
( /(T/N) T v,y  OTV,N) — O8(T,PN) " 3(T,V,N)
. |St Sp Sn
GLO o vp vw| 88| o =[28| v -gv| es| 1.2r|
0 0 H V| N T |pNOP|p N~ T |pNOP|p Nl VPN
(4.35),(4.34),(4.37) @ 787V % ai v )
N aTlpN 8T PN OPIT,N OV TN
—_—— ———— ——
cp/(T/N) Va —Va —1/(Vry)
(c) | ws/kr = cv/cp] (4.43)
( Vg (4.38) oy () a(v,s,N) (i) a(v,s,N) 9(P,T,N)
9P |gn — O(PS,N) 3(P,T,N) ~ 9(P,5,N)
. |\VP VP Vn
GL0 g, sr Sy Bl’ - [Bl as|  _av| s ]rlT
0 0 1| ?%len T LPPlrNOT p N~ 9T pNOPIrN] 25PN
_87‘/‘ 787‘/’ @ aiT __V”"T( ,TKCL) v )
“ 9pPlr,Ny 9T PN OPIT,N ASIPN T P Nk,
—_——— ———— — R ,
(4.37) (4.34) (4.34) (4.35) (4.42) =c
=—Vrp =Va =-Va =T/(Nep) v

NB: Damit sind c,,, kg, 8 auf o, ¢, , £, zuriickgefiihrt!

(3) Stabilitdtsbedingungen

Anschaulich: Reaktion einer extensiven Variablen auf Anderung der ent-
sprechenden intensiven Variablen muss positiv sein.

Thermodynamische Stabilitit = Konvexitéit/Konkavitiat der Potentiale.
Speziell: U(S,V, N) konvex bzw. N - u(s,v) konvex
= Matrix der 2. Ableitungen muss positiv definit sein

Pu Ou PUu U

052 ouvds | — 052 ovVoSs

S| ¥, Frl=N| & %Y
0s0v ov? 0S50V oVv?2

oT oT

4.27
(:)N as V,N av S,N

‘VN ’S N
= Diagonalelemente und Determlnante positiv.
(A positiv definit = A;; = (e;|Ale;) > 0 Vi in allen Bezugssystemen v/
Speziell: Eigenwerte positiv = Determinante positiv. v )

positiv definit.

1 . aP 1
= Gy o o 20 ~grlgn X s 20 =S¢, 20,k 20.
or ar |
9S1V,N ovVIsN | _ o(T,—P,N) _  9(T,P,N) d(T,V,N)

L‘ _opr — 9(S,V,N) — ~9(T,V,N) 8(S,V,N)
oS lv,N av S,N

’TN o5 ’\/NO(@$>O = iy 20
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Kombiniert mit den Relationen (4.42) und (4.43)
cp>c, >0
Kp > Kg 2> 0 (4.44)

= Stabilitdtsbedingungen

Bemerkung: x,., kg > 0 sichert auch mechanische Stabilitét

(Volumen verringert sich, wenn Druck erhéht wird)

(4) Verhalten bei T'— 0

4. Entropiepostulat: (Nernstsches Theorem)

9 o= T(S,V,N)=0=S=0 (siehe (4.4))
aquivalent: lim S(T,V,N) =0 (4.45)
T—0

Daraus folgt auch: }im0 S(T,P,N) =0, %irrb S(T,V,u) =0 etc.
— —
( lim S(T,P,N) = lim S(T,V(T,P,N),N) =0 etc. )
T—0 T—0

Folgerungen:
o %12% ¢, =0 und %1% cp, =0 (4.46)

(Grund: folgt schon daraus, dass S(T" = 0) endlich ist.

T T
2.B. ¢,: S(T,V,N) = S(0,V, N) +ng’g%(VN = 5(0,V,N) +N0de/;i,
S endlich = ¢, o« T mit € > 0 fir T — 0; ¢ analog. v )
o | lima=0 und lim =0
T—0 T_,oﬁ (447)
S = LoV _  _10s - — =
(Grund: o = & 2Y ‘P‘N L= -t ‘T,N =0,da S(T=0,P,N)=0VP,N.
relation
g=2r 7351 —0,da S(T=0,V,N)=0VV,N. )

T oT|lyny  Virn
e Nullpunkt 7" = 0 mit adiabatischer Expansion nicht erreichbar!

Dazu: Zeige zunéchst im Grenzwert T" — 0:
U=Uy(V,N)+0(T"¢) ; F=Us(V,N)+0(T*T¢) (4.48)

(Grund: Aus U — F = T'S folgt bereits U = F =: Up fiir T = 0.

Weiterhin: 95 = —S — 0 bei T — 0

U = 2 (F+T8)= 2—5+S+T% —0bei T —0
—-S Nc—0
~» lineare Ordnung in T verschwindet.)
~» U und F identisch und konstant bis zur Ordnung &(T')
NB: Analog gilt
H=Hy(P,T)+ O(T'*%); G=Ho(P,T) + O(T'*°).
Daraus folgt:

P(S,V,N)=P(T,V,N) bei T —0 (4.49)
. _ _du _ au aT aU
(Grund: P(S,V,N) = _Wls,N U v.Ny= OT V,NWls,N - W|T,N
U(T(S,V,N),V,N)
_ au _ _9F _
50 _W|T,N - T~ ovIT,N =P(TV.N) v )
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~» Bei tiefen Temperaturen ndhern sich alle Isobaren P =const.
in der S — T Ebene der Linie S =T an, (g—g) — 0.
S,N

)

~» Eine Abkiihlung nach T' — 0 iiber eine Rei- g
he aufeinanderfolgende Schritte von isother-
mer Kompression (von P; nach P,) und adia-
batischer Dekompression (von P, nach Pp)
wiirde unendlich viele Schritte erfordern.

4.4 Prozesse und zweiter Hauptsatz

4.4.1 Prozessfiihrung und Reversibilitéit

Prozess: ), (Anfangszustand) — ) _ (Endzustand)
charakterisiert durch Anfangszustand, Endzustand, Prozessfiihrung

Beispiel: Isotherme Ausdehnung eines Gases von V, nach V,

- Quasistatische Prozessfithrung

System stédndig im Gleichgewicht.
o i Zustandsénderungen lassen sich
WVe.o “‘F anhand der Fundamental-

[ gleichungen verfolgen.

Womolod T L | | L L L L

|

| v
System leistet Arbeit: W = [ P dV

Va
Zufithrung der gleichen Arbeit kehrt Prozess um: reversibel.

In quasistatischen Prozessen gilt differentielle Form des 1. Hauptsat-

(4.18)

zes: AU 2 50 + 6W mit 6Q “2” 7dS und sw “LY _p av.

- Prozessfithrung im Nlchtglelchgevvlcht (,Realer Prozess)
| Ubexaaus Ao N‘C{(M&Qud\féa'tm‘
?u““a«zd :

Sl

128

{BE @N Cnud ",,3 4 o
System leistet keine Arbeit; Prozess nicht umkehrbar ohne Arbeit

von auflen zuzufithren — irreversibel
Entropieerhhung, aber AS # @Q/T (W#rme muss nicht unbedingt
flieflen, z.B. im idealen Gas)

_@n

Allgemein: Diskutiere Prozesse in einem System

Betrachte Kombination ) und ,,Umwelt* 4l

Idealisiere ${ durch Kombination von Arbeits- und Wirmereservoir

(evtl. noch Teilchenreservoir hier nicht beriicksichtigt).

4 4/ N\zohrcsmmr A |
{z‘ & i Reservoire seien immer im Gleichgewicht.
Fomgle 'Janwmw«w B — )

() | Gesamtsystem = > Ui sei abgeschlossen.

Dann: Induziere Prozess ), — >, im Teilsystem
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e Quasistatische (reversible) Prozessfiihrung

P P

]!"u/v 3
= Pfad im thermodynamischen Zustandsraum e
Entropie im Gesamtsystem: dS = dSZ +dS4 4+ dSE = 0 (abge

schlossen) mit dS4 = 0 (reines Arbeitsreservoir) ; dSp = —%

e

0Q ASy. — / 0Q | (0Q : ausge- (

T | tauschte Wéirme)4'50)

deE:TiB 5

a

e Nichtgleichgewichts-Zustandsénderung (irreversibel)
Gesamtentropie: AS = ASZ + AS4s+ ASp

3. Postulat (4.3): , sonst lduft Prozess nicht ab. (4.51)

(Speziell: AS > 0 = irreversibel, denn umgekehrte Richtung
ist dann nicht moglich.)

AS4 =0 (Arbeitsreservoir), ASp = [dSp=— [ %

= |ASy > /57? (4.52)

4.4.2 Wairmekraftmaschinen und 2. Hauptsatz

Definition einer Wirmekraftmaschine: Maschine, die Wéarme in Arbeit um-
setzt, ohne sich dabei selbst zu verdndern.
(also: Kreisprozess, der immer wieder in den Ausgangszustand zuriick-
kehrt)

1. Versuch, eine Wirmekraftmaschine zu konstruieren

h .’/V))r. - \\ - —‘1:",¢ ’{‘)4’.9 sl S S
'6\"}‘3’531,“'(’;%51‘ Vo‘-(\“ g_) ; = Y s.’zfémﬁﬁgv@§ gesamtsystem
N LB Ta 5 S N At /I E=XUAUB
(4.51)
AS = ASy, + AS 4 +ASg > 0
S~~~ S—~— S~~~
—0 =0 _Q (4.53)
(Maschine dndert sich nicht) (reines Arbeitsreservoir) 7_g
. o 4.54)
= AUs=Q+ W =0 (denn Maschine soll sich ja nicht &ndern)

=ASp>0=>Q<0=W2>0

~» Maschine kann nur Arbeit in Warme umwandeln, nicht umgekehrt!
(als Warmekraftmaschine ziemlich untauglich!)

~» 1. Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik

(nach Planck, Kelvin):  Es gibt kein perpetuum mobile 2. Art,
das nichts tut als einem Wérmereservoir Warme zu entziehen (4.55)
und dabei Arbeit zu leisten.
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2. Versuch, eine Warmekraftmaschine zu konstruieren

Gesamtsystem
Y=YUAUBUDB;y

0.B.d.A. gelte

analog ( )
AS (4.53) ASE+ASA+ASBI+ASBQ > 0 = QZS_%Ql
:0 :O _ Q1 __ Qo
=TT T Ty

analog
(4 54)

AUs WH+Q+Q=0 = -W=0Qi+Q:<(1-2)Q
= geleistete Arbeit (—W) kann positiv sein, wenn @); > 0 (:> Q2 <0)
' S R R e
&J«ﬂ ATV A‘vkm f u))
Whind & T ‘_ 4
Energiebilanz: | | g e LE SEEEE M’Q“w kbcm& G)L
Wirkungsgrad: n = _inr < ’nmax =1-Ty/T) ‘ (4.56)

1

Realisierung einer Warmekraftmaschine mit optimalem Wirkungsgrad
A L.l || Carnot-Prozess: (Sadi Carnot 1796-1832)

9 "¢ SRy — Gedankenexperiment (1824)
+- *«)_.:';. - mit idealem Gas (= U o T') durchzufiihren,
*‘11—7“—*‘)'\: Reversibler Kreisprozess,
- ’T‘”"“"}‘ :‘T‘], alle Zustandsdnderungen quasistatisch
Bilanz:

(a) (adiabatische) Kompression: AS, = 0= Q, =0= W, = AU,
(b) (isotherme) Expansion: AU, =0 = W, = —Qp = —AS, - T
(c) (adiabatische) Expansion: AS. =0= Q. =0= W, = AU, = —AU,
(d) (isotherme) Kompression: AUy =0 = Wy = —Qq = —ASq-To = AS, - T»
:>W:Wa+Wb+Wc+Wd:ASb(TQ—Tl); Q1=Qy=AS,-T1
__w _
:>7’]——m—1—T2/T1 ve

~» Fazit:

o Wirmekraftmaschinen sind moglich, aber nur, wenn
(mindestens) zwei Wirmereservoirs daran beteiligt sind. (4.57)

e 2. Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik

Der Wirkur.lgsg.rad ein?r Wairme- n=1-To/T, ‘ (4.58)
kraftmaschine ist maximal

Bemerkung: Nach dhnlichem Prinzip wie die Wirmekraftmaschine kann man
auch eine Warmepumpe konzipieren, die Warme von einem kélteren zu
einem wirmeren Koérper transferiert:
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AUSZ W S (1 — TQ/Tl)Ql und QQ S —(Tg/Tl)Ql
folgt: Q2 > 0 und @1 < 0 ist mo6glich, wenn der Maschine zusétzlich
die Arbeit W > (1 —T3/Th) - |Q1| zugefiithrt wird.

Spontan (ohne Zufuhr von Arbeit) ist Warmetransfer nicht méglich.

~» 3. Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik

(nach Clausius):  Wirme kann nicht von selbst von
einem kélteren zu einem wirmeren Korper flieflen.

(4.59)

= 3 dquivalente Formulierungen des 2. Hauptsatzes
Alle diese Formulierungen sind letztlich eine Konsequenz des dritten
Entropiepostulats (4.3): Die Entropie in einem isolierten System stellt sich
im Gleichgewicht maximal ein.

4.4.3 Diskussion: Muss der zweite Hauptsatz gelten?

Maxwellscher Ddmon (Maxwell, Theorie der Wirme)

Tiir: langsame Atome werden von links nach rechts
gelassen, schnelle von rechts nach links.

Problem: Praktische Realisierung?

Verwandte Konstruktion

Klapptiir: Offnet sich nur, wenn Atom
dagegenstoft, schlieft dann wieder
~» Sammeln sich dann alle Atome rechts?
Dann koénnte mit dem Druckunterschied Arbeit

| verrichtet werden.
Problem: Klapptiir muss sehr weich sein (mikroskopisch).

Fluktuiert, ist auch mal so offen.

Feynmansche Ratsche

Teilchen links stoflen zufillig gegen
das Rad. Dieses kann sich wegen
Kopplung an Ratsche rechts nur
in eine Richtung drehen.

Frage: Kann damit Arbeit verrichtet

werden?

T1 = T2 — Nein
Feder der Ratsche muss sehr weich sein, fluktuiert, gelegentlich Be-
wegung in Gegenrichtung

T >1T, — Ja: ,Brownian ratchet”
aktuelles Forschungsgebiet (aber OK mit 2. Hauptsatz)
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4.5 Nicht einfache Systeme

4.5.1 Allgemeine Bemerkungen

Bis jetzt: ,Einfache Systeme*: Charakterisiert durch N,V E =U
Jetzt: Weitere charakteristische Grofien

(a) Formale Beschreibung
Einbau iiber 1. Entropiepostulat (4.1)
Erweiterung des Zustandsraums um weitere Koordinaten
Aufstellung einer geeigneten Fundamentalform
Der Rest geht von allein.

Beispiele:

(i) Verschiedene Teilchensorten
Zustandsvariablen: U, V, Ny ... N,
Fundamentalform: dU = TdS — PAV + Y\, udN;

(ii) Oberflachen
Zustandsvariablen: U, V, N, A (Fliche)
Fundamentalform: dU = T7dS — PdV + udN + o dA

Oberfldchenspannung

(iii) Magnetisierung
Zustandsvariablen: U, V, N, M (Magnetisierung)
Fundamentalform: dU = T'dS — PdV + pudN + HodM
oder dU = TdS — PdV + udN + [dFHydB
(je nach Fragestellung; mehr dazu in Abschnitt 4.5.3)

(b) Interpretation

Formale Aufstellung ,einfach“! Wichtig: Interpretation der Fundamen-
talform. ~ Man kommt doch nicht darum herum, sich in jedem
Einzelfall mit der Physik des Systems auseinanderzusetzen.

Dazu: Erinnerung an Abschnitt 2.4.1 auf Seite 45:

N,V, E:  natiirliche Variablen“ des Systems

- extensiv
(damit ist Entropie extensiv, sind Ensembles dquivalent etc.)

- in isolierten Systemen (einzige) Erhaltungsgroéfien
(damit Ergodentheorem greift. Erhaltungsgrofie schrankt zugéang-
lichen Phasenraum ein, aber innerhalb dieser Einschriankung
wird er gleichméflig aufgesucht.
— Voraussetzung fiir Anwendung des Jaynesschen Prinzips)

Wie ist das hier?
x Extensiv?
(i) Teilchenzahlen v

(ii) Oberflachen v
Oberfléichenergie ist zwar nicht proportional zum Volumen —
aber trotzdem additiv, und nur das z&hlt.
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(iii) Magnetisierung (V')
(Magnetisierung extensiv. Energie u.U. nicht mehr extensiv, da
magnetische Dipolwechselwirkungen wie 1/7% abfallen — gerade
eben langreichweitig. Spielen aber oft keine grosse Rolle).

x Erhaltungsgrofie?

(i) Teilchenzahlen: nicht unbedingt (z.B. chemische Reaktionen),
aber immerhin potentielle Erhaltungsgrofien.
= Man kann unabhéngige Reservoire anschliefien, in denen (bei
Abschaltung der Kopplung) Teilchenzahlen erhalten sind.

~» Damit kann chemisches Potential eingestellt werden.
(Beispiel, wo das nicht moglich ist: Hohlraumstrahlung — Photonenzahl nie erhal-
ten — p =0)

(ii) Oberflichen: Noch am ehesten
(Aber: Oberfliche konnte auch makroskopisch wellig sein)

(iii) Magnetisierung: Nein!
Aber: Magnetisierung kann trotzdem relevante Zustandsgrofie
sein, aus zwei (unabhéngigen) Griinden.

e Kann iiber externe (physikalisch reale) Magnetfelder H kon-
trolliert werden. Motivation fiir die Einfithrung der Zustands-
groBe M dann nicht aus der Physik isolierter Systeme (wie
bisher), sondern aus der Physik von Systemen im Feld H.
“Innere Energie” U gehort zu einem hypothetischen isolier-
ten System, in dem die Magnetisierung festgehalten ist.

e Es kann Ferromagnetismus auftreten: System magnetisiert
spontan und behélt diese Magnetisierung iiber makroskopi-
schen Zeitraum bei.
~» Ergodizitatsbrechung: Zugénglicher Phasenraum einge-
schrankt, wie bei Anwesenheit einer Erhaltungsgrofie. Moti-
vation fiir Einfiihrung der Zustandsgréfie M dann aus dieser
Ergodizitéitsbrechung.

NB:  Ergodizitéitsbrechung ist  charakteristisch  fiir
Phaseniibergang, siehe Kapitel 5. Auch zur thermocyna-
mischen Beschreibung anderer Phaseniibergéinge werden
oft zusédtzliche extensive Zustandsgroflen eingefiihrt,
— unabhéngig davon, ob die zugehoérige konjugierte
intensive Variable experimentell realisierbar ist.

Fazit:
Im Gegensatz zu anderen Vorlesungen (Mechanik, Quantenmechanik
etc.) darf man ,Bedingungen* hier nicht zu starr fordern.
Es kommt darauf an, dass man versteht, wozu man sie braucht, und
ob Schlussfolgerungen nach wie vor gezogen werden kénnen.
~» Physikalisches Versténdnis des Systems, nicht starre Axiomatik!
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4.5.2 Chemische Reaktionen

Eine der wichtigsten Anwendungen der Thermodynamik
— Basis der physikalischen Chemie !

4.5.2.1 Charakterisierung von Reaktionen
Beispiel: Knallgas
Reaktion: 2H3 + O = 2H50

Alternativ: 2H50 —2H9 — 09 =0
Reaktionslaufzahl AN: Anzahl Reaktionen

ANy, = —2AN

ANo, = —AN

ANp,0 = 2AN
Allgemeiner:

Reaktion: > vy, =0
1

xy: Substanzen (Hy, Oz, H20)
v;: stochiometrische Koeflizienten

vy >0: = Reaktionsprodukte
1 <0: = Reaktanden
Reaktionslaufzaliﬂ:
AN; = y;AN

4.5.2.2 Thermodynamische Beschreibung

* Zustandsraum: Bestimmt durch Anfangszustand {N}}

Mogliche Nj erfiillen: N; = N, lo + AN >0
~ ein freier Parameter (AN)
Bedingungen NV; >0 VI — Rénder

dN; = ydN
x Héaufig giinstiges Ensemble: Konstanter Druck und Temperatur

(4.60)

~» Freie Enthalpie G(T, P, Ny ... Nys)

Dann gilt |G = ZMNZ mit (T, P,Ny...Nu) (4.61)
(denn: G — 37, wN; = A(T, P, p1, . .., i) = 0, da extensiv).
= 8% =3
* Chemisches Gleichgewicht: Zustand, an dem G minimal ist
Moglichkeiten:

(4.62)

e Minimum am Rand (rechts/links)

~+» Reaktion lauft vollsténdig ab
Einer der Partner IN; stirbt aus

— Gleichgewicht ,,ganz rechts“/,ganz links“
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e Minimum in der Mitte

~+» Gleichgewichtsbedingung;: . 3
dG = z 5% le (3> my)dN = 0 VAN
1

\,/
) v dN

oG
= Z/,Lll/l =0 bzw. aiN =0 (463)

Zusatzhche Forderung: 8 G > 0 (da G Minimum).

4.5.2.3 Gle1chgew1chtsverschlebungen

Betrachte nun die Anderung des Gleichgewichts, wenn Druck oder Temperatur
erhoht werden, im Fall, dass das Gleichgewicht in der Mitte ist.

Allgemein: (3 ) =0=d> ) =0
l l

4]
= %(;um)dﬂ %(;um)dm > o Qo mr)dNn =0
m m l

ON

oG
Car + 2% dp + 29 4N =0 (4.65)

. o 0 V

:%1: Bé\f]\_,;, azgm (Z mv)dN="—— (Z pary)dN

(4.62) l
BT 8N

(i) T = const., P wird erhtht

dN\ (465) g2 PG PG _ oV _ _yovody,

dP ) p OPON ON? OPON ON ON; dN
~—~

>0 wg.(4.64) vy v

Also: (—) x =Y Y (v;: Molvolumen)

= Falls Reaktionsprodukte mehr Platz brauchen ~» Gleichgewicht ver-
schiebt sich nach links. Anderenfalls: nach rechts.

= Druckerhohung <+ System schrumpft.

(ii) P = const., T wird erhoht

2%2a

dv\ (465  pox (60 a2q 902G dN, 9s dN,
(ﬁ)P = TS X Toron T 2L NOTaN T 2O an
Andererseits gilt fiir Reaktlon (bei T = const., P = const.):

ds = z AN, =

wobei §Q): Warme, die wihrend der Reaktion entsteht (6Q) < 0) oder
verbraucht wird (6@ > 0).

Also: (%)P x 71“3%

Falls Wéarme verbraucht wird (endotherme Reaktion) — Gleichgewicht
verschiebt sich bei Temperaturerhéhung nach rechts.

Falls Wiarme entsteht (exotherme Reaktion) — Gleichgewicht verschiebt
sich bei Temperaturerhchung nach links.

= Wirkt der Temperaturdnderung entgegen!
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4.5.2.4 Das Prinzip von Le Chatelier

Verallgemeinerung der Uberlegungen von 4.5.2.3 (Le Chatelier, 1888)
Im Wesentlichen empirisch
Auch: “Prinzip des kleinsten Zwanges”

Das Prinzip
Ubt man auf auf ein im Gleichgewicht befindliches System durch Ande-
rung einer Zustandsvariablen einen Zwang aus, so d&ndern sich die anderen
Zustandsparameter von selbst derart, dass sich dieser Zwang vermindert:
Die Gleichgewichtsverschiebung schwicht also die Wirkung des dufleren
Einflusses ab.

Beispiele:

1.

Chemische Reaktionen, Fall (i) von oben: Erhoht man den Druck,
weicht das System so aus, dass die volumenverkleinernde Reaktion
gefordert wird und umgekehrt.

Chemische Reaktionen, Fall (ii) von oben: Erhéht man die Tempe-
ratur, wird die wirmeliefernde Reaktion zuriickgedrangt und umge-
kehrt.

Chemische Reaktionen: Andert man die Konzentration, indem man
z.B. ein Produkt entfernt, so reagiert das System, indem es dieses
Produkt nachproduziert.

Schmelzgleichgewicht zwischen einer fliissigen und einer festen pha-
se: Bei Drucksteigerung verschiebt sich das Gleichgewicht zugunsten
der spezifisch schwereren Phase. Da die spezifisch schwerere Pha-
se in der Regel die feste ist, kann man also die fliissige Phase bei
erhohter Temperatur durch Drucksteigerung zum Erstarren bringen.
Beim Wasser ist die feste Phase leichter, daher lisst sich Eis durch
Druckerhéhung schmelzen.

Loslichkeit: Bei Druckerh6hung erhoht sich die Loslichkeit eines Stof-
fes, falls sein Molvolumen im ungeldsten Zustand grofler ist als im
gelosten Zustand und umgekehrt.

Loslichkeit: Bei Temperaturerh6hung erhoht sich die Loslichkeit, wenn
beim Losen Warme frei wird, und umgekehrt.
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4.5.3 Elektromagnetische Zustandsgrofien

Betrachte nun System unter Einfluss duferer statischer elektromagnetischer Fel-
der. (statisch +» Gleichgewicht moglich).

4.5.3.1 Elektromagnetische Felder in Medien

(Kurzer Abriss — siehe Vorlesung “Klassische Feldtheorie” ).

(a) Elektrostatik

x Situation

AuBeres Feld E, Polarisierbare Probe
—— O
S
+
Maxwellgleichungen: Lokale Polarisationsdichte p{(r)

VE@ = 47p, Van =0 Polarisation: P = fdf‘ﬁ
\$\>—/)/

— Probe verédndert Feld.

m

x Zwei Kategorien der Verdnderung

e Direkte lokale Riickwirkung der Polarisation auf das lokale elek-
trische Feld E' (— Reduktion).

Beschreibung: E = D — 47f (4.66)
mit D: “Dielektrische Verschiebung”. D=E¢

Fiir diinne Platten ist D = E,
(angelegtes Feld wird nicht gestort).

e Langreichweitig: Zusétzliche Beitrdage zu E von den elektrischen
Feldern der orientierten Dipole.

Beschreibung: Modifizierte Maxwellgleichungen:
Fiir allgemeine Probenformen ist D # F, und erfiillt
VD = 4mp (mit nach wie vor V x E = 0).

(b) Magnetostatik

+ Situation

AuBeres Feld B, Magnetisierbare Probe
+
= e O
+
Maxwellgleichungen: Lokale Magnetisierungsdichte 7:(7)
VxB, =%p, VB, =0 Magnetisierung: M = [dFm
—— Y

= % Probe verdndert wieder Feld.

>
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* Verénderungen

e Direkte lokale Riickwirkung der magnetischen Momente.

Beschreibung: B = H + 47 (4.67)
Fiir lange, diinne Proben ist H =B, £
(angelegtes Feld wird nicht gestort). p——

e Langreichweitige dipolare Zusatzfelder zum Magnetfeld.

Allgemein ist normalerweise H # B,
Modifizierte Maxwellgleichungen: V x H = 47” 7 mit VB = 0.

(c) Zeitlich verdnderliche Felder

Im Prinzip gleiche Behandlung mittels p, m, 5, H.
“Makroskopische Maxwellgleichungen”:

3 7 _ 197 — 4n7
VB 0 VxH 53#2 e/ (4.68)
VD 4dmp VXxE+ 0B = 0

4.5.3.2 Thermodynamik: Mikroskopischer Zugang

Zunéchst: Zugang/Ansatz iiber statistische Physik

x Ausgangspunkt

Betrachte Medien mit festen elektrischen Dipolen d; und magnetischen
Momenten ji;, die im elektromagnetischen Feld ausgerichtet werden.

— Polarisation P = > d;, Magnetisierung M = > i (extensiv).

Lege duBere statische Felder Ea und/oder éa an.

~» Direkte Wechselwirkungsenergie zwischen Feld und Probe:

Eww = —PE, — MB,. (4.69)

Bemerkungen dazu:
e Tatsiichliche Felder D, H lokal i.A. anders als E,, B, (vgl. 4.5.3.1).
Aber: Beitrdge —P(D — E,) — M(H — B,) beschreiben Wechselwir-
kungen gwischen Dipolen: Werden besser direkt als solche behandelt.

e Moglichkeit von induzierten Dipolen (Diamagnetismus, van-der-Waals
Beitriige) hier vernachléssigt. Kann beriicksichtigt werden, aufwen-
diger, im Grundsatz gleiches Ergebnis.

* Statistische Physik

Hamiltonoperator: H = Hy— PE, — M B,
(Elektrischer Dipolbeitrag PE,: Elektrostatik, Multipolentwicklung
Magnetischer Dipolbeitrag MB,: Kann niherungsweise aus Pauli-Gleichung hergeleitet
werden (siehe z.B. Schwabl, statistische Mechanik)

Hy enthilt ggf. auch Dipol-Dipol-Wechselwirkungen).



4.5. NICHT EINFACHE SYSTEME 113

~» Kanonische Zustandssumme: Z, =Sp(e )= Sp(e_ﬁ(HO_ﬁE“_Méa)).
Freie Energie: F(T,V,N, E,, B,) = —% InZz,.

Mittlere Energie: (J¢) = 9PE) _ Tg—?.

oB
Mittlere Polarisation: (P) = %B?EZK =- gg
Mittlere Magnetisierung: (M) = %ag};}{ = —5’5 .

* Fundamentalformen
Freie Energie: dF = —SdT — PdV + pudN — PdE, — MdB,
Legendretransformationen
~ Energie E(S,V,N,E,,B,) = F + TS = ()
mit dE = 7dS — PdV + udN — PdE, — MdB,
“Innere Energie” U(S,V, N, P, M) = FE+ PE,+ MB,

mit der neuen Gibbschen Grundform

AU = TdS — PAV + pdN + E,dP + B,dM |. (4.70)

NB: U(S,V, N, P, M ) gehort zu einem hypothetischen System mit vorge-
gebenem P und M. Falls es keine induzierten Dipole gibt, wire U die
Energie eines solchen Systems in Abwesenheit duflerer Felder E,, B,.

4.5.3.3 Thermodynamik: Makroskopischer Zugang
Zugang iiber Maxwellgleichungen.

x Ausgangspunkt: Elektromagnetische Arbeit

Energiebilanzgleichung in Medien (siehe auch Theorie IV)

s 1 mom e L
JE  +—(Ea, D+ HoB)+V-—(ExH)=0 (4.71)
N 41 47

~—_——

Leistungsdichte .
Fluss(Poynting-Vektor)

(Herleitung aus makroskopischen Maxwell-Gleichungen:
JE=E£(VxH-10D)E= £[VHxE)+H(VxE)]|-LEwD v )
——
-1o.B

= Arbeit in abgeschlossenem Volumen (keine Fliisse an Oberfliche)

7

. 1 [ [
OWel mag. = —dt /dFjE =1 /df’(E 0D+ H éB) (4.72)

Daraus kann man dquivalente Ausdriicke ableiten, die sich als Ausgangs-
punkt fiir thermodynamische Behandlung besser eignen:

1 = — — —
WS, = 3 [ 4 (B SE, + B, 65) (4.73)
WD = OB + / dF (—§ 6B, + B, o) (4.74)

mit Ef9 = L [dF (E2+B2): Energie des dusseren Feldes bei Abwesenheit
der Probe (~ probenunabhingiger Beitrag).
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(Herleitung: Definiere fe=D—E, fzg=H— B,
Wegen VD = VE, = 41p,V x H =V x By = %], folgt: Vfr =0,V x fp = 0.
Wegen V x E=v XﬂE‘a =V x fB_): 0 folgt: 3 Potentiale ®, ®,, ¥
mit £ = —V®, By = —V®a, fg = —VU.
Damit ist mit (4.72), (4.73)
Welmag. — W hag. = 1= JAF[E 65 + [ 6B = — 1 [d7 (V) 6F + (V) 65]

= [dF[®5( (VfE)+¥ 6 (VB) + Oberflachenterme =0 v/
R,—’ v —
verschwinden

Weiterhin: § Efeld = L fdr 128 6Ea + B, 6B4)

= W e = fdr [(Ea — 47p) 6 Eq + Ba 8(Ba + 4mm)]
= (SWe(llr)nag - 6We(122nag - ﬁ de [fE 65@ + B‘a 6]?3]

= [d71fE 8(V®a) + Ba 6(VI)]
= ﬁ de(VfE) 6®, + (VB,) 6] + Oberflichenterme =0 v )
—— —— —

0 0 verschwinden

x Folgerung: Fundamentalformen

Nimm im Folgenden an, dass Ea = const., éa = const..

Vergleich mit 1. Hauptsatz (dU = 6Q + 0W (4+u dN)) ~» Wl mag. erwei-
tert dieses Differential fiir elektromagnetische Zustandsgrofien.

— Je nach Wahl des Ausdrucks fiir W mae. verschiedene thermodyna-
mische Potentiale.

(1 )5We(13nag aus (4.73) — K(S,V, N, E,, {B})

mit dK =T dS — PdV + pdN + i [d7 (E dE, + B, dB)
Legendre-Transformationen:

— B(S,V.N,E,, B,) = K - 4- [d7 BB,
mit dE = T'dS — PdV + pdN + - [d7 (E dE, — B dB,)
%ﬁ(su‘/aN){E’}a{é}):K_ﬁdeE’E_:a

. 1 L4 L

mit dU:TdS—PdV+,udN~|—4/dF(—EadE+BadB)
7I8

(4.75)

NB: “Extensive GréBen” sind .= [ d7 E und - = [dF B (additiv v')
“Intensive Groflen”: Ea, B

(2) sW? aus (4.74):

el.mag.
Eliminiere Anteil EFd des angelegten Feldes.

(Probenunabhingig — trégt zu thermodynamischen Eigenschaf-

ten der Probe nicht beil).
Verwende P = Jdrp, M= Jdrm.
— Thermodynamisches Potential: K(S,V, N, E ,M )

mit dK =T dS — PdV + pdN — PdE, +1§ dM
Legendre-Transformationen:

— E(S,V,N, Eo, By) = K — B,M (Energie)
mit dE =TdS — PdV 4+ pdN — PdE, — M dB,.

—~ U(S,V,N,P,M) = K + PE, (innere Energie)
mit AU = TdsS — PAV 4 pdN + E,dP + B, dM. (4.76)
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Diskussion:

e I und U entsprechen der Energie bzw. inneren Energie aus dem
mikroskopischen Zugang (Abschnitt 4.5.3.2).
e Zusammenhang zwischen (1) und (2):
K=K+ EF = K + V(B2 + BY).
= E=FE+ L(E2-B2)
U =U+g(B; — Eo)
e Anwendungsbereiche:
Ansatz (1): Ginzburg-Landau Theorie der Supraleitung
Ansatz (2): Theorien fiir Magnetismus, Ferromagnetismus, ...

4.6 Zusammenfassung des Kapitels 4

Thermodynamik:
— Phénomenologische Theorie zur Beschreibung makroskopischer Systeme

— Axiomatisch aufgebaut

x Grundlage: Entropiepostulate
Gehen von der Existenz extensiver Zustandsgréflen aus.
Zentrale Grofle wieder die Entropie: Auch postuliert, mit bestimmten Ei-
genschaften.

(Alternativer, etwas weniger systematischer Zugang: Hauptsétze der Ther-
modynamik)

x Darauf basierend: Gebdude von Folgerungen, z.B.
— Es gibt intensive Grofien.
— Konvexititseigenschaften und Stabilitdtsbedingungen.
— Zusammenhénge zwischen thermodynamischen Koeffizienten.
— Irreversibilitat im Nichtgleichgewicht.

NB: Axiomatischer Zugang wirkt zwar nicht sehr fundamental, bietet aber an-
dere Vorteile: Formalismus kann iibertragen werden auf beliebige andere
physikalische Systeme, in denen &hnliche Postulate erfiillt sind. Identifika-
tion der extensiven und intensiven Groflen dann unter Umstinden anders,
Folgerungen bleiben die gleichen.

(Anwendungen z.B. bei granularen Systemen, schwarzen Lochern, ...)
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4.7 Wissensfragen

74. Wie lauten die Entropiepostulate?

75. Wie kann man Entropie messen?

76. Wie lautet der erste Hauptsatz der Thermodynamik?
77. Begriinden Sie das Nernstsche Theorem.

78. Welche Konvexitidtseigenschaften haben Entropie und innere Energie?
Warum?

79. Erldutern Sie die Gibbsche Grundform.
80. Wie lautet die Gibbs-Duhem-Relation? Woraus folgt sie?

81. Was ist eine Legendre-Transformation? Wozu ist sie gut? Wann kann man
sie anwenden?

82. Nennen und erklédren Sie einige thermodynamischen Potentiale.

83. Wann verwendet man welches thermodynamisches Potential?

84. Welche allgemeinen Eigenschaften haben thermodynamische Potentiale?

85. Was sind thermodynamische Koeffizienten? Nennen Sie einige.

86. Was versteht man unter Maxwell-Relationen?

87. Welchen Stabilitdtsbedingungen miissen thermodynamische Koeffizienten
geniigen?

88. Wie verhiilt sich die spezifische Warme am absoluten Nullpunkt? Warum?

89. Was ist ein quasistatischer Prozess?

90. Was versteht man unter einer Warmekraftmaschine?

91. Was ist ein Carnot-Prozess?

92. Erldutern Sie die drei in der Vorlesung behandelten Formulierungen des
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik.

93. Wie wiirde man thermodynamisch Systeme mit verschiedenen Teilchen-
sorten beschreiben?

94. Wie kann man konkret Systeme beschreiben, in denen chemische Reak-
tionen stattfinden? Erldutern Sie insbesondere den Begriff der Reaktions-
laufzahl.

95. Welche Bedingungen miissen die chemischen Potentiale in Systemen erfiillen,
in denen chemische Reaktionen stattfinden, und die im chemischen Gleich-
gewicht sind?

96. Was besagt das Prinzip von Le Chatelier? Nennen Sie Beispiele.

97. Wie werden elektromagnetische Zustandsgréfien in den thermodynami-
schen Formalismus behandelt?

98. Welche allgemeine Form hat elektromagnetische Arbeit? Warum?



Kapitel 5

Phasengleichgewichte und
Phaseniiberginge

5.1 Beispiele fiir Phaseniiberginge

(siehe auch: Einleitung)
Bereits kennengelernt: Bose-Einstein-Kondensation (Kapitel 3.7.4.
Exakt berechenbar, in mancher Hinsicht etwas untypisch, nun weitere Beispiele.

5.1.1 Ubergang Gas-Fliissigkeit

Phénomenologische Beschreibung mit van-der-Waals-Zustandsgleichung

* Herleitung (heuristisch)

Ausgangspunkt: freie Energie fiir klassisches ideales Gas
3

N
F = NkgTIn(y - Ap)
(Aufgabe 14 oder: (2.84) mit Upot = 0= Zyc = 3 (55) VN, F =~k TInZ,. V)
: T
Betrachte nun Gas von wechselwirkenden klassischen Teilchen mit absto-
Benden Kernen (keine Durchdringung) und léngerreichweitiger Anziehung

o Effekt des abstoflenden Kerns: Zugéngliches Volumen reduziert

~V =V —Vy; Vo = Nb mit b: Eigenvolumen der Teilchen
: F % E)ard core % NkBT ln(% ’ A;—‘)

e Effekt der anziehenden Wechselwirkung
~» Beitrag zur inneren Energie: U, ~ —N a ¢
=F=U-TS—=F,_ ,..—Nap
= TInsgesamt: F,_ . w1V, N) = —a* + NkpT In(2%55 - A7)
Druck: P = — 98 = —a, + NkpT/(V — Nb)

N
= |(P+ G(V)Q )(V — Nb) = NkpgT | van-der-Waals-Gleichung

~——
,, Binnendruck* (5 1)

117



118KAPITEL 5. PHASENGLEICHGEWICHTE UND PHASENUBERGANGE

* Diskussion

van-der-Waals-Gleichung dquivalent mit

NkgT b
p(V.T,P) = VP =V (Nb+— )+VN2——N3%:0 (5.2)

P

Graphisch: P-V-Diagramm

BRI W

~» Verschiedene Temperaturbereiche
Grofle Temperaturen: P fillt monoton mit V', kein Phaseniibergang

Kleine Temperaturen: ,, Van-der-Waals-Schleife
~» Nicht kompatibel mit Stabilitdtsbedingungen (Kapitel 4.3.4)
Problem: F ... nicht konvex in V.
~» Phasentrennung: Koexistenz von zwei Zusténden 1,2
Ergeben smh aus konvexen Emhullenden von F  dWanls

S

»hf/\ e o s

( ) Druck im Koex1stenzbere1ch konstant (Pyoo)
f vdWaalst - f deaali dv - _F2+F1 PKoez (V2 _Vl)

~> ,,Maxwellsche Flachenregel“
= Legt eindeutig fest, welche beiden Phasen bei gegebener Tempe-

ratur koexistieren.

Ubergang: Kritischer Punkt 7.
- Zusammenhang zwischen Zustandsgrofien am kritischen Punkt:

V.P, _ 3 _ 0‘375(experimentell: “He :0.308 Hos :0.304

NkgT, 8 02:0.292 H20 : 0.230) (5.3)

gf/}; = 0 = 3 Nullstellen von ¢ als Funktion von

(Beweis: Bei (V,,T,) ist: @
2:2) = (V —V.)® — Koeffizientenvergleich)

V fallen aufeinander: p(V,T,, P,)
- Verhalten in der Nahe des krltlschen Punktes: Verschiedene Pfade

) v=v: Kk, = v 9p| x|T =T/

QL

X (b) T=T, : (P P,) x |V—VC|‘5

RN R R ;,z v(c) Koexistenzkurve: V., —V, o (T,—T)"
mit (van der Waals): v =1, 6 =3, =1/2

~» algebraisches Verhalten, kritische Exponenten +, 9, 5
~1, 6 ~4.8, ~0.33)

(5.4)

(,experimentell“:
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Schlussfolgerung;:

Phénomenologische Beschreibung erstaunlich erfolgreich
fiir viele Fliissigkeiten

Universelle Eigenschaften am kritischen Punkt
(Potenzgesetze, kritische Exponenten unabhingig von der kon-
kreten Substanz)

5.1.2 Magnetismus

(Nimm an, lange diinne Probe = B, = H).

* Phasenverhalten Magnetisierung eines Ferromagneten

* Phinomenologische Theorie: Weiflsche Molekularfeldndherung

Idealer Paramagnet: Curie-Gesetz M = %H (C: ,Curie-Konstante®) (5.5)

Ferromagnet: Curie-Gesetz + Molekularfeld H_, = AM
(Molekularfeld: Beschreibt Austauschwechselwirkung mit magneti-
sierter Umgebung)

~ M = % -(H 4+ AM) (Curie-Weiss-Gesetz) (5.6)
— Suszeptibilitit: g—% = Xp X ﬁ
Funktioniert fir 7 > T, := X-C; dann ist x, x ﬁ (5.7)
Bei T' < T, bricht Beschreibung zusammen.
Abhilfe: Ersetze Curie-Gesetz (5.5) durch bessere Niherung:
M o tanh(CH/kgT) (5.8)

~> Damit kann auch der Rest des Phasenverhaltens (spontane Ma-
gnetisierung etc.) beschrieben werden.

s Vergleich mit Fliissig-Gas-Ubergang

Phasendiagramme
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Kritische Exponenten

Ordnungsparameter : My(T); Voo = Vy o< [T =T, 5.9)
d(Ordnungsparameter) /9(zugeordnete intensive Grofe:

Kompressibilitit: #, o [T —T(5:10)

Suszeptibilitdt: x, o [T —T[(b.11)

Ordnungsparameter <+ zugeordnete intensive Gréfle bei T' =T, :

Druck ¢ Volumen: (P—P) o |V —V¥12)

Feld < Magnetisierung: H o |M[° (5.13)

Spezifische Wirme : cy.Cp o< |T —T(h14)

— theoretische Werte: gleich fiir van der Waals-Fliissigkeit und Mo-
lekularfeldnidherung: o = 0 (Sprung), 8 = %, y=1,6=3

— experimentelle Werte: dhnlich fiir alle Systeme:
a=-01...01,3=02...04, y=12...14,6 =4.2...44

5.1.3 Weitere Beispiele

* Entmischung von Fliissigkeiten

2 ¢  howmoge
2E. Thaul uud Wasset i3 [~r’;q>< 2‘?&2;.
7. S

% Thauo?
x Antiferromagnet
F : - Bl : :
v o festem H#0 =2 :
/ pocamagn, ((+ 4 Y 'f',npmafuh’:d« Geotlugie  Unlesgit
T TLY
[ ST L T L Orluungsposomeles
: ) 20 T “Wlezgfuumaq,uhkmwg
* Ordnungs-Unordnungsphasenumwandlungen
Lageordnung
2.2, Mesing (W) <~ Uniegiba A L
@ () @G‘ “— Unhugitu B
) .
: uwbeovdnu" : 520-15-40' :.vusddew.u_ Vamiubn}\buvwki@m&‘u_

au] vesolieolan  Mnksgilici

Ordnungsparameter o< NéAu) — Néﬁ)

Orientierungsordnung
N s
2.3, kW £ : Dipots.
@) ()
& —
4 Onewheu j
o o eukong (rlo)-Adsen |
Mugenchier

Ordnungsparameter: (a) Orientierungstensor
(b) mittlere Ausrichtung: ) o, mit o, = £1
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* Strukturelle Phaseniibergéinge

3. %ﬂ@ E‘%

lenloiSone. Q ('wwuhk_

Beschreibung: ,, Kondensierung“ eines bestimmten optischen Phonons bei
q = 0 — ,soft mode*. Bei Anndherung an den Phaseniibergang von
der ungeordneten Phase her wird dieses Phonon beliebig ,,weich“.

,Ordnungsparameter“: (¢), wobei ¢ = Amplitude des Phonons.

* Schmelzen-Erstarren

8] AT Y S o
SR T
b 4 x

,Einfrieren von Dichteschwankungen*
- Phaseniibergang immer erster Ordnung

- mogliche Beschreibung: o(7) = Zé @deiGF
Ordnungsparameter: { @g; }

x Fliissigkristalle
Fliissigkeiten von stark anisotropen Molekiilen

wegiche Thagem™  Awgeordlinet w
MemohSel s |l{ [ | keine. L%@rdnu )
| l\ll obes On'e.«h'emusgoniuwaé
Oduungs pecametes © 6n‘e"h‘emm3ckusor
B‘A.OCILQ"&'ISCQA l\:{ ﬁ{ )i &dhuugfpﬁzmk:'. :
swmuum L 7 Cdicambenpencels

louu\ah'rcb Vbdreu

l [

ovdmmi i eine 'Exchh»g (Sehieht
{l‘zmg g ol oles Celuchkey .

117t
swaiven 2+ 00
Anwendung: LCDs

x Makroskopische Quantenzusténde

e Bosekondensation: Systeme von Boseteilchen
niedrige Temperaturen: ein makroskopischer Anteil von Teilchen
geht in den Grundzustand (Kapitel 3.7)

= Ordnungsparameter: Komplexe Funktion ¢ = R - ¢
mit R?: Besetzung des Grundzustandes und ¢: Phase.

T S F
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e Suprafluiditit (*He, “He)

N
P k" hep / mvmdwggs suprafliissiger Zustand:
Bosekondensat von

%;‘ ‘O:-u‘w‘c makroskopischer Dimension
5 s ST mit 1023 Teilchen
Konsequenzen:

z.B. dissipationsfreier Fluss durch Rohre und Kapillare

(keine Energiedissipation durch Stofe mit einzelnen Teilchen
mehr moglich; kollektive Anregungen, bei denen ein bestimmter
Impuls iibertragen wird, haben eine bestimmte Mindestenergie)

e Supraleitung

54 nevmal - ﬁ‘jp I) supraleitender Zustand:

s Loitend Bosekondensat von
upr -

Duikeud : Elektronenpaaren

: > (Cooperpaaren)

Konsequenzen: (under anderen)
Kein Widerstand (« dissipationsfreier Fluss)
Meifiner-Effekt: Magnetfeld wird aus der supraleitenden Phase
verdrangt

5.1.4 Folgerungen: Beschreibung von Phaseniibergingen

Wichtige Konzepte

(1) Ordnungsparameter

Grofle, die zwischen Phasen unterscheidet
(idealerweise Null in einer der beiden Phasen)

Beispiel: Magnetisierung

Kontinuierliche Phaseniibergénge
— O.P. geht stetig gegen Null bei einem kritischen Punkt T,

Phaseniibergénge ,erster Ordnung®
— endlicher Sprung am Ubergangspunkt

= Ordnungsparameter sollte extensiv sein
Bei intensiver Grofle wire zweites Szenario nicht moglich.

(2) Kritisches Verhalten

Es gibt hiufig kritische Punkte (Linien ... ), an denen Phaseniiberginge
kontinuierlich werden. Sie sind gekennzeichnet durch
- Potenzgesetze
- kritische Exponenten «, 3,7,
- Universalitét



5.2. THERMODYNAMIK VON PHASENUBERGANGEN 123

Konkret stellt sich heraus: Einteilung in Universalitéitsklassen nach

¢ Raumdimensionen
e Symmetrie des Ordnungsparameters
e Reichweite der Wechselwirkungen

(3) Schwankungen und Fluktuationen

In der N#he von kritischen Punkten/Linien divergieren hiufig Suszepti-
bilitéaten.
~» Nach Abschnitt 3.5 entspricht das starken Schwankungen einer
extensiven Grofle (hdufig des Ordnungsparameters).

Beispiele:
- fliissig/gasf. kritischer Punkt: Kompressibilitéit divergiert <+ starke

Dichteschwankungen (kritische Opaleszenz)

- Soft mode bei strukturellen Phaseniibergéingen

Konsequenzen:

e Energieschwankungen: Peak in den spezifischen Wéarmen

e Grofle Korrelationsldngen/Clustergrofien
~» experimentell messbare Effekte

e Grofle Cluster — langere Relaxationszeiten
»critical slowing down*
(bei Phaseniibergéingen geht alles langsamer)

(4) Symmetrie und Symmetriebrechung

Phaseniibergéinge sind hiufig mit Anderung der Symmetrie im System
verbunden
(z.B. Magnetismus, Ordnungs/Unordnungs-Phasenumwandlung)

Ordnungsparameter beschreibt dann diese Symmetriebrechung

5.2 Thermodynamik von Phasengleichgewichten und
Phaseniibergingen

5.2.1 Phaseniiberginge als makroskopisches Phinomen

In Systemen in Kontakt mit einem Warmebad sind Phaseniibergdnge nur im
thermodynamischen Limes moglich.
Griinde:

e Im Allgemeinen verkniipft mit Symmetriebrechung,
auf jeden Fall verkniipft mit Ergodizitdtsbrechung

20 fom;ma{wd‘ S | T&mq Gas- Wazgm«cr: !
R EE S PERERE A -
2L i o ‘&j—'_‘{}ﬁ{._‘ S {

bl | Scoombd ||| Folkel| | Schoshiid



124KAPITEL 5. PHASENGLEICHGEWICHTE UND PHASENUBERGANGE

e Verkniipft mit Singularitdten in verschiedenen Grofien
(Potenzgesetze, kritische Exponenten etc.)
~» Singularititen in thermodynamischen Potentialen als Funktion von in-
tensiven Groflen.
Aber: TD Potential = — kT - log(Zustandssumme)
Zustandssumme =, > e AE(Zustand)(+BuN-BPV)  «
séﬁ'de héngt analytiscﬁrab von T,u,P,...
= Z analytisch, wenn ,, > “ endlich viele Summanden hat
— In Z analytisch — Thermodyn. Potential analytisch
— Singularitdt nur moglich, wenn > “ iiber unendlich viele Zustéinde

_ summiert.
Ahnliche Argumentation bei endlichen Integralen.

(4L ok Bt - Kondintabon
T

- 2%

%{;-ﬁw

: ‘___;__)J’A ))

Situation komplizierter in isolierten Systemen (mikrokanonische oder enthalpi-
sche Gesamtheit). Dann ist Ergodizitdtsbrechung als Funktion von E bzw. H
u.U. auch in endlichen Systemen moglich.

5.2.2 Phasengleichgewichte und Phasendiagramme

x Beispiel Magnetismus

- G=T-4h
H’I‘ N fe H BF \r - /\
a5 | : Seo : '7\? > W
Skt S bk
4 el

: M;qu%m«}‘ed&: o 5 i .
]ed.m"?u\/\k/l' dociwn A eiv\d.wh'%x ru:ww.,g
)S dy der  Voexthedudinm Thasen
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x Allgemeine Bemerkungen

e Phasengleichgewichte
Intensive Groflen sind gleich (Pq)y=Pg)=---,

T(l):T(Q):. .. ”u(l):'u@):. . )
Extensive Groflen spalten auf (V =V+Vig)+---,
SIS(l)+S(2)+- )

e Folgerungen fiir Phasendiagramme von Phasen im Gleichgewicht

Phasendiagramme in intensiven Groflen (z.B. P-T) 2 | .
— Parametrisierte Linien (in 2D), Flichen (in 3D) etc. R e

Phasendiagramme in extensiven Groéflen (z.B. V-T) 1N”§)§;
— Koexistenzgebiete (Flichen, Volumina) AT

5.2.3 “Klassifizierung* von Phaseniibergingen

Phaseniibergénge treten dann auf, wenn thermodynamische Potentiale als Funk-
tion der intensiven Variablen eine Singularitdt haben.

Ehrenfestsche Klassifizierung
- Phaseniibergang erster Ordnung: Erste Ableitung unstetig, Sprung
erste Ableitung = zugeordnete extensive Variable
Sprung = Koexistenz von 2 Phasen unterschiedlicher Dichte
- Phaseniibergang n-ter Ordnung: n-te Ableitung unstetig, Sprung

~» Klassifizierung ,,scheitert”, weil bei Phaseniibergéingen hoherer
Ordnung die entsprechende Ableitung nicht nur einen Sprung
macht, sondern geméfl Potenzgesetz divergiert
= Singularitét nicht ausreichend charakterisiert

(moglicher Ausweg: Fraktionale Ableitungen)

In der Literatur meistens keine weitergehende Klassifizierung, sondern ein-
fache Unterscheidung zwischen Phaseniibergéngen erster Ordnung und konti-
nuierlichen Phaseniibergéingen.

5.2.4 Gibbssche Phasenregel

Beispiel, wie man aus thermodynamischen Uberlegungen konkrete Aussagen
ableiten kann.

e Betrachte 1-komponentiges NV T-System, Phasendiagramm in P-T-
Ebene, m koexistierende Phasen, chemisches Potential identisch
= (m — 1) Gleichungen p1(P,T) = p2(P,T) = ... (P, T)
~> Es konnen nicht mehr als 3 Phasen koexistieren. (Denn man
braucht zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte P, T')
Koexistenz von 3 Phasen — keine , freie Variable — (Tripel-)Punkt
Koexistenz von 2 Phasen — eine freie Variable — Linie
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e Verallgemeinerung: n-komponentiges System, m koexistierende Phasen
= n(m — 1) Gleichungen fiir n chemische Potentiale
2+ m(n — 1) Unbekannte (P, T, Konzentrationen der Komponen-
ten ¢ in Phase o mit ) ¢, = 1Va)

7
= f =2+ n—m ,freie Variablen®“, wobei f > 0 gelten muss.

= Es konnen nicht mehr als Phasen koexistieren. (5.15)

Bemerkung: Gibbssche Phasenregel stimmt nicht unbedingt, wenn weitere in-
tensive ZustandsgroBen existieren (z.B. H bei Ferromagnetismus) und P-T-
Ebene aus Symmetriegriinden ausgezeichnet ist.

v \ N

“eoathnr vow melierun M&.ﬁw)\ﬂd/\ ;
Vesseliiedon - ausgachiein Vo vl Gos)

5.2.5 Uberginge erster Ordnung und Clausius-Clapeyron-Gleichung

Allgemeine Regel fiir den Verlauf von Phasen-Koexistenz-Linien
| . Betrachte Phaseniibergang erster Ordnung
Pl ¢ T S .
// 0 in einkomponentigem System
‘ e ' Gleichgewichtsbedingung;:
e Bei Koexistenz u, (T, P)(T)) = p,, (T, P,(T))

= dyt, = AT (G + G ) = duy, = ATCGg + G 58)
Ferner gilt Gibbs-Duhem-Relation: du U2V L ap — sdT (v= %, s= %)
dpty = AT (=5, + v, ")

Clpo (T) S — S QI II : :
= = = = Clausius-Clapeyron-Gleichun
AT v, —v,  TAV Py : (5.16)

mit QI—MI:T(SII_SI) latentew (517)

Wiérme, die beim Phaseniibergang I — 11 zugefiihrt werden muss
(z.B. Fliissig-Gas-Ubergang: Verdampfungswirme)
Bemerkung: Steigung kann auch negativ sein

28 o L ESL pT

Dikduomeie 0 7 )
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5.2.6 Kontinuierliche Uberginge und kritische Exponenten

Fragestellung: Was kann man aus der Thermodynamik iiber kritische Expo-
nenten lernen, wenn man von den Relationen (5.14), (5.9) und (5.10) bzw.
(5.11) als experimentelle Tatsache (&« = —0.1...0.1,5 = 0.2...0.4,7 =
1.2...1.4) ausgeht?

Fliissig-Gas-Ubergang

- Thermodynamik
cp>c, >0 siehe (4.44)
2
cp—cy=T-%. (%“L;\ ) L siehe (4.42), (4.34)
2 5.18
:scpzT-%-ﬁ‘(%%P (5.18)
- Folge Pfad entlang Koexistenzlinie
(5.14) —a g .
—c, o« |T-T,| divergiert
1 (510
R x ) T —T.|" divergiert
K/T
oV (5.9
a7 (oc) analytische Funktion + (7, — T )ﬁ ~1 divergiert

(5.49) |T—T.|~ muss schneller divergieren als |T—1, |7 (|T—1,|°~ 1)

(5.19)
= a+28+7>2]
Ahnlich fiir Magnetismus — gleiche Ungleichung
(Rushbrooke Ungleichung)

(Es stellt sich heraus: De facto gilt das Gleichheitszeichen:
»Skalenrelation® o+ 208 + v = 2)

5.3 Ausblick: Statistische Physik von Phaseniibergingen

Sehr unvollstindige Einfithrung

5.3.1 Phasenkoexistenz in der Statistischen Physik

Problem: Zustandssumme = Scharmittel
Bei Phasentiibergéngen erster Ordnung — Ergodizitétsbrechung,
Zeitmittel # Scharmittel, in Zustandssumme nicht beriicksichtigt.
Wie geht man damit um?

Beispielsystem: Isingmodell, die ,,Drosophila“ der Theorie der Phaseniibergénge

s Gitter, Plitze belegt mit ,,Spin“-Variable o; = +1
: 6 Energie: E{o} =—J > 007 —h)_ o;
(ij) ‘
~—
Paare von Nachbarn

(jedes Paar nur einmal)

kanonische Zustandssumme: Z = ) e BE{ok}
{ok}

EL
*%1
W
i S

z
L{\:

P\

ff*>

r'

) (!
M(TD
(1)
b

)
*’f
&
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(keine kinetischen Freiheitsgrade)

,»Physikalische Motivation: Idealisiertes Modell fiir uniaxialen Ferroma-
gneten

Es stellt sich heraus, dass das Isingmodell bei Raumdimensionen > 2
einen Phaseniibergang hat; Phasendiagramm &hnlich dem beim Ma-
gnetismus

foy T

; ‘7>‘#‘
»Problem*“ bei der Beschreibung der Phasenkoexistenz (s.o.):

Bei h = 0 sind Zustdnde mit M, (T) und —M,(T") gleichwahrschein-
lich.

~> Scharmittel wiirde (M) = 0 ergeben.
Prinzipielle Moglichkeiten, die Phasenkoexistenz trotzdem zu identifizieren:

(i) Symmetriebrechendes infinitesimales Feld

Berechne Zustandssumme allgemein fiir o # 0 — M (T, h)
Phasenkoexistenz < lim M(T,h) # lim M(T, h)
h—0t h—0—

Mo(T) 7M0(T)
(ii) Symmetriebrechende Randbedingungen
[ttt e Tk v
+ B - 5 =
: @ o Ml 2 s > o IRt g et
(iii) Histogramm von M
N
SCORIUCTET R B
N
=Tl oy

Analog kann man auch mit anderen Phaseniibergédngen erster Ordnung um-

gehen. Voraussetzung: Wahl einer Gesamtheit, in der der Ordnungspara-
meter nicht erhalten ist
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5.3.2 Kritische Phinomene

5.3.2.1 Konfigurationen des Ising-Modells

Jedes schwarze Quadrat entspricht einem nach oben weisenden, jedes weifle
Quadrat einem nach unten weisenden ,,Spin“. Abbildungen von Kenneth Ged-

des Wilson!, Nobelpreis 1982.

ol o= ~
3 . -
San : :
s s Y -
aRaaans 3 | aas e
. . s
- - o &
- -
> & ; =
s’
¥ " awn 0
b 3 - 1 maae
- = 1 5
=4 - 2
=
b manx
="
R mhsases " sssss
as e
3 aas i ssseen
.
-
B " .
L1 i X
- - 3
i s Ras "
-

11111

m
10 T
3
i

.......

eastasts

111111
-----

|||||||
vvvvvvv

1Spektrum der Wissenschaft 1979, Heft 10.

T =2T_:

Bei grofien Tempera-
turen heben sich die
Spin-Wirkungen gegen-
seitig auf. Man findet
nur kleine Gebiete, in
in denen benachbarte
Spins in die gleiche
Richtung zeigen.

T =1.05T,:

In der Néahe der
kritischen Temperatur
treten auch groflere
Gebiete mit
gleichgerichteten
Spins auf.

T=T:

Kritische Temperatur
Grofle Gebiete gleicher
Orientierung. Magneti-
sierung setzt ein. Dane-
ben immer noch kleine
Gebiete gleicher Orien-
tierung, die fiir hohere
Temperaturen
charakteristisch sind.

T =0.997,:

Unterhalb der kriti-
schen Temperatur wird
die  Spin-Orientierung
immer einheitlicher,
eine Orientierung tiber-
wiegt, das System ist

it magnetisch.
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5.3.2.2 Korrelationslinge und Fluktuationen

* ~» Kennzeichen des kritischen Punktes:

Korrelationslénge ¢ fiir Ordnungsparameterfluktuationen divergiert

Quantitativer heifit das:

Definiere lokale Ordnungsparameterdichte m (%)

z.B. im ( — .\ .
: m(Z) = g 0i/Anzahl Plétze in Box
Ising- 255 N’

Modell: - Gitterplitze in Box um &

Riumliche Korrelationen: (m(&)m(&)) — (m)? = g (& — &)

Im Allgemeinen: Bei grolen Abstéinden exponentiell abfallend

gm (T — &) . QT e~ 1T=71/¢ &: fithrende Zerfallsldnge
T—Z'|—o0

Am kritischen Punkt divergiert & & oc [T —T,|7
mit kritischem Exponenten v (Isingmodell: v = 0.64)

Frage: Wie ,wichtig® ist Korrelationsldnge?
Abschétzung: Kriterium fiir Fluktuationen

A —— * Fluktuationen werden wichtig, wenn in der ge-
}T’ e "Ti 5 ordneten Phase in einem Teilsystem des Volu-

S mens ¢

L 62 = (M) — (M2 R (M)

In diesem Fall wird Korrelationslinge die dominante Léngenskala des
Systems.

(5.20)

* Behandlung von kritischen Phinomenen
(falls exakte Berechnung nicht moglich)

(1) Falls Fluktuationen nicht dominant

— Man kann Mean field Naherungen anwenden, sieche Abschnitt
5.3.2.3

(2) Falls Fluktuationen nicht dominieren
Singularitdten der thermodynamischen Gréflen am kritischen Punkt
werden von der Divergenz der Korrelationsldnge bestimmt
— Renormierung, siehe Abschnitt 5.3.2.4

5.3.2.3 Mean field Nidherungen

(a) Beispiel Isingmodell

4_ Seprptes E{oy}=—-J> oioj—h) o;
A e (i5) i
Aepel el OFE — 7
s s =—J o;j—h=—h;
< -_1 '+ *’I__A aO'i Nac%l;arn J !
f ( 4 4 von i ~
‘ —;JH Etf—_——— ~» . Spin“ o; sieht lokales Feld h;
= dufleres Feld h + effektives Feld von Nachbarspins
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* Einfachste Mean field Niherung (Bragg-Williams-Niherung)

lokales Feld ~ Mittleres Feld h+J >, (o)
Nachbarn

Aquivalente Formulierung (vgl. Ubungsaufgabe):
Spins vollig unkorreliert: (o;0;) = (03)(0;)
~ Energie: E = —J Y (03)(0;) — h > {(03) = —3NgqJ(s)> — Nh(o)
(i4)
Paare

(q=Koordinationszahl des Gitters)
~ Entropie S <+ Anzahl der Moglichkeiten, N, = %(1 + (o))

Spins (+1) auf N Plitze zu verteilen ~ S =k hl((]\jfv ))
+
g —k‘BN((l_2<0>)h'l(1_2<U>) + (1+2<U>)1n( 1+2<J>))
~ Freie Energie: F'= E =TS =N-f(M/N) = (wg (o) =

11%

)
b = 00 -h(D+hsT{(F) () + (5 ()

x Verfeinerte Mean field N&dherungen moglich, z.B. statt einzelner Spins
Spincluster im mittleren Feld, aber: F, M, N extensiv — Ergebnis
muss immer Form F(M,N) = N - f(4) haben. Falls M nicht fest-
gehalten wird, stellt es sich so ein, dass F' minimal wird.

Hier interessieren wir uns speziell fiir den kritischen Punkt: h = 0,
T->T = % < 1, Entwicklung von % nach kleinen % moglich.

% Allgemeine Symmetrieiiberlegungen

Bei h = 0 ist Isingmodell unveréndert, wenn Vorzeichen aller o;
umgedreht werden
~» F muss invariant sein unter Vertauschung M — —M
~» Nur gerade Terme in der Entwicklung erlaubt

E ot tam ey ey

< Y| (5.21)

Beispiel fiir eine Landauentwicklung: Entwicklung von % nach dem

Ordnungsparameter unter Beriicksichtigung seiner Symmetrie.

Liefert generische Form von %, alle systemspezifischen Eigen-

schaften stecken in den Koeffizienten fy, 4, B, . ...

(konkret: Bragg-Williams-Ndherung —
Ex T2+ L(kpT —qJ) - (M2 4 kel (My4 )

* Analyse der Landauentwicklung
Angenommen, B(T') > 0 (anderenfalls muss Entwicklung weiter-
gefiihrt werden)
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L NuC % Minmum  bia >0
5 e P Cwooc.oérd_w),

e o
3 s Prottw L & I, (ﬁeardwd’>

o >-1 ks :
A =0 K\‘Fj _ KnhSchy: Rkl < TsT.
J1

x Kritische Exponenten
In der Néhe von A~ 0, T ~ T, gilt: A x (T —T.)
e Ordnungsparameter
gir =0= A (§)+B-(§)°=0
=M ==%N\/-A/Bx /T, - T

1
=M (T,-T)°| mit |B= 3 (5.22)

e Suszeptibilitit
Schalte Feld h #0 ein = F =F(h=0)—h-M
Betrachte T'> T, = A(T) >0

OF (h= M
oF _ OF(h=0) —h=0=A(§)+B() =h
N——

vernach-
lassigt

_ nh h
:>M—NAO<—T_TC

oM .
= |x = o< (T=T)7]  mit (5.23)

e Korrelationslédnge
Eigentlich nicht definiert, denn rdumliche Korrelationen wer-
den in Mean field Naherung ja gerade vernachlissigt. Trotz-
dem zuginglich iiber ,, Trick“: Betrachte Isingmodell mit varia-
blem #uflerem Feld h;: E = —J ) 0,05 — Y hjo; und verwende

exakte Beziehung: (o;0;) = +kBTa<9<7fL;>

(Beweis: 8(o,1) _ 0 e PEg, _ 0 ZC‘Fﬁ(JZaiaJHFZhiui)O_i/
. ahj/ th/ S e—BE Bh]./ Ze+f’(JZ"i°j+Zhi<’i)
_Te PPoupoy  (Ze PFoy) (S e PFBo )
T e PR (e PE)2

=B((owojr) —{ow)(oj)) v )
Formuliere Landauentwicklung fiir réumlich variierende Ordnungs-
parameterdichte m(Z) im variablen Feld h(Z%)

— ... langere Rechnung ... —

9(7 =) = (m(@)m(7)) — (m)* - e~ l1Z=2/¢
Z—Z'|—o0

mit |[x|T—T.7"| und |v=_ (5.24)
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(b) Verallgemeinerung auf andere Systeme

Zur Herleitung der kritischen Exponenten war nur die Kenntnis der all-
gemeinen Form der Landauentwicklung notig, nicht die Kenntnis der
spezifischen Koeffizienten fy, A, B, . ... Die Form der Landauentwick-
lung wird von der Symmetrie des Ordnungsparameters bestimmt.

= Kritische Exponenten sind in jeder Mean field Ndherung dieselben fiir
verschiedene Systeme, wenn der Ordnungsparameter die gleiche Symmetrie
hat.

(~ , Universalitétsklassen“ fiir Mean field Exponenten)

Systeme mit einem Ordnungsparameter der gleichen Symmetrie wie der

des Isingmodells sind zum Beispiel

- uniaxialer Ferromagnet

- Ordnungs-/Unordnungs-Phasenumwandlungen

- Gas-Fliissig-Ubergang
Nicht so offensichtlich, aber man kann argumentieren, dass die
Landauentwicklung die Form
Enfot+ 34K —w)? +iB(X —w)t+...
haben muss. (Linearer Term verschwindet durch geeignete Wahl
von vy, kubischer Term muss bei T, verschwinden, sonst wire
der Phaseniibergang nicht kontinuierlich.)

Systeme mit Ordnungsparameter einer anderen Symmetrie sind z.B.

- die meisten anderen Ferromagneten (mehrdimensionaler Ordnungs-
parameter)

~» das gibt’s also auch!

(c) Giiltigkeitsbereich der Mean field Exponenten

Betrachte die Terme der Ungleichung (5.20) bei Ann&herung an T :
o(M)? oc (1T — T,|°)? o< |T — T |20

Behauptung
2y 2 dp — - — —y—dv
o(M*=) — (M) XXy X T =T |77 o [T =T,
Zum Beweis obiger Behauptung vgl. Abschnitt 3.5:
g ptung vg
_ M) _ 4 PR aiothM)
XM = “5n T an Zeﬁ(~120iﬂj+h]VI)
_ S X oo +h M), 2 _ (ZeB(JZUiU_j+hM)M)2
Eeﬁ(JZUiﬂj+hM) (Zeﬁ(JZaiaj-#hM))Q

=BUM?) = (M)?) v )
Mean field Ndherung wird problematisch, wenn linke Seite der Unglei-

chung (5.20) schneller divergiert als rechte Seite,
also wenn (—v — dv) < (25 — 2dv)
Im Falle eines Ordnungsparameters mit Ising-Symmetrie
6= %, y=1v= % folgt die Bedingung Raumdimension d > 4.

= ,,Ginzburg-Kriterium*“: Fluktuationen werden wichtig unterhalb der
»oberen kritischen Dimension®“ d, =4
(Ising-Symmetrie, kurzreichweitige Wechselwirkungen)
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NB: In Systemen mit langreichweitigen Wechselwirkungen (die langsa-
mer abfallen als 1/r%+1) gilt Exponent v nicht, da Version der Land-
auentwicklung fiir raumlich variierende m(Z) sich &ndert, und Mean
field Exponenten bleiben auch unterhalb von d = 4 u. Umstédnden
giiltig.

5.3.2.4 Renormierung

Idee: Nahe am kritischen Punkt ist die Korrelationsldnge £ die einzige relevante
Léngenskala. Am kritischen Punkt divergiert &, also gibt es dort keine
charakteristische Léngenskala.
~> Eine Skalentransformation Lénge — Lénge/A sollte im Prinzip

das gleiche System reproduzieren: Selbstdhnlichkeit.
Funktioniert natiirlich noch nicht auf kleinen Léngenskalen (auf der Skala
der Gitterkonstante), aber fiir A\ — oo sollte Fixpunkt erreicht werden.

Illustrationsbeispiel:
Verteilung der lokal gemittelten Ordnungsparameterdichte

i Skl a0 : f(w\“’)
bl koo 2 : ]
o 7 op Y e W(VGAHQSkOMhVR)' e ) — o
| Ll i : sia ".(,),,
; e 2 ?
H - Sada 2a ST
[ > m —Q—d;a
v of
o Ckado. Yo P(W' ) Fixpunkt:
3 W _ N 3 60 ; Feste Grenzverteilung,
S LG : wenn man m®)

- ™. ‘XBN) geeignet reskaliert.
(moglicherweise Levy-Verteilung, siehe 2.2.6)

Ahnlich findet man Grenzverteilungen fiir andere Grofen.
Es zeigt sich, dass der Fixpunkt abhéngt von

e der Symmetrie des Ordnungsparameters
(wie bei Mean field Theorie +» Landauentwicklung)
e der Raumdimension
e der Reichweite der Wechselwirkungen, falls sie langsamer abfallen als

1/T‘d+2

Stimmen diese iiberein, so findet man fiir ganz verschiedene Systeme den-
selben Fixpunkt

— Universalitit
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Physikalische Vorstellung: Mikroskopische Details (lokale Struktur, Ursprung
und Form der Wechselwirkungspotential etc.) spielen auf grofien Lingens-
kalen keine Rolle mehr. Diese Lingenskalen dominieren aber gerade die
Physik der Singularitdt am kritischen Punkt.

Bemerkung zur Renormierung

Renormierung ist eine der ganz wichtigen Ideen der theoretischen Physik.
Greift immer dann, wenn einem physikalischen System die
charakteristische Léngenskala abhanden kommt.

~+ Suche nach einem Fixpunkt, der invariant ist unter
Skalentransformationen

Hier: Skalentransformation zu gréfieren Lingenskalen (ins , Infrarote).
Physik der kritischen Phinomene ist von langwelligen Fluktuatio-
nen bestimmt. Eine minimale Léngenskala ist im System vorgegeben
(Teilchengrofle).

In der Feldtheorie auch: Skalentransformation zu kleineren Langenskalen
(ins ,, Ultraviolette“).

Speziell Quantenfeldtheorie (Teilchenphysik):

Physik wird von kurzwelligen (hochenergetischen) Fluktuationen be-
stimmt. Haufig ist maximale Léngenskala vorgegeben (durch die
Masse der Teilchen, die eine Wechselwirkung vermitteln).

Weitere Anwendungen der Renormierung:

- Nichtgleichgewichtssysteme
- Selbstorganisierte kritische Systeme
- Physik der Makromolekiile

Konkret geht man beim Renormieren je nach System jedesmal anders
vor. Keine ,,Methode“, sondern eine ,,Denkweise*

So weit zur Theorie der Phaseniibergénge hier. Mehr in fortgeschrittenen Vor-
lesungen, z.B. ,Hohere Statistische Physik (Master).
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5.4 Wissensfragen

99. Nennen Sie einige Beispiele fiir Phaseniibergéinge

100. Wann ist ein Phaseniibergang erster Ordnung und wann kontinuierlich?

101. Was versteht man unter einem Ordnungsparameter? Nennen Sie Beispiele.

102. Skizzieren Sie das Phasendiagramm gas/fliissig/fest in der P — T" Ebene
und der V' — T Ebene? Wann treten darin Flichen auf und wann Linien?
Warum?

103. Was versteht man unter einem kritischen Punkt? Welche besonderen Ki-
genschaften zeichnen kritische Punkte aus?

104. Erldutern Sie die van-der-Waals Theorie des fliissig/gas-Ubergangs. Be-
griinden Sie insbesondere die Maxwellsche Fliachenregel.

105. Wie lautet die Gibbsche Phasenregel? Wie kann man sie begriinden?

106. Was besagt die Clausius-Clapeyron-Gleichung und was steckt dahinter?



Kapitel 6

Computersimulationen in der
statistischen Physik

Gegeben ein makroskopisches Vielteilchensystem im Gleichgewicht. Theoreti-
sche Behandlung im Idealfall:

Statistische Physik Thermodynamik
Statistische Thermodynamische
Erwartungswerte Zustandsgrofien

Zustandssumme Thermodynamisches Potential

Idealziel wire die Berechnung der Zustandssumme im thermodynamischen Li-
mes — liefert thermodynamisches Potential, enthélt alle interessante In-
formation iiber das System.

De facto: Exakte Berechnung nur in wenigen Fillen moglich (z.B. ideale Gase,
manche eindimensionalen Systeme, manche Systeme im Hochtemperatur-
limes (kT — o0) oder bei T'= 0 (Grundzustand).

Mogliche Auswege:

*x Néherungsverfahren

e Entwicklungen um exakte Losung, z.B.
— Virialentwicklung um ideales Gas nach %
— Hochtemperaturentwicklung um 7" — oo nach (E/kgT)
(E: charakteristische Energie des Systems)
— Tieftemperaturentwicklung um 7' = 0 nach (k,T/FE)

e Mean field Ndherungen
u.a.

Nachteile der Ndherungsverfahren:

Entwicklungen nur auf relativ eingeschriankte Systemklassen in ein-
geschriankten Parameterbereichen anwendbar

137
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Mean field Ndherungen haben breite Anwendungsmoglichkeiten,
sind dafiir aber oft unkontrolliert.

* Numerische Verfahren: Computersimulation

Vorteile: Eine breite Klasse von Problemen zugénglich. Fehler ver-
gleichsweise kontrollierbar (bei geniigend viel Rechenzeit).
Nachteile: Kann nur fiir relativ kleine Systeme durchgefiihrt werden
(je nach Komplexitit des Systems 100 — 105~ Teilchen).
— Man ist vom thermodynamischen limes weit entfernt.
~» Extrem sorgfiltige Datenanalyse notwendig.
Beliebte Methoden:
e Molekulardynamik:
Numerische Losung der Bewegungsgleichungen eines Viel-
teilchensystems ~» Zeitmittel!

e Monte Carlo Simulationen:
Numerische Berechnung thermodynamischer Erwartungswer-
te ~» Scharmittel!

e Stochastische Dynamik:
Numerische Losung einer geeigneten stochastischen Differen-
tialgleichung (“Brownsche Dynamik”, “Dissipative particle
dynamics”, ...)

Inhalt dieses Kapitels: Kurze Einfiihrung in die Idee der Molekulardyna-
mik und Monte Carlo Methode fiir klassische Systeme. Nichts {iber
Datenanalyse.

6.1 Molekulardynamik

Gegeben ein klassisches Vielteilchensystem,
Phasenraum {I'} = {(¢1 -+ ¢n,P1 - Pn)} mit Hamiltonscher Dynamik,

Hamiltonfunktion J#(T") = 2}3‘?. + V&)

Lz

Ziel: Numerische Berechnung von Trajektorien I'(¢)
~» ermdglicht Berechnung dynamischer Eigenschaften und bei
Ergodizitdat und geniigend langer Laufzeit auch Scharmittelwerte

emiiB (o) 0 Tim L [t o/(D(1))
sem T e T 0

Durchfiihrung im mikrokanonischen Ensemble

Aufgabe:
Integration der Bewegungsgleichungen (]5; = —g—}; = fi1q;, = %)
notwendig: Diskretisierung I'(¢) — (I, 'y - - - Ty, - - - ), Zeitschritt At

(— Diskretisierungsfehler)
Vorgaben:

- nicht zu rechenzeitaufwendig
(nur einmal pro Zeitschritt Kréfte berechnen)
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- akzeptable Kurzzeitstabilitit = akzeptable Abweichung der inte-
grierten Trajektorie von der echten Trajektorie:
T, —T(t+ At -n))| o< [Ty — T(t + At)| - e (P=DAYT (1 < 1)
Py =T = |2(@" -2+ 2@ - 59)?)
- gute Langzeitstabilitét

Erhaltungssétze und Symmetrien gut erfiillt,
speziell (im mikrokanonischen Fall) Energieerhaltung

Die Losung, die sich fiir die meisten Anwendungen weitgehend durchge-
setzt hat: Verlet-Algorithmus

- Algorithmus: Gegeben Konfiguration (¢i -« - ¢n, 1 PN)
In einem Zeitschritt At wird sie folgendermafien propagiert:

(i) Berechne Krifte am Ort ¢
(i) G(t+At) = 26(t) - qi(t — At) + QL F(0)
- ,Herleitung“: Aus Taylorentwicklung der realen Trajektorie
- _ pi(t) | (AY)? 7 (At)?
Gt + At) = Gi(t) = At B | B0 Fpy 4 (0% .
Addiere ,,4+“ und ,,-“
— Verlet-Gleichung + Fehler der Ordnung ¢'(At)*
- Vorteile des Algorithmus:
e nicht sehr aufwendig
e reversibel in der Zeit wie die urspriinglichen Bewegungsglei-
chungen
e verniinftig kurzzeitstabil (Fehler von der Ordnung (At)?)
e Hauptvorteil: exakt phasenraumerhaltend (,,symplektisch*)
Man kann zeigen (nicht schwer, trotzdem nicht hier), dass
die Transformation I'(¢t) — I'(¢ + At) unitér ist.
e Daraus ergibt sich auch die enorm gute Langzeitstabilitét,
z.B. bzgl. Energie. Nicht exakt erhalten, aber nahe dran.

Die Symplektizitéit ist die wichtigste Eigenschaft des Verlet-Algorithmus. In
der Simulation von dynamischen Systemen, in denen der Liouville-Satz
gilt, haben symplektische Algorithmen alle anderen weitgehend verdringt.

6.2 Monte Carlo Simulationen

Statistischer Ansatzpunkt: bilde Scharmittel direkt.

Hier: Diskutiere nur klassisches Systeme
2.73
~» Versuche, Integral (<) 273) % [ dl p(T') &/(T') direkt zu berechnen.
Bemerkung vorab: Im allgemeinen muss man nur iiber Ortsfreiheitsgrade nu-
merisch integrieren, da Integration iiber Impulsfreiheitsgrade analytisch
gelost werden kann.

z.B. kanonisches Ensemble, 77 = > 7oy V({7:})

2m

52 3N
dpV g i /27
hI?ZNe B sE 2ﬁm ()\IT )3N (61)
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2
Py 7
(o) = ﬁwi [dr %({n})(ﬁ—mz etV H7)
< [N o/ (e V(1)
~» Nach wie vor hochdimensionales Integral (3N Dimensionen)

Aufgabe: Evaluiere ein solches hochdimensionales Integral anhand geeigneter
Stiitzstellen. Wahle geeignete Stiitzstellen.
(Schlecht ist z.B. ein regelméifliges Gitter mit p Stiitzstellen pro Intervall
I = [0,1]. Man braucht p3V Stiitzstellen im Volumen I3V (zu viele), und
sie sind ungleichméBig verteilt.)

Losung: Monte-Carlo-Integration Generiere Stiitzstellen mit Zufallszahlen. Ver-
teile sie geméf vorgegebener Verteilung, z.B. gleichformig (simple samp-
ling) oder mit besonderem Gewicht auf interessante Bereiche des Phasen-
raums (importance sampling).

(1) Simple Sampling

Ziehe Konfigurationen vollig zufillig

. ; — 1 21 A (Cn) exp(—=BV(Chn))
Auswertung: (kanonisches Ensemble) (o) = nIL%O L T exp(—BV(C))

Funktioniert gut, wenn Integrand exp(—gV (C,)) gleichméBig im Pha-
senraum verteilt ist, z.B. bei sehr hohen Temperaturen, 5 — 0. Sonst
ineffizient, da viel zu viele Stiitzstellen in uninteressanten Bereichen
des Phasenraums berechnet werden.

(2) Importance Sampling

Ziehe Konfigurationen C' geméif einer vorgegebenen Verteilung P(C)
( C = (q1,..-qn); im kanonischen Ensemble wire naheliegend, aber
nicht zwingend, die Wahl P(C) o< e=#V 1)
~ Auswertung (o) = nhj{.lo LS (Cn))

Frage: Wie macht man das?

Losung: Generiere “Markov-Kette”

Markov-Kette: “Stochastischer Prozess” ohne Gedéchtnis (siehe An-

hang): Kette von Konfigurationen C, jede Konfiguration C' wird
aus der vorhergehenden Konfiguration C” zufillig generiert, geméis
einer Ubergangsrate W, .
Gegeben sei nun Anfangsverteilung P;(C) fiir die erste Konfigu-
ration. Diese entwickle sich in einer Markovkette. Betrachte die
zugehorige Kette von Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, (C). Sie
entwickelt sich gemé&fieiner Mastergleichung;

Poi1(C) = Po(C)+) (W, Pu(C) =W, ., Pa(C)) (6.2)
=

Fir Markovketten gilt ein zentraler Grenzwertsatz:
Falls eine Markovkette irreduzibel ist, d.h. jeder Zustand kann
von jedem anderen aus erreicht weren, und der Zustandsraum
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{C'} endlich (in einer Simulation immer der Fall), dann existiert
genau eine stationire Grenzverteilung Ps,(C') mit
li_>m P,(C) = Px(C) (6.3)
n—oo

unabhéngig von der Anfangsverteilung.

Die Grenzverteilung erfiillt natiirlich
S Wer o PoolC') = Ses We o Poo(©) (64)

Der Grenzwertsatz wird nun ausgenutzt, um zufillig Konfiguratio-
nen mit einer vorgegebenen Verteilung P(C) zu ziehen.
Trick: Konstruiere Ubergangswahrscheinlichkeit W, _ .. 50, dass Grenz-
verteilung gerade die gewiinschte Verteilung ist,
also z.B. folgende beiden hinreichenden Bedingungen:
(i) irreduzibel: Jeder Zustand kann von jedem anderen aus er-
reicht werden

w., ., P
(ii) Detailliertes Gleichgewicht: Wz/:cc = P((C)) (6.5)

Konkret z.B. Metropolis-Algorithmus (besonders beliebt)

WC—»C’ = Ncc/ 'min(l,P(C)/P(C’)) (6-6)
N
symmetrisch:
Noor=Nero

Jeder andere Algorithmus geht auch, solange er die beiden Be-
dingungen (i) und (ii) erfiillt.

Anwendungsbeispiel:

Simulation des Isingmodells mit einem ,,Single-flip* Algorithmus
Isingmodell: Kubisches Gitter, ,,Spin“variablen o; = £+1

Energiefunktion: E({o;}) =—-J Y.  040j
(i)
von lliTi?:lilebarn

Gewtinschte Verteilung (kanonisch):
P({o:}) o exp(~BE)

Algorithmus:

Startkonfiguration {c;} mit Energie E({o;})
1. Wihle zufillig ,,Spin“ o;

2. Drehe probehalber Spin um o; — a;- = —0j.
Berechne Energie E’ der neuen Konfiguration
mit umgedrehtem Spin und Energieunterschied
AE = E' — E. (z.B. kubisches Gitter, 2 dimen-
sional: AE = 0,£2J, £4J)

3. Ziehe Zufallszahl r € [0,1].

1 Drehe Spin o tatsichlich um, falls r» < e™

C&) (Metropolis-Algorithmus: W, | _,=min(1, e PAEY)

4. — Neue Konfiguration. Zuriick zu 1.

BAE
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Anhang A

»Dynamik® von
Zufallsvariablen: Stochastische
Prozesse

A.1 Begriffe und Definitionen

e Stochastischer Prozess: ,,Sich zeitlich &ndernde Zufallsgrofie Z“

Familie (Z,) von Zufallsvariablen mit = N oder I = R (Indexmenge)
t= ,,Zeit*; I = N= diskrete Zeitschritte, I = R= kontinuierliche Zeit
Zugehorige Verteilung(sdicht)en: (geméaf 2.2.5 S.29)
- Verteilung(sdichte) zu einer Zeit t:  pi(z,t) = (0(z — Z,))
- n-Punkt Verteilung(sdichte) zu verschiedenen Zeiten:

Pn(Zn, tny oo 22, tas 21, t1) = (0(21—Zy, )0(22—Z4,) -+ 6 (20— Z4,))
(,, Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, dass Z zur Zeit ¢; den Wert z; annimmt und

zur Zeit to den Wert 23 etc. ©)

Es gilt (Beweis trivial durch Einsetzen):
00

/ dzp pn(zna lnses 21, tl) = pn—l(zn—la ln—15+3 21, tl) (Al)
—00
- Bedingte Wahrscheinlichkeits(dichte)verteilung
fir (Zj,41--- Zy4;) bei vorgegebenem (Z;--- Z;,):
Notation: pyji(2kis thts -5 Zh15 tos1| 20, trie+ 21, 1)

Forteens 20t
Definition: — Phtt (Zhtts ity 5 21, 61) (A.2)
Pr(2k, tiy 5 21, 1)

e Stationérer Prozess: ,Keine zeitliche Entwicklung*
Fiir alle n und mogliche At gilt:

D (Zn, tn+ At 5 21, 01+ A) = pr(zn, try-5 21, 1) (A.3)

e Markov-Progzess: ,,Kein Gedéchtnis“
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Stochastischer Prozess, in dem fiir alle t1 < t9 <--- < t,_1 < t, gilt:

p1|n_1(2n, tn"znfla tn—1;75 21, 11) = p1|1(2n7 tn}znfla th-1)| (A.4)

Folgerung: Prozess wird vollsténdig durch zwei Verteilung(sdicht)en p;
und py|; charakterisiert.

A.2 Beispiele fiir Markov-Prozesse

(i) Diskrete Zeit: Diskreter Random Walk (Irrfahrt)

In jedem Zeitschritt 7 wird = mit gleicher

t\il’LLu . 1 Dimension: Start bei z(0) = 0.

© D o

} 8 iy

. Wahrscheinlichkeit um [ erhoht oder erniedrigt.

Stochastischer Prozess: (X7),.y (T=t/T: Xp=2x(t))

Berechnung fiir den Grenzwert langer Zeiten ¢t — oco:

T
Es gilt: X7 = > Y, mit Y, = ,Spriinge®, unabh. Zufallsvariablen,

i=1
Fir T — oo gilt zentraler Grenzwertsatz f (y) — A (y)
Xi/UL\/T
i=1
= pi(z,,t) = \/ﬁe*w%ﬂl” — \/ﬁe—x%/m?m

12
Definiere |D = o (Diffusionskonstante) (A.5)

T

1 a2

— T, t) = e 1Dt A6
pi@1) 2V Dt (A.6)

(ii) Kontinuierliche Zeit

- Random Walk mit zufillig verteilten ,, Wartezeiten“ 7
(Continuous time random walk)
- Deterministische Hamiltonsche Bewegung

Fasse {q,p} als Zufallsvariable auf; kennt man {q, p} zur Zeit to,
so kennt man auch die gesamte kiinftige Trajektorie;
Kenntnisse iiber t < ¢y sind nicht erforderlich.

- Brownsche Bewegung (Archetyp eines stochastischen Prozesses)

v kleinen Teilchen. Stoe der kleinen Teilchen

¥ werden als stochastische Kraft wahrgenommen.

.

7 .;(f_ -_!' Grofles Teilchen (Masse M) umgeben von vielen
§ ;L? I|
A

. . . R 1
— (in 1 Dimension): © = — v v+ 5 - n(t)
~—~
Reibung stochastische
. X Kraft
Langevin-Gleichung unkorreliert (n(¢)n(t')) =6t —¢') - 2vMkpT




A.3. DYNAMISCHE GLEICHUNGEN FUR MARKOV-PROZESSE 145

A.3 Dynamische Gleichungen fiir Markov-Prozesse

e Chapman-Kolmogorov-Gleichung (Konsistenzbedingung fiir p, , ) i

Fiir t3 > to >t gilt:

p11(237t3’217t1>:/d22 p1|1(z37t3‘z27t2) p1\1(227t2"21?t1) (A7)

(Beweis: Zu zeigen (abgekiirzte Schreibweise): [ dz2 Py, 312) pyyy (211) = p,), (3]1)
Wegen (A.2) gilt:  p2(2;1)  -p1;2(32;1)  =p3(3;2;1)
N—— N——

=p1(Mp11 1) =py 1 (3]2)
wegen (A.2) wegen (A.4)
. (A.1) (A.2)
Integriere:  p1(1) [ dz2 p1)1(21)p11(812) = [dz2 p3(3;2;1) "="p2(3;1) "= p1(Vpy1(3|1)

V)
e Nimm zusitzlich Stationaritiat an

pm(zg,tg + At|z,t + At) = pm(ZQ,tQ‘zl,tl) fir alle z;,t;, At

a

Al

Motiviert zusammen mit Chapman-Kolmogorov T
Definition einer Ubergangsrate W T’?«""‘Em

Py (21, 04 T[22, 1) = 5(21—z2)(1—7'/dz W (z|22)) +7W (21]22) | (A.8)
klein

(Erklarung: z1 # 29 : W(z1|z2) = lim 1p | (21,t+7|22,t) )
70 T

e Mastergleichung

ot

9 pl(zl,t) = /dZQ W(21|2’2) pl(ZQ,t) — /dZQ W(ZQ‘Zl) pl(zl,t) (Ag)

(Beweis: Wende Operation [ dzz p1(z2,t) auf Gleichung (A.8) an:

/dzgpl (zg,t)plu(zl,t—i-ﬂzg,t) = /dzgpl(zz,t)é(zl—ZQ)(l—T/dz W(z|z2)) +fdz2p1(22,t)TW(zl\22)

p1(z1,t+7) pl(zl,t)(l#rfdz W(z|zl))
= p1(21,t +7) = p1(z1,t) = 7 [ dza p1(22,t) W(z1|22) — 7 p1(21,1) [ dz W(z]z1) V)

Beispiel: Diskreter Random Walk
1
o, t+T|lr,t) =< 2
4 plll( ? l21,%) {O sonst

#]_rLl_ < ) :
Y = =x1 !
L = W(xs|z1) = {27 2=

1 . —
-7 To9 = X1

xQZZL‘lﬂ:l

< damit erfiillt W: p, , (z2,t+7|z1,t) =0, 4, (1772W(y\ml))+‘rW(zl|z1)>
y
= Mastergleichung: , & p1(z, ) = X {W (z|y) p1(y,t) — W(ylz) p1 (=, )}
y

entspricht: %(pl (z,t+7)—p1 (x,t)) = % (p1 (z+1,t)+pi(z—1, t)) — % p1(x,t)

zu 16sen mit Anfangsbedingung p1(z,0) =4,
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e Fokker-Planck-Gleichung

(N&herungs-)Entwicklung der Mastergleichung um z; bis zur 2. Ordnung
Definiere: W(zg\zl) W(—=€|21) mit E=21—22 = W(z1|22) =W (€|]21 —€)
= Zpi(ait fdi {W(¢lz1 — )p1(z1 &,t) = W(—&lz1)p1(z1,1)}
= [AE i+ (=855 + 38 L + - IW(Elz0pi(1,1)
- W(=¢| 1)p1(z1,t)}
~ =52 [dEE W (Elz1)pi(a1,t) + EW [d€ &2 W(€lz1)p1(21,t)

2
= gtpl(z ) ~ —aaz(aﬂz)pl(z,t)) + 58822((12(2)])1(3,15)) (A.10)

mit | o, (2) :/d§ " W(&|z)|:  Sprungmomente  (A.11)

Beispiele
- Diskreter Random Walk

W(tl|z) =1/21, W(0|z) = 0= a1 =0, ay = I*/7

2
= %pl(%t) = %%@Pl( t)=2D 82p1($ t)

Losung mit Anfangsbedingung pi(z,0) = §(z):

Wieder GauBlverteilung: py(z,t) = ﬁe—ﬂﬂ/ﬂ)lt

- Brownsche Bewegung
Fokker-Planck-Gleichung;:
%pl(v,t) = a%(*yvpl (v,t)) + wlﬁTngl (v, 1)
Aquivalent zur Langevin-Gleichung
(ohne Beweis)
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B.1 Allgemeines

B.1.1 Kombinatorik

Allgemein: Klassische Wahrscheinlichkeiten werden in der Regel mit den Me-
thoden der Kombinatorik berechnet:

e Aus N verschiedenen Elementen lassen sich n verschiedene Elemente

— herausgreifen (ohne Riicksicht auf Anordnung) (,Kombinationen®)

N(N-1)---(N—=n+1) N! N
f = = B.1
o n! n!(N —n)! n (B-1)
verschiedene Weisen.
— herausgreifen und anordnen (,, Variationen*)
N N!
auf n! = ————  verschiedene Weisen. (B.2)
n (N —n)!

e Darf von N verschiedenen Elementen jedes beliebig oft vorkommen, so
lassen sich n Elemente

— herausnehmen (,, Kombinationen mit Wiederholung*)
N+n—1 NN+1)(N+2)---(N -1
auf<+n >:(+>(+?(+”)(B.3)
n n!

verschiedene Weisen.

— herausnehmen und anordnen  (,, Variationen mit Wiederholung®)

auf N™ verschiedene Weisen. (B.4)

B.1.2 Charakterisierung von Verteilungen

Dichteverteilung fz(z): Haupttext, Kapitel 2.2.4, Gl. (2.28)

Normiert nach / dzf,(2) = 1. (B.5)

—0o0

(Kumulative) Verteilungsfunktion F(z): Haupttext, Kapitel 2.2.4, Gl. (2.26)

Fg(Z> = /Z d{fg(f) bzw. fg(z) = %Fg(z) (B.6)

(vgl. Haupttext, Gleichung (2.29).)
Charakteristische Funktion x (k): Haupttext, Kapitel 2.2.6, Gl. (2.39)

) = ) = [dz g, (e (B.7)
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Momente (Z™): Haupttext, Kapitel 2.2.6, Gl. (2.42)

1 4"

@)= g ®, g (B38)

Kumulanten Cé”): Haupttext, Kapitel 2.2.6, Gl. (2.43)

e n(x, ()| (B.9)
Ausfiihrlichere Diskussion der Kumulanten siehe Abschnitt 2.2.6.1 (iii)

Zentrale Momente

Nach dem binomischen Satz ist (a und b beliebig reell)

(Z=a))=((Z—b+b—a)k) = _;io(?)<(1—b)’“*")>(b—a)i
Setze a=0, b=(Z): (Z%) > ) ((Z —(Z))* "z (B.10)
~— =0 N
Momente Zentrale Momente
k k , A
i (Z-2)) = YD) @@
I(}Io?rr]l;f\iee“ omente

2(Z
6(2)(2)* -3(2)"  (B.13)

Quantile
Als p-Quantil oder p-Fraktil (0 < p < 1) einer Zufallsgrofie Z mit der
Verteilungsfunktion F,(z) bezeichnet man jede Zahl z, fiir die F,(z,) <
p < F,(z, +0) gilt. Ist F,(z) streng monoton wachsend, wie es zutrifft
fiir die Gaufiverteilung und alle in Kapitel B.3 behandelten kontinuierli-
chen Verteilungen (Chiquadrat, Student etc.), so ist z, bei beliebigem p
eindeutig bestimmt durch die Umkehrfunktion

Fy(z)=p & z,=F; () (B.14)

Wichtige Spezialfille der Quantile erhélt man fiir p = %, i, %, die Median
(median), unteres Quartil (lower quartile), oberes Quartil (upper quartile)
genannt werden. Die Quantile haben bei der Berechnung von Prognose-
und Konfidenzintervallen besondere Bedeutung. Alle diese Berechnungen
basieren auf der Identitét

P(F, (p) <Z<F, (1-p,)) =1=(p, +p,) = 1 —a| (B.15)

z
Beweis: P(F, (n) <Z<F, (1-p,)) G20 B, () - Fya) v
N—— | S L S—

a b 1-p, Py
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B.2 Eindimensionale diskrete Verteilungen

B.2.0 Tabelle der diskreten Verteilungen (B.16)
1 2 3 4
Verteilungsdichtefunktion Mittelwert Streuung Char.Funktion
fz(z) =(6(z - 2)) (2) (2%) - (2)* X, (k) = (¢F%)

Einpunkt- B ika
Verteilung §(z—a) @ 0 ©
n-Punkt- & ) o 2 2o N2 & ika;
Verteilung igl pzé(z - az) mit 7.;1 pi =1 7,;1 piaq = pia; — ( 7;;1 pz“z) igl pie '
Hypergeo- min(M,n) MY (N-M
metrische > 5(z—m) (m) ("”" ) % %ﬂ_(g—")
Vertellung | o™, @
Negative miN—n 5(2—n) () () m(N+1) m(N=M)(N+1) (M+1—m)
hyperg.V. i (ﬁ) M+1 (M+1)2(M+2)
Binomial- N N\ m Nem i\
Verteilung | 22, 0= ()™ (1-2) Np Np(1-p) [1—p(1—e™)]
Poisson- oS _aA™m ik
Verteilung mz::O (z—m)e™* p A A exp (A(e™—1))
negative S _ vtm—=1\ m 9 _ v Vg vgq 19 \v
B mzzoé(z m) (") a™ (1-q) i e (k%)
geometr. X , q q 1-g
Verteilung mZ:O 3(z=m)q™ (1 - q) 1—q (1-9)2 1—getk
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B.2.1 Die hypergeometrische Verteilung

Gegeben Schiissel mit (N — M) weilen und M schwarzen Kugeln. Ziehe n davon:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit P(m) erwischt man dabei genau m schwarze
Kugeln?

M\ (N -M N Hypergeometrische Ver-
P(m) = / teilung (siche Plot 77 (B.17)
m n—m n g (siene ot 71!
0.4 Anwendung in der statistischen Qua-
litéitskontrolle: P(m) = Wahrscheinlich-
0.3
keit dafiir, dass eine Stichprobe vom
N=40, M= 12, n=8
0.2 Umfang n, die man aus einer Charge von
1 N Einheiten, davon M (zugegebenerma- (Be-
[ T R I ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Ben) fehlerhaft, zieht, genau m fehler-
0.0 === T ""f”’l.”"‘f""?"”*. hafte Einheiten enthélt. (Z.B. links: Ein

Befund m > 5 wire ,signifikant* (d.h.

Plot ??:  P(m) von (B.17) P < 0.05) fiir M > 12.)

weis: Es gibt (N) Maéglichkeiten, aus N Kugeln n auszuwiihlen (= Anzahl der moglichen Ereignisse).
n
Giinstig davon sind solche Ereignisse, in denen m Kugeln schwarz und n —m Kugeln weif} sind. In der
Schiissel sind M schwarze und N — M weifle, und es gibt (M) bzw. (N:M) Moglichkeiten, m schwarze
m n—m
bzw. n — m weifle Kugeln aus den M bzw. N — M vorhandenen herauszuziehen. Jede Moglichkeit fiir
schwarz kann mit jeder Moglichkeit fiir weifl kombiniert werden, sodass fiir das betrachtete Ereignis
(]V[) (NfM

m n—m

) Fille giinstig sind. v')

B.2.2 Die negative hypergeometrische Verteilung

Gegeben Schiissel mit (N — M) weiflen und M schwarzen Kugeln. Ziehe solange,
bis m schwarze gezogen sind: Mit welcher Wahrscheinlichkeit P(n) werden dabei
genau n Kugeln entnommen?

(Y ( N N'\ | negative (inverse) hyper-
Plu) = <m - 1> <M — m)/(M) geometrische Verteilung (B.18)

(Beweis?)

Anwendung: Optimales Stoppen stochastischer Prozesse
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B.2.3 Die Binomialverteilung

Modell:
Bernoulli-Experiment (Bernoulli trial) = Serie von unabhéngigen Ver-
suchswiederholungen, wobei man sich nur dafiir interessiert, ob ein , Er-
folg®“ eingetreten ist oder nicht.
P(n) = Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei N-maliger unabhéngiger Wie-
derholung eines Versuchs mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p genau n Er-
folge eintreten.

_ (N | Binomialverteilun
P(n) =p"(1—p)N ™" : RN (B.19)
n ) | (siehe Plot ??)
0.3
Anwendungen: u.a. in der statisti-
0.2 schen Qualitétskontrolle (Appro-
N=8, p=04 . . .
ximation der hypergeometrischen
041 Verteilung im Fall, dass sehr weni-
I ge (etwa 5%) Kugeln gezogen wer-
0.0% \ \ : \ \ T B : den - dann spielt das Zuriicklegen

o 1 2 3 4 5 5 7 8
Plot ??:  P(n) von (B.19)

keine Rolle).

NB: Zwei Approximationen der Binomialverteilung;:

N grof}, p GauBverteilung
nicht sehr (2.57) 1 _(n=w? (Ugl.B.3.1)

= P ~ 202 . B20
nahe bei (n) m/27re mit u = Np, ( )
0 oder 1 0% = Np(1 - p)
N — o0, o3 G Poissonverteilung
p—>0,  "BYpm) 5o (vl B24) (B.21)
Np = const. n: mit A = Np
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B.2.4 Die Poissonverteilung

153

Grenzfall der Binomialverteilung N — oo, p — 0, Np = X (Siméon Denis

Poisson 1837)

n
=|P(n) — e_’\% Poisson-Verteilung (siche Plot 77) (B.22)
(Beweis: P(n) = (2)"(1— 2)N-(M)
=A"(1— %)Nu— %)’”N’"N(N—l)'u(N—n-&-l)% V)
NS 51 —1 (B.23)
0.8 Plot ??: P(n) von (B.22)
061 Anwendungen der Poisson-Vertei-
A=0.5 lung: Wahrscheinlichkeit fiir das
Bt Eintreten von n seltenen Ereignis-
0.2 sen, z.B. Tunnelprozesse (atomare
- | ) Zerfille in einer Substanz pro Zeit-
’ CI) ‘1 2‘ é A‘l t'; einheit, Emission von Elektronen
0.41 aus der nadelférmigen Spitze eines
Leiters, Feldionisation, usw.),
0.3 Blédschen auf einer optischen Lin-
0.2 A=1 se, Defekte auf einem Drahtstiick
pro Liangeneinheit, Schmutzparti-
0.1 kel auf einer lackierten Fliche,
004 . : l L ‘ . : : . Autos auf einem StraBenstiick
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 90 10 pro Zeiteinheit, Telefongespriche
0.4 in einer Zelle pro Zeiteinheit,
03l Storungen pro Telefongerit, grofie-
A= 5 re Streiks in Grofibritannien pro
0.21 Woche, Druckfehler pro Seite ei-
o1 ner Zeitung, Kunden in einem
I | I I I Biiro pro Zeiteinheit, in eine Klinik
007 I T T T T T eingelieferte Patienten pro Nacht,
Q 2 % B 8 0 weifle Blutkorperchen pro Kklei-
e ne Blutprobe, Blitze pro Gewit-
ter, im Fundbiiro abgegebenen Ge-
0101 A=10 genstidnde pro Tag, Unfille eines
.05 ‘ Arbeiters pro Jahr, durch Huf-
schlag getdteten Soldaten pro Jahr
0,00+ i I I ‘ | | l I Is. ‘ (Bortkiewicz um 1900), und viele
0 5 10 5 20 andere seltene Ereignisse
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B.2.5 Die geometrische Verteilung

Gegeben Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p bzw. Misser-
folgswahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Mit welcher Wahrscheinlichkeit P(m) gibt

es m Misserfolge vor dem ersten Erfolg?

[P(m) =q"(1-q)]

0.5
0.4
q=04
0.2
0.04 I I ‘
0 2 3 4 5 6
Plot ??:  P(m) von (B.24)

geometrische Verteilung
(siehe Plot 77)

(B.24)

(Beweis:
Produkt-Wahrscheinlichkeit bei
statistischer Unabhingigkeit)

B.2.6 Die negative Binomialverteilung

Verallgemeinerung: Wahrscheinlichkeit P(m) fiir m Misserfolge vor dem v-ten

Erfolg:
Py = (" Ny
m
0.5
0.4
0.3 q=0.5, v=2
0.2
0.1 ‘ | |
0-0““.!51.‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Plot ?7:

P(m) von (B.25)

negative Binomialverteilung
(siehe Plot 77?)

(B.25)

(Beweis?)
(Spezialfall v = 1: ()™ (1 —q) =
q"(1—q) V)
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B.3 Eindimensionale kontinuierliche Verteilungen

B.3.0 Tabelle der kontinuierlichen Verteilungen (B.26)
1 2 3 4
Verteilungsdichtefunktion Mittelwert Streuung Char.Funktion
fz(2) =(6(z - 2)) (2) (2% - (2)* X, (k) = (e*Z) | a

Gleich- 1 bt (b—a)? ikb_ika
Verteilung O(z = 0)6(z —a)5—; =N 12 eik(bja) k
N, — 2

o 71((27;1) ) . 2,2
(GauB-) L 72 I o o2 eink—o k*/2 1
Verteilung Vare
N[J,l - 2 2
(Normal-) \/%e—z /2 0 1 e—k?2/2 m
Verteilung
(Zentrale)

2 _ 1 _=z
X;, —Vert. O(z)t— 2% e 2 n 2n 1/VI—2ik" | n
(Helmert- 22 INES!
Pearson-V.)
(Zentrale) (=) m m_y ,

n 2n* (min—2)

Fm,n_v' e(Z) B(Z. D) = min %7 n=>3 ’(nnig2(n‘4)7 n > o
(Fisher-V.) (1+ma) 2
(Zentrale) ntl
tanert. n2F( )Lﬂ 0,n>2 #,nZS P
(Student-V) \/;F(%) (n+z2) 2
Exponen- 1.-2/8 2 /(1 — ik
tialvert. @(Z)Be B B /(1 —ikB) a
Gamma- 1 —z/Ba—1 2 : e
Verteilung 6(2) T(a)B° © z af af 1/(1 —ikp) T
Cauchy- (existiert
(Lorentz-) % 3 ) eigentlich (%) etk —Xlk| s
Verteilung AT+ nicht) ,p“
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B.3.1 Die Gaufiverteilung (N -Verteilung)

2.38 221) 1 _G=w? cR
Def.: |(0(2, —2)) % r, (2) 2 e ar | M (B.27)
no wo o\ 21 >0
Plot ?77: Gauflsche
Glockenkurve fN; i (2).
h Wendepunkte bei p £ o.
% 99, 73% der Fliche liegen
%% im Bereich p + 30,
% 95,45% im Bereich p + 20,
i o
430 20 u—c g pto u+2e utdo 68,27% im Bereich p + 0. (B28)
Beweis fir p =0,0 =1: P(-n< Z_, <n) (227 Fy (n)—Fy (—n) (B34 2Fy (n)—1
01 01 01 01
0.9987 :n =3 1.9974 :n=3
Tabelle (B.38)
= 142409772 :n=2=-14+<09544 :n=2 V
0.8413 :n=1 0.6826 :n=1

ing 0o .
Char. Fkt.: (¢ 7 )2 Taoy e )y (k) = eM=o"/2 (3 99)

—o0 no Ko
(Zy )=# n=1
Kumulanten: CZV) 229 <(ZN#O' —p)?) =0* :n=2 (B.30)
" 0 n>3

Zentrale Momente: ((Z, —u)") =
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Verteilungsfkt.: F_ (2) = P(Z, <2) = PROBNORM(=— ) (B.32)
- no po g
SAS builtin function
- -1 ’ \
Quantile: F, (z,)=p < 2z, =F; (p) = p+oPROBIT(p) (B.33)
_— o o

0.8
0.6
0.4
0.2
0.0% : . - ‘ ; : :
—4 -2 0 2 4 —4 -2 0 2 4
Plot ?7: Dichtefunktionen fNog (2) Plot ?7: Verteilgs.-funktionen FNOJ (2)
1.0
0.87
0.61
0.41
0.21
0.0 T . .
—4 -2 0 2 4

Plot 77: Verteilungsfunktion F~ (z)

Symmetrie: F = (—2)=1-F_  (z) F1(p)= —Fj;l (1-p) (B.34)

Oc Oc 0o 0o
Durch Standardisierung (Z — j1)/o einer Z —qu
N _-verteilten Zufallsvariable Z erhilt man Mo — 7(B.35)
eine N -verteilte Zufallsvariable. o Nt

Beweis trivial, ebenso die Beweise von:

fo (=L, () X (=" X, (o)
F, @=F (55) F ' (p)=p+oF_"(p)
(B.36)

Stabilitét: Z Z =Z mit p = Zu und o2 = ZO‘ (B.37)
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In Worten: Sind Z; und Z, unabhéngige gauflverteilte ZufallsgréfSen mit den

Parametern p, und o, bzw. u, und o,, so ist Z; + Z, gaufiverteilt mit den

Parametern p = ju, + p1, und o2 = 012 + 022.
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Unbeschrénkt teilbar: Zwei (nichtentartete, d.h. nicht einpunkt-verteilte) un-
abhéngige Zufallsgréfien sind genau dann gaufiverteilt, wenn ihre Summe gauf3-
verteilt ist.

z ...0 ool L2 ...3 .4 ...5 ...6 LT ...8 ...9
-3.0.. 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
-2.9.. 0.0019 0.0018 0.0018 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014
-2.8.. 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019
-2.7.. 0.0035 0.0034 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026
-2.6.. 0.0047 0.0045 0.0044 0.0043 0.0041 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036
-2.5.. 0.0062 0.0060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 0.0052 0.0051 0.0049 0.0048
-2.4.. 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0064
-2.3.. 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084
-2.2.. 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
-2.1.. 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143
-2.0.. 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183
-1.9.. 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233
-1.8.. 0.0359 0.0351 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294
-1.7.. 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367
-1.6.. 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
-1.5.. 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559
-1.4.. 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0721 0.0708 0.0694 0.0681
-1.3.. 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823
-1.2.. 0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985
-1.1.. 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170
-1.0.. 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379
-0.9.. 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611
-0.8.. 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 0.2005 0.1977 0.1949 0.1922 0.1894 0.1867
-0.7.. 0.2420 0.2389 0.2358 0.2327 0.2296 0.2266 0.2236 0.2206 0.2177 0.2148
-0.6.. 0.2743 0.2709 0.2676 0.2643 0.2611 0.2578 0.2546 0.2514 0.2483 0.2451
-0.5.. 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 0.2912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776
-0.4.. 0.3446 0.3409 0.3372 0.3336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
-0.3.. 0.3821 0.3783 0.3745 0.3707 0.3669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
-0.2.. 0.4207 0.4168 0.4129 0.4090 0.4052 0.4013 0.3974 0.3936 0.3897 0.3859
-0.1.. 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
-0.0.. 0.5000 0.4960 0.4920 0.4880 0.4840 0.4801 0.4761 0.4721 0.4681 0.4641
0.0.. 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1.. 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2.. 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3.. 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4.. 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5.. 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6.. 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7.. 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8.. 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9.. 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0.. 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1.. 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2.. 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3.. 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 0.9131 0.9147 0.9162 0.9177
1.4.. 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5.. 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6.. 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7.. 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8.. 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9.. 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0.. 0.9772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1.. 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2.. 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3.. 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
2.4.. 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5.. 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6.. 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7.. 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8.. 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9.. 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0.. 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
Tabelle ?7?: Verteilungsfunktion FN (2): (B.38)
01

Anleitung: Der x-Wert setzt sich zusammen aus der Zahl in der Vorspalte un
der Ziffer in der Kopfzeile der Tabelle, wobei letztere die Endziffer des x-Wertes
bildet.

Beispiele: I/ (—1.15) = 0.1251; F_ (2.33) = 0.9901

01 01
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2.4 4

23]

it
B4

2.0

o
4 = h m =~ M@

1.2

p=os0 05 0.g2 0.53 .24 025 0.2

0.7 028 0.9

Plot ??: Quantilfunktion F~! (p) = —F~! (1 — p) (B.39)
NOl NOl
Beispiel: F~1 (0.95) = —F~1 (0.05) = 1.6449.
NOl NOl
p: 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 7%
Quantil: 1.2816 1.6449 1.9600 2.3263
Tabelle ?7?7: Quantilfunktion F;l (p)=—-F~1(1-p) (B.40)

01 NOl

Ergénzung: Gaufisches Fehlerintegral

Unabhéngig von de Moivre (1730) und Laplace (1812) kennzeichnete Gauf
in seiner Fehler- und Ausgleichsrechnung das Auftreten der Normalverteilung

C.12
durch das (GauBische) Fehlerintegral (error function) Erf(x) ( = : Iy e~ du:
1 x
Zusammenha it F : F = -+ —=Erf(—= B.41
usammenhang mit ¥, () N () TN r (\/5) ( )
1

bzw.  Erf(y) = vr(F

N 2
Beweis von (B.41): F| () (527) \/%7 I e~ /2dy = % + \/%7 [fefzz/zdz = %-‘r # { e~ du
01 —o0 ) 0

v
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B.3.2 Die Cauchy-Verteilung (CM)

Definition: |(6(Z, —2)) = f. () = A neR

- B.43
A ey T N+ (z—p? A>0 ( )

Diese Verteilung heifit Cauchy- oder Lorentz- oder Breit- Wigner-Verteilung, im
vorliegenden Manuskript systematisch bezeichnet mit Subskript CM

Plot ??: Lorentzkurve f, (z).

Median = p, (Z, ) exisut;ert nicht.
Wendepunkte beiﬂ; + A

79,52% der Fliche liegen im Bereich p + 3,
70,48% im Bereich p =+ 2\,

50,00% im Bereich p 4+ A (~ p £ A=Quartile).

—=3N U—2h = e A 2Nt A

cin 1
Verteilungsfunktion: (0(Z, —=2)) =F, (2) ( Y §—|—f arctan -

A 1A ™

1 (B.4a4)

Quantile: P(Z_, <z,)=F, (z)=p & z,= Fcfl (p) = p — Acot(mp) (B.45)

A nA B

=F;! (%):,qu)\7 etc.

I

C C
72N 4 72N

~» Median: z, = F ! (%) = p, Quartile: z, = F;1! (i) =pu—-A
1 1

ikZ

Charakteristische Funktion: <e i > (229 X, (k)=

723

Transformation: |pu + =Z mit A = 2% weR (B.47)

In Worten: Sind Z; und Z, unabhéingige, N — bzw. N —verteilte Zufalls-
groflen und ist p € R beliebig, so ist Z = pu —|— Z,/Zs Cauchy—vertellt mit den

Parametern p und A\ = o, /o, Beweis:
BT -5
<5(“+Z1/Zz‘z)>:mffd§dn5( f-z)e " 172 E=x0,n=yo,,(=2—p
—+o0 1 2
= iffdzdyé(/\% fC)e*E(z +y2) Az = wv,y = v,a? +y? = 02 (1+ %),
— 00
dz dy (C )‘Dl dudv mit D = o(z,y) <C:1) Ty To _ ’U/)\ u/>\ _ v
9 (u,v) Yu Yo 0 1 A

[ee]

oo
oo _1,2004u2 _1,201482
= J dv\v|/ dud(u—C)e 2" (H*Q):Tfm/dvve O =g, ()
2 }
0

Chaey ‘94 e
Stabilitdt: Z_, +Z =Z, mit g = p,+p, und A = X, +A, (B.48)

C
KAy Mo Ay 720

In Worten: Sind Z; und Z, unabhéngige Cauchy-verteilte Zufallsgrofien mit
den Parametern p, und A\, bzw. pu, und A,, so ist Z; + Z, Cauchy-verteilt mit
den Parametern p = p, + p, und A = A, + A,.



162 ANHANG B. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK

B.3.3 Die Chi-Quadrat-Verteilung (x?)

Im Zusammenhang mit der Fehlertheorie von C.F. GAUSS (1777-1855) untersuchte der Astronom F.R.
HELMERT (1843-1917) Quadratsummen von Gré8en, die normalverteilt sind. Die dabei nachgewiese-
ne Verteilungsfunktion nannte der Mathematiker Karl PEARSON (1857-1936) spiter x2—Verteilung.

Definition (via Transformation): n
Sind Z,, ... Z,, unabhingige N  -ver- (5(2(& )—z)) = f e (=
teilte Zufallsvariable, so heifit die Ver- i=1 ot " (B.49)
teilung von Z2 + ...+ Z2 (zentrale) =z,
x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden. n
. (B.35)
Fiir groBe n (Faustregel: n £ 100): Z , =~ Z =" n+vV2nZ,
E— X, nv/2n 01
(B.50)
"y (Zi, )
Char. Funktion: |x , (k) 250 <e =1 Ny > = (1—2ik)™?| (B.51)
Xn
Beweis: Spezialfall p1; = A = 0 von (B.58) v/ (Vgl. Tabelle (B.26),,,)
k 971 -3
. 1 —ikzdk 0(z) - N
Dichte: | f (z) “2” — / ¢ __ b)) e (B.52)
x5 2 ) (1 —2ik)2 271(2)
Beweis: Mit k = — 5,2 = 2y,n = 2v,a = 1 geht (B.51) iiber in (C.3) v (Vgl. Tabelle (B.26),,,)

0.8
061 n=1, g=3.841
. =2, q=5991
n=23,
Q2] q=7.81
\
0.0+ T T "
0 2 4 6 8 10
0.3
n=3, q=7.8%5
0.21
=5, gq=1107
=8, q=15.51
0.14 =%,
< g=25
0.0 ) T T T f
0 5} 10 15 20 25 30
Verteilungsfunktion:  F , (2) =P(Z , <=z
n X5
Quantile: F, (2,)=p & =z, = FX_;(p)

Plot ?7: fX2 (2) = Dichte

der xi —Ver:eilung nach (B.51)
mit 95%-Quantilen (vgl. (B.54))
20.95 = F):il (0.95) =: ¢
Anwendungen: 1. Berechnung von
Varianz-Konfidenzintervallen

aus einer Stichprobe ((B.93)).

2. Chi-Quadrat-Tests

(= Signifikanztests, deren Test-
grofle exakt oder ndherungsweise
einer xi -Verteilung geniigt):

test of vﬁriances / goodness of fit /

independence / homogeneity.

PROBCHI(z, n)B.53)
—_————

SAS builtin function

—
CINV(p,n)  (B.54)
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1.0
0.8
n= & /
0.6 \
n=5
=4 s
0.4
/ n:\S
0.2 v ——
] h=2
A=
0.0
o=0.005 001 0015 0.0z 0.025
. . . —1 . .
Plot ??7: Quantilfunktion £~ (p) fiir p klein (B.55)
) .
X"l
24 H_J_J__—F—_F,J—__FFF’ ’FFFFFF__ﬂHpruaFHaﬂaw
A= 8 (__———’_T—_f
o — n=7v¥ ;f_r_{ff
n==§&
15 n=5
n=4
10 PE——
___f____,_d——P—__———J——— rdd_PFJd_______ﬂ*’Hdr’Fd
5
o=0.975 0.9s 0.8985 089 0.895
. . . -1 ..
Plot ??: Quantilfunktion F'~*(p) fiir p grof3 (B.56)
X2
n
0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.050 0.900 0.950 0.960 0.970 0.975 0.980 0.985 0.990 0.995
0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.004 2.706 3.841 4.218 4.709 5.024 5.412 5.916 6.635 7.879
0.010 0.020 0.030 0.040 0.051 0.103 4.605 5.991 6.438 7.013 7.378 7.824 8.399 9.210 10.597
0.072 0.115 0.152 0.185 0.216 0.352 6.251 7.815 8.311 8.947 9.348 9.837 10.465 11.345 12.838
0.207 0.297 0.368 0.429 0.484 0.711 7.779 9.488 10.026 10.712 11.143 11.668 12.339 13.277 14.860
0.412 0.554 0.662 0.752 0.831 1.145 9.236 11.070 11.644 12.375 12.833 13.388 14.098 15.086 16.750
0.676 0.872 1.016 1.134 1.237 1.635 10.645 12.592 13.198 13.968 14.449 15.033 15.777 16.812 18.548
0.989 1.239 1.418 1.564 1.690 2.167 12.017 14.067 14.703 15.509 16.013 16.622 17.398 18.475 20.278
1.344 1.646 1.860 2.032 2.180 2.733 13.362 15.507 16.171 17.010 17.535 18.168 18.974 20.090 21.955
1.735 2.088 2.335 2.532 2.700 3.325 14.684 16.919 17.608 18.480 19.023 19.679 20.513 21.666 23.589
2.156 2.558 2.837 3.059 3.247 3.940 15.987 18.307 19.021 19.922 20.483 21.161 22.021 23.209 25.188
2.603 3.053 3.363 3.609 3.816 4.575 17.275 19.675 20.412 21.342 21.920 22.618 23.503 24.725 26.757
3.074 3.571 3.910 4.178 4.404 5.226 18.549 21.026 21.785 22.742 23.337 24.054 24.963 26.217 28.300
3.565 4.107 4.476 4.765 5.009 5.892 19.812 22.362 23.142 24.125 24.736 25.472 26.403 27.688 29.819
4.075 4.660 5.057 5.368 5.629 6.571 21.064 23.685 24.485 25.493 26.119 26.873 27.827 29.141 31.319




n=15: 4.601 5.229 5.653 5.985 6.262 7.261 22.307 24.996 25.816 26.848 27.488 28.259 29.235 30.578 32.801
n=16: 5.142 5.812 6.263 6.614 6.908 7.962 23.542 26.296 27.136 28.191 28.845 29.633 30.629 32.000 34.267
n=17: 5.697 6.408 6.884 7.255 7.564 8.672 24.769 27.587 28.445 29.523 30.191 30.995 32.011 33.409 35.718
n=18: 6.265 7.015 7.516 7.906 8.231 9.390 25.989 28.869 29.745 30.845 31.526 32.346 33.382 34.805 37.156
n=19: 6.844 7.633 8.159 8.567 8.907 10.117 27.204 30.144 31.037 32.158 32.852 33.687 34.742 36.191 38.582
n=20: 7.434 8.260 8.810 9.237 9.591 10.851 28.412 31.410 32.321 33.462 34.170 35.020 36.093 37.566 39.997
n=21: 8.034 8.897 9.471 9.915 10.283 11.591 29.615 32.671 33.597 34.759 35.479 36.343 37.434 38.932 41.401
n=22: 8.643 9.542 10.139 10.600 10.982 12.338 30.813 33.924 34.867 36.049 36.781 37.659 38.768 40.289 42.796
n=23: 9.260 10.196 10.815 11.293 11.689 13.091 32.007 35.172 36.131 37.332 38.076 38.968 40.094 41.638 44.181
n=24: 9.886 10.856 11.497 11.992 12.401 13.848 33.196 36.415 37.389 38.609 39.364 40.270 41.413 42.980 45.559
n=25: 10.520 11.524 12.187 12.697 13.120 14.611 34.382 37.652 38.642 39.880 40.646 41.566 42.725 44.314 46.928
n=26: 11.160 12.198 12.882 13.409 13.844 15.379 35.563 38.885 39.889 41.146 41.923 42.856 44.031 45.642 48.290
n=27: 11.808 12.879 13.583 14.125 14.573 16.151 36.741 40.113 41.132 42.407 43.195 44.140 45.331 46.963 49.645
n=28: 12.461 13.565 14.290 14.847 15.308 16.928 37.916 41.337 42.370 43.662 44.461 45.419 46.626 48.278 50.993
n=29: 13.121 14.256 15.002 15.574 16.047 17.708 39.087 42.557 43.604 44.913 45.722 46.693 47.915 49.588 52.336
n=30: 13.787 14.953 15.719 16.306 16.791 18.493 40.256 43.773 44.834 46.160 46.979 47.962 49.199 50.892 53.672
: - - -1
Tabelle ??7: Quantilfunktion F~*(p). (B.57)
2 .
XTL
canie]s ol
Beispiel: £~ (0.95) = 11.070.
X25
. . . . 2
B.3.4 Die nichtzentrale Chi-Quadrat-Verteilung (x* )
ni
Definition (via Transformation): n
. . 9 .
Sind Z,, ... Z, unabhingige (6( E (Zi,  + ) —=)) =: fo (2)
. . . 01 A
N, -verteilte Zufallsvariable, i=1 " (B.p8)
so heiflt die Verteilung von =7
2
2 2 X
(Zy+m)* + ...+ (Z, + pin) ™

nichtzentrale x?— Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nichtzentralititspara-
meter X =Y 1, p2.

Ak

Char.Funktion: (1 — 2ik) /26"

<ez’k iijl(zi+ui)2> (B.59)

n
ik 3 (Z;4+n)?\ pmab g ) B.26 n ) 2
Beweis: <e = > hangis I1 <e”€(Zi+w)2> ( :)1’" I1 \/127fezk(z+ui) 12?4,
i=1 i=1 V=T

Ansatz L 1 —a(m—b)2+c . . _ 1—2ik .3 _ 2ik _ 2 ik
= .Hl = Je dz = Koeflizientenvergleich: a = ==**;b = p; 1257 C = pf 175+
i=1V

n C noou? ko 1 Atk n
= H?%:He T (1-2k)"2 =e T1-2ik)"2 v
i=1 i=1
) | [ e P
Dicht ffo (2) " ="5: ] (1—2ik)3 ° dk B.60
: _ztA n—2 . .
Sane — ) o= (2)"T Lz (VIA2) filir A > 0 (B-60)
2
(I, = mod. Besselfunktion der Ordnung v)
(ohne Beweis; Formel aus Miiller, Lexikon der Stochastik, Berlin 1991, Seite 57)
Verteilungsfunktion: FX2A (2) = P(Z)<2 <z) = PROBCHI(z,n(B)61)
n ni

SAS builtin function

———
Quantile: CINV(p,n, \) (B.62)

F, (z)=p & z=F@®

n ni

Anwendungen: Die nichtzentrale Chi-Quadrat-Verteilung wird besonders bei

der Berechnung der Giite (Power, Macht) verschiedener Chi-Quadrat-Tests benotigt.
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B.3.5 Die Student-Verteilung (¢ )

Gefunden von W.S. Gosset in seiner Studentenzeit (unterzeichnete bescheiden mit ,, by a student®).

Definition (via Transformation): Sind X
=N

X und Y unabhéngig und N_ - (5( 7(”—2)) =:f, (2)
bzw. X vertellt dann heifit dle Ver- \/sz /n " (B.63)
teilung von X /+/Y,,/n (zentrale) e

z
t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. "'

Im Spezialfall n = 1 erhélt man die Cauchy- 7 -z
Verteilung (B.44) mit =0 und A = 1. %

Fiir grofle n (Faustregel: n £ 30):Z, ~Z (B.65)

Dichte: |f, () = <5(Zn - z)> - 2 (B.66)

Beweis 1:

(3(x/ /Y Jn—z > =

2

) n—2
270(y) -y 2 e T =uv,y =nv

dzdyé

22 F(”)fofo (V /n
v u
0 2nv

9(z,y) (C 1)
9(u,v)

2

\D\dudv mit D = = 2nv

Ty Ty '_

n—2

F
z dy
oo oo
> Slu? 2ns2 _my2
= Q"niﬁ/ / dud(u—=z)e v e v
\/277-22F(%)
— 00

1 ntl

T dv v”e_§1)2(n+Z2)(C:'4)l72 2 nti
2

0

(n+22) 2

)
o 1.2
(B 73 B.74) 3 -5V
)ff (: n 2 T AT v"e 2 dv v
2
0

Beweis 2: ft
’ var(3) (n+s2) 72

(c. 5)2 > F(n+1)

0.5

Plot ?77: Zentrale
041 He 1700 t,—Dichte (B.63)
0.31 Hz 12 Anwendungen: t-Test,

Berechnung von

0.21 Konfidenzintervallen fiir
01 Stichprobenmittelwerte,
Regressionsanalyse,
0.0 ; T T T T T 7 Korrelationsanalyse
—4 —3 =2 —1 0 1 2 4

Verteilungsfunktion: F, (z) = P(Z, < =z2)

PROBT(z,n) (B.67)
————

SAS builtin function

) . —_———
Quantile: Ft’(zp):p & oz, =F "(p) = TINV(p,n) (B.68)

Symmetrie: F(-2)=1-F (2) Fl(1-p) = —Ft_l(p) (B.69)
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n=

Hﬁh&““hxﬁ
n\\\““'/\"“-xﬁ ey |
=

2
S e I %——________-——_______
n:"],I:/O n:'§6 =10 7 ]
n=5
.
1—o=0.98 0898 0.94 0.9z 0.9
Plot ?? Quantilfunktion Ft_l(l —p) = —Ft_l(p). (B.70)
n n
p= 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 0.9950
n=1: 3.0777 6.3138 12.7062  31.8205  63.6567
n=2: 1.8856 2.9200 4.3027 6.9646 9.9248
n=3: 1.6377 2.3534 3.1824 4.5407 5.8409
n=4: 1.5332 2.1318 2.7764 3.7469 4.6041
n=5: 1.4759 2.0150 2.5706 3.3649 4.0321
n=6: 1.4398 1.9432 2.4469 3.1427 3.7074
n=7: 1.4149 1.8946 2.3646 2.9980 3.4995
n=8: 1.3968 1.8595 2.3060 2.8965 3.3554
=9: 1.3830 1.8331 2.2622 2.8214 3.2498
n=10: 1.3722 1.8125 2.2281 2.7638 3.1693
n=11: 1.3634 1.7959 2.2010 2.7181 3.1058
n=12: 1.3562 1.7823 2.1788 2.6810 3.0545
n=13: 1.3502 1.7709 2.1604 2.6503 3.0123
n=14: 1.3450 1.7613 2.1448 2.6245 2.9768
n=15: 1.3406 1.7531 2.1314 2.6025 2.9467
n=16: 1.3368 1.7459 2.1199 2.5835 2.9208
n=17: 1.3334 1.7396 2.1098 2.5669 2.8982
n=18: 1.3304 1.7341 2.1009 2.5624 2.8784
n=19: 1.3277 1.7291 2.0930 2.5395 2.8609
n=20: 1.3253 1.7247 2.0860 2.5280 2.8453
n=21: 1.3232 1.7207 2.0796 2.5176 2.8314
n=22: 1.3212 1.7171 2.0739 2.5083 2.8188
n=23: 1.3195 1.7139 2.0687 2.4999 2.8073
n=24: 1.3178 1.7109 2.0639 2.4922 2.7969
n=25: 1.3163 1.7081 2.0595 2.4851 2.7874
n=26: 1.3150 1.7056 2.0555 2.4786 2.7787
n=27: 1.3137 1.7033 2.0518 2.4727 2.7707
n=28: 1.3125 1.7011 2.0484 2.4671 2.7633
n=29: 1.3114 1.6991 2.0452 2.4620 2.7564
0=30: 1.3104 1.6973 2.0423 2.4573 2.7500
n=40: 1.3031 1.6839 2.0211 2.4233 2.7045
n=50: 1.2987 1.6759 2.0086 2.4033 2.6778
n=60: 1.2958 1.6706 2.0003 2.3901 2.6603
n=70: 1.2938 1.6669 1.9944 2.3808 2.6479
n=80: 1.2922 1.6641 1.9901 2.3739 2.6387
n=90: 1.2910 1.6620 1.9867 2.3685 2.6316
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n=100: 1.2901 1.6602 1.9840 2.3642 2.6259
n=150: 1.2872 1.6551 1.9759 2.3515 2.6090
n=200: 1.2858 1.6525 1.9719 2.3451 2.6006
n=400: 1.2837 1.6487 1.9659 2.3357 2.5882
n=600: 1.2830 1.6474 1.9639 2.3326 2.5840
n=800: 1.2826 1.6468 1.9629 2.3310 2.5820
n=1E3: 1.2824 1.6464 1.9623 2.3301 2.5808
Tabelle 7?7: Quantilfunktion Ft_l(p) = —Ft_l(l —p): (B.71)
Beispiel: F—1(0.95) = —F~'(0.05) = 2.0150.
5 5
B.3.6 Die nichtzentrale Student-Verteilung (¢, )
Definition (via Transformation): Sind
X und Y, unabhéngig und N - X, +u
bzw. x2-verteilt, dann heiit die (6( ;} =) =:f, (2)
n npy
Verteilung von (X + p)/\/Y,,/n =2 /n (B.72)
nichtzentrale t- Verteilung mit _
n Fretheitsgraden und “tan
Nichtzentralititsparameter pi.
Im Spezialfall 4 = 0 erhélt man die zentrale _7 (B.73)
t-Verteilung mit n Freiheitsgraden, (B.63). o '
n? eignfz2 7 _%[“_ — 2]2
Dichte: |f, (2)= T /U” e T dw| (B.74)
T vAl(p) () T2 T g
Beweis:
Verteilungsfunktion: F, (z)=P(Z, <=z) = PROBT(z,n,B.75)
ny ny N————
SAS builtin function
) . —_—
Quantile: F, (z,)=p < =z, =F "(p) = TINV(p,n,u) (B.76)

Anwendungen: Die nichtzentrale t-Verteilung wird besonders bei der Berech-
nung der Giite (Power, Macht) verschiedener t-Tests benotigt.
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B.4 Mehrdimensionale Verteilungen

B.4.1 Die n-dimensionale Gauf3-Verteilung (,,N:G “)

Eine n-dimensionale Zufallsgrofe (Z4, ..., Z,) mit (Z;) = w;

und ((Z; — (Z;))(Z; — (Z;))) = oij symmetrisch und positiv definit

heif3t n-dimensional Gauf3-verteilt (,,N:’U —verteilt“), wenn

(B.77)
P O T Ety )
n (2.49) V0=t Fig Tttt e
(T162-2)) "= 1, (o) = e 7
7j=1 po
e Charakteristische Funktion:
i 3 Kz, i uiky —3 S kioighs
<e = > (250 Xy (k1ookp)i=e e Y (B.78)

pno

e Sind die Z, unkorreliert, dann sind sie auch unabhéngig und umgekehrt, d.h.:

n n
o =0firi#j <H5(gj—zj)> - H<5(gj—zj)> (B.79)
j=1 j=1
NB: Diese Aussage gilt nicht notwendig fiir andere Verteilungen!

e Die Rand-Verteilung einer einzelnen Komponente Z; ist eine Gaufiverteilung
mit Mittelwert p; und Streuung oy, d.h. (z.B. i = 1):

> 1 _(Zlfl"l)
// ol ook, f (1) = e (B.80)

e Eine Linearkombination ), a;Z; ist selbst wieder gauBBverteilt mit Mittelwert
> ; i = po und Streuung Zij a;0ija; = o2, d.h.

(2= 1y)?

CHI7EE ) E—— R (B.81)

2 Z ;045G
\/ ij
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B.4.2 Die 2-dimensionale Gauf3-Verteilung (,,Nir “)

2
Setze in (B.77) n =2 und 0,; = ( 011 Oy ) _ < o] 00,0, )

2
Oy1 Oy 00,0, o,

(2.21) )

o (02, - 2002, - 2)) 2 1, (5nz) = e

no

exp { gl [ (27202 — 20220 5t 4 (b2 2] L (B o)

<@(Z1 —1)0(Z, — y)> = FN2 (x,y) :== 7} dz, } dz2fN2 (2,,2,)

pno pno

SRR SN

i = R
N -
TN

.g_.,.‘...._?z'.‘z..’_é-

Plot ?7: F | (x,y) mit wobei p=0,0, =1 (B.83)

pno

NB: SAS builtin: FN2 (x,y) = PROBBNRM(z, y, o) wobei = 0,0, =1

pno
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B.5 Mathematische Stichproben (Messreihen)

B.5.1 Mittelwert und Varianz einer Stichprobe

Vorbemerkung: Man muss begrifflich unterscheiden zwischen Kennzahlen (z.B.
Erwartungswert, Varianz, Momente, Kumulanten, ...) einer theoretischen Ver-
teilung und den Kennzahlen (z.B. Mittelwert, Varianz, Standardabweichung,

..) einer Stichprobe. Letztere sind als Funktionen von zufiilligen Ereignissen
(der Stichprobe) selbst zufillige Variable und schwanken von Stichprobe zu
Stichprobe. Verwirrend ist, dass beide in der Literatur z.T. die gleichen Namen
tragen. Mogliche Abhilfe: Prefix Stichproben-. . ..

Definition: Eine mathematische Stichprobe vom Umfang n besteht aus n un-
abhéngigen identisch verteilten zufélligen Variablen Z,, Z,, ..., Z,,: alle Z; sei-
en verteilt wie eine Zufallsvariable Z. Die wichtigsten Kennzahlen sind

1 n 1 n 1 n 2
(Stichproben—)i Z P Z; 52(Z) = Z <Z2 - — Z]g
Mittelwert Z ne n—1a ol (B.84)
Varianz s(Z)? T

Erwartungswerte | _

(Punktschitzung) (Z)=(2) = ny; (s°(2))= <<Z_<Z>)2>

(2:28)

£8.85)

In Worten: Z bzw. s?(Z) sind erwartungstreue Schitzer (unbiased estimators)
fiir 1, bzw. Jg. Beweis: (Z) = + S (20
- =1

(s%(2)) = 723 TAZD — sy DVLy) + gy 24252k
2 ] (%]

= (2% - ﬁ 2A2:2;) = L2(Z2%) - ﬁ Zi:j<12> - #,1) Z#]KZ)(Z> v
” N—— S——

n n(n—1)
Beliebte Frage: Warum (n — 1) und nicht n im Nenner von (B.84) rechts? Ant-
wort: Die Erwartungstreue wire verletzt. Tieferer Grund: lineare Abhéngigkeit

der Residuen Z; — Z: Z?ZI(ZZ'*Z) (B24 0. (B.86)

Die Quadratwurzel s(Z) = +/s?(Z) heifit (bekanntlich) Standardabweichung
(standard error). Thr Erwartungswert ist aber i.allg. # o,.

T MTiotves |(Z-@F)= (@ @) =102) @0

Beweis: ((Z — (2))*) = (Z°) - (2 = 5 £ —(2)* = (2% + "0H N2 —(2) v
iJ

Deshalb heifit s(Z)/+/n Standardfehler [des Mittelwerts] (standard error of the
mean). Bedeutung: Selbst bei schiefen Verteilungen sind fiir geniigend grofe
n (wegen des zentralen Grenzwertsatzes, siehe Kapitel 2.2.7) die Stichproben-
mittelwerte normalverteilt; wegen (B.86) und (B.28) liegen dann 95% aller
moglichen Stichprobenmittelwerte innerhalb von (theoretisch) p, + 20,/v/n
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oder (aus der Stichprobe geschiitzt) Z + 2s(Z)/+/n.

NB: Der Standardfehler des Mittelwerts geht nicht mit 1/n, sondern mit 1//n.
D.h. jeder weitere Messwert in der grofleren Stichprobe sagt uns weniger als die
vorherigen.

Verallgemeinerung (ohne Beweis): Bleibt ein Parameter mit wachsenden Stichprobenumfang n kon-
stant, so konvergiert die Standardabweichung seiner Schitzung mit wachsendem n in der Gré8enord-

nung 1//n stochastisch gegen Null.

B.5.2 Verteilung der Stichprobenmomente bei Gauf3verteilung

Satz: Die Momente s2(Z) und Z einer Stichprobe Z;, Z,, ..., Z,,, die aus einer
N, -verteilten Grundgesamtheit gezogen wird, haben folgende Eigenschaften:

e Zund s*(2)

sind unabhéingig. <5(Z B w)é(SQ(Z) B y)> = <5(Z - $)><5(52(Z) _@%88)

Dieser Satz ist wohl einigermaflen iiberraschend, weil Z in der Formel (B.84) fiir s2(Z) vorkommt.

Beweis unten (Schritt 6).

o (Z—p)/(o/yn)ist N, -verteilt. (5 (Z 2)) = f @3 89)

Beweis trivial wegen (B.81) bzw. (B.87), (B.37).

. "UEI s2(Z) ist x%-verteilt n—1,
mit n — 1 Freiheitsgraden. <5(75 (Z) - y)> = fX2 (Z(JB 90)
Beweis in 6 Schritten: n—1

o B.84 n n
Schritt 1 Standardisierung Y, = %: s2(Y) (B.84) ﬁ > (Z % Z ) = G%SQ(Z)
i=1 j=1
n n
Die n-dimensionale Verteilung (\/#27) exp ( — % > yf) des Vektors ¥ = (Y, ...Y ) ist invariant

unter orthogonalen Transformationen.

Schritt 2 Orthogonale Transformation: Ist also A eine orthogonale n x n-Matrix, und X = (X, ... X))
der Zufallsvektor YA, so hat X die gleiche Verteilung wie Y, d.h. die X, ... X, sind unabhéingig und
N, -verteilt.

Schritt 3 Spezielle orthogonale Transformation: Sei nun A eine orthogonale Matrix, die den in Rich-
tung der Diagonalen weisenden Einheitsvektor d = (1/4/n)(1,1,1,...,1) auf den Vektor (1,0,0,...,0)
abbildet. Die Projektion YP von Y = (Y,,...,Y ) auf die Diagonale ist der Vektor Y,Y,...,Y) mit

Y = % 1Y, denn aus Symmetriegriinden wird durch P jeder der Basisvektoren (0,...,0,1,0,...)
auf den gleichen Vektor (g, o, . . ., 0) abgebildet, und aus (1,1,1,...,1) = (1,1,1,...,1)P = n(g, 0,...,0)
folgt 0o = 1/n.

Schritt 4: A bildet den zur Diagonale orthogonalen Vektor Y — YP auf einen Vektor ab, der ortho-
gonal zu (1,0, ...,0) ist, also als erste Koordinate 0 hat. Daher hat X = YA =YP A+ (Y -YP)A
dieselbe erste Koordinate Xl wie YP A, und dies ist /nY.
Schritt 5: (n — 1)s2(Y) = E(Y _v)2? il(yz oYY, + YY) =
i=1 1= i

X2 +...4+ X2. Wegen (B.49) haben wir damit (B.90) gezeigt. v/
Schritt 6: Da X; von &2 R Ki unabhéngig ist, haben wir (B.88) gezeigt. v

M:

=N

n
Y?2-nY =3y X?-X?=
=1

1
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Bemerkung: Wir haben entscheidend Eigenschaften der Normalverteilung aus-
genutzt. Es ldsst sich zeigen, dass fiir nicht konstante unabhéngige Y, mit an-
deren Verteilungen Y und s2(Y) stets abhingig sind und die Verteilung von Y
nicht rotationsinvariant ist.

B.5.3 Konfidenzintervall fiir die Streuung o>

Wendet man nun die Identitdt (B.15) auf die nach (B.90) XZ—Verteilte GroBe
"0—_2132(&) an, so erhilt man:
-1 n — 1 2 -1
P(F) )< @) <F) (1-p))=1-(n,+p)  (BI)

2 o2 2
anl anl

Diese Gleichung kann man auf zweierlei Weise deuten bzw. umformen:

e als Prognoseintervall fiir die Stichprobenvarianz s?(Z) (Schluss von der
Grundgesamtheit auf die Stichprobe = Inklusionsschluss)

2 2

P(%FX‘; (p) <s*(2) < Z—F" (1—p2))=1—(p1+p2) (B.92)

n—1 x2

Beispiel: Die Varianz einer NW -verteilten Stichprobe vom Umfang n = 25
liegt mit 90%-iger Wahrscheinlichkeit zwischen 0.577 % ¢2 und 1.517 *

2 SZ(Z) -1
o*, d.h. P{0.577 < 5z < 1.517) = 0.9. Rechnung: F (p,) =
X
n—1
F(0.05) (B25) 13 848, F' (1-p,)=F (095) (B2%) 36,415
X24 Xn—l X24
P((13.848/24) 02 < 52(Z) < (36.415/24) 02) =1—(p, +p,) =09 v
| —— | ——
0.577 1.517

e als Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter o (Schluss von
der Stichprobe auf die Grundgesamtheit = Reprdsentationsschluss)

p( =022 _ o ()2
Fx2 (1—]92) Fx2 (pl)

> = 1_(]71 +p2) (B93)

Einseitiges Konfidenzintervall: In technischen Anwendungen wird man
sich im allgemeinen nicht fiir eine untere Grenze von o interessieren. Dann
setzt man p, =0 (~ F_; (1 —p,) =00) und p, = a und erhilt:

X

n—1

12
Plo?<o? =1-a mit|c?, = M (B.94)
max max F 21 (a)
X

n—1
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Beispiel nach [Diirr/Walter 1987, S. 136]: Bei einer Priifung der Zugfestig-
keit von Betonstahlmatten aus kaltgewalztem Betonstahl (DIN488) erga-
ben sich fiir ein bestimmtes Fabrikat die folgenden 30 Werte (in N/mm?).

718 684 646 638 622 597 669 661 646 715 727 645 647 671 632
728 699 709 684 713 698 614 580 647 634 637 702 649 721 643

Gesucht ist ein (zweiseitiges) 95%-Konfidenzintervall und eine (einseitige)
obere 95%-Konfidenzgrenze fiir o.

Manuelle Rechnung: Per Taschenrechner findet man s2(Z) = 1629.

1. Zweiseitiges Problem: p, =p, =0.025; 1— (p, +p,) =0.95

(323)p(F(n;1)82(Z) <02 < (n—l)s (Z)> P< 291620 2 _ _ 29:1629 >

= —1 — —1
(1-p,) FX2 (py) F~ 1 (0.975) FX2 (0.025)
n—1 n—1 29 29
B.
V2T p (221820 < 02 < 221620) — (1033 < 0% < 2943) ¥ P(32.14 < 0 < 54.25)

2. Einseitiges Problem: p;, = a =0.05; 1—a=0.95 (324) P< 2 < (71_1)5<(Zi>
2

= P( o2 < FE?‘I(%QEE,)) w2 P( 0% < 2197'}760289> = P( o2 < 2668) Y P< o< 51.65)
X2
2

9
Ergebnis: Das (zweiseitige) 95%-Konfidenzintervall fiir o lautet 32.14 <
o < 54.25. Die (einseitige) obere 95%-Konfidenzgrenze ist o < 51.65.
Vgl. Losung mit SAS-Programm: Tabelle 77

B.5.4 Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert u

Analog zu (B.91) kann man die Identitét (B.15) auf die nach (B.89) N, -
verteilte Grofie UZ/ NG anwenden. Zuvor niitzen wir die Symmetrie der N -

Verteilung (vgl. (B.34)) aus und schreiben die Identitét (B.15) anschaulicher
als

P(—F, (1-p)<Z<F, (1-p))=1-(p, +p)=1-a (B9

Dann folgt

P(-F) a-p)<TRRsr

Auch diese Gleichung kann man auf zweierlei Weise deuten bzw. umformen:

W A=p)) =1 tp) (B9

e als Prognoseintervall fiir den Stichprobenmittelwert Z (Schluss von der
Grundgesamtheit auf die Stichprobe = Inklusionsschluss)

Yo1 (B.97)

Beispiel: Der Mittelwert einer N _-verteilten Stichprobe vom Umfang n =
25 liegt mit 90%-iger Wahrschemhchkelt im Bereich p + 0.329 % o, d.h.
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P(Z — 11+ 0.329 % a) —0.9.
Rechnung: Symmetrie ~ p, =p,, 1 — (p, +p,) = 0.9, p, = p, = 0.05,

-1 -1 -1 (B.39)
Fl-p)=F "' 1-py)=F_" 095 "= 16449,
NOl ! NO] 2 NOl
P(p — (1.6449/5) 0 < Z < pu + (1.6449/5) a) =1—(p, +p,) =09 Vv
N— N ——rt
0.329 0.329

e als Konfidenzintervall fiir den unbekannten Parameter p (Schluss von der
Stichprobe auf die Grundgesamtheit = Reprdsentationsschluss)

et
P<f—ﬁFNm(1 py) S p <

_ N

Z+5F, (1=p) >=1—(p1+p2)

01

(B.98)

Beispiel [Diirr/Walter 1987, S. 114]: Angenommen, der Benzinverbrauch
(MaBeinheit Liter/100 km) fiir ein Mittelklassemodell sei normalverteilt
mit der Standardabweichung ¢ = 1. Eine Stichprobe mit n = 25 Autos
hat einen mittleren Benzinverbrauch von Z = 9.8 ergeben. Behauptung:
Bei einem Vertrauensniveau von 0.90 kann man davon ausgehen, dass
der mittlere Benzinverbrach p des betrachteten Mittelklassemodells im
Bereich 9.8 4+ 0.33 liegt.

Rechnung: 1= (p, +p,) =09, py =p, =0.05, F " (1=p,)=F " (1—p)=F " (0.95)

01 01 01

1.6449, P<9.8—%1.6449 <p < 9.8+¢%1.6449> =09 v

(B-39)
= 75

Im Unterschied zum Konfidenzintervall (B.93) fiir 0 enthiilt dieses Konfidenz-
intervall (B.98) fiir y einen zweiten unbekannten Parameter o und ist deshalb
fiir praktische Anwendungen im allgemeinen nicht zu gebrauchen, es sei denn,
o wére bekannt wie im obigen Beispiel.

Abhilfe schafft ein Trick des Statistikers W.S.Gosset 1908 (damals noch
Student): Der Quotient

Z—p A
9/ -2 4 (B.99)

\/025/2&2)1)/ ——

hat zwei vorteilhafte Eigenschaften:

e Der unbekannte Parameter hebt sich o heraus.

e Zahler und Nenner sind wegen (B.88) unabhéngig und wegen (B.89) bzw.
(B.90) N - bzw. X2_1—Verteilt, daher ist der Quotient wegen (B.63) t -

n—1
verteilt:

—2)=f (2) (B.100)
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Wendet man wiederum die Identitét (B.95) auf diesen Quotienten an, so erhélt
man analog (B.96):

— W S F_l
SQ(Z) tnfl
n

N

P(— F'o(1-p,)<

n—1

(1 _pz)) =1- (p1 +p2) (B.101)

Ein Prognoseintervall analog (B.97) macht hier keinen Sinn, aber eine Deutung
bzw. Umformung dieser Gleichung analog (B.98) ergibt das

Konfidenzintervall

P(Z— Dp= (1 -p)<

fiir das unbekannte L - vn L ( pQ) SHs B 102)
=zufilliger Messfehler Z + s\(/%) ;1 (1 _ pl) ) =1- (p1 —|-p2)

=error bar n—1

Aus Symmetriegriinden setzt man normalerweise p, = p, =: /2. Dann kann

man schreiben:

7 . . . o S(Z) -1 [0
P(lp— Z| < Ap) = 1—a  mit| Messgenauigkeit Ay := WF%A (1—5)
(B.103)

In technisch-physikalischen Anwendungen setzt man meist o = 0.05, d. h. die
Messgenauigkeit definiert man als (halbes) 95%-Konfidenzintervall.

Beispiel nach [Diirr/Walter 1987, S. 130]: Die Verbraucher-Zentrale NRW fiihr-

te 1976 eine Untersuchung iiber die Kontofithrungskosten bei Geldinstituten in
Nordrhein-Westfalen durch. Die jéhrlichen Kosten (in DM) eines Modellkontos
bei 19 kleineren Banken und Sparkassen waren:

6.50 131.80 106.00 91.80 96.40 166.40 136.80 220.60 167.60 176.40
44.00 116.60 66.00 171.70 27.50 92.60 102.40 151.40 108.90

Gesucht ist ein (gg) %-Konfidenzintervall fiir die mittleren Kosten pu.

Manuelle Losung (Taschenrechner): Z = 114.81, s(Z) = 54.85, Ap (5.10%) % X F;l 1-3) =
18

—1

12.583453 x F (1 - 1(09%)) = 12583453 x F* ($:975) (%L
18

12.583453 x (2 1999) =

26.44)
2.8784) .

36.22

2\0.01 0.995
Ergebnis: Mit (gg) %-iger Sicherheit kann man davon ausgehen, dass die mittle-
ren Kosten des Modellkontos zwischen 114.81 — (26'44) = (88'37) und 114.81 +

26.44 141.25 . 36.22 78.59
(36.22) (151.03) DM liegen.

Vgl. Lésung mit SAS-Programm: Tabelle 77
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B.5.5 Die Berechnung des notwendigen Stichprobenumfangs
B.5.5.1 ... bei der Bestimmumg des Erwartungswert

Fragestellung 1: Wieviele Messungen braucht man mindestens, um mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 1 — o einen vorgegebenen Konfidenzbereich
Ay fiir den unbekannten Erwartungswert p nachweisen zu kénnen?

Zur Beantwortung dieser Frage muss man die implizite Gleichung (B.103)
nach n auflésen. Dies ist zwar nicht analytisch, wohl aber grafisch moglich:

o0 ;\%

ga 40
2 alpha= 0.01
%” 301
g alpha=0.05
20 ¥ A
E NN
2 R
e ::'?:q__""—-\q_h “"“-—-—-—______‘___‘__

. alpha= 0|10 “:‘-:':*%%——

0.25 0,50 075 100 125 150 175

c o Ap 1 el
— angestrebte Genauigkeit Tg) ==k o 1-9)
Plot ?7?: Grafische Losung von (B.103) und (B.106) (gestrichelt) (B.104)

Die Stichprobenvarianz s?(Z) muss (z.B. aus Vorexperimenten) geschitzt wer-
den.

Plausibel: Je grofler die geforderte statistische Sicherheit 1 — o und je enger
der nachzuweisende Konfidenzbereich Ay, desto mehr Messungen muss man

machen.

Fiir grofie n (Faustregel: n £ 50) lédsst sich wegen

B.65
- g -

tnfl 2 N()l 2

) (B.105)

die Gleichung (B.103) explizit nach n auflosen (gestrichelte Kurven):

Ap

D (B.106)

12 .
(1—5)] mit z =
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B.5.5.2 ... bei der Bestimmung der Unschiirfe (Streuung)

Fragestellung 2: Wieviele Messungen braucht man mindestens, um mit einer

vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 1 — « eine vorgegebene Obergrenze o2, fiir

die unbekannte Streuung (Unschiirfe) o nachweisen zu kénnen?
Zur Beantwortung dieser Frage muss man die implizite Gleichung (B.94)
nach n auflésen. Dies ist zwar nicht analytisch, wohl aber grafisch moglich:

100 % Y
80 L Alpha=0.01

60 k\" =

6 \s_\_"h alpha=0.05
\3 .
R

n (Anzahl Messungen)

20 e T
iy e —
dlpha= 0.10 | o
0
1 2 3 4

— angestrebte Obergrenze T — (1)
22 T F (a)
n—1

Plot ??: Grafische Losung von (B.94) und (B.109) (gestrichelt) (B.107)

Die Stichprobenvarianz s?(Z) muss (z.B. aus Vorexperimenten) geschitzt wer-
den.

Plausibel: Je grofler die geforderte statistische Sicherheit 1 — a und je kleiner
die nachzuweisende Obergrenze o2, , desto mehr Messungen muss man machen.

max?’

Fiir groie n (Faustregel: n g 100) lésst sich wegen

_ B.50),(B.36 -
Fl ) PR e van () (B.108)
Xn 01

die Gleichung (B.94) explizit nach n auflosen (gestrichelte Kurven):

r -1 2 .
o 1FN01 (@)]” mit z=

2
n~142| nax (B.109)

B.5.6 Signifikanztest

Ein Signifikanztest priift anhand einer konkreten Stichprobe, ob eine Hypo-
these iiber die Zufallsvariable Z mit der Stichprobe vertraglich ist oder ob die
wahre Verteilung von der angenommenen Verteilung signifikant (d.h. statistisch
gesichert) abweicht.
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Anhang C

Mathematische Hilfsmittel

C.1 Substitutionsregel fiir Mehrfachintegrale

[Stocker 1993, S. 492]: Berechnung eines Integrals in beliebigen Koordinaten
u,v und w, die durch z = z(u,v,w),y = y(u,v,w),z = z(u,v,w) definiert
sind. Zerlegung des Integrationsgebiets in Volumelemente durch die Koordina-
tenflichen u = const.,v = const. und w = const.: dV = |D| du dv dw mit der
Funktionaldeterminante

LTy Ty Tw
(Jacobi-Determinante): D=\|vyu Y Yuw |- (C.1)

Substitution des Integrals moglich fiir D # 0:

/// f(x,y,2)dV = /// f(u,v,w)|D| du dv dw (C.2)

C.2 Integrale

[Bronstein 1987, Seite 633], Tabelle ,, Exponentielle Fouriertransformation®, Zei-
le 4:

1 0o eixy _ \/ﬂ vl —ay
N / <a+m)ydx—9(y)my e ¥ Rv>0 (C.3)

[Grobner /Hofreiter 1961, Seite 64, 314.2]:

o
1 gt 1
/e_)‘x2x“dm = 5/\ TF(R; ), K>-1,A>0 (C.4)
0
17 -1 1
Spezialfall A = 3 /e_é”’jx“dx = 2TF(R;— ), K>-—1 (C.5)
0
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[Grobner /Hofreiter 1961, Seite 143, 337.3] im Fall A = 0, u = k/2:

o0

lan? , T 12 g 1,2y b
/ e (ax Jr2ba:+c)emxdm — \/>ea(b ac—zkK )e za/-c, a>0
a

— 00

Spezialfall a = +25,b = —ap, c = ap?:

20
o
/ e 2 (T eihT gy — g 2e ik g3 K
—0o

[Grobner /Hofreiter 1961, Seite 128, 67a]:

o
COS UL T
27'“2dx = —ef‘“a, a > O,M Z 0
a‘ +x 2a
0
ZH$
T
M/ S de=Tela g5
a“ +x a

[Grobner /Hofreiter 1961, Seite 14, 8c¢]:

o0 [e.o]

/ dz 2/ dez. m
a? + a2 a?+z2  Jal|’

—00 0

la| >0

[Grobner/Hofreiter 1961, Seite 14, 8al:

b
b
5 = farctanf la| >0
a*+x a’
0

[Miiller 1991, Seite 288]:

Gaufsches Fehlerintegral (error function):

Eigenschaften : Erf(—z) = —Erf(z)

C.3 Deltafunktion

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.10)

(C.11)

Erf(z) := /0 ’ e % dyC.12)

iElrf(sc) —e "

= (C.13)

[Stocker 1993, S. 128ff]: Die Deltafunktion (oder Diracfunktion) d(z) ist im ei-
gentlichen Sinne keine Funktion. Sie ist eine Distribution, d.h., ein linear stetiges
Funktional, das auf Elemente eines Funktionenraums wirkt. Sie hat ihre Bedeu-
tung und Anwendung in der Multiplikation mit einer anderen Funktion unter
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einem Integral.

y

1 fall

/(5(t —a)dt = aSESesy fiir beliebige 2(€.14)
0 fallsa<zodery<a

f 0 fiir z <0
/5(75) dt = {1 fiiiio = O(x) Sprungfunktidn.15)
Sa—a) = 5O -a) (©16)
z—a) = —O—a .
/ FO6(t—a)dt = f(a) (C17)
gz —a) = /cos[27r(:c—a)t] dt = /e%it(za) dt  (C.18)
1
d(cx) = Hé(m) (C.19)
. 1 1 ,
lim — = P—  +imd(x) (C.20)
e—~0 x + 1€ x
~~
Cauchyscher
Hauptwert

C.4 Rechenregeln fiir Kumulanten

((a1 Z +b1) (a2 Z + b2)>c =ayaz (Z, Z2>C (C.21)

denn ((a1 Z + b1) (a2 Z,+ bz)>c = ((a1 Z +b1) (a2 Z, +b2)) — ((a1 Z, +b1))((a2 Z, +b2))
=ara2(Z Z )+arb2(Z )+biaz(Z)+bib2

— a1 az (Z1)<Z2>—a1 b2 <Z1>—b1 az <ZQ>—b1 ba = a1 a2 <Z1 Z2>c v

(Qaiz) Qb 2)) =3 aibi(Z Z) (C.22)

J

demn (S 2)) (Sby 2))) ={(Sai Z,) (S Z,)) (St Z)(5b; Z)
i 7 T J T J

=S @ $b (2, Z2) T a T (Z)(Z) ¢
[3 J 7 J

z J

(X A+Y )X +Y))) =(X X) +(Y ¥V ) +(X Y +X V) (C23)

=0, falls X und Y |

K2 T
paarweise unabhingig

Beweis straight forward
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