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Vorbemerkungen

,, Theoretische Mechanik“: Erste Vorlesung aus Zyklus ,, Theoretische Physik“,
bestehend aus:

Mechanik (diese Vorlesung)
Elektrodynamik

Quantenmechanik

Thermodynamik und Statistische Physik

Hohere Quantenmechanik (nicht mehr verpflichtend; evtl. Master)
Hohere Statistische Physik (nicht mehr verpflichtend; Master)

Frage: Was sollen Sie dort lernen?

Oder: Was ist ,,theoretische Physik“? Warum extra Vorlesungen dafiir?

Generell: Unterscheidung ,, Physik“ und ,,theoretische Physik“ ist ungliicklich.

Besser: Vertiefte Beschiftigung mit Grundthemen der Physik auf der Basis
der mittlerweile erworbenen mathematischen Kenntnisse

Also néchste Frage: Warum ist Mathematik so wichtig?
Dazu grundsétzlicher: ,Was ist eigentlich Physik?*

Nach Friedrich Hund (,,Grundbegriffe der Physik“):
,Die Physik ist die Lehre von solchen Dingen der Wirklichkeit, bei
denen man hoffen darf, dass sie auf Grund weniger Prinzipien in
Gedanken nachkonstruiert werden kénnen.*

(NB: Wére auch heute noch die aktuellste Definition von Physik. Umfasst
moderne, interdisziplinére Gebiete wie Econophysics etc.)

,Grunderfahrung” in der Physik:
Die Sprache der Physik ist die Mathematik
oder (Jeans) , The great architect sems to be a mathematician*

— macht die Faszination aus, die fiir viele von der Physik ausgeht:
Warum kann die Natur so gut rechnen?
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Es gibt Bereiche, in denen die Bedeutung der Mathematik nachvollziehbar ist:
Vielteilchensysteme

N

z.B. Diffusion: ' {\ - 5%, v T

Gesamtdichteverteilung — ergibt sich aus Mittelung iiber alle mogli-
chen Wege, die einzelne Partikel nehmen

Falls Anfangsverteilung , punktférmig®, erhilt man eine sich ver-
breiternde Gaufiverteilung o(7,t) o< e T /4Dt (D=Diffusionskonstante),
unabhéngig davon, wie sich Partikel im einzelnen bewegen

Allgemeiner: Diffusionsgleichung %Q(F, t) = D Ap(7,1)

Jedoch: Mathematik beschreibt auch die fundamentalen Naturgesetze, und das
ist sehr viel erstaunlicher.

z.B. Gravitationsgesetz Fio =~y - 412

12
NB: Gravitationsgesetz ldsst sich auch in lokale Form bringen:

F = VU; (U=Potential)
AU =0 fast tiberall, AU = 4mymimad(7) bei 7~ 0

~ gewisse Ahnlichkeit mit Diffusionsgleichung

~ legt nahe, dass fundamentales Gesetz statistischen Ursprung ha-
ben kénnte (so etwas wie ,diffundierende Potentialteilchen*)

Aber: Solche Gedanken verstofien gegen eine grundlegende Regel des
physikalischen ,, Weltbildes“: Physikalische Realitét hat nur, was physikalisch gemessen
werden kann. ,,Diffundierende Potentialteilchen* sind nur real, wenn
sie im Prinzip nachgewiesen werden koénnen. Anderenfalls handelt
es sich um philosophische Spekulationen mit dem groflen Nachteil,
dass sie das Denkbare einschréinken. In einem solchen Bild hitte z.B.
Allgemeine Relativitétstheorie nicht entwickelt werden kénnen.

— Frage, warum Naturgesetze mathematisch sind, bleibt offen

Beziehung Mathematik - Physik:

Mathematik | -~ Physik

e t»- Physikalische Realitét
Axiome A, physikalische Messung

Wichtig fiir neue Entwicklungen in der Physik:

Unvoreingenommenheit

nichts hinnehmen, was nicht gemessen werden kann

— Physik im ,, Entwicklungsstadium* nicht axiomatisch. Erst etablierte Gebie-
te der Physik konnen ,,im Nachhinein“ eventuell axiomatisch aufgebaut
werden.

— Vollig anderes Vorgehen als in der Mathematik
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Grundfragen / Grundbegriffe in der Physik:

e Struktur von Raum und Zeit
o Kausalitdt (nachher # vorher) ?
e Symmetrien

(abgeleitet)
—> Erhaltungssétze

— Extremalprinzipien
In diesem Sinne: Uberblick iiber die Vorlesungen der theoretischen Physik

1) Mechanik (Materie)
klassische Struktur von Raum und Zeit
Symmetrien und Erhaltungsséitze
Galileisches Relativitatsprinzip

2) Elektrodynamik (Felder)

Felder: zusétzliche ,innere“ Eigenschaften des Raums

Verborgene Symmetrien, Eichinvarianz
Zusétzlich: Spezielle Relativitdtstheorie — Einsteinsches Relativitéts-
prinzip

3) Quantenmechanik

Physikalische Realitéit in mikroskopischen Dimensionen
Heisenbergsche Unschérferelation

4) Thermodynamik und statistische Physik

Neue Phénomene in makroskopischen Vielteilchensystemen
Zeitpfeil, Entropie
Komplexitét
Mathematischer Rahmen (grob)
1),2) Analysis
3) Funktionalanalysis
4) Stochastik
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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik

© Copyright 2014 Friederike Schmid?!

1.1 Die Newtonschen Axiome

1.1.1 Wortlaut (iibersetzt)

aus: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687)

I) ,Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Be-
wegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen
Bewegungszustand zu dndern.*

IT) , Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden Kraft proportional und
geschieht ldngs jener geraden Linie, nach welcher die Kraft wirkt.“

ITI) ,Die Reaktion auf eine Aktion ist immer entgegengesetzt und gleich, d.h.
die Aktionen (Kraftwirkungen) zweier Korper aufeinander sind immer
gleich grofl und entgegengesetzt gerichtet.*

1.1.2 Préazisierung der kinematischen Begriffe

Wir verstehen unter

a) einem ”"Korper”: Einen Massenpunkt

idealisierte Objekte mit Masse, aber ohne rdumliche Ausdehnung
(~ Rotation spielt keine Rolle)

Generell gute Ndherung, wenn Ausdehnung des Korpers sehr viel kleiner
als andere typische Lingenskalen des Systems

Wir werden in Kapitel 3 S.57 sehen, dass man unter gewissen Umstédnden
auch ausgedehnte Korper wie Massenpunkte behandeln kann (mit
Zentrum am Massenschwerpunkt).

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Theoretische Mechanik, Universitit Mainz, WS
2014/2015. Letzte Anderung am 24.11.16.
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b) ”"Bewegung”: Die Bahnkurve bzw. Trajektorie 7(¢) eines Massenpunktes

Dahinter steht eine Abbildung , Welt“ — R3 x R

physikalischer Raum (,Ort*) — R3  (¥)
physikalische Zeit — R (1)

~ Bahnkurve 7(t)

-
KOGW?OW%CRM

Notwendig fiir diese Abbildung:
Definition einer Referenzldnge und eines Referenz-Zeitintervalls
Einheiten (z.B. SI-System: [r]= 1 m, [t] = 1 s)

Bemerkung: Der Ort 7 ist eine vektorielle Gréfle in 3 Dimensionen.
Dies ist an zwei Eigenschaften erkennbar:

— Darstellung durch 3 Koordinaten (ri,r2,73)
in einer Orthonormalbasis F = (&1, €2, €3).
(Eigenschaften: ETE=EET =1, det(E)=+1= FE ¢ @(3))

1
Darstellung von #: 7 = r1€; + o€y + 1363 = E | 19y
r3
1
Berechnung der Koordinaten: r; = 7€; =|ry | = ETF
T3
— Transformationsverhalten bei Wechsel der Basis

Neue Orthonormalbasis: E' = (€], €, €3).
1 r1

Neue Darstellung: |4 [ = U | ro
T4 r3

U .

mit Transformationsmatrix U = E'TE bzw. Uij = ¢€;

€j

ry r1
(Beweis: |r5 | =ET#=ETETEF=Ul|r2| V)

rh — r3
3 1
Eigenschaften der Transformationsmatrix: UTU=UU" =1

(Beweis: UTU = (E'TE)T(E'TE)=ETE'ETE=ETE=1

iyl
vuT =TT =1T=1 v) 1

c) ”Bewegungszustinden”

Definiere zunéchst von der Bahnkurve 7(t) abgeleitete Grofien

- Geschwindigkeit: ~ 9(t) = $7(t) =7 (Einheit 1 m/s)
- Beschleunigung:  a(t) = %ﬁ(t) =7 (Einheit 1 m/s?)
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Wir verstehen unter

- ,Zustand der Ruhe®: Bahnkurve 7(t) = 7y = const.

- ,gleichférmige Bewegung“: Bahnkurve mit 9(t) = 9y = const.
:>f(t) :F0+170't

- ,Anderung der Bewegung®: Beschleunigung a(t)

1.1.3 Diskussion der Postulate

a) Diskussion des Postulats I1

Begriff der ,,Kraft“ F
Angelehnt an unsere Wahrnehmung, Erfahrung aus dem Alltag
Beispiele
e Schwerkraft an der Erdoberflidche
~ zieht nach unten
~ erscheint iiberall gleich grofl

Experimentelle Beobachtung (Galilei):
fiihrt beim freien Fall zu konstanter Beschleunigung

e Angelegte Kraft M

~ Erfahrung: Beschleunigung erfolgt in Richtung der Kraft
— Postulat:

Kraft ist eine vektorielle Grofe F

Effekt einer Kraft auf Bahnkurve eines Massenpunkts ist F' = m - d
mit m: zunéchst nur Proportionalititsfaktor

Folgerung: Superpositionsprinzip

: ‘-ﬁ ~ Beschleunigungen addieren sich vektoriell auf
F, ~ Kréfte addieren sich vektoriell auf: F' = F} + Fy

"?.
\l~p€ Nimm an, auf Korper wirken verschiedene Kréfte

b) Diskussion des Postulats III

Zwei Aspekte:

— Beschreibt Wahrnehmung;:
Wenn ich eine Kraft ausiibe, erfahre o 2,
ich eine Gegenkraft, z.B. Tauziehen
Gleichung: F’lg = Fgl

— Ermoglicht den Vergleich der Wirkung von Kréften auf verschiedene
Korper — Aussage tiber Proportionalitdtskonstante m:
m ist eine Eigenschaft von Korpern: Trage Masse

o
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Messvorschrift fiir die triage Masse

Aufbau: f rzr,m ’ﬁdm‘ff_?_?ﬂ?- “f
S SR WIVAS
O

- Ziehe so, dass Aufbau in Ruhe = F = —F}); = Flo=-F

w1 =y

L

= .
o F
- Schneide Faden durch: "’*’“_*—jii'—_gﬁ —{wre—>

M=, 6;.: W-';I
- Miss Beschleunigungen d; = —mil und dg = miz

= Verhéltnis {1 gibt Verhéltnis {2
Damit koénnen im Prinzip die Massen aller Korper in Einheiten der
Masse eines Referenzkorpers gemessen werden.

~ Masse hat physikalische Realitét
Einheit der Masse: Referenzmasse, z.B. SI-System: 1 kg

Zusammenfassend: Newtonsches Kraftgesetz: | F' = m - d

mit m: trage Masse, physikalische Eigenschaft eines Korpers
(Einheit: [F] = 1 kg m/s?)

Alternative Formulierung des Newtonschen Kraftgesetzes

Definiere Impuls p =m -9

I}
-

— Newtonsches Kraftgesetz: | F

c) Diskussion des Postulats I

Wahrnehmungserfahrung

- In einem Karussell: sehr starke ,, Kraft* nach auflen
- Am Boden: weniger Kraft, fast nur noch Schwerkraft nach unten
- Auf dem Mond: noch weniger Kraft

Postulat: Es gibt Bezugssysteme, in denen , kréftefreie Kérper“ in gleichformi-
ger Bewegung verharren. Diese Bezugssysteme nennt man Inertialsysteme.

Problem mit Inertialsystem

Verschiedene Inertialsysteme bewegen sich relativ zueinander mit
gleichférmiger Geschwindigkeit. Urspriinglich ging Newton sogar
noch weiter und postulierte einen ,,absoluten Raum®, also ein
ausgezeichnetes Inertialsystem, das ,,in Ruhe® ist.

Problem: Man kann dieses nicht von anderen Bezugssystemen un-
terscheiden, es hat also keine , physikalische Realitdt“. In der
klassischen Mechanik kann auf absoluten Raum ohne weiteres
verzichtet werden.
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Aber: Selbst wenn man einen relativen Raum akzeptiert, bleiben
noch weitere grundlegende Probleme:

e Inertialsysteme im Sinne der klassischen Mechanik koénnen
experimentell im Universum prinzipiell nicht realisiert wer-
den. Das liegt daran, dass es keine , kréftefreien Korper® ge-
ben kann, da Gravitationskrifte wie 1/r? abfallen und sich
nicht abschirmen lassen.

(NB: Gravitationskréfte sind die einzigen nicht abschirmba-
ren Kréfte. Alle anderen Krifte lassen sich abschirmen.)

e Ein dsthetisches Problem: Es gibt keinen absoluten Raum,
aber eine absolute Zeit. Mit welchem Recht?

Losung: Relativitatstheorie
Klassische Mechanik

Relativer Raum, absolute Zeit

Problem mit Inertialsystem
Spezielle Relativitétstheorie
Keine absolute Zeit mehr
Asymmetrie zwischen Raum und Zeit weitgehend aufgehoben
Problem mit Inertialsystem besteht
Allgemeine Relativitatstheorie
Gravitation ist Eigenschaft des Raums
Inertialsystem (kréftfreie Bewegung) realisiert im , freien Fall®
— gibt dem Inertialsystem physikalische Realitét
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1.2 Beispiele: Anwendungen des Kraftgesetzes

1.2.1 Freier Fall im homogenen Schwerefeld

* Kraft: Schwerkraft an Erdoberfliche ?

-

Fyray = mg - g mit my: Schwere Masse

Experimentell stellt man fest: Alle Korper fallen gleich (Galilei)
— § ist eine Beschleunigung (konkret: g = 9.81 m/s?)
und mg ~» m (triage Masse)

Einsteinsches Aquivalenzprinzip: mg = m
(allgemeine Relativitétstheorie)

+ Bahnkurve

Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0: Ort 7y, Geschwindigkeit %y
- Beschleunigung: a(t) = g

.
- Geschwindigkeit: 9(t) =99+ [dr a(r) =To+ gt
0

;
- Ort: 7#(t) = 7o+ [dT O(7) =Fo + Tg t + 5 § t*
0

Tﬂi& Vi'x

L] - -
i gy LA
s 1 \
\\\ Y

1.2.2 Freier Fall im homogenen Schwerefeld mit Reibung

*= Krafte:

Schwerkraft Fypay = m - g

Reibungskraft Fiep = —a(v) -0
Nimm an, « = const. (Stokessche Reibung)

* Berechne Geschwindigkeitsverlauf

Gleichung: 9(t) + ~9(t)=g
inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
Vorgehen:
(i) Lose zunichst homogene DGL: 4(t) + = 9(t)=0
— Schar von homogenen Lisungen Oom (%)

(ii) Suche spezielle Losung fiir inhomogene DGL ¥5(t)
— Allgemeine Losung hat Form 0y, (t) = U5(t) + Opom ()



1.2. BEISPIELE: ANWENDUNGEN DES KRAFTGESETZES

Umsetzung:

(i) homogene DGL: %(t) + = 9(t)=0
Ansatz: 0= 0 eM — ¢ = A eM
Einsetzen: w eM(\ + 2)=0=A=-2
= Allgemeine Losung hat Form Gpom (¢) = @ e 't

(ii) Spezielle Losung v5(t): z.B. die Losung, bei der o || g
und Reibungskraft die Schwerkraft genau aufwiegt
Fleip = —ﬁgmv = ¥y = const. und —a Uy = —m § = U, = =g
= Allgemeine Losung hat Form o, (t) = 2 § +w e mt

+ Bahnkurve mit Anfangsbedingungen 7, ¥y zur Zeit ¢ =0

- Geschwindigkeit:
’U()—U(t=0):%g+w3w:50—%g
= (t) =2 G+ (Jp- 2 g)em’

- Bahnkurve:

-
F(t) =7 + [ dr 9(7)
0 m _a T=t
(%) em o0

= 7o+ Dt + (Tg- 2 g
m
(e}

=f0+%§]t+(170—

1.2.3 Pendel

+ Charakterisiere zunéchst Bahnkurve 7(t): Kreisbewegung

Wiéhle mitrotierendes Bezugssystem:
€r=1,€pLE

- Bahn: 7(t) = lé,

- Geschwindigkeit:

|7l = Vi = const. = W2 - E L dF _g 5

(I: Fadenléinge)

R

=S TLE =0 |6

- ﬁ(t) = l(p(t)ap (¢(t): Winkelgeschwindigkeit)
- Beschleunigung;:
dé, dé,. d7

- Jam)

1= =lp)
und: % || €, zeigt Richtung —é, fiir ¢ >0

Sat) = 1p() e, — 1926
—

dt dt dt dat

N———
Tangential- Normal-
beschleunigung beschleunigung

* Folgerung fiir Kraft

F=ma=m@lé,-m¢p?lé,
! N o
= mg - fFaden €r

N—— N——o—
Schwerkraft Fadenkraft

11
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Zerlegung:

Normalkraft: E, = m (G- &) ér + fraden & = — ¢2 1 &
——
gcosp
sorgt dafiir, dass Korper auf Kreisbahn bleibt

Tangentialkraft: F, =m (§-€,) é, im plé,
—_——
gsinp

+ Losung fiir Bahnkurve (%)

Newtonsche Gleichung fiir Tangentialkraft
= Differentialgleichung ¢ + ¢ sinp = 0

Exakte Losung kann noch nicht (aber bald) berechnet werden

Im Moment beschréinken wir uns auf den Spezialfall kleiner Auslenkungen
sing » @

= Genébherte Differentialgleichung: ¢ + $¢ =0

Ansatz: ¢(t) = e
Einsetzen: A\ = +i\/g/l imaginér

= Allgemeine Losung hat die Form: ¢(t) = C,eVIllt 4 ¢ _giV/-allt

Anfangsbedingungen: ¢(0) = ¢o, ©(0) = wo
- Qo = C+ + C_, wo = Z\/g/l(c+ + O-)

Ch = 300 + 2;20 é, C_ =300 %wo\/g
= Losung: o(t) = o cosQt + < sin Qt mit Q = \/?
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1.3 Bezugssysteme

An den Beispielen 1.2 S.10 wurde deutlich: Je nach Situation bieten sich ver-
schiedene Koordinatensysteme an.

Beispiel Pendel: Mitrotierendes Bezugssystem (€, €,)

Bahnkurve 7(t) = [é,: Fiir den mitrotierenden Beobachter konstant

Beobachter spiirt Kraft auf Faden:

m (g cosp) é.: Schwerkraft

—m ¢? 1 é,: Zusitzliche ,,Scheinkraft® - Zentrifugalkraft
Beobachter spiirt keine Kraft in Richtung €,:

Schwerkraft wird durch weitere Scheinkraft genau aufgehoben.

Wir wollen diese Zusammenhénge nun systematisch untersuchen: Wie héngen
Scheinkrifte mit Bezugssystemen zusammen, oder allgemeiner: Wie trans-
formiert man zwischen verschiedenen Bezugssystemen?

Ausgangspunkt:

1. Newtonsches Axiom: Es gibt Inertialsysteme

= Es gibt mindestens ein Inertialsystem X
(Newton: ,absoluter Raum*, hier: egal, irgendeins)
Dieses soll unser Referenzsystem sein

Die Koordinaten einer Bahnkurve im Referenzsystem ¥ seien: 7 (¢)

Betrachte nun Bezugssystem X
Allgemeine Koordinatentransformation:

T R S U O)
B ,{;\ o : --_:".r-/ s Drehung Trarislation
S Fo(t) = D) [ () - d (1) ]

¢ S = D ()7, (t) - d (1)
mit d'(t) = DT (¢)d(t)

1.3.1 Inertialsysteme und Galilei-Transformation
Herleitung : Koordinatentransformationen zwischen Inertialsystemen

Falls ¥ ein Inertialsystem ist, gilt generell:
Ty = 0 < Bahn ist kréiftefrei <> 7. =0
Einsetzen: 7 = DT (7, - d) .
7%:2')7’(?2 —d) + DT (7 —J) )
r=D(F, - d) +2DT (7, - d) + DT (¥, - d)
S 0, falls 7, =0 fiir alle 7, 7.,
=DT'=0,D7=0,d=0
= D = const. (feste Drehung); d = 7y + 9ot
= Transformation: 7'_ = DT (7, (t) - 7o — Vot)
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Allgemeine Formulierung (Zeit einbezogen): Galilei-Transformation
— _ gl
tf - tij fo . bzw 5% o
Ty = D + 7o + oty |7 = DT, -7 - Ut
mit tf) = to, 7y = DT (7o - Voto) und v} = D 4
ts 10 0 0\[(tg\ (to
bzw. in Matrixform: | *> Y0z ol I R
ys Voy D s Yo
zZ5 V02 5 20
ts 10 0 0\/ty to
Ty V), s | x|,
vs| [ DT [lus]| |w
z5 -vg, Z5 7
NB: ¢, =ty bedeutet: Zeitdifferenzen sind absolut!
ty = t5 + tg bedeutet: Zeit ist absolut, unabhéngig von 7 und .
Folgerungen :

(i) Zu jedem Satz (D, vy, To,t0) gehort ein Inertialsystem
— Wenn es ein Inertialsystem gibt, gibt es unendlich viele

(ii) Transformation von

(t) = Do_(t) + o

(t) = 75 (t) = DT (3,(t) ~ %) = Do, (1) ~ T
- Beschleunigungen: ag(t) =7 (t) = Dr_(t)

- Kréften: wie Beschleunigungen: Fy(t) = DF_(t)

- Geschwindigkeiten: v,
U

P

1.3.2 Rotierende Bezugssysteme

o (t) =D()F (1)  bzw. 7 _(t) = DT (t)F,(t)
D ist Drehung: D(t)DT (t) = DT (t)D(t) = 1; det(D) = +1

Einfachheitshalber: Betrachte Bahnkurve, Krifte etc. zu einem bestimmten
Zeitpunkt tg. Wéhle Inertialsystem ¥, welches zu diesem Zeitpunkt mit
Y iibereinstimmt. (Wie man von einem anderen Inertialsystem dahin-
transformiert, wissen wir ja.)
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Vorabkliarung : Zeitliche Ableitungen von Vektorfunktionen (t)

ﬁz(t)‘t:t = D(to)ii(to) = i(to), da D(t) = 1

iy, (1)

= D(to)ﬂf(to) + D(to)ﬁi(to)
t=tg
Es gilt: DTD =1 = (DITD) = DD + DTD = 0 zu allen Zeiten t

= (wegen D(to) =1): DT (to) + D(to) =0

0 a b
= D(to) hat die Form | -a 0 c): schiefsymmetrische Matrix
-b -c 0

1
Damit gilt fiir beliebige Vektoren z = (zz)
z3

) 0 a b\ [z axo + bxs -c
D(to)t=|-a 0 cl||lz2|=]-ax1+cxz|=@dxZmit&o=|b
-b —c¢ 0/)\xz3 —-bx1 - cxo —-a

~ Also Schreibweise: | D(tg)-- = @ x -

Zu dem Zeitpunkt, an dem ¥ und ¥ identisch sind,

gﬂt (%)E = X+ (%)f

Bemerkungen
(i) Anschauliche Bedeutung von @
Betrachte infinitesimale Drehung D = 1 + dt- D
e Fiir Vektoren Z || @ gilt: DZ =& x4 =0= Di =
= @ zeigt in Richtung der Drehachse

e Berechne Kreuzprodukt eines gedrehten und ungedrehten
Einheitsvektors €,, der auf & senkrecht steht.

o & ]
élX(Dél)=Sin<(él,D5l)-‘%‘:apdt.ﬁ 3
¢ dt }=>|,,j|:¢, e

=é x(é +dt-wxé;)=dt-@ i

= || entspricht der Winkelgeschwindigkeit

(ii) & ist strenggenommen kein Vektor, sondern von Matrix abgelei-
tet. Trotzdem transformiert es unter Drehungen wie ein Vektor.
Unter Spiegelungen transformiert es wie ein Vektor, aber mit
umgedrehtem Vorzeichen.

Allgemein (Drehung + evtl. Spiege- wy w1
lung) gilt fiir Koordinatentransfor- wy | =U | wa |-det(U)
mationen U: w;,g w3

(Grund: Betrachte Vektor d, transformiert wie ein solcher.
— b= x @ ist auch Vektor, transformiert wie ein solcher
— @ muss wie Vektor transformieren,
aufler wenn Koordinatensystem Héndigkeit d&ndert
z.B. Punktspiegelung: U = -1 = &' = -G, b' = -b=a" x4 = &' = @)

GrofBlen mit einem solchen Transformationsverhalten nennt man
auch Pseudovektoren. Wir werden noch mehrere kennenlernen.
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Anwendung auf Bahnkurve 7(t)

- Geschwindigkeit: 7. (t) = (dtr)Z = F+(%F)§:(DXF+*§(7§O)
- Beschleunigung: 7 (to) = (E?E)E =X Ty + (%?E -
- - dr- _ = =
=W x [wXT‘+T‘§:|+‘(E[(,'uXT+T§])§ '
=cu><((I)xf)+<I)><FE+LTJ><77+@><*§+(%F§)i
=D X (OXT)+ 20X T + WX T+ 7
P b))
- Kriifte: F=m -7, =m -&x (&x7)+2m-& x i +m-c7;><77+m-:i
bzw. Bewegungsglelchung im System :
mr, F o —m-@x(0x7)-2m- wxr -m-OXT

——

———
echte Kraft

ﬁz—/ .
(1)Zentrifugalkraft (ij)Corioliskraft (iii) (namenlos)

Anschaulich:
s on«;guu Q,skm Mimhetuol  Sclainikadt
- ﬂ 3 5 []
Ll) ; :i - Pl it RM??—W‘UO{A-
- K } (_FJ_Q S 2Tl do Gudikey

{Gl) o _ _‘. u(b'hi. y
(/]—\ j“‘ ot

| > khshmuou wu Nocdhaloug
£
e [ 4=y Nodd - Suidt-
\\:"/ Lu;khum
I, | Bdewngurg do Torahow
| | it s gomepaanters Seiviogt

4

\¥,

1.3.3 Beliebig beschleunigte Bezugssysteme
Allgemeiner Fall
U

z‘l -
Fo(t) = D(O)F(1) +d(1)

Um Krifte zu berechnen und Bewegungsgleichung aufzustellen:

Betrachte wieder Inertialsystem, das zur Zeit to mit ¥ iibereinstimmt
(D(to) =1, d(to) = 0)

Verfahren wie vorher, Ergebnis fast gleich:

m-?.§=13—m~d)><((Z;XF)—2m-(o§x?)—m-(d;xf)—m-d
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1.4 Energie und Potential

1.4.1 Potentielle Energie

Vorbemerkung : Wir nehmen im folgenden an, dass wir in einem Inertial-
system sind, und wollen uns auf geschwindigkeitsunabhéngige Kréifte be-

schriinken. Die allgemeine Form eines Kraftfeldes lautet zwar F(7,7,t)
(ein Teilchen) bzw. {Fi(71-- #n, 71 7n,t)} (N Teilchen); makroskopisch
kennt man jedoch nur zwei Arten von geschwindigkeitsabhingigen Fel-
dern: Die Reibungskraft und die Lorentzkraft (Magnetismus). Diese sollen
gesondert behandelt werden.

- Betfachte Kraftfeld der Form .
F(7,t) (ein Teilchen) bzw. {F;(7- #n,t)} (N Teilchen)

Erfahrung : Geschwindigkeitsunabhingige Krifte lassen sich in der Regel von
einem Potential ableiten.

Ein Teilchen: F(7,t) = -VU(7,t)

N Teilchen: Fi(Fl-- Pn,t) = =V U(F1 7y, t) (Vi= (gfg:§§)>
Héuﬁg sind Krifte und Potential zudem nicht explizit zeitabhiingai{gafg.h.
F;(71-Tn) = =V;U (71 7n). Solche Kraftfelder heifen auch konservativ.
+ Beispiele:

- Ein Teilchen in einer Dimension

strivial“. F(z,t) = -1 U (2,t) mit U(x,t) = - [ F(&,t)di + Uy

o
- Ein Teilchen, auf das Zentralkraft der Form F(#,t) = f(r,t)é,
wirkt. ;
Dann gilt: F(7,t) = ~VU(#,t) mit U(r,t) = - [ f(7,t)dF + Uy
o

(Check: -VU = —%U(r,t) v
%U(th) = 7% f f(F’t)df = *f(T’,t)
o

Vr=VViZ2= o 2 =7[r=¢é)

+ Bemerkung: Nicht jede Funktion F(7,t) lisst sich auf ein Potential

zuriickfithren.
Beispiel fiir eine hypothetische Kraft, fiir die das nicht gilt:
F(7.t) = f(r,1)é, ) (f(r,t) nicht Null)

Betrachte Linienintegral entlang eines Kreises mit Radius R. § d7 F (7, t) = 32 y
27 L 27 )
[ deGEE () = [ dgR-Epf(R0)E, = 2nRI (R). b B

Gibe es ein Potential U mit ' = -VU, dann miisste aber gelten:

2m . 27 Lo 27 T
Ofdwﬁf;F(F(w),t):*Of dso%;VU(f(so)vt)?g dvﬁU(f(so),t):*U(f(w),t)ﬁ =0
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Bedingung dafiir, dass ein Potential existiert

(i) Globale Formulierung: Wegintegral iber die Kraft muss auf geschlos-
senenen Wegen verschwinden.

Ein Teilchen: 95 a7 - F(7,1) = 0

N Teilchen: Z 55 d7; - Fy (7 Py, t) = 0

Beweis:
Bedingung ist notwendig:

Betrachte geschlossene Kurve {7;(s)} (s€[0,S5])

= 2§ i Fy(iiin,t) = zfdsdr HGIORNORD:
= (falls Potential existiert) — f dsz <L V U(#1~ 7N, t) \_\_F,

= —Oj ds L U(F1(s)- P (s),t) = ~U(F1(s)- fN(s),t)|0
=0
Bedingung ist hinreichend: Konstruktionsbeweis
Konstruiere U (71 7y ) folgendermassen iiber Wegintegral:
— Wiihle Referenzpunkt {79 7%}, setze Uy = U () 7%
— Wihle beliebigen Verbindungsweg {7](s)-- 7y (s)}
zwischen {797} und {71 7y} (s€[0:5])

5 .
— Bestimme U (74~ Ty, t) := UO—Zf dsi—;-Fj(Fi(s)-- v (s),t)

{m N}
=Up-Y / dr F(r1 s t)
J {7

— Falls Integrale iiber alle geschlossenen Wege P 425
verschwinden, ist das Ergebnis eindeutig. {2k,
— Dann gilt auch: Fy(f1- 7y, t) = —V;U (7~ 7, t)
(Denn: Fiir beliebige kleine Verschiebungen d7; gilt:
dre; - v;U = U(Flﬂ 7 4+ dr; - FN) - U(Flﬂ Ty FN)
{71- 7y +dP- PN} N
- f zdf’ Ej = —d7; - F;
{71 P PN }

Gilt fiir alle d7; = V,;U = —F- V)

(ii) Lokale Formulierung: Rotation muss verschwinden

Ein Teilchen
OF;, _ 0F3
87“3'5 B 8""1’01

N Teilchen:

Dies sind notwendige Bedingungen fiir die Existenz eines Potentials,
aber sie sind allein noch nicht hinreichend.

Eine hinreichende Zusatzbedingung ist, dass das betrachtete Ge-
biet einfach zusammenh#ngend sind, d.h. jede geschlossene Kur-
ve laBt sich in dem Gebiet stetig auf Null zusammenzichen. (An-
schaulich: Gebiet hat keine Locher).
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Beweis:
Bedingung ist notwendig:
1 . . . _ _oU . __ou
Falls Potential existiert, gilt Fj, = ~Bri Fjg =~ .
OFe _ __0%U __ __9%°U__ _ 9Fj
Orjg ~  0rjgOria ~ Origdrjg ~ Orig
Bedingung ist hinreichend:
OF;
— Zeige erst: Falls 6F S = 8r , dann sind Linienintegrale

/ A 2 dr- F; fur verschiedene Integrati- B
onswege gleich, wenn sie sich stetig inein-
ander iiberfithren lassen. B

Dazu: betrachte infinitesimal deformiertes Teilstiick

T Ny 1= ) TdRFi= Fadria v (B S8 drig )dr s
A } r,jg (1) ¢
fi:.ﬂr

I —(] S dF Fy = Fjpdrjg + (Fia + 2Fia drﬂg)drm
2) @

= Iy = Ip, falls G = 505,

= Linienintegral ist gleich fiir Integrationswege, die
sich durch viele infinitesimale Deformationen ineinander
iiberfithren lassen.

— Daraus folgt, dass die globale Bedingung (i) erfiillt ist

(da sich in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet al-

le geschlossenen Linienintegrale stetig auf Null zusam-
menziehen lassen.)

Beispiele :

* Wieder Zentralkréfte:
Definition einer allgemeinen Zentralkraft: F(7,t) o< &,
Wir zeigen, dass eine Zentralkraft F(7,t) = f(7,t)é, genau dann ein
Potential hat, wenn f(7,¢) nur von |7| abhéngt

Beweis: V x F' = Vx(f er)—(Vf)xeT+f (VxeT) 0
vxer**(VXT)+(V )XT—Of%xrfo
=>Vf><gr—0=Vf | ér
~ €, o< V f steht senkrecht auf Fliche f = const.
~ f = const. ist Kugeloberfliche ~ f hingt nur von r ab.

+ N-Teilchen-System mit Paarwechselwirkungen f;; = f(|7; - 7|) (ri=r;)

[7i=7]
Kraftfeld F; = ¥ f,] hat Potential

(]
is: OFia _ _ w_i _ 9Fs
Beweis: ¢ # J 37‘]'[; T oar ( |Fi_ﬁj‘ 504 - O
O, _ [g L (rig=rjp)(ria=rja) Ly ] OFig
t=7: drig dr\r |7 =751 aB T

Tij

NB: Potentlal dazu
= 52 ¥ o(|Fi - 7]) mit ¢(r) = o —def(T) o L= f(r)

AVE
(-ViU ==V %quﬁ(ln—ml)

=-3 {5lﬂd | Vi |T1*TJ|+5de | VJ|T1*TJ|}
i
_ 1 @ (7= T]) (Fj—Tr)y _ = (F—75)
= 2j§k ar |, {\rk e M o }*jgkf(lrk i) =y )




20 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK

1.4.2 Kinetische Energie

”Herleitung” und Motivation

Betrachte ein N-Teilchen-System mit einem Potential, das nicht explizit
von der Zeit abhéngt: 2-U =0 bzw. U = U (¥ ')

Dynamische Entwicklung — Trajektorie {71 (¢)-- Fn (%)}
— Zeitliche Anderung des Potentials

=2

LU () Pn(t),t) = z VUL - - ; i

i=1 i=1

_ lds2_, _d
= Zm%zdtz = -l

mit [T = - Zmﬁf : Kinetische Energie

= Die Grofle T + U ist zeitlich konstant (%(T +U)=0).

= Motiviert Definition der Gesamtenergie .
Falls U nicht explizit zeitabhingig ist (d.h. %—(t] =0), ist die Gesamt-
energie F eine ,Konstante der Bewegung“ — Energieerhaltung

NB: Nur wegen dieser Eigenschaft definiert man iiberhaupt eine kineti-
sche Energie und eine Gesamtenergie. Wenn E nicht im allgemeinen
erhalten wire, wiren diese Grofien uninteressant.

Anwendungsbeispiele :

+ Eindimensionales System mit Potential U(x)
E=T+U=2i*+U(z) = i*= 2(E-U(x))

==\ /2(B-U(z)) =>dt=+ E-UEn 4

z(t)

= Bahnkurve z(t) aus t =to + [ dux, =)

z(0)
* Speziell: Pendel, Anfangsbedingungen ¢g, o (zur Zeit t = 0)

Potentielle Energie: Schwerkraft I = mg
}z = U =mgz =mgl(1 - cosp)
. . . . 1 .

2 Kinetische Energie: v =@l = T = §m(g0l)2

Energieerhaltung: U + T = mlz(%2 +9(1~cosy)) = const.
= Bewegungsgleichung aus %(U +T)=0= ¢+ 9sinp=0
(vgl. 1.2 5.10)
Bewegungskonstante: %2 - %cos = const.

am Umkehrpunkt: = 908 Pmax
zur Zeit t = 0: =¢T‘)2—%coscpo
~ Umkehrpunkt: cos @max = cos @g — 2ig¢>§

Winkelgeschwindigkeit: ¢ = 2% (cos ¢ — cos ¢max)
- dt = +dp/ /29 (cos ¢ — cOS Prmax)
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®max

T
Periode: T'= [dt =4 [ dp/y/29(cosp — oS Pmax)
0 0

=4y /TR (sin 2522 ) = 27y [T (14 L+ )

wobei K(z) = 5(1+ }le +...) vollstiandiges elliptisches Integral

Bahnkurve: Aus Umkehrung von t(y)

Bis zum ersten Umkehrpunkt:

. £
. ~ +: >0 ETT Y
t(e) == [ dp/\/29(cosp—cospmax) (. 2 L
%0 - oo < 0 : . :
+¥max E ,-’/
Erster Umkehrpunkt: to =+ [ d(p/\/Q% (cos @ — oS Pmax ) :
©o0 L .T
Bis zum zweiten Umkehrpunkt: {-’? 2
©
t(p) =to ¥ f d‘;’/\/g%(COSSZ_COS‘PmaX)
+¥max \’
Bis zum dritten Umkehrpunkt: *o
4 ~ — / $
tp)=to+T/2x [ dcp/\/Q%(cosap—coswmax) . !
ete FPmax 7 Yo

2
NB: [ d@/+/cos G — cos Pmax
0

= /2 F(arcsin( Siji;‘:ﬁ/z ), sin £max )

elliptisches Integral

mit Maximum: E(g, sin %‘2““ ) = K(sin Wr;ax )

1.4.3 Weitere Begriffe (vollstindigkeitshalber)
Betrachte nun allgemeine Kraftfelder Fi(ﬁ'- FN,?l-- ?N,t) mit Trajektorien

{F1(t)- "n (1)}

31 - . . .
* Arbeit: W = —[ dtZFi(Fl'- FN,fl-' fN,t) . fi
to i
(Arbeit, die in der Zeit von tg bis t; verrichtet wurde)

* Leistung: P = % = - ZFi(Fl.. P, 7o 7":1,75) -7
i

+ Dissipatives Kraftfeld

Allgemeines Kraftfeld wird manchmal zerlegt in konservativen Anteil
und Rest Fz = Fkons,i + FR,i mit Fkons,i = _ﬁzU(fl fN)

Dann gilt: %(U +T) = ZFR,i . frl (Leistung der nicht-konservativen
i

Kriifte)
Auf geschlossenen Trajektorien, d.h. 7;(t1) = 7;(to) Vi
t1 . t1 N .
ist —Zf dt F;7; = —Zf dt FRJ’FZ‘
i io i io
(der konservative Anteil der Kraft verrichtet keine Arbeit).
Nichtkonservative Kréfte, die dauerhaft Arbeit verrichten, nennt man
dissipative Krifte. Sie wandeln mechanische Energie in eine andere
Energieform um, z.B. Wérme (Reibungskréfte) oder Strahlung.



22 KAPITEL 1. NEWTONSCHE MECHANIK

1.5 Erhaltungssitze und Symmetrien

In diesem Kapitel nehmen wir an:
—Das Bezugssystem ist ein Intertialsystem.
—Kriifte haben ein Potential (Potentialkrifte).

Erinnerung an 1.4.2 S.20
— Einfithrung der kinetischen Energie T iiber Energieerhaltung.
Falls ein Potential U (71 7x) existiert und nicht explizit zeitabhéngig ist,
dann ist £ = U + T eine Erhaltungsgrofie.

Nahere Betrachtung:

- Potential U(71-- #y) charakterisiert dynamische Entwicklung des Sy-
stems — legt Bewegungsgleichungen fest.

- Keine explizite Zeitabhingigkeit bedeutet:
— kein ausgezeichneter Zeitpunkt, keine absolute Zeit
— Bewegungsgleichungen translationsinvariant bzgl. Zeittranslatio-
nen oder ,homogen in der Zeit*

- Aus der Homogenitét der Zeit folgt: Es existiert eine Erhaltungsgrofie
— die Energie

Beispiel fiir ein allgemeineres Prinzip (~ Noethersches Theorem):
Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie gehort eine Erhaltungsgrofie.

Dabei ist eine kontinuierliche Symmetrie:
Transformation Kg: (71 7n,t) = (F1- Py, t'),
welche Bewegungsgleichungen inavariant lésst
mit a: kontinuierlicher Parameter; a = 0 < Identitét

Im Fall der Homogenitét der Zeit: U(7 - 7n,t) hingt nicht von ¢ ab
— Bewegungsgleichung invariant unter
(F1- 7N, t) = (7] 7, 1) = (F1- P, t+ a)
Weitere Symmetrien/Invarianzen
+ Homogenitdt des Raumes (- 1.5.2 S.23)
Invarianz unter raumlichen Translationen 7; = 7; + a
— Impulserhaltung
+ Isotropie des Raumes (— 1.5.3 S.24)
Invarianz unter Drehungen 7; = Dy (7;) (Dp=1)
— Drehimpulserhaltung
* Kichinvarianz im elektromagnetischen Feld
(nicht in dieser Vorlesung)
— Ladungserhaltung
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Grundlegende Symmetrien unserer Raumzeit:
Fiir ”abgeschlossene” Systeme (keine oder fast keine Wechselwirkungen
mit der Aulenwelt), erwartet man, dass die Bewegungsgleichungen invari-
ant sind unter allgemeinen Galilei-Transformationen 7, = Dfi + 7o + 770%-

NB: Nicht erfiillt fiir die Gleichungen der Elektrodynamik
— Motiviert Entwicklung der speziellen Relativitéatstheorie
— Invarianz unter Lorentz-Transformationen (siehe Theorie II).

Daraus folgen (nichtrelativistisch und relativistisch) Erhaltungssétze:

to — Invarianz unter Zeittranslationen  — Energie
To + Uty — Invarianz unter Raumtranslationen — Impuls
D — Invarianz unter Drehungen — Drehimpuls

1.5.1 Homogenitéit der Zeit und Energieerhaltung

Bereits besprochen (1.4.2 S.20).

1.5.2 Homogenitit des Raumes und Impulserhaltung

Homogenitéit des Raumes:
— In einem abgeschlossenen System sind die Bewegungsgleichungen inva-
riant unter der Transformation (71 7y, t) - (71 +d- "y +d,t)
(Es gibt keinen ausgezeichneten Raumpunkt).

Daraus folgt:
U(F1,- PN, t) = U(Fi+a, Py +a,t) Vi = 35U (F1+d, , Py +d,t) =0

d(riataa .
=0=A0| -y U dlptae)| o5 0 o5 Fi =~ Thia = & ZPia
T k2 1 T

dag a0=0 7 O dag a0=0 Oia

= %ZﬁizOzzﬁi = const.
1 7

= Der Gesamtimpuls | P = Zﬁi ist eine Erhaltungsgrofie.

Folgerung: Schwerpunktsatz

Gegeben ein System von N Teilchen, Massen m;

> My

Definiere Schwerpunkt | R = =——
2 my

, Gesamtmasse | M = Zmz

Falls das System abgeschlossen ist, gilt R = ]3/ M = const..

* Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems bewegt sich gleich-
formig mit der Geschwindigkeit P/M

* Das Schwerpunktsystem, in dem R am Ursprung sitzt, ist ein Iner-
tialsystem (d.h. 7 — 7 = 7 — R(t) ist eine Galileitransformation)
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1.5.3 Isotropie des Raumes und Drehimpulserhaltung

Isotropie des Raumes:
— In einem abgeschlossenen System sind die Bewegungsgleichungen inva-
riant unter (71 7n,t) = (Da71-- DaFn, t)
Dz: Drehung mit Drehachse %, Drehwinkel |d
(Es gibt keine ausgezeichnete Raumrichtung).

Daraus folgt:

NR: U(’Fl ’I?N,t) = U(Dgﬂ_’:l" DdFN,t) Va

Speziell |d| - 0 (infinitesimal): Dg- ~ [1 + dx]- (nach 1.3.1 S.13)
= $-U(Fi+d x 71,7y +dxTy,t)| =0
a=
=0=Y X 8(2({3 L [rig+(@x7i)pl = - L Fipqo- T eyspaqTis == ¥ FigerspbanTis
i B(zy,z) T iB S B8
-
-Fig

=~ 3 casprisFig == T esparisFig = — L(Fi x Fy)a = = X(Fi X Bi)a
B8 iBs i i

= L5 (Fix Pi) = $(Fi x Pi) + (7 x Pi) = 0 = L7 x i = const.
(A (A T 1

0 wegen oben () weil Vz”ﬁz

= Der Gesamtdrehimpuls | L = Zﬂ» x Py | ist eine Erhaltungsgrofe.

Allgemeiner gilt:

Falls in einem System keine Raumrichtung ausgezeichnet ist, gilt Dre-
himpulserhaltung.

Falls ein System invariant ist bzgl. Drehungen um eine Drehachse 7, ist
n - L erhalten (Beweis analog).

Beispiel: Ein Teilchen im Zentralpotential U(r)

— Keine Impulserhaltung (da Ort ausgezeichnet), aber Drehimpulser-
haltung (keine ausgezeichnete Richtung) [ = 7 x § = const..

Folgerungen:
(i) Bahn 7(t) ist immer in einer Ebene (7(t) 1 [)
(ii) ”Flichensatz”: 7(t) iiberstreicht zu gleichen Zeiten gleiche Flidchen
t+At t+At
Fliche A(At) = [ |dA|= [ |3(Fx0)dt|
. . t t
v 3 A l
? :% / |’I”><p|dt=%At
t ——
l
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1.5.4 Skaleninvarianz und Virialsatz

Skaleninvarianz: FKine weniger allgemeine Symmetrie
Angenommen, Potential hat Eigenschaft U (- A\fy) = NKU (71 7y)

Beispiele:

e Gravitationskraft: U = qu

1#] 7731
— U(NF1- Aiy) = A WU (7 - 7))
e gekoppelte Oszillatoren: U = ¥ k;; (F; — 71)?
j

= U(ANF1+ APy ) = N2U (71 ')
— Bewegungsgleichungen sind invariant unter ” Skalentransformationen”
(71, t) —> (A1 A, A5 )

— kontinuierliche Symmetrie K, mit A\ = e%;
Identitat bei a =0 bzw. A =1
(Check: Setze 7 = A\Piq, £ = A"t
Aus Bewegungsgleichung mi%na = —%U(Fl - 7 ) folgt:

folgt: m;A~1+2" %m:—,\ O_U(#1/AFn[A) = A5 A"KU(F - Fn)

Oy Oy

2 - -
Bewegungsgleichungen sind invariant, wenn gilt: m; dd?fm =--0 U(#1-7N)

a;'ia
= Es muss gelten: A™142" = \I"K v\ = r=1- % V')

Bei Skaleninvarianz gilt (Rechnung analog wie in den vorigen Kapiteln)
LU Ay) = SNEUF - 7N)] = K%\K‘lU(Fp PN
LU AFN) = gmU(,\m-- AFy) - 205 gmU(,\m-- NN ) - T

(r=1)

= KU(F1-7n) = SV U(F1+ Fn) - T = = X Fifty = = ¥ pits
K2 1 K2
= LS Fp; = SFipi+ X Fips = -KU +2T
(3 [ T ———
— Tni'f“?
-K-U i

= % S(Fipi) = -K U +2T

Folgerungen:
Kein richtig ,,brauchbarer* Erhaltungssatz  (z7:5; + f dr (KU - 2T) = const.)
0

T
Aber: niitzlicher Satz fiir zeitliche Mittelwerte (o) = 7lwim 7 [ dte:

(T) =

Fiir rdumlich beschréinkte Systeme gilt der Virialsatz: K
5 (U)
2

(Rechnung: Falls System rdumlich beschrinkt
t
= ¥ 7;P; endlich = [ dr(KU - 2T') endlich V¢
0

= lim de(KU—QT) = lim T[K(U) - 2(T)] endlich
T—oo Tooo
= K(U)-2(T)=0v)
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1.5.5 Beispiele fiir Anwendungen von Symmetrieprinzipien

Anwendungen der Symmetrieprinzipien auf verschiedene Situationen

e N nichtwechselwirkende Teilchen in einer quaderférmigen Box

— Invarianz gegen Zeittranslationen,
Keine Invarianz gegen Ortstranslationen, keine Isotropie

— Energieerhaltung, keine Impulserhaltung, keine Drehimpulserhaltung

e N nichtwechselwirkende Teilchen zwischen zwei unendlich ausgedehnten par-
allelen Platten, die in (z,y)-Ebene orientiert sind

— Invarianz gegen Translationen von Zeit und Ort in z,y Richtung
Invarianz gegen Drehungen um z-Achse (beliebiger Ursprung)
Keine Invarianz gegen Ortstranslationen in z-Richtung
Keine Invarianz gegen Drehungen um z,y-Achse

— Erhalten sind: Energie, P, ,, L., nicht erhalten sind: P,, L, ,

e N nichtwechselwirkende Teilchen in einem unendlich langen Rohr mit kreisformi-
gem Querschnitt, das in z-Richtung orientiert ist

— Invarianz gegen Translationen von Zeit und Ort in z-Richtung
Keine Invarianz gegen Ortstranslationen in g, z-Richtung
Keine Drehinvarianz aufler bzgl. Drehungen um zentrale Rohrachse

— Erhalten sind: Energie, P,, L, bzgl. Ursprung in der zentralen Achse
Nicht erhalten: P, ., L, ., L, bzgl. anderem Ursprung

e 2 Teilchen mit einem Paarpotential der Form U,eqam: (71, 72) = U (|F1-72|) sin(Qt)

— Invarianz gegen Ortstranslation und Drehungen
Keine Invarianz gegen Zeittranslationen

— Impuls- und Drehimpulserhaltung, keine Energieerhaltung
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1.6 Zusammenfassung: Newtonsche Mechanik

Konzepte:

— Beschreibung klassischer Systeme von N Teilchen durch Massenpunkte
mit Ortskoordinaten #1,---, 7, wobei 7; € R

— Newtonsche Postulate, insbesondere: Konzept des Inertialsystems

— Newtonsche Bewegungsgleichungen | m#; = F}
(in Inertialsystemen in kartesischen Koordinaten)

— Kraftfelder (konservativ und dissipativ)
— Zentrale Grofle, die die Dynamik charakterisiert:
(falls Kraftfelder konservativ)) Potential U (71, -7y, t) — | m#; = —=V;U

— Zusammenhang von Symmetrien bzw. Homogenitidten mit Erhaltungssétzen
~ Begriffe von Energie, Impuls, Drehimpuls

Techniken:

Losen von Differentialgleichungen

Wechsel von Bezugssystemen

Physik: (néchster Abschnitt 1.7 S.28)

Losung des Zweikorperproblems

Speziell: Losung des Keplerproblems
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1.7 Anwendung: Das Zweikorperproblem

Wichtiger Spezialfall: |, Abgeschlossenes“ System aus zwei Teilchen
~ Potential: Uyeeame (T1,72) = U(|F1 — T2]), Massen my, mo

Besondere Bedeutung

- In allgemeiner Form l6sbar
(ist ab drei Korpern schon nicht mehr méoglich)

- Beschreibt in guter Ndherung

* Planetenbahnen (Keplerproblem: Sonne-Planet)
* Streuung an einem Teilchen

Westeal U
= S’}rmo[u\m s PO

erlaubt Riickschliisse auf Lage des Streuzentrums und auf Form
des Potentials (nicht eindeutig)

Vorbemerkungen

Es gilt

- Impulserhaltung: mﬁl + mﬁ“z = const.

~ Schwerpunktsatz
- Energieerhaltung: %mﬁ% + %mgfg + U(|r1 — 72|) = const.
- Drehimpulserhaltung: 71 x (ml?l) + Ty x (mg?g) = const.

Definiere Gesamtmasse: M = mq + msy

1.7.1 Reduktion auf ein eindimensionales Problem
1.7.1.1 Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

e Impulserhaltung und Schwerpunktsatz

~ Schwerpunkt R = %(mlfl +maty) bewegt sich mit
gleichférmiger Geschwindigkeit
Gesamtimpuls P = M - R = const.
Nutze diese Information aus: Die Bewegungsgleichungen sind fiir eine Li-
nearkombination von #; und 72 schon gel6st. Brauche nur noch eine wei-
tere Kombination zu betrachten.

e Naheliegende Wahl fiir zweite Kombination ergibt sich aus Form des Po-
tentials U,eeam: = U (|71 — 72]): Relativkoordinaten 7 = 7 — 7.
Dann ist Ugecame = U(|7])
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Umrechnung:

y
—_—
=S
N
~—
Il
+ —_—~
E
RSk
|
—
=By
N — .
—_— T
St
RSk
|
l —_
—_——
—_ =
|
<5<k
~——

SEECl e
=PIy

1.7.1.2 Bewegungsgleichungen fiir Relativkoordinaten

Herleitung iiber Energieerhaltung

- Potentielle Energie: U = U (r)

- Kinetische Energie: T' = —mlrf + émgrg

muss noch in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten ausgedriickt werden

Dazu: Matrixschreibweise T' = (7“1 ?2) (m1 0 )(Tl)

0 meo 772
e 3)-( 220) (2

1MR2 %/’”72

gesamt

mit der reduzierten Masse: | =

~ Gesamtenergie: F,oom =1 +U = %M]%2 + %/M:“Q +U(r) = const.

Wegen R = const. gilt: 1 w" + ( ) = const.
é%[%u?2+U(T)] ,urr+VU =0
= 7[pur + VU] = 0 (immer!) = p7 + VU = 0

= Bewegungsgleichung: | u7* = -VU
Die Relativbewegung ist identisch mit der Bewegung eines
einzelnen Massenpunktes der reduzierten Masse p im Potential U(r).

= Problem reduziert auf Bewegung eines Teilchens im Zentralpotential U(r)
Kraft (vgl. 1.4.1 S.17): Zentralkraft F' = -VU = ——V|r| ~dur

dr r
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1.7.1.3 Bewegung im Zentralpotential

Vorbemerkung: Da U(r) konservatives Zentralpotential, sind nach 1.5.3 S.24

der Relativdrehimpuls [ = 7x (u7) und die Relativenergie E = % pr2 +U ()
erhalten. ) ) .
NB: Gesamtdrehimpuls: L =71 x (m171) + 72 x (maT2) =1+ Rx (MR)

(Beweis: Einsetzen)

Folgerung: Fallunterscheidung

() I=0=7|7 .’{f‘? 7 bewegt sich auf Geraden durch Ursprung.
<] L

_dv
dr

— Eindimensionale Bewegung: | u* =

(ii) 1% 0= wegen [ oc 7 x 7 ist 7 L[ und 7 L[
~ 7(t) liegt in Ebene durch Ursprung, die senkrecht zu [ steht
Ebene Bewegung

Wihle Koordinatensystem mit z-Achse in Richtung !
Benutze Polarkoordinaten:

Cos —sinp 0
€r=|singp|;€,=| cosp |;€,=]0
0 0 1
7 COS (p
7(t)=|rsing | =7é,
0
7 COS ) T Cos p — rpsin g
F(t)=|rsing |=ré, ; 7(t)=|rsinp+rpcose|=71ér +TPe,
0 0

= F X T =18, x (FE +T$E,) = rr'(éT./( &r) +12p(Er x 8,) = 1208,

2 = (18, +1pEp))? = ¢ &2 +27r(pErEy) + r2p? €2 = 2 + 122
—~— —~—
1 1

Nutze Drehimpulserhaltung aus: urx#=1é. = pr2¢é. = | @ =1/ m“z

Nutze Energieerhaltung aus:
12

7 +U(r)

. 2
E = const. = %uﬂ +U(r) = %;,LTQ + %gbz +U(r) = %m’“z +1

2 ur
= 232 Upg(r) mit | Uegg(r) := U (1) + 12/ 2r”
.2

Ut _ g

T

L(L72 + Uegr(r)) = piii + 755

_dUest

— Bewegungsgleichung: | u7 = 7
,

Zusammenfassung von (i) und (ii)
Bewegung der Relativkoordinate 7(t)

- Ebene Bewegung in derjenigen Ebene durch den Ursprung, die senk-
recht auf dem Relativdrehimpuls [ steht
(bzw. fiir [ = 0: Eindimensionale Bewegung auf Geraden | 7)
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- Betrag von 7 bewegt sich wie eindimensionale Masse p im effektiven

d
Potential | Uyg(r) = U(r) + 1?/2ur? | ~ Radialgleichung: | ui* = —%
,

- Winkelkoordinate folgt aus I = u|7 x 7| = const..

B cos ;i
in Polarkoordinaten mit [ || €;, 7 =r| sing |: |9 = —
0

1.7.1.4 Integration der Bewegungsgleichungen

- Radialgleichung

Uber Energie der Relativbewegung: E = %7’“2 + Uegt(r) = const.

— g %(E_Ueﬁ(r)) =4 & dt = +dr/ %(E— Uest (7))

r(t)
2
> |t=tox [ dif\[/(E-Ua(i)
i
r(to)
Implizite Gleichung fiir r(t)

- Winkelgleichung

= . d d . d
Uberap:%:d—f:d—f-r:id—f %(E—Ueg(r))

)%
P = x5 [\[2(B - Uua(r)) ~ di = wdr -1 [r*\/2(E = Uea (7))
() I
=|p=py+ dr
T L R (E = Ua)

Implizite Gleichung fiir r(p)

1.7.2 Das Kepler-Problem

Wichtigster Spezialfall des Zweikorperproblems: Potential der Form | U(r) = —a/r

Beispiele: Gravitationskraft: U(r) = ymima/r
Coulombkraft: U(r) = qi1q2/r

1.7.2.1 Qualitative Analyse

Betrachte das effektive Potential U.g = —% + 2;%

Nur Energien E > 0 moglich

* Fall a <0:
Alle Bahnen ungebunden
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+ Fall o> 0: N E,t/zj,['z = Minimum: rg = li—i
A o
Wep () Uo = -5
< (i)
RS .

M e Energie E muss

i) Y grofer als Uy sein
o~
ul =% % '-Ut): -%ﬁ'r-
/
Mogliche Bahnen: : @
(i) E=Uy:r(t) =ro— Kreisbahn

(ii) Uy < E < 0: 7(t) bleibt beschrinkt C)/J

~ gebundene Bahn
(iii) £ > 0:7r(t) reicht ins Unendliche ‘)‘\
~ ungebundene Bahn
1.7.2.2 Semiquantitative Analyse

Betrachte Bewegung mit Energie FE

Bestimme maximale und minimale Entfernung vom Ursprung

~ 2o 1 po 2FE1?
ME—UQH(T):>E+%—W—O:> Z_Z—Q(li 1+Ma2)
Fille: i) Uy<E<0 (a>0)
~ 7, und r_ reell und positiv L .
~ Zwei Umkehrpunkte, gebundene Bahn 2

(i) E>0 (a20)

~ 1, positiv, r_ negativ ~ unphysikalische Losung T‘%ﬂw

~ Nur ein Umkehrpunkt, ungebundene Bahn E«}

1.7.2.3 Quantitative Losung

()
. . _ - l
Benutze Winkelgleichung ¢ = ¢q ir( 50) dFf e —— S Tl

. 2 2 . . .
Vereinfache: E — Ueg(r) = B+ % — 2ir2 = é—M % - %)(% - r%) (mit i wie oben in 1.7.2.1)

Variablentransformation: 7 = % = d7/#2 = —~d7; Wihle x-Achse so, dass r(p =0) =
2

1r _1_1
Einsetzen mit ¢o =0: ¢ =F [ dT/\/(ﬁ -7)(7 - 1%) = +(§ —arcsin ~"t+=)

1/ry Ty T

2.1 1
= Tt = Fsin(p ¥ §) = cos(p) = %:%(ﬁ+%)i%(%—%)cos(@)

=1/p =ie/p

. 1 _ po /1. 2E12 _ 2 _ 2E12
Setze ein (S'O')E_lT(li 1+ #az) = p= g €= 1+ e
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= Losung fiir r(¢) folgt L cos() | mit | p
T

l2

_,u_a

2E12
e=y/1+ 2
pro?

~ Gleichung fiir einen Kegelschnitt mit Brennpunkt im Ursprung!

p= “Parameter”
€ = “Exzentrizitat“
@ = 0= ,Perihel“:

r liegt Zentrum am néchsten

Umrechnung in kartesische Koordinaten

g'<d : Ellipse
B £'=1 + Toaket

E?-bﬂ ; %PM_

(r=7rcosy, y=rsinp)

33

p=r+ercosg~ (p—ex)’=r? =22+ 9% ~y? + 22(1 - €2?) + 2epz —p? = 0

——

x
ca2(1=¢
:>{8¢1.y(p2

2)+(:Jc+

.2
()2 =1

1

z—:=1:y2=p2—2pa:

Fallunterscheidung

(i) €% <1 (E <0) - Gleichung der Form (%)% + (Z42)? =1
~ Ellipsen-Bahn mit Halbachsen a und b

:

p _ l

a = =
1-e2  \/2ulE|
X
1-e2 = 2|E]

Speziell: Berechne Umlaufzeit aus Flidchensatz (1.5.3 S.24)

Uberstrichene Fliche pro Zeit dt: dA = ﬁdt

la

Gesamtflache: A = wab = TF\/W

= Umlaufzeit: T = ZT“A =T, /ﬁ
e T hangt nicht vom Drehimpuls [ ab

o T2 o |E|™ o< b?: Drittes Keplersches Gesetz

(i) €2=1(F=0) > Gleichung = = 8 - &

~ Parabel 3&_}3

2
p

ungebunden, Geschwindigkeit
verschwindet im Unendlichen

(iii) €2 > 1 (F > 0) - Gleichung der Form —(%)2 + (%)2 =1
~ Hyperbel mit Halbachsen a und b

3
%}0 a= g . b=l|j2E
<z

= Ablenkwinkel:

[ a2
¥ =2-arctan por
2FI2

ungebundene Bahn, am Potential
abgelenkt um ¥ mit tan(9/2) = b/a
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1.7.2.4 Riickrechnung auf absolute Koordinaten

— Im Schwerpunktsystem (R(t) = 0)

r1(t) =7(t) -mo/M Bahnen von 71, 7 gleiche
ro(t) = =7(t) -my/M Form wie 7(¢), nur reskaliert
Beispiel gebundene Bahnen (Ellipsen)
e Yioise

@nﬁz Tinsee

Falls Massen sehr unterschiedlich, z.B. Planeten: mgonne > Mplanet
~ Grofle Masse steht nahezu (sehr enge Bahn)
~ Beinahe ,echtes* Zentralkraftproblem

mit reduzierter Masse = [BElanetfisonne »ppp,
anet onne

— In beliebigem System (R(t) = Ro+ P/M -t)
F1(t) = #(t) - mo/M + R(t) Addiere gleichformige Bewe-
Fo(t) = —7(t) -my /M + R(t) gung zu 7(t) dazu

— Bemerkung: Im ungebundenen Fall sind beide Massen in jedem Inertialsy-
stem zur Zeit ¢ = oo im Unendlichen. Selbst bei sehr grofiem Massenun-
terschied gibt es kein Inertialsystem, in dem die schwerere Masse asym-
ptotisch ruht. Eigenart der langen Reichweite des Potentials —a/r.

(Beweis: Ubungsaufgabe)

1.7.3 Elastische Streuung von Teilchen

Betrachte nun beliebiges Potential U(r) mit lim U(r) =0
T —>00

Frage: Wie lenken sich ungebundene Teilchen gegenseitig ab?
Vorweg: Riickfithrung auf Einteilchenproblem geméaf§ 1.2.1 S.10.

1.7.3.1 Streuung eines einzelnen Teilchen im Zentralpotential

« (xgomehne %;MPI'M;M
nsmmm Jnpuls mxﬁeah 50)

(t» —@)

‘ﬁ‘ " g Srevusiagt
/ Sheusentnm
WShofposomeks ' - Aestouol, wat domn Teilthen o Srendentnum

Vofbe.{?mﬁm WRhe, (e dicses, witht Sheyon Wiy

Der ,,Stofparameter® b ist der Abstand, mit dem das Teilchen am Streu-
zentrum vorbeifliegen wiirde, wenn dieses nicht streuen wiirde.

e Geometrie
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e Grundsétzlich gilt:

. - —00: 2/2
Energieerhaltung: E = const. = { i_) e ;2//5; } =p=p

Drehimpulserhaltung: 7= const. = { i O ;8 ig, }

~ Bahn liegt in einer ,Streuebene®, aufgespannt von p und p’
~ Betrag von l: [ =bp=0'p' = b=10
e Streuwinkel ¢ hingt vom Stofparameter b ab:

Berechnung nach 1.7.1.4 S.31: 9 =7 - 2¢
mit ¢ = - rrfmgz/\/m(]ﬂ U - 2/2u2)

. 2 rdF b
Mit [ = bp, E = £~ folgt: 19:W—2f72
: 2 TN 1=2uU(7) [p? - 022

1.7.3.2 Streuung eines Strahls von Teilchen

In der Praxis typischerweise viele gleichartige Streuereignisse
~ Streuung eines ,,Strahls“ von gleichartigen Teilchen

g

S €@ Skevagrum

u

* Charakterisierung durch ,,differentiellen Streuquerschnitt*:
Zahl der Teilchen, die in einem bestimmten Winkelbereich gestreut wer-
den, pro einlaufendem Teilchenstrom

2
- Einfallender Strahl
Impuls p e,
. . _ Teilch -
Teilchenstromdichte J = Zeit-Querssflerlitigﬁéche Ap MF

- Auslaufende Teilchen

Impulse p’ mit [p'| = ||
~ Kugel von méglichen Richtungen p'/|p/|

Teilbereich von Impulsen p’ wird durch ,,Raumwinkel“ charakteri-
siert:  Flichenanteil* auf Einheitskugel von méglichen p'/|p'|
v

7
Infinitesimaler Raumwinkel: d§2 = sin®) dv dg — o T
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- Differentieller Streuquerschnitt

Aus der Zahl der Teilchen dN pro Zeit, die in den Raumwinkel df2

gestreut werden: |dN =d€2-J - j—;

do

10 : Differentieller Streuquerschnitt, Eigenschaft des Streupotentials

do

* Berechnung von 53

dQ

- Fiir gegebenes Potential U(r) sei Zusammenhang zwischen Streuwinkel
und StoBparameter bekannt: 9¥(b)

- Anzahl der Teilchen
mit StoBparameter in [b, b+ db]
und Azimutwinkel in [, ¢ + dp]:
dN =Jbdbdyp

- Diese Teilchen werden in Raumwinkel d2 = |sin did |dy gestreut

(i) Falls 9(b) eindeutig umkehrbar ist: b()
~dN =Jbdbdp=dQJ 92 = |sind dv |dy J 92

do ‘Mﬁ)db
:> = |l —
sing dv

10

(ii) Falls es zu einem gegebenen ¢ mehrere b gibt

~ mehrere Stoffparameterbereiche streuen in den gleichen Winkel-
bereich

~ Beitrige (bp=Losungen von 9(b,) = ¥y) miissen aufsummiert

. do _ v ba(¥) db
werden: & = bZ| = ds

Beispiel:

(iii) Spezialfille:
(1) % =0= g—g — o0: ,Regenbogenstreuung*
(2) sind =0, b¢0=>g—6 — 00:
»,Glory* (6 =0) oder Riickwértsstreuung (6 = )
(3) sind =0, b=0= alles moglich!
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1.7.3.3 Rutherfordstreuung

Streuung speziell an einem Potential der Form U(r) = —a/r

(z.B. Streuung an geladenen Teilchen)

Zusammenhang ¥(b) bekannt aus 1.7.2.3 S.32:

¥ = 2arctan % mit [ =bp, E = % = 19:2arctan2—

e

Eb

_ lof 1
~ (V) = 35 - tan(9/2)

db _lef 1
d9 T 4E  sin?(9/2)

= Berechne Differentiellen Streuquerschnitt 3—6 = Si(ri)? . |%
durch Einsetzen (mit sin(8) = 2sin(8/2) cos(6/2)):

do _ laf? 1
dQ  16E?% sin*(9/2)
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Wissensfragen

Was versteht man unter einem Massenpunkt?

Wie kann man die Bahn eines Massenpunktes parametrisieren? Wie be-
rechnet man in einer solchen Parametrisierung Geschwindigkeit und Be-
schleunigung?

Was versteht man unter einer Orthonormalbasis?

Wie transformieren sich die Koordinaten eines physikalischen Vektors un-
ter Koordinatentransformation zwischen zwei Orthonormalbasen?

Nennen Sie einige physikalische Grofien, die durch Vektoren beschrieben
werden.

Wie lautet das Superpositionsprinzip fiir Kréfte?

Was versteht man unter der tragen Masse?

Wie ist der Newtonsche Impuls eines Massenpunktes definiert?

Wie lautet das Newtonsche Kraftgesetz?

Was ist ein Inertialsystem?

Beschreiben und diskutieren Sie die drei Newtonschen Postulate.

Was versteht man unter der Galilei-Transformation und wie lautet sie?
Warum treten in beschleunigten Bezugssystemen Scheinkréfte auf?

Was ist die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft? Geben Sie Beispiele.
Wie lauten die Gleichungen dafiir?

Was ist ein Kraftfeld? Was versteht man konkret unter einem konservati-
ven und einem dissipativen Kraftfeld? Geben Sie jeweils ein Beispiel.

Was versteht man unter einem Potential?

Unter welchen Bedingungen besitzt ein Kraftfeld ein Potential? (Erldutern
Sie die lokale und die globale Formulierung).

Welche Form muf} eine konservative Zentralkraft haben? Warum?
Wie ist die kinetische Energie definiert?
Wie sind Arbeit und Leistung definiert?

Erlautern Sie den Zusammenhang zwischen Erhaltungssétzen (z.B. Ener-
gie, Impuls, Drehimpuls) und den Symmetrieeigenschaften in einem Sy-
stem.

Was versteht man konkret unter ”Homogenitét der Zeit”, ” Homogenitét
des Raums”, und ”Isotropie des Raums”?

Wie ist der Schwerpunkt eines Systems von Massenpunkten definiert?

Wie bewegt sich der Schwerpunkt eines Systems, in dem der Impuls er-
halten ist?

Unter welchen Voraussetzungen gilt Energieerhaltung?

Unter welchen Voraussetzungen gilt Impulserhaltung?

Unter welchen Voraussetzungen gilt Drehimpulserhaltung?

Geben Sie ein Beispiel fiir ein System, in dem nur Energieerhaltung gilt,
aber keine Impuls- und Drehimpulserhaltung.

Welche Erhaltungssétze gelten in einem System von N Teilchen zwischen
zwei parallelen Platten und warum?
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Welche Erhaltungssitze gelten in einem Zentralpotential U(r)?
Was besagt der Keplersche Flichensatz?

Warum bewegen sich Teilchen, deren Drehimpuls erhalten ist, immer in
einer Ebene? Wie kann man diese Ebene beschreiben?

Was versteht man unter Schwerpunkt- und Relativkoordinaten?
Was ist die reduzierte Masse?

Was versteht man unter einem Zentralpotential? Welche Form muss eine
konservative Zentralkraft haben?

Was fiir mogliche Bahnen kann ein Teilchen in einem Zentralpotential der
Form U(r) = —a/r ausfiithren?

Was versteht man unter dem differentiellen Streuquerschnitt?

Was versteht man unter dem totalen Streuquerschnitt?

Was ist Rutherford-Streuung?
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Kapitel 2

Lagrange-Mechanik

© Copyright 2014 Friederike Schmid?!
Motivation:

Bis jetzt: Newtonsche Mechanik
N Teilchen, Koordinaten 7;, Kréfte F, = my#;
(ggf. Potential F; = —V,;U (71 Tn)
kartesische Koordinaten (manchmal umgeschrieben)

So kann man im Prinzip alles beschreiben

Aber: Oft ungiinstig. Besser wire es hdufig, von vornherein mit anderen
Variablen (,,Koordinaten“) zu arbeiten.

Beispiele:

* Pendel

Krifte: Schwerkraft F,, Fadenkraft Fyaqen

Aber: Fraden eigentlich uninteressant

Interessant ist nur, dass Fpaden gerade dafiir sorgt,
dass [ konstant bleibt!

~ Zwangsbedingung [ = const..

wird gewdhrleistet durch Zwangskraft Fpaden

Okonomische Behandlung nutzt Kenntnis der Zwangsbedingung aus
und arbeitet nur noch mit einer Koordinate (.

* Bewegung auf strukturierter Oberfliche

tn g 7 Korper gleitet auf einem ,,Gebirge“
feste Hohe: z = H(x,y)
> Krifte: Schwerkraft F;, Normalkraft von Ebene Fly

Normalkraft sorgt dafiir, dass Kérper immer auf Ebene bleibt.

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Theoretische Mechanik, Universitit Mainz, WS
2014/2015. Letzte Anderung am 24.11.16.

41
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Bewegungsgleichungen nach Newton:
Man miisste Fg zerlegen in Anteil F) | parallel zur Oberfliche und
F, senkrecht zur Oberfliche. F; | beschleunigt den Korper parallel
zur Oberfliche. Dann muss diese Bewegung noch umgerechnet
werden in die entsprechende Bewegung in z-Richtung.

— kompliziertes geometrisches Problem, fehleranfallig

Frage: Gibt es ein einfaches, sicheres Verfahren, die Bewegungsglei-
chungen fiir einen solchen Fall aufzustellen?

Freiheitsgrade: Zwei (in der Ebene)
Aber: Nur Bewegung entlang der Vorderrdder
bzw. quer zur Radachse éA"*®) ist erlaubt.
(keine seitliche Bewegung)

2.1 Zwangsbedingungen und Zwangskrifte

2.1.1 Klassifizierung von Zwangsbedingungen

skleronom: zeitunabhéingig
rheonom: zeitabhingig

holonom: lassen sich durch geschlossene Gleichung der Form f(71- 7n,t) =0
beschreiben

(z.B. Pendel: f(x,2)=22+22-12=0
Strukturierte Oberfliche: f(z,y,z2) =2 - H(z,y) =0)

nicht holonom: Keine Gleichung der Form f(7-- 7x,t) = 0 moglich.
Eventuell ldsst sich differentielle Gleichung aufstellen
( Zai(ﬁ-- FN,t)dﬁ; = ao(fl'- fN,t)dt )
(2

(z.B. Auto: d7- é*™(t) = 0)

2.1.2 Zwangskrifte

Krifte Z;, die zusitzlich zu den bekannten Kriften F; wirken, um die Zwangs-
bedingungen sicherzustellen.

(z.B. Pendel: Fadenkraft
Strukturierte Oberfliche: Normalkraft auf Oberfldche etc.)

)

Es gilt: ]3% =F;+ Zz

im Allgemeinen uninteressant, Berechnung nur manchmal nétig (z.B. beim
Pendel, wenn Faden nur gewisse Spannung aushilt!)
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2.1.3 Prinzip der virtuellen Verriickungen

Bisherigen Beispiele haben gezeigt: Zwangskrifte senkrecht auf moglichen Ver-
riickungen des Systems (alle moglichen Verriickungen, nicht zu verwech-
seln mit tatséchlicher Bewegung) ¢

~f *’r?.: '&mmﬁmfb

Etwa bei strukturierter Oberflache wﬁ{ avot” Hi) w

Konkreter: Definiere ,,Virtuelle Verriickungen® d7;:

Alle infinitesimalen Verriickungen, die mit den Zwangsbedingungen zu
gegebenem festen Zeitpunkt vereinbar sind.

Falls Zwangsbedingungen skleronom: Virtuellen Verriickungen 67; schlie-
Ben tatsichliche Bewegungen d7; ein.

Falls Zwangsbedingungen rheonom (zeitabhéngig): Tatséchliche Bewe-
gungen d7; u.U. virtuell (bei eingefrorener Zeit) nicht moéglich, dr; # §7;

Prinzip der virtuellen Verriickungen: Zwangskrifte stehen senkrecht auf allen

moglichen virtuellen Verriickungen: > Z;- 67 =0 VY OF

2.1.4 d’Alembertsches Prinzip

Alternative Formulierung des Prinzips der virtuellen Verriickungen, in der un-
bekannte Zwangskréfte nicht mehr explizit vorkommen.

Aus Z Zzéfl =0 und ﬁl = Fz + Zz folgt: Zz(ﬁz - Fz) . 5ﬁ; =0

1
fiir alle erlaubten virtuellen Verriickungen 67;

~ Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen

Speziell: Keine Zwangsbedlngungen ~ alle 57‘2 erlaubt
= Y:(p; - F;) - 67 = 0 fiir alle 67; = p; = F; (Newtonsche Gleichungen)

2.2 Lagrange-Gleichungen erster Art

Verfahren, Zwangskrifte aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen zu ge-
winnen und Bewegungsgleichungen aufzustellen

2.2.1 Allgemein

Gegeben seien K Zwangsbedingungen in der differentiellen Form:
() N @ iyt - dE = ol (P )dE (a= 1K)
~ Virtuelle Verriickungen 7; erfiillen Y, dga)dﬂ =0  (feste Zeit = dt = 0)
Vergleiche mit Prinzip der virtuellen Verriickungen: Y; Z;07; =0
~ Ansatz fiir Zwangskrifte: Z; = ¥, )\(a)dga)

= Lagrange-Gleichungen erster Art: pi = F; + > A(@) ZLEO‘)
«
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Bemerkung: Holonome Zwangsbedingungen f (“)(Flu 7n,t) = 0 lassen sich in

aga) =9, (@) a(()o‘) = _%_{

die Form (*) bringen mit

() = B () -
(f@=0=> L;t =0= %:(Vif(a))?i + 8{% = %:(Vif(a))dﬁ' = —%dt)

Vorgehensweise in der Praxis

(i) Stelle Zwangsbedingung auf, bringe sie in die Form (*)
(ii) Stelle Lagrange-Gleichung erster Art auf
(iii) Wihle A(®) so, dass Zwangsbedingungen erfiillt sind

(iv) Lose die Gleichungen
( (iii) und (iv) kénnen u.U. auch vertauscht werden.)

2.2.2 Beispiele
: : : : . nr T 5
+ Bewegung in ”Gebirge” in 2 Dimensionen (z, z) ’ﬂi
'1._
= | !il{a- &
Bekannte Kraft: Schwerkraft F' = (0,-mg) ) 3
(i) Zwangsbedingung: f(z,2)=2z-H(z)=0=df=-H'(z)dz+dz=0
= Differentielle Bedingung: - d7 =0 mit a = (-H'(z),1)

(ii) Lagrange-Gleichung erster Art: p= F + X-d = (-\H',—mg + \)

(iii) Bestimmung von \ aus Zwangsbedingung d - d7 = 0
Lo ~ dF _ = = L d/= =
a-dr:O:>a~md—;:a-p:O@(a-p)‘tzonund $(@-p)=0
~ Gp+ap = ap+ 9% -ip=0
(s o2

~ AH? —mg+ A-H" -mi?=0=A=m(g+H"#?)/(1+ H"?)

_ l4
= Zwangskraft: Z = #( g + H'"i2 )( 11T{ )
—_——

——

Anteil der Zentripetal-
Schwerkraft kraft
: S — =3 0 2 I _H’
= Bewegungsgleichung: p=F + Z = (—mg) + _m(9+1ﬂiH1{2 () ( l(x))

+ Auto, das mit einer Kraft F' angeschoben wird

(i) Zwangsbedingung: é*™(¢)-dif=0 = a=é*™°(¢).
5= F + \d = ANére(t) + F
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* Auto auf schiefer Ebene z = —kx unter Einfluss der Schwerkraft Fg = —mgeé,

(1) Zwei Zwangsbedingungen:
(1) éAchse(t) . df — O = a(l) _ *Achse(t)
(2): f(z,y,2)=2+kx=0 = rdz+dz=0 = d® =(x,0,1)
(ii) Lagrange-Gleichung 1. Art: p = Fg + AWM L A@53)
(iii) Bestimme A\(") und /\(2) so, dass d7- () =0 fiir o =1,2
= p-a(® =0 bzw. (p a(o‘)) p-al® +5- a(o‘) =0
(Hler 5a](l) *Achse t (2) _ 0)
Mit § = Fg + Za:l a(@X@ & Lineares Gleichungssystem fiir A(12).

* Atwoodsche Fallmaschine Beispiel fiir Lagrange-Gleichungen erster Art in
einem System mit mehreren Massenpunkten

‘Emumgo{g Betrachte nur z-Koordinaten z;
Bekannte Kraft: Schwerkraft F; = —m;g
Wt
(1) Zwangsbedingung: f(z1,22) =21 + 22 +1 Lo
bzw. differentiell: dz; +dzs =0. = 222:1 a;dz; mit a; =1V 1
(ii) Lagrangegleichung erster Art: p; = F; + Aa; = —m;g + A
(iii) Bestimmung von A aus Zwangsbedingung dz; +dze =0 =21 + 22 =0

:p_1+p_2:0
mi mo

e (B+22)| =0und (& +2)=Lr P2
1 -0 ma mi o m2
. —-mig+) | —mag+A 1
~ (Einsetzen) =192 + =282 = 0 = \ = 2g/(m1 )

= Zwangskraft: Z; = Zy = 2g/(=-

1
mi mg )

= Bewegungsgleichung: m;3; = -m;g + 29/(m—1 + mLz)

2.3 Lagrange-Gleichungen zweiter Art

Voraussetzungen im Folgenden:

e Betrachte Systeme mit holonomen Zwangsbedingungen
~ lassen sich in K Gleichungen f(®) (7~ #y,t) = 0 fassen (o = 1---K)

o Alle Krifte bis auf die Zwangskrifte lassen sich auf ein Potential
zuriickfiihren.

Ohne Zwangsbedingungen: 3NN Freiheitsgrade, 3N Bewegungsgleichungen

Mit Zwangsbedingungen: m = 3N — K Freiheitsgrade
~ Beschreibung durch nur noch m Bewegungsgleichungen sollte reichen.

Ziel: Allgemeines Verfahren, diese m Bewegungsgleichungen aufzustellen.



46 KAPITEL 2. LAGRANGE-MECHANIK

Vorgehen: Beschreibe System durch m Variablen q;-- ¢um,-
Folge schrittweise Definitionen in 2.1 S.42. Das d’Alembertsche Prinzip
(2.1.4 S.43) wird zu Bewegungsgleichungen fiir die ¢; fithren.

2.3.1 Generalisierte Koordinaten

7i = Ti(q1- Qm7t)‘

Beschreibe durch Variablen (g ¢, ) mit

® ¥ Raumkoordinaten z, z
( Beispiel Pendel: Zwangsbedingung 22 + 22 - 12 =0
Generalisierte Koordinate: ¢ mit { @ =lsing } )
z=-lcosyp

~ Potential U (7 7n) lisst sich auch als Funktion der generalisierten Koor-
dinaten ausdriicken: U(q1 - ¢, 1)
( Beispiel Pendel: U(z,z) =z-m-g=-lcosp-m-g=U(p) )

2.3.2 Generalisierte Krifte

L N | 95
Definition: Reale Kréfte I; ~  Generalisierte Kréfte: |Q; = ZE 8TZ
i=1 a;j

Definition ldsst sich auf beliebige Krifte (Zwangskrifte und Potential-
krifte) anwenden. Motivation wird weiter unten ersichtlich.

Speziell Potentialkrifte: F} = ~VU(Fr Py, t) ~ | Q; = —%U(ql-- Gm;t)
j

o i a7y - .
ViU(#1 P, t) a;; = —S%J,U(m(qrqm,t)"TN(q1~~qm,t)7t))

™M=z

(Qj=-

i=1

2.3.3 Generalisiertes Prinzip der virtuellen Verriickungen

Erlaubte virtuelle Verriickungen §7; hidngen zusammen mit Verschiebungen

m -
(» Variationen®) dg; der Variablen g;: 67; = ¥ g;? dgqj

= Aus dem Prinzip der virtuellen Verriickungen wird

2.3.4 d’Alembertsches Prinzip und Bewegungsgleichungen

Das d’Alembertsche Prinzip besagt: 21(231 - Fz) -07; = 0 fiir erlaubte 07;
m N . . N . o
Daraus folgt analog zu 2.3.3 ¥, dg;[ X % “Pi— ¥ g”_ -F;]=0
j=1 i=1 9 i=1 9%

(i) (if)

Betrachte erst (ii): Laut Voraussetzung gilt F; = -V;U (Potentialkraft)
Daraus folgt Y, gg? Fi=Qj= —%U(ql-- Gm,t) nach (2.3.2 S.46)
J J
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Ferner: (i) Z ‘9“ = %gTT - W mit (g1 Gm, 41 ¢m,t): kinetische Energie

(Beweis: Betrachte T= % Zmzrl
2

m 5 =
ory . o . o _ Oy
L o, 4+ T folet: 5 = og,

Aus 7 = £7i(q1 gm,t) =

ot _ & a%i 9% B . 9 romy, 070 _ drom
und 5o = X B0 U * dgror - 2 9 5a; Log, 1+ 91 (50,1 = o]
a7 5 Of; . 0T It o,
=Zmzrzaql _Zmzrz 8ql’ 8q7 lemﬂ‘za Zmr‘dt(aq;)
d T o 7 5 OF; aT
""an meal+2mmdt(a’) szaql"'aq v )

Daraus folgt: 25%[%3—3;—%+qu] 0 fiir alle dg;
=[] = 03%(1—‘_(]):%%11 dat dg; (T U) (we. gg 0)

Fazit:

Definiere Lagrange-Funktion: ’L(ql-- Gm, @1 Gm,t) =T - U‘

Dann gelten: Lagrange-Gleichungen zweiter Art: | ——— - — =

= Gewdiinschter Satz von m Bewegungsgleichungen !!!

Bemerkung: Gilt unabhéingig davon, ob tatséchlich Zwangsbedingungen vor-

liegen. Zum Beispiel kann (71 7x) — (q1+ ¢3n) einfach Umwandlung von
kartesischen Koordinaten in andere, , glinstigere* Variablen sein.

~ Lagrange-Gleichungen liefern zugehorigen Bewegungsgleichungen.

2.3.5 Beispiele

* Pendel Kinetische Energie: T = %vz = %l%bz
4 Potential U = —mlgcos ¢
= Lagrange-Funktion: L =T -U
ml2<p +mlg cosp = L(p, )

= Lagrange-Gleichung: glt gfo =ml?¢ = g—i = -mlgsing = ¢ = -Isingp

% Perle auf rotierendem Stab

Stab rotiert mit Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Perle gleitet reibungsfrei auf dem Stab, Lage r
(Beispiel fiir rheonome Zwangsbedingungen)
Geschwindigkeit der Perle: v = 7€, + rwé,,
(€ = f' é<p 1 é,: Einheitsvektor in Drehebene)
Kinetische Energie: T = 2v? = 2 (7 + r?w?)

Potential: U =0 (Stab 1st waagerecht, Schwerkraft spielt keine Rolle)
= Lagrange-Funktion: L =T - U = 2 (i + r*w?) = L(r,7)

3 .. '
= Lagrange-Gleichung;: %% =mr = g’;j = mw?r = ¥ = wr

NB: Losung hat allgemeine Form 7(t) = ae*! + be ™! —s qe**
Energie bleibt nicht erhalten.
(Zwangsbedingung zerstort Homogenitéit der Zeit)
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2.4 Invarianzen und Erhaltungsgréfien

Betrachte ein System, das durch eine Lagrange-Funktion L(q1~ ¢m, G1~ ¢m,t) be-
schrieben wird. Aus Invarianzen der Lagrange-Funktion bei bestimmten Varia-
blentransformationen (<> Symmetrien des Systems) lassen sich Erhaltungsgrofien
ableiten (Verallgemeinerung und Erweiterung von 1.5 S.22).

2.4.1 Zyklische Variablen

Falls L von einer Variablen ¢; nicht explizit abhéngt: g—; =0

oL
= Dann ist %, eine Erhaltungsgrofie (wegen §; 5 = §& = 0)
(2

Die Variable ¢; heifit dann zyklische Variable.

Beispiel: N Nichtwechselwirkende freie Teilchen (1 Raumdimension)

Lagrange-Funktion: L(z1 zn) = 3 >N mii? = 8—L =0 Vi

= alle z; sind zyklische Variablen! = % =m;d; 1st erhalten fiir alle 1.

2.4.2 Zeitunabhingigkeit
Falls L von der Zeit ¢ nicht explizit abhéngt: % =0

= Dann ist | H := Z q] 8 eine Erhaltungsgrofie
qJ

(wegen: 4L Z;”ldt(qm ) - dtL(q1 qm, 41+ Gm1t)
—Z"il(qjaq +q; dtaq L) - Zm1(qjaq +q]3q )** Vo)
O
9L/dq;

Speziell:L:%Zmia}Z—U
~ E=Yd; 95 —L =Y m;i? QZmzx +U=5Yma;+U=T+U

w—/

Allgemeiner: Bei skleronomen gleichbedeutend mit der nach Homogenitét der
Zeit, und die Erhaltungsgrofle ist die Energie. Bei rheonomen Zwangsbe-
dingungen ist das nicht unbedingt der Fall!

Beispiele:

+ Pendel (siehe 2.3.5 S.47)
L(p, ) = —l2</3 +mlg cos(p) nicht explizit zeitabhéingig!
= H= gp - L (mit g_ng; =mil?p?)
= %Pgb? —mlg cos(p) = E (Energie) is erhalten.
+ Perle auf rotierendem Stab (siehe 2.3.5 S.47)
L(r,7) = Z(#* + r* w?) nicht explizit zeitabhéngig!
= H= raL L =2 - r? w?) ist erhalten.
Aber: H 1st nicht die Energie (H # E)!
Energie E =T = 2 (i + 7% w?) ist nicht erhalten!
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2.4.3 Der Satz von Emmy Noether

Vorab: Addiert man zu der Lagrange-Funktion eine totale Zeitableitung hin-
zu, L - L' = L+ %D(ql-- Gm,t), so bleiben die Bewegungsgleichungen
unverandert. (Beweis: in Lagrange-Gleichungen 2. Art einsetzen, Ubungsaufgabe)

Satz: Die Lagrange-Funktion L(q1-- ¢m,q1-- Gm,t) eines Systems sei ”quasi-
invariant” unter einer kontinuierlichen Symmetrie-Transformation
K.: (q1:gm) — (G1(a)@n(a)) (hier ist a ein kontinuierlicher Parame-
ter, ¢; = ¢i(a) und (g;(0) = g;), vgl. 1.5 S.22).
Quasi-invariant heisst, L ist invariant bis auf eine totale Zeitableitung
d
L(G1 Gy @17 Gmst) = L(q1+ Gms G2 Gumst) + D(q1 Gm, t;a)

Dann gibt es ein Integral der Bewegung (eine Erhaltungsgroﬁe)

J(q1+ @m> 41+ Gm,t) = igq]; (dqéia))a—o (%jaj)a—

(Beweis: Aus Quasi-Invarianz folgt: %L(q"l(a)-- Gm(a),q1(a)- q;m(ob),t)|a:O =
d . - - z _ oL dd; oL dd;
e L1 (0) dm(a), d1(a) dm(a), 1) = STy (G G+ SEGE)
_ym (94 d oLy, 8L (d d _ym oL dd; _d[ 3 oL (44
_Zj:l( (dtaq )+ ag (dtda ])) —o <= 1dt(aq da )aO T[Z@(da )a:o]

- a[z (). -(82) J-0= [z SL() (2) J-const.v )

i@|
dt da |,_q

Folgerungen:

(i) Zeit-Translationen: G;(t) = ¢;(t + a) ‘= qz(t) +aq(t)
Allgemein gilt: L(G1- Gm, G1- Gm,t + a) L(q1+ qm,q1+ Gm,t) + adt
Falls L nicht explizit zeitabhéingig, ( 5t =0), ist L quasi-invariant:
L(G1~ Gm» 1+ Gm) = L(Ql s @1 Gm) + L D(t, a) mit D(t a)=al

dg;(a) aD _
= Erhaltungsgrofie: J = Z . 5 ( = )a:O_ (m)azo = j§1 30, gj-L=H

—_——— ) —
(Reproduziert 2.4.2 !) q L

(ii) Falls (q1-- gm )= kartesische Raumkoordinaten (71-- 7n)
= Aus Noether-Theorem folgt 1.5 S.22
(Homogenitét der Zeit — Energieerhaltung (s. (i))

Homogenitéit des Raums — Impulserhaltung
Isotropie des Raums — Drehimpulserhaltung)

z.B. Impulserhaltung in einer Dimension:
L(zy on, @1 dn,t) = 3 X md? — Uz ay,t)
Falls L invariant unter K, : x; — Z;(a) =x; + a

= Erhaltungsgrofe: J = ¥V, ng (djén(za)) 0
a

d:):l(a) -1

mit aL —mzxz Dis

=J= Zi:l Di: Gesamtlmpuls bleibt erhalten.
Allgemein: Rechnungen analog zu 1.5, daher nicht wiederholt.
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2.5 Das Hamiltonsche Prinzip

Alternativer Zugang, dquivalent zu Lagrange-Gleichungen zweiter Art

Gegeben sei ein System mit m Freiheitsgraden g; (generalisierte Koordinaten)
und bekannter Lagrange-Funktion L(g,¢,t); Notation g = (g1 gm))-

Definiere Wirkung einer " Trajektorie” ¢(t) in dem Zeitintervall [to,?1]:

I- [t:l at L(g(t). i(t).1)

2.5.1 Das Prinzip

Die Bewegung eines Systems zwischen zwei Zeiten ty und ¢; bei vorge-
gebenen Anfangs- und Endpunkten g(to), ¢(t1) verlduft derart, dass die

Wirkung I = ftzl dt L(gq,q,t) extremal wird.

(im Allgemeinen minimal. ,,Prinzip der kleinsten Wirkung*®)

* Was bedeutet das?
foisidlide. T Gt
oy Wik T450)]

tatsichliche Bahn g(t)
- Wirkung I{q(t)]
& lwmachiatle Toleatn ) + 3qL4) benachbarte Bahnen g(t) + 0g(1)
40 ' o i dq(t) infinitesimale Variation
S Ao A — Wirkung I{g(t) + dq(t)]
»1 minimal“ heiflt: I[q] < I[g + dq] fiir alle dq

»I extremal® heifit: 61 := I[q+dq] - I[q] = 0+ O((6q)?)
- (R

Abweichung der Ordnung ((5(])2

+ Mathematisch etwas préziser
Wirkung I ist extremal, wenn fiir die differenzierbaren Wege n(t) mit

n(to) = n(t1) = 0 gilt: lim 1(1[g + en] - 11q]) = 0.

Sei nun I[g +dq] - I[q] = 0 fiir alle Variationen dq

=0-= }ldt{L(g+ 0q,q+0q,t) - L(q,q,t)}

v - Taylorentwicklung des Integranden um g;(t)
= f d{ Z (aL 0qj + 5i-8d;) + O((89)*)}

v - Partlelle Integration bzgl. (5q'j (‘ftéqj
- z {/dt - 5g;+ | 0 qj] fdt((igj 545}

- 5qj(t0) 6q;(t1) =

:t}ldt(a—L - ia—.L_)aqj fiir alle {5q;}

0

9q; dt 9q

d oL _
= Da die d¢; unabhéngig sind, folgt: —J ~dqiog - 0

~ Hamilton-Prinzip ist dquivalent zu Lagrange-Gleichungen zweiter Art.
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* Bemerkung: Rechnung oben ist ein Beispiel fiir die Losung eines Extremalproblems
mit Hilfe von Variationsrechnung. Fiihrt oft (wie hier) auf Differentialglei-
chungen, den sogenannten ”Euler-Lagrange Gleichungen”.

Beispiele fiir Extremalprobleme in anderen Bereichen der Physik:
Castigliano-Prinzip (Elastostatik), Fermatsches Prinzip (Strahlenoptik),
Jaynesches Prinzip (statistische Physik).

2.5.2 Hamilton-Prinzip mit zusitzlichen Zwangsbedingungen

Zugang iiber Hamilton-Prinzip erm&glicht Kombination von Lagrange-Gleichungen
erster und zweiter Art - z.B. wenn Zwangsbedingungen teilweise holonom
und teilweise nicht holonom sind.

Gegeben: m generalisierte Koordinaten ¢;, und Lagrange-Funktion L(g, g,t)
Aber: g; nicht unabhéngig, zusatzliche Zwangsbedingungen liegen vor.

Einfachkeitshalber zunéchst nur eine Zusatzbedingung. Unterscheide zwischen

(i) Zwangsbedingung holonom: | f(q,t) =0

Erweitere Hamilton-Prinzip um ” Lagrange-Multiplikator” Term A(t)
(siehe Vorlesung ”Mathematische Rechenmethoden”)

t
e Fordere, dass | I — f "a A(t)f(q,t) | extremal
] 4q

0

t m
— Variationsrechnung: I[q +dq] - I[q] - [ dt A(t) ¥ g—jéqi 20
- o i=1 9

L L
= Bewegungsgleichungen: oL _ i@_ = /\(t)g—f
. . %

e Wiihle A\(¢) so, dass Zwangsbedingung erfiillt ist.

(ii) Zwangsbedingungen nichtholonom, aber lassen sich in differentieller

m
Form ausdriicken: | Y a;(g,t)dg; = ag(g,t)dt
j=1

Vergleiche mit differentieller Form der holonomen Zwangsbedin-
m
gung: ‘21 g—idqi = —g—{dt (aus: f=0= % =0)
]:

~ Legt Verallgemeinerung von (i) nahe:

t m
Ig+0)~1[q) - [ At A(®) £ asdgi 0
to 1=

L d oL
= Bewegungsgleichungen: g_q] - ag—% = A(t) - a;j(q,t)
o L d oL a
Mehrere Zwangsbedingungen a§ ). Analog = g_qj - &g_qj = %: )\(a)(t)a§- )

(fiir jede Zwangsbedingung ein Lagrange-Multiplikator A(®)(t))
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2.6 Verallgemeinerte Lagrange-Formalismen

Bis jetzt: Existenz eines geschwindigkeitsunabhéngigen Potentials U (g1 G, t)
wurde gefordert, war notwendig zur Herleitung der Lagrange-Gleichungen.

Aber: Existenz eines Potentials nicht a priori zwingend. Die Hauptsache ist,
dass die Lagrange-Funktion die richtigen Bewegungsgleichungen liefert.
Unter dieser Voraussetzung diirfen auch andere Systeme mit dem Lagrange-
Formalismus behandelt werden.

Weitere Moglichkeit: Erweiterung der Lagrange-Gleichungen zweiter Art um
einen Beitrag aus zusétzlichen Kréften Fi(R) , die sich nicht auf ein Po-
tential zuriickfithren lassen. Erweiterte Lagrangegleichung hat dann die

OL d 0L X - (Rr) OF;

Form | = - — <~ = R | mit (vel. 2.3.2S.46) | R; = S F 21

dq;  dt 9g; i1 dq;
(Herleitung analog 2.3.4 S.46: Teile Kriifte F; in konservative und sonstige Krifte auf: Fj =

-ViU + F‘;R). Aus dem d’Alembertschen Prinzip Zf\il(fh - F‘i)(Wi = 0 folgt zunichst % gTq; -

oT : fad N @ 07 _ U
Da; Q; = 0 mit der generalisierten Kraft (vgl. 2.3.2 8.46) Q; = ;1 F; 3; =~ 5q; +R;.)

Prominente Beispiele fiir geschwindigkeitsabhingige Krifte: Lorentzkraft (Kraft
auf ein Teilchen im elektromagnetischen Feld) und Reibungskrifte

2.6.1 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Prominentestes Beispiel einer verallgemeinerten Lagrange-Funktion fiir ein Sy-
stem mit geschwindigkeitsabhéngigen Kréften.

Ladung ¢; elektrisches Feld E(7,t); magnetisches Feld B(7,t);

. - = q . =
Bewegungsgleichung: |mrf= qFE + =-UxB (%)

C

elektrische —

Kraft Lorentz-

Kraft
geschwindigkeits-
abhingig!

Es gilt (Vorgriff auf Vorlesung ”Elektrodynamik” (Theorie 2)):
£, B lassen sich durch , Potentiale® gb(?,t),/i(f,t) ausdriicken:
S . o 10 - .
B=VxA; E=-——A-V
) c Ot ¢
Damit ldsst sich eine Lagrange-Funktion aufstellen, die die richtigen Be-
wegungsgleichungen (*) erzeugt:

_m 7&2_q_¢+€ P A(F,t)
2 c
BB AT s B s e
=01 & Bk - G —mia s 13 Ghads s 100 ra e - Ly G2
= mia =q(-52 _%%)+%Zﬁ(fﬁ% —fﬁ%f;j)
Ba [Fx (Fx A)]a=[3%B]a

>mi=q-E+25xB v )

ol
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2.6.2 Reibung und Dissipationsfunktion

Reibungskrifte: Beispiele fiir geschwindigkeitsabhéngige Kriéfte, die sich nicht
auf eine Lagrangefunktion zuriickfithren lassen.

(NB: Sind allerdings auch nicht ”fundamental” — im Gegensatz zu z.B. Gravi-
tationskriften oder elektromagnetische Kriften).

* Allgemein: Reibungskraft Fi(R) — verallgemeinerte Reibungskraft R; = Zf\il g—:?ﬁ’ i(R).
U J

Berechnung von R; iiber diese Formel ist im Allgemeinen miihsam!

+ Haufiger Spezialfall: Reibungskrifte auf Teilchen ¢ sind der Geschwindigkeit

des Teilchens entgegengesetzt: F Z.(R) oc —7;. In diesem Fall kann man eine

C . . . oP
Dissipationsfunktion P bestimmen, so dass | R; = el
4j

Konkret: F i(R) = —\;7; = Rayleighsche Dissipationsfunktion: P = % Zf\:fl )\Z-|7;“i|2

N
Allgemeiner: FZ.(R) =-N(v)r;i = | P=). [0 Ni(v") v do’
i=1

o7 o7 _ 07
at — dq; ~ dq;°

= OF; 5 OF a(:)?
=Rj=-5%; Ai(vi)m'wr]j == )\i(vz‘)TiT;Jj = -3 i di(vi) gqj)

(Rechnung: Fir 7;(q1, -, qm,t) gilt: 7= > g%%qj +

L 9P _ D v; v _ 1 v}
Andererseits 54, = 94 il A dv' =%, /\i(Ui)UiW; =52 )\Z(vl)vlﬁ

Mit [7;|? = v2 folgt R; = -9P[dd; v'.)

* Folgerung fiir diesen Spezialfall: Lagrange-Gleichung kann durch einfachen

Dissipationsterm erginzt werden: | —— - — + — =0 |

dtd¢; Oq;  9q;
= Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen braucht man zwei Funk-
tionen L und P.

+ Beispiel: Pendel (vgl. 2.3.5 S.47) mit Luftreibung F) = _)\¢.
Lagrange-Funktion (siehe 2.3.5 S.47):
4 L(¢,0)=T-U = %l2¢2+mlgcos¢
¥ Dissipationsfunktion: P = %vZ = %l2¢2.
~ Verallgemeinerte Lagrange-Gleichung:

%g_g - g_g =ml%¢ +mlgsing = —g—g = —\2¢.

= gB:—%Singb—%d).
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2.7 Zusammenfassung: Lagrange-Mechanik

Konzepte:

— Verallgemeinerte Koordinaten q1, ¢y,
(ermoglicht u.a. eleganten Einbau von Zwangsbedingungen)

— Zentrale Grofle, die die Dynamik charakterisiert:

Lagrange—Funktion ’ L(Q17 5 dm, Q17 Qm7 t) ‘ - %g(i = gi

(NB: Allgemeiner als Potential U(71,---7x,t) aus der Newtonschen
Mechanik (1.7 S.28). Damit kann u.a. auch Lorentzkraft im elektro-
magnetischen Feld beschrieben werden (2.6.1 S.52)).

— Wirkung | I = ft? dt L | und Hamiltonsches Prinzip (I extremal)

— Systematischer Satz zum Zusammenhang zwischen Symmetrien und
Erhaltungsgrofien: Noether-Theorem

Techniken:

Loésung von Extremalproblemen mittels Variationsrechnung

Umgang mit Nebenbedingungen iiber Lagrange-Parameter
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2.8 Wissensfragen

40

41.
42.
43.

44.
45.
46.
47.
48.

49.

50.
o1.
52.

53.

54.

55.

56.

. Was sind rheonome, skleronome, holonome Zwangsbedingungen? Geben
Sie jeweils konkrete Beispiele.

Was sind Zwangskrifte? Nennen Sie die Zwangskréfte in Thren Beispielen
aus der vorigen Frage und geben Sie die Richtung an, in die diese zeigen.

Was sind virtuelle Verriickungen?

Unter welchen Umstéinden gehoren tatsédchliche Bewegungen eines Sy-
stems nicht zur Klasse der virtuellen Verriickungen? Begriinden Sie Thre
Antwort.

Wie lautet das d’Alembertsche Prinzip?

Erkldren Sie die Lagrange-Gleichungen erster Art

Was versteht man unter generalisierten Koordinaten?

Was ist eine Lagrange-Funktion und wie berechnet man sie?

Unter welchen Bedingungen kann man Lagrange-Gleichungen zweiter Art
aufstellen? Wie lauten diese Gleichungen?

Welche Grofle ist erhalten wenn eine Lagrange-Funktion nicht von der
Zeit abhingt?

Was ist eine zyklische Variable?

Was besagt das Noethersche Theorem? Geben Sie Beispiele.

Wie lautet das Hamiltonsche Prinzip bzw. Wirkungsprinzip? Wie ist in
diesem Kontext die Lagrangesche Wirkung definiert?

Wie kann man das Hamiltonsche Prinzip formulieren, wenn die generali-
sierten Koordinaten zusétzlichen Zwangsbedingungen unterliegen?

Wie lautet die Lagrange-Funktion fiir ein Teilchen im elektromagnetischen
Feld?

Was versteht man unter der Dissipationsfunktion? Wann kann man sie
formulieren und wie kann man in diesem Fall die Lagrange-Gleichungen
zweiter Art um Reibungskrifte ergénzen?

Wie kann man Reibungskréfte einfithren, wenn keine Dissipationsfunktion
gefunden werden kann?



56

KAPITEL 2. LAGRANGE-MECHANIK



Kapitel 3

Starre Korper

© Copyright 2014 Friederike Schmid?!

Starre Korper: Ein Beispiel fiir Zwangsbedingungen

»Definition“ eines starren Koérpers
(dhnlich wie beim Massenpunkt ein idealisiertes Konzept)

- System von Massenpunkten m; mit festen Abstéinden

z.B. UA Gesamtmasse M =Y m;

— offensichtlich klarer Fall von holonomen Zwangsbedingungen

- Verallgemeinerung: Kontinuierliche starre Massenverteilung
@ Dichteverteilung o(7)
z.B. 3 .
Gesamtmasse M = [ d°r o(7)
In beiden Féllen: Insgesamt sechs Freiheitsgrade

e Drei fiir Position

e Drei fiir Orientierung @) (Ji| = 1 und Richtung des Henkels)

3.1 Beschreibung der Bewegung (Kinematik)

3.1.1 Charakterisierung des Korpers

v

Wiéhle ein Bezugssystem, das sich mit dem Korper mitbe-
J wegt (,korperfestes” Koordinatensystem)

In diesem Bezugssystem gilt:

- Diskreter Fall: Jeder Massenpunkt m; hat feste Koordinate 3;

- Kontinuierlicher Fall: Unverénderliche Dichteverteilung o(3)

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Theoretische Mechanik, Universitit Mainz, WS
2014/2015. Letzte Anderung am 24.11.16.

o7
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Sinnvoll ist es, den Ursprung des korperfesten Koordinatensystems in den
Schwerpunkt zu legen (R = % Y mf; baw. R = % [ d3r o(7) 7)
So soll es in Zukunft geschehen.

3.1.2 Beschreibung des momentanen Zustandes
L a3
2 e Zustand bzgl- ,raumfestem* Koordinatensystem X
53 z (Inertialsystem)

(i) Lage des Schwerpunktes R

— Drei Freiheitsgrade R;, Ry, R.

Definiere: : Koordinaten relativ zum Schwerpunkt

(ii) Orientierung des korperfesten Bezugssystems '

— Drehmatrix D mit bzw.
(8: korperfeste Koordinaten)
D beschreibt Koordinatentransformation ¥ — ¥

— Drei Freiheitsgrade
Konkret z.B.
+ Eulersche Winkel (z.B. Goldsteln Noltmg

- fr P <o

cosip sing 0

- 1. Drehung um z-Achse, Winkel (: Dg =|-sinp cosp O
0 0 1

1 0 0

- 2. Drehung um x-Achse, Winkel ¢: Dg =|0 cos?¥ sind

0 -sin?d cosd

cos® siny 0
- 3. Drehung um z-Achse, Winkel ¢: DL = [ —sinty) cosy 0
0 0 1

T _ T T T
DT = DI DI D!

I t:
nsgesam Freiheitsgrade: (1,9, @)
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* Drehachse und Drehwinkel: Jede Drehung lésst sich als Drehung
um eine Drehachse und einen Drehwinkel beschreiben.
Pz
— Freiheitsgrade ¢ : | ¢, | mit |@|: Drehwinkel, %: Drehachse
Pz
* Cayley-Klein Parameter oder Quaternionen
(siehe z.B. Goldstein)

3.1.3 Beschreibung der Bewegung

Bewegung eines starren Korpers setzt sich zusammen aus:

(i) Translationsbewegung des Schwerpunkts R

(ii) Rotation um eine Achse, die durch den Schwerpunkt geht.

Also: Fiir diskrete Massenpunkte: #; = R+ x 1

Fiir kontinuierliche Verteilung: 7= R+ & x @

Anschaulich: 7= R+@ - #F=R+d
Aber: |4| = const.. (Abstand zum Schwerpunkt unverénderlich)

g
w%u =20-1%=0~1L11u __*? ~ Rotation
Formal: 7 = R+, @ =DT5 mit §=const. (korperfeste Koordinaten)
—>7=R+ 4 mit i=D"3
N

- Fiir ein Inertialsystem %, das zur Zeit to mit dem korperfesten Bezugs-
system iibereinstimmt (D(to) = 1, 4 = § zur Zeit to), gilt:
DT wirkt gemiB @ = DT i = Q x @ fiir ein
- In anderen Koordinatensystemen muss dieses immer noch gelten mit
entsprechend koordinatentransformiertem €2:
i =@ x @ mit & =D

3.2 Dynamische Groflen

3.2.1 Impuls

e Diskrete Massenverteilung: '
P =Y mF; = Zmz(R+wxul)—ZmlR+wamzul MR
i

R(—/ H,_/
M 0

e Kontinuierliche Verteilung: ‘
Analog — P-= f d3u o(1) R+ x f d3u o(1)i = MR

| | —
M 0
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3.2.2 Drehimpuls
. Dislirete Massenverteilung;:
L =37 xpi
= Yo7 x 7] = Emal(R+ @) x (R+& x )]
= Smy Bx R+ Bx (& x Smytiy) + X mtis xR+ Xmy i x (6 x ;)

7 7 N—— —
— —_ @201, (W)
R M . 0 0 o

Rx P+ Y m;[@(a?) - t;(0i;) ]

= [ = Rx P+ (; w
mit ‘Iag = Z mi[ﬁféag - uiqu;g] | : Trégheitstensor

e Kontinuierliche Verteilung: Analoge Rechnung mit Y m; — [ d®u o(i)
= L =Rx P+ ? w
mit | I3 = f d*u (@) [U*0ap — uaus] | : Triigheitstensor

> |[=RxP+ &

3.2.3 Kinetische Energie

e Diskrete Massenverteilung:
1 22 _ 1 D1 )2
T-= szﬂ'i = §Zmi(R+w xui)
(2 1

=%Zmz R2+R-d)x2miﬂi+%2mi ((I)Xfl,i)Q
— — —_————
M 0 202 —(d;)?
12, 1 2222 (N2 _ Larp2, 1 .
= §MR2+§ zmi[w%?—(wui) ] =5 MR+3 xm; Zﬁ[uZ dap—Uiallig | Wwaws
K3 1 o

= %M R?+ %(ZJ (f @ mit [: Tragheitstensor wie oben

e Kontinuierliche Verteilung: Wieder analoge Rechnung

TTransl = %MR2 < Translation
I

= | T = Trvanst + TRot mit < Rotation

1
Trot = SW

1
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3.3 Der Trigheitstensor

3.3.1 Definition

Gemdf 3.2 5.59: diskrete Massenverteilung: |I,g =Y. m; (5a5ﬁ? — Ui Uig)
kontinuierliche Verteilung: |I,5 = [ d*u o(@)(dagti® — uqug)

Alternativ in Vektorschreibweise: diskret: | 7= m; (Ilﬂ? —U; ® Uy)
kontinuierlich: ‘}’: f d3u Q(ﬂ)(]lﬁQ _i®d)

fa a1b1  aibs
mit d®b=|az (b1 bo ): azb;  a2b2 - |: dyadisches Produkt

Ublicherweise wird Triigheitstensor wie oben bzgl. dem Schwerpunkt definiert.

Aber: allgemeine Definition bzgl. (beliebigem) Ursprung auch méglich

~ Diskreter Fall: |7 =Ym; (172 -7 @ 7;)
kontinuierlich: | <
ontinuierlic 7 f PBr Q(F)(]lfz _FeT)

Niitzlich vor allem bei Drehung um festen Drehpunkt

Wiihle Ursprung = Drehpunkt; &: Winkelgeschwindigkeit der Drehung

&

S
wl

Dann gilt: Drehimpuls | L =

l\DI»—\

w| ; kinetische Energie |T'

~.¢>

(Diskreter Fall:
L =Y m;(7 x#)

= Zml(ﬂ X (o:.') X Fz)) = Zml(chfJ - 1:1(771021)) = [(f)
7- WXT,

T:%Zmﬁ?:EZmi(wxﬁ-V:%Zmi(@7" —(&F;)? ):% tZJ
Kontinuierlicher Fall: analog )

~

Zusammenhang von ? und 17:

Verallgemeinerter Satz von Steiner: I=I+1 MR*-M R®R
(Diskreter Fall:
T =Smi(1i2 -7 ® ;) = S mi(1(d; + R)? - (@i; + R) ® (ii; + R))
= Y mi (162 - @; ® @) + 21 Y myti; R+ Y m; 1R? - (X myii; ®R
o g
= . . 0 M 0
+R® Zmzﬂz) ->m; R®R
| ——— ——

0 M
Kontinuierlicher Fall: analog )

3.3.2 Zusammenhang mit Trigheitsmoment

Tragheitsmoment aus der Vorlesung Experimentalphysik I bekannt

e Beziiglich einer Achse 7 durch den Schwerpunkt
=

0= [ d3uo(ii)-d? = [ d3u o(ii) (7 x 1i)>
7 Glnompust = [ d3u o(a)(#202 — (itl)2) ~ |0 =7 [ 7
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e Beziiglich einer Achse 71 durch den Ursprung

Analog: |6 =T |=i(T +1 MR- M Re® R)i

@i =5 17+ M(R? il - iR © Ri)
£ S————
e o ﬁz (1 R)2

i [ i+ M(Rx )
~ é:9+M(Rxﬁ)2 :  Satz von Steiner

i

3.3.3 Beispiel: Tragheitstensor des Zylinders

Linge L, Radius R, Masse M = Volumen V = L7t R?, Dichte ¢ = %

%9 ' Wihle Koordinatensystem mit z-Achse=Langsachse (Bild)
0 |2l < L/2,2% +y* < R?

> 4~ Massenverteilung: o(@) = 0 .
sons

Ug T COS L/2 2n R
Benutze Zylinderkoordinaten | uy Tsing | »u? =72+ 22; [d3u o(@)- = g jdz fdcp de T

Uy z

L/2 R L/2 27
~ Ing = [Buo(d) {8%-u2} =5 [dz-2° fd(pde T+0 /dz fdcpsm (p[dT 73
—_— L2
22+725sin2 \q_/w—’ﬁz—’ - 4%/—/%/—/
L3/12 2m R2/2 L ™ R4/4
3_p2 4
:Q(L{;R +L7r4R ):%(L2+3R2)
L/2 27
Ipy = [Buo(@) {~uzuy} =-0 [ dz [ dgocoscpsmcpf dr-73=0=1y,
N -Lj2 0
—72 cos psin —

O

I = [d3u (@) {~uzus} = -6 f dz_[ dcpcosgof dr-7=0=1,,
——— -L/2 0O
—TZCOsS@ h\(;—/

Tyy = Iz und Iy, = I, aus Symmetriegrﬁnden (da x- und y-Richtung dquivalent)
L/2

I, = [d3u o(@) {42 -u2} = ¢ f dzfd@de - 7§L7rR :%MRQ
\T/ -L/2
. L 2m R4/4
_ (LM(L*+3R?) 0 0
~ Zusammenfassend: [= 0 % M(L? + 3R?) 0

0 0 M R?

(NB: Hier keine Nichtdiagonalelemente, aber im allgemeinen Fall natiirlich schon!)

Anwendung: Kinetische Energie eines rollenden Zylinders
e T:%Mv2+% I, (ﬁ)zzﬁMUQ

L

N——
MR2/2 v/R
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3.3.4 Einschub und Erinnerung: Physikalische Skalare, Vekto-
ren, und Tensoren

Betrachte eine Koordinatentransformation ¥ —» ¥/

zwischen zwei orthonormalen Systemen

mit demselben Ursprung

. (2 = = . (2l 2 2
Basen: ¥: (é1,€2,€3), X': (€],€5,¢65

Darstellung eines Ortsvektors 7
in 3: Koordinaten (ry,72,73) mit r4 = (€o - 7) = 7 = Y, €aTa
in ¥": Koordinaten (r{,r5,r4) mit v, = (€, -7) = 7= Y, €,r,
~ Transformation ¥ — X': r, = (€, -7) = (€, X €grg) = X Uaprp
B B

~ mit Transformationsmatrix: | U,p = (€,€3) = cos(« (€,,€3))
S
Winkel

NB: U ist orthonormal: UUT = UTU =1
( [UUT]ap = ZUarUgy = $(8LE4)(E4€p) = &, T &1 (84€)) = €485 = bap v )
Y vy

e,
Definitionen:
(i) Physikalischer Skalar: Einkomponentige Grofie a, die sich unter der

Koordinatentransformation ¥ — 3 nicht veréindert:
(ii) Physikalischer Vektor: Dreikomponentige Grofe u, die sich unter

¥ - ¥ geméB |uy, = Y Uspug | bzw. |u' = Uu | veréindert.
B

(d.h.: Transformiert sich unter Drehung wie ein Ortsvektor)

(iii) Physikalischer Tensor: Neunkomponentige Grofie A, die sich unter

Y - X gemil A;B = Z UarUgsAs | bzw. | A’ = UAUT | veriandert.
76 — —

(Falls u Vektor, A Tensor, ist Au wieder Vektor, A'u' = UAUTU u=UAu)
4 4 4 P 4
1
(iv) Physikalischer Tensor nter Stufe: 3"-komponentige Grofie Ty, ..q,,
die sich unter

Y- Y gemdB|Th, 0. = Y. UaipUanp, T8 -p, | verdndert.
Bi---B

Folgerungen

e 1 ist ein Skalar  (klar)
1 ist ein Tensor (1 - ULUT =1 invariant)

e Falls v und v Vektoren sind, ist u-v ein Skalar.

V1
(w-v=(uruzus)|ve | =ulv — uwTv' = (Uw)T(Uv) =u? UTU v=uTv)
US PN 14 T

e Falls u und v Vektoren sind, ist u ® v ein Tensor.

u
(u®uv= (uz) (v1 vz v3) =up” — W™ = (Uu)(Un)" = Uup™UT)
u3 -
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Darstellung von Skalaren, Vektoren, Tensoren in einer Basis X

(i) Skalar a: klar - a

(11) Vektor : U = (ﬁéa) < U= Z Ua o (siehe oben)

(iii) Tensor A: |Ags=6a Aéa < A= Aupéa ® s

1\ [0\ [0
( Gilt fiir Basis X: (€1,€2,83) = ( (0) , (1) , (O) ) — check durch Einsetzen
0 0 1

Andere Basis ©': A] 5 = %Ua'yUﬁéAwS = z};(éfxé’v)(élﬁéé)éw A &
b ¥
=Y, (6,8) A Y és5(ésey) = &g A &Y )
~ 5
N N——

~r =/
54 €3

3.3.5 Hauptachsentransformation

* Transformationsverhalten des Trigheitstensors

Zur Exinnerung: T = > om; (142 - i; ® ;) (diskreter Fall)
' [ d3u o(it)(14% -4 ® ) (kontinuierlicher Fall)

Nun gilt:

1 ist ein Tensor, %2

5 ein Skalar, 1; ® ; ein Tensor
~r IMZ? —U; ® U; ist ein Tensor
analog natiirlich auch 142 -4 ® @

<>
= J ist ein Tensor !

(Daher natiirlich der Name ,, Triigheitstensor®)

+ Hauptachsentransformation

Fazit bis jetzt:

I transformiert sich unter Basiswechsel gem#fl I — UITUT
Weiterhin: I ist symmetrisch: I,5 = I3,
Spektralsatz der linearen Algebra
o [ hat reelle Eigenwerte
e Eigenvektoren spannen den dreidimensionalen Raum auf
e FEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen senk-
recht aufeinander

,Erklarung®: Eigenwerte und Eigenvektoren
Ausgangspunkt: Eigenwertgleichung }) =AM

hat Losungen fiir spezielle Werte von \: Eigenwerte
Die Losungen 7 zu einem Wert A heiflen Eigenvektoren zu A
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Es gilt:
e Falls 71, 7o Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert
— any + by ist auch Kigenvektor
e Falls 711, 7190 Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
und :7 symmetrisch — 7iq - 7i9 = 0, also 71 L 7ig
(I symmetrisch = iy T fia = fig T 71 = Ty hafia = g A1y
= (A2 - A)Aifia =0=>7fig=0da Ay # X2 v )

Folgerung: Aus den Eigenvektoren kann man eine Orthonormalbasis (71, 7i2, 7i3)

konstruieren. In dieser Basis ist I diagonal.
Nomenklatur:

Basisvektoren i, 712, 713 heiflen Haupttragheitsachsen
(bieten sich an als Achsen eines korperfesten Bezugssystems)

Zugehorige Eigenwerte A, = I, heilen Haupttrigheitsmomente.

3.3.6 Zusammenfassung und Folgerungen

o 3
Allgemeine Darstellung des Trigheitstensors: | [ = Z Iy g @i

I: Haupttriagheitsachsen, 7io: Einheitsvektoren entlang Haupttrigheitsachsen

Koordinaten des Trégheitstensors in beliebigem Bezugssystem (€1, €z, €3)

PN 3
Ing=€n I ég=Y I Eaiiy®TyEg ~ |Ing =Y. I (Eatty)(Eatiy)
v =1

= Rotationsanteil der kinetischen Energie

Rotationsanteil des Drehimpulses

Liot =1 @ = ¥ I (7ia@)iiq

~ zeigt nicht unbedingt in Richtung von @

~ Bereits bei kriiftefreier Bewegung mit L = const. komplizierte Bewe-
gungen moglich
L

=

L

~ = Fallsw | L: Drehachse muss sich stiindig drehen
ﬂ -
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3.4 Dynamik und Bewegungsgleichungen

3.4.1 Zugang direkt iiber Krifte
3.4.1.1 Drehmoment
Zunéchst diskrete Massenverteilung

Impuls: 4 E % Spi=Ypi=YF; = [": Gesamtkraft

Drehimpuls: 4 E % > X P
= Y (7 x ﬁz + T;i X pi) = 2T % FZ =: M: Drehmoment

—
0 da parallel

Falls Ursprung im Schwerpunkt liegt, gilt speziell

%: i(?d})zzaixﬁ’i::]\z(o)

Allgemein (beheblger Ursprung)

AL _d(RxP+ [o)=RxP+3(T)
- C;f N = Bx B+ 8O

Kontinuierliche Massenverteilung: analog
Kraftdichte f(7): Auf Massenelement o(7)d*r wirkt Kraft f(7)d®r
Cesamtkraft: F = [ d3rf(7) L P=F

Drehmoment: M) = [ d3u(a x f(a)) SL=R

3.4.1.2 Eulersche Gleichungen

Ausgangspunkt: M) = c%(? @) (raumfestes Schwerpunktsystem)

~ Transformation in rotierendes korperfestes System

mittels (<5 ) =G+ - (siche 1.3.2 S.14)

raumfest kérperfest

Daraus folgt: M(® = L(T @) =@ x (I @)+ Lo (T ©)-

I O 0 Tiwy
NB: Im Hauptachsensystem ist I— 0 I 0l=>ax (] @) =w x| Iow2
0 0 I3 T3ws

und %'kérperfest( I ) I (%(I} - x ) I di

= Bewegungsgleichungen im korperfesten Hauptachsensystem
Eulersche Gleichungen [ & d““ + (I3 — I3)wows = Ml(o)

Ipde2 dw2 + (I - Is)wswy = MV

[des dws + (I~ I )wyws = M(O)
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3.4.1.3 Beispiel: Kriftefreier, symmetrischer Kreisel

Betrachte einen uniaxialen Kreisel mit Symmetrieachse €5 = €5 im korperfesten
System, d.h. den Haupttrigheitsmomenten I = I # I3

(a) Korperfestes Bezugssystem

Dritte Euler-Gleichung: I37 dw?’ =0 = w3 = const..

Definiere ) = £3 111 w3

~ 1. und 2. Euler-Gleichung;: % + ng 0, =2 - Qu, =
Definiere komplexe Funktion @ = wy +iwy = % —iQD =0 = @(t) o<

wi Wy cos(Qt+a)
~ Im korperfesten System ist | wo |=| w,sin(Qt+a)
ws ws
(mit Integrationskonstangen w, und «).

Insbesondere: Der Anteil w3 der Winkelgeschwindigkeit um die Symme-
trieachse ist konstant.

Weiterhin: Betrag || = \/w? + w2 ist fest. @ rotiert gleichm#Big um Sym-
metrieachse €5 = €5 mit Winkelgeschwindigkeit (2.

(b) Raumfestes Bezugssystem (raumfestes Inertialsystem)

Fester Drehimpuls: L = & = const., Symmetrieachse &

Wihle raumfestes Bezugssystem so, dass es zum Zeitpunkt ¢y identisch
mit dem korperfesten Hauptachsensystem ist mit €5 = €3.
= L= 1@, + I3w3és mit w, =& —w3és (w, L &)
Verwende ) = 13- Ilwg = L= (@) + (w3 +Q)és)

Vergleiche damit @ =@, + w3és = |W= fj/Il - Q&

Daraus folgt:

e &, L und &, (Symmetrieachse) liegen in einer Ebene!

e Falls L nicht parallel zu Kreiselachse &:
~ &g fithrt Prézession um (raumfeste) Achse L/L durch.

NB: Allgemein versteht man unter Prizession die ”Drehende
Bewegung der Achse eines Kreisels um eine auflerhalb des
Kreisels liegende feste Achse”. Wir diskutieren hier den Fall
der ”drehmoment-freien” Prézession. Prézession kann auch
durch ein &uleres Drehmoment induziert werden, z.B. durch
ein Schwerefeld. Unter Einfluss eines Drehmoments macht
auch der Drehimpuls L eine kreisende Bewegung (siehe 3.4.2.2).

° Winkelgeschwindigkeit der Prézession wp,szession = E/I 1

(da dés :wxes_IL xés)
° Winkelgeschwmdlgkelt der Drehung um Symmetrieachse im raum-
festen System: wgymmetric = —§2.
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3.4.2 Zugang iiber Lagrange-Funktion
Allgemein: L=T-U = LMR? + L& T @ - U(R, Winkelvariablen)

~ U und @ miissen als Funktion der Winkelvariablen und ihrer zeitlichen
Ableitungen ausgedriickt werden.

3.4.2.1 Lagrange-Funktion starrer Kérper in Eulerschen Winkeln

Konkrete Form der Lagrange-Funktion, falls als Winkelvariablen die Eulerschen
Winkel gewéhlt werden (vgl. 3.1.2 S.58) und als korperfestes Koordinatensy-
stem das Hauptachsensystem.

Erinnerung: Euler-Winkel ¢, 6,1 beschreiben sukzessive Drehung des Koor-
dinatensystems vom raumfesten System Y zum koérperfesten System X'
mittels

Drehung um z-Achse, Winkel ¢: DZ; =|-sinp cosp O

cosp sinp 0
0 0 1

1 0 0
Drehung um x-Achse, Winkel 9: ’Dg =10 cos?¥ sind¥
0 -sind cos?

cos?y  sinyp 0
Drehung um z-Achse, Winkel : Dg =|-siny cosyp O
0 0 1

Zusammenhang zwischen
raumfesten Koordinaten
und koérperfesten Koordinaten '
@' =D"i mit DT = D DD

= Drei zeitlich verénderliche Winkelvariablen
~r drei Beitrdge zur Winkelgeschwindigkeit: w = Wy, + &g + Wg.

Betrachte nun Koordinaten von @ im korperfesten System.

e Beitrag von ¢: Im raumfesten System ist Wy = (0,0, b) = Dgwqb
Korperfestes System:

0 0 sin @ sin ¢
Gp=D"[ 0 |=DiDg| 0 |=¢| sinfcosy
1) 1) cosf

e Beitrag von 6: Wy = (6,0,0) = D} @p in einem Koordinatensystem X,
in dem Drehung bzgl. ¢ schon stattgefunden hat.

0 . cos 1
~ Korperfestes System: &y = DZ; 0 |=0] -siny
0 0

e Beitrag von ¥ @:p = (0,0,4)) = Di&)w im korperfesten System.
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= Kinetischer Beitrag der Rotation:

é sinfsiny + 0 cosv
mit @' =Wy + Wy + Wy =| ¢ sinfcosy -0 siny

¢ cosl + Y
c T 12, 13 2
= Lagrange-Funktion: L = sMR"+ 5 Y1 [ow',, U

3.4.2.2 Beispiel: Symmetrischer Kreisel im Schwerefeld

Symmetrischer Kreisel (I7 = I # I3), wird an einem ” Unterstiitzungspunkt”
festgehalten, der den Abstand [ zum Schwerpunkt hat.

Wihle als Nullpunkt aller Koordinatensysteme (korperfest und raumfest) den
Unterstiitzungspunkt (nicht den Schwerpunkt). Uberlegungen aus 3.4.2.1 S.68
konnen trotzdem iibernommen werden. I, I, I3 sind nun Haupttragheits-
momente fiir Drehungen um den Unterstiitzungspunkt.

= Rotationsenergie: Ti., = %(ng sin? 0 + 62) + %((ﬁcos 0 +1))>
Potentielle Energie: U = Mgl cos0

= [ = %(Q'stin29+9‘2) + %”(q'ﬁcosﬁ+@/'})2 - Mgl cos@

Bewegungsgleichungen kénnen nur numerisch gelost werden.
Hier: Analyse anhand der Erhaltungssitze.

Erhaltungsgrofien:

o Zyklische Variablen: ¢,
= py = g—i = I3(¢ cosO +1)) = I3ws = const.
(Rotation um Symmetrieachse)
Dy = g—g =1, ¢ sin®6 + Py cos 0 = const.
(Préizession von ¢ bei gegebenem )
e Energie: E = 12—1(<z52 sin? 0 + 62) + %((]50039 +))%2 + Mgl cosf

:erhé?JriJrM l cosb
211 sin” 6 2 213 g

Analyse: Substituiere u = cosf — 6% = 42/(1 - u?)

2
o g b @ Py aror,

oL (1-w?) " 21-u2 ' 213 9
= 30+ Vie(u) =0

mit Voe(u) = 7-[ (57, - E+ Mglu)(1-u?) + —(pd);;f -]

~ entspricht Bewegung eines Teilchens der ” Gesamtenergie” 0 im effek-
tiven Potential Vg(u), uwe [-1,1].

NB: V.g(u) ist ein Polynom 3. Grades,
Via(2£00) > Foo, Vig(21) = % >0
~ maximal zwei Nullstellen im Bereich u € [-1,1]
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Diskussion:

e Nullstellen von V,g(£1) entsprechen den Umkehrpunkten einer oszil-
latorischen Bewegung in 6: ” Nutation” zusétzlich zur Prézession.

e Nutationsfreie Bewegung moglich, wenn die Nullstellen von V.g(u)
aufeinanderfallen.

e Weiterhin gilt wegen pg — pyu = gﬁ[l(l —u?): & wechselt periodisch
das Vorzeichen, falls py — pyu das Vorzeichen wechselt.

= Verschiedene Kategorien von Kurven.

— Vorzeichen von <z5 bleibt gleich: Wellenférmige Bewegung.
— Vorzeichen von ¢ wechselt: Schraubenférmige Bewegung.

— Unter sehr speziellen Bedingungen auch moglich: Umkehrpunkte
von «u fallen aufeinander, nutationsfreie Prizession.

e Drehimpuls L =? @ ist nicht erhalten!
(es lohnt sich nicht einmal, L hier auszurechnen!)

3.5 Wissensfragen

57. Was versteht man unter einem starren Korper?

58. Was sind die Eulerschen Winkel?

59. Was zeichnet einen physikalischen Tensor aus?

60. Wie ist der Tragheitstensor eines starren Korpers mit der Massenvertei-
lung p(7) definiert?

61. Wie hingt der Trigheitstensor mit dem Trigheitsmoment zusammen?

62. Geben Sie den allgemeinen Ausdruck fiir den Drehimpuls und die kineti-
sche Energie eines starren Korpers an. Welches ist der Translationsanteil?
Welches ist der Rotationsanteil?

63. Was ist eine Hauptachsentransformation?

64. Was sind Haupttragheitsmomente? Was sind Haupttragheitsachsen?

65. Wie lautet der Satz von Steiner und der verallgemeinerte Satz von Steiner?
66. Wie ist das Drehmoment definiert?

67. Wie stellt man allgemein die Lagrangegleichung fiir starre Korper auf?
68. Wie lauten die Eulerschen Gleichungen? Was beschreiben sie?
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Hamiltonsche Mechanik

© Copyright 2014 Friederike Schmid'

Annahme in diesem Kapitel:
Es existiert eine Lagrange-Funktion L(q1--Gm, q1-*-4m,t), die die Zeitent-
wicklung des Systems vollstéindig beschreibt.
(Also insbesondere: alle Zwangsbedingungen sind holonom)

~ Lagrange-Mechanik reicht vollig aus, um Dynamik zu beschreiben und Be-

wegungsgleichungen aufzustellen (g—; = %g—; Vi)
J J

Aber: Lagrange-Formalismus hat einige ,, Nachteile“:

- Grundlegende Erhaltungsgréfien (Energie, Impuls) tief ,, vergraben
- L hat keine physikalische Interpretation

- ¢; und ¢; gehen nicht gleich ein, asymmetrisch — ,,unésthetisch®

Hier: Einfithrung eines alternativen Formalismus ohne diese Nachteile.

~ generalisierte Orte und generalisierte Impulse.
Wird nichts bringen fiir die Bewegungsgleichungen, aber:

- Erhaltungsgrofien sichtbarer

- Neue charakteristische Funktion H (g1 ¢m,p1-- Pm), die oft eine physi-
kalische Interpretation besitzt: Energie

- Verdeutlichung der mathematischen Struktur der klassischen Mechanik

= Besserer Ausgangspunkt fiir manche mechanischen Probleme.
Natiirlicher Ausgangspunkt fiir statistische Mechanik und Quantenme-
chanik (wird in entsprechenden Vorlesungen klar werden)

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Theoretische Mechanik, Universitit Mainz, WS
2014/2015. Letzte Anderung am 24.11.16.
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4.1 Generalisierter Impuls
Definition:

Gegeben Lagrange-Funktion L(q1--*¢m,41-**Gm,t)

~ Bewegungsgleichungen %g_q? - g_(f
J 5

Formaler Vergleich mit Newtonschen Gleichungen: %ﬁi =F;
mit §; = gewohnlicher Impuls - motiviert Verallgemeinerung:

oL
0q;

Generalisierter Impuls: | p;

NB: Falls g—qu =0, ist p; eine Erhaltungsgrofie: p; = const.
Beispiele:
(i) N Massenpunkte im Potential U (7 7y ), kartesische Koordinaten

L:%Zmif‘ia_U('Fl”'FN)

e

= Dia = dﬂfa =m;7T; o ~ gewohnliche Impulse p; = m;7;

(ii) Geladener Massenpunkt im elektromagnetischen Feld (2.6.1 S.52)
L =27 - q¢(7,t) + LFA(7, t)
@pa:%zmer%Aa bzw. [)’zm?+%A

~ generalisierter Impuls # gewohnlicher Impuls ! (Feewsnniicn = m7)

(iii) Perle auf rotierendem Stab (Beispiel in 2.3.5 S.47)
L(r,r) = %(7’“2 +1r2w?)

"JF%’[ =>p= % = mr= Radialimpuls p,

: ~ wieder verschieden vom gewohnlichen Impuls
\ D =mv =m7rép + Mwréy,

= Generalisierter Impuls p; ist oft ungleich dem gewdhnlichen Impuls.

Aber: hat Aussichten, Erhaltungsgrofie zu sein
(falls g; zyklisch ist, siehe 2.4.1 S.48)

~ Wunsch: Formalismus, in dem ¢; durch p; ersetzt ist.

4.2 Legendre-Transformation und Hamilton-Funktion

Ausgangspunkt: Lagrange-Funktion L(q1--¢m,q1--*Gm,t), die ein bestimmtes
dynamisches System vollsténdig beschreibt.

Gesucht: Funktion H(q1 - qm, p1---Pm, t) mit p; = g—;, die dasselbe leistet

Weg: Legendre-Transformation
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4.2.1 Vorbemerkung: Legendre-Transformation

e Zunichst in nur einer Variablen

Gegeben stetig differenzierbare Funktion f(x), streng konvex oder kon-

kav (f"(z) #0 V)

s
£ \ — f'(x) streng monoton steigend oder fallend
— & = f'(z) eindeutig umkehrbar: x = z(§)

-j“

Wunsch: Eine Funktion F'(§) finden, die dieselbe Information wie f(x)
enthilt ~ aus F(§) muss f(z) sich eindeutig rekonstruieren lassen
1. Versuch: Ordne jeder Steigung & den Wert f(x(§)) zu:
F(§) = f(x(£))
1 y Problem: f (z) kann aus F'(§) nicht eindeutig
{ s rekonstruiert werden: Falls f(z) Losung von
o F(&) =f,ist f(x —a) auch Losung fiir alle a!
= Informationsverlust: nicht akzeptabel

Ausweg: Ordne jeder Steigung £ den zugehorigen Achsenabschnitt zu

' A Angabe des Achsenabschnitts definiert f(z)
i' lﬂ% vollstdndig: Konvexe/Konkave Einhiillende der
Tangentenschar mit Steigung & und Achsenab-

- schnitt F'(£)

= ’F(ﬁ) =f-¢ m‘ mit [¢ = f'(z) |: Legendre-Transformation

e Verallgemeinerung auf mehrere Variablen

Sei f(z1---x)) konvex: det 89?2(’)];k # 0 iiberall

0 0 ko
S » PG Ty 2 p -5 2,

4.2.2 Anwendung auf Lagrange-Funktion

Zuriick zur Lagrange-Funktion L(q1--qm, G1-**Gm, 1)

9°L
9404
(fiir kinetische Energie ~ 1 " m;i? typischerweise erfiillt)

Nimm an: L konvex in ¢; ~ det( ) # 0 {iberall

~ Dann lésst sich p; = g—; eindeutig nach ¢; auflésen und Legendre-T. kann
J
angewendet werden bzgl. p; = g—;: L—>L-% g—qL_q'j =L -3 p;q
J j J

Fiihrt zur Hamiltonfunktion | H(q1-*Gm, p1--Pm,t) = Y. pjd; — L
enthélt die gesamte Information iiber das dynamische System
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Bemerkung: H = ¥ 2 T qJ —L ist gerade die Erhaltungsgrofle, die nach 2.4.2 S.48

aus Zeltunabhanglgkeit von L folgt. (H = const., falls %—f =0).
Bei skleronomen (zeitunabhéingigen) Zwangsbedingungen kann der Wert
von H mit der Energie E identifiziert werden.

Beispiele:
(i) N Massenpunkte im Potential U (71 7n)
L= b Zmz -U;pi= z 2
= H =Y piri- L :§Z%+U:M

(ii) Geladener Massenpunkt im elektromagnetischen Feld
L=2/—q¢+ %1%;1; ;5=m7%+%;1 bzw. 7 = L (ﬁ——A)

. 1 -
= |H=pi-L= 2_(]3— QA)2 +qo (’:‘%F2 +q¢ ,Energie®)
m c

(iii) Perle auf rotierendem Stab

L(r,7) = m('r +7%?);p=mi=H=pr - L= ——72”7"2@)2
~ H ist Erhaltungsgroéfle, aber nicht die Energie (E = %?2 =L #

const.)

4.2.3 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Im Lagrange-Formalismus gilt:
Lagrange-Funktion: L(q1** Gm, {1 Gm,1t)

— Lagrange-Gleichungen: %g_qL. _ g_q;
J j

Daraus folgt im Hamilton-Formalismus:
Hamilton-Funktion: H(q1 ¢m,P1+ Pm,t)

oH__ . oH_
8q] J J

— Hamilton-Gleichungen:

apj

( Rechnung: Schreibe L(q1+ ¢m,p1- Pm) = L(q1 gm, 41+ dm) mit d; = ¢j(q1+ gm,P1* Pm)
(L, L: gleicher Zahlenwert, andere funktionale Form)
H = Zp]q](ql Gm,p1 pm) L(q1 Gm,P1- pm)

f”PJ Bpg ; oL 945 . oL 94;
qu Z( 9, Ut Pj 3(1 3% Z( 3q,, 1T Pi 3qk ) Z( 9q; Oqy 8qJ gy, )
8L _ _d oL e It
_ __d R 0 Sik :
- aqk T dt 9qp pk v ik P
o oL 945 oL 94y _ .
AnalOg Z( opy, 43 T Pj 3Pk L) - Z( da; Opy + dd; Opr )=dr V)
Sik 0 Pj

Folgerung: Zeitentwicklung des Werts von H

M@ (@) (), p1(t)~ p(8),1) = TG 4+ 54 1) + G = G
J = H/—/
—pj q;
~ (11—7: = 687: ~ H = const., falls H nicht explizit zeitabhéngig (aH 0)
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Beispiele
(i) N Massenpunkte im Potential U (71 7x)

1y B o
:§Z—l+U(7"1"7"N)

8%_171&— a_H—a_U:_'~
Oia  mi Tia & Oria ~ Oria Pia

(ii) Geladener Massenpunkt im elektromagnetischen Feld
H=5-(p-24)* +q¢

9 . o - o]
T S R A TRO Y

~r

(iii) Perle auf rotierendem Stab

4.2.4 Modifiziertes Hamiltonsches Prinzip

Dynamik im Lagrange-Formalismus < L(q1-**¢m,G1-**Gm,t)

Zwei dquivalente Formulierungen: (2.5 S.50)

i . 0L _ d oL
- Lagrange-Gleichungen: 3 e = dog

- Hamilton-Prinzip: I{q;(t)---gm(t)} = fdt L extremal,

d.h. 01 = I{q +0q} - I{q} = 0 fiir alle Variationen dg;,
die bei tg,t; verschwinden (dg;(to) = dg;(t1) = 0)
(Notation hier: ¢= g1+ gm)

Im Hamilton-Formalismus < H(q1* Gm, D1 Pm,t)

Wieder Aquivalenz zw. Bewegungsgleichungen und Variationsprinzip:

M _ . . M
- Hamilton-Gleichungen: 3 9, = Di 5 ap, =qj

- Modifiziertes Hamilton-Prinzip:

I'{qi(t)-qm(t), p1(t)--pm(t)} =fdt(§:quj —H) extremal,

0
d.h. 01" = I'{q + dq,p+ p} - I'{g, p} = O fiir alle Variationen
dqj, Opr, mit dq;(to) = 6g;j(t1) = 0 (keine Bedingungen an dpy(t)!)
(Notation wieder: ¢=q1+ gm, P=P1+ Pm. )

(Nachweis der Aquivalenz:
61" =1I'{q +dq,p+p} - I'{q,p}
t1
. . 9 o)
= Jat £Crsd; +ps04;) - S5 op; + §toay)]
partielle Integration bzgl. §¢;. Benutze dq;(to) = dq;(t1) =0
t1
. 9 . 9
:t£ dt[%;épj(q]- -G+ %35%'(*191 - a%f)]
verschwindet genau dann fiir alle dg;,dp; (mit dg;(to) = dq;(t1) =0),
wenn ¢; — —_Dundpj ——0 v )
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4.3 Poisson-Klammern

Definieren mathematische Struktur der klassischen Mechanik

Ab jetzt hiufig Kurznotation: ¢ := ¢ - qm, p:= pq D,
F) 9 9 i d

dq "~ O 5(1 " 9p T Ap1 Opm>

4.3.1 Definition

Motivation: Zeitliche Entwicklung von dynamischen Grofien.
Dynamische Gréle oder ”Observable”: Funktion f(q1+ gm,p1+ pm,t) = f(q,p,t)
(z.B. kinetische Energle Schwerpunkt, Drehlmpuls )

df - of OH _ Of M
Es gilt: Z(aq g+ 8p o, 03) * Z(Tﬁ@_a_m%)

= Allgemeiner Ausdruck fiir zeitliche Entwicklung einer Observablen:

% ={f,H}+ % mit {-,-}: Poissonklammer

gy =Y (2L 09 _0F 09y 0F 0f O8f 0f
’ 5 0q; Opj  Op; Og; dqg 9p Jp Oq

fiir beliebige differenzierbare Funktionen f und ¢

Speziell: Falls f nicht explizit zeitabhéngig (f(g,p)), gllt ={f,H}

= ’ f ist genau dann eine Erhaltungsgrofie, wenn { f, ’H} = 0‘

~ Allgemeines Kriterium, mit dem man schnell feststellen kann,
ob eine gegebene Observable erhalten ist.

4.3.2 Bedeutung und Eigenschaften der Poissonklammer

Grundlegender Raum: Menge der unendlich oft differenzierbaren dynamischen
GroBlen f(q1+ ¢m,P1 Pm,t), d.h. die Menge C*° (D) mit D = Q xR, wobei
Q={(q1" @m,p1~ pm)} der 2m-dimensionale " Phasenraum” der zugéingli-
chen Orts/Impulskoordinaten (mehr zu diesem Begriff siehe 4.5 S.82).
~ bilden Vektorraum V iiber R (oder C)

Poissonklammern: Definieren ,,Produkt“: VxV — V

(f,9) — A{f.9}

mit den folgenden Eigenschaften: (Beweis: (i),(ii) klar, (iii): Einsetzen)

(i) Bilinear: {af1 + Bf2,9} = a{f1,9} + B{f2, 9}

{f,ag1+ Bg2} = o f, 91} + B{ [, 92}
fiir alle a?/B eR (bZW (C)’ f7f17f27gaglu.92 eV

(i) Antisymmetrisch: {f, g} = —{g, f}

(iii) Jacobi-Identitét: {f,{g,h}} + {g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0
fir alle f,g,heV
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Einen Vektorraum mit einem Produkt (einer inneren Verkniipfung), das die
Eigenschaften (i)-(iii) erfiillt, nennt man eine Lie-Algebra.

(Weiteres Beispiel einer Lie-Algebra: R® mit Vektorprodukt d x b)

~ Mathematische Struktur der klassischen Mechanik:

- Vektorraum iiber R oder C: Menge C* der unendlich oft differenzier-
baren Funktionen f(q,p)

- Lie-Algebra darin, Poissonklammer

4.3.3 Beispiele fiir Poissonklammern

e Fundamentale Poissonklammern
{gj,qx} = {pjspr} =0
{g5,pe} =056 5 Apj,an} =0k

e Drehimpulskomponenten
{erLy}:Lz; {LyaLz}:LchS {LZaLz} :Ly
(Beweis: Einsetzen)

e Partielle Ableitungen dynamischer Gréfien
0, 0,
o ={a 5L =—{pi 1)
(Beweis: Einsetzen)

4.4 Kanonische Transformationen

4.4.1 Definition und einfache Beispiele

Ausgangspunkt:, Phasenraum“{(q1-¢m, p1--pm) } = {(¢,p) }

Definition :
FEine kanonische Transformation ist eine Koordinatentransformation
(@1 s 1 D) — (Q1+Qums Pro+-Pon) bzw. (g, p) —> (Q, P)
die Hamiltonsche Strukturen erhilt. Das heisst, dass es fiir jedes dyna-
mische System, dessen Bewegung durch eine Hamiltonfunktion H (g, p,t)
bestimmt wird, eine Hamiltonfunktion #'(Q, P,t) gibt, so dass die Bewe-
gungsgleichungen des Systems bzgl. () und P wieder Hamilton-Gleichungen

. O ! . 6’
sind (%:—Pj; a—%sz).

Falls sogar H' = H (dem Wert nach), spricht man von
einer kanonischen Transformation im engeren Sinne.

Beispiele fiir kanonische Transformationen

- Vertauschung von Ort und Impuls

(q1Gm, pr-pm) —> (P1Pm> =1 = Gm) bzw. (¢,p) — (p,~q)
~ Bewegungsgleichungen: Hamiltongleichungen mit H' = H

Dagegen: Vertauschung (g,p) — (p,q) ist nicht kanonisch: Man
kann keine Hamiltonfunktion H’ finden, so dass Bewegungsglei-
chungen die kanonische Hamiltonsche Form haben.
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- Punkttransformationen

im Lagrange-Formalismus konnen die generalisierten Koordinaten
beliebig gewihlt werden.
— alle Transformationen (q1---¢y) —> (Q1---Qp) erlaubt!

im Hamilton-Formalismus entspricht das (g, p) — (Q,P)

mit PF%:%(ZM%—%)‘ (sz -H)

(partielle Ableitung B%) ausgefiihrt be1 festgehaltenem Qi).
Neue Hamiltonfunktion: H' =Y P,Q; - L =3 P,Q; - Y pigi + H

4.4.2 Elementare Eigenschaften

* Es gilt: Poissonklammern sind unter kanonischen Transformationen invariant.
- of 0g _ Of 9gy _ of 99 _ 9f 9g
{f,9tpq =1{f 9} pq bzw. ?(a@.@ ~ o 0;) = ?(r%a—g ~ a5 90;)

(Beweis hier nur fiir kanonische Transformationen im engeren Sinne

— zunichst sei f nicht explizit zeitabhéingig .
g definiert fiktives dynamlsches System mit H =g

In diesem System ist 47 {f,?—[} {f,g}
— darf von der Wahl der Koordinaten nicht abhéngen
— {f, g} koordinatenunabhingig

— falls f doch explizit zeitabhingig: Fasse expliziten Parameter ¢ einfach als zusétzlichen
(unabhéngigen) Parameter auf, darf nichts #ndern an Invarianz von {f,g}. v~ )

* Umgekehrt gilt: Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn fiir die
neuen Koordinaten gilt:

{Qj, P} = dji {Q;,Qr} =0

(Poissonklammern in alten Koordinaten ausgewertet.)
~ Allgemeines Kriterium dafiir, ob eine Transformation kanonisch ist.

{Pjapk}zo

Falls die Transformation dariiber hinaus noch zeitunabhéngig ist, ist sie
sogar kanonisch im engeren Sinn.

(Beweis: Notwendig - klar, da Poissonklammer invariant

Hinreichend - soll hier nur fiir zeitunabhéngige Transformationen gezeigt werden
8Q; 9P,
also Qj = Qj(g,g); Pj = PJ(Q’E) bzw. Tt? = Btj =

(und Umkehrung ¢; = ¢;(Q, P); p; = p;(Q, P))
Dann gilt: Q; = {Q;,H} und P; = {P;, 1} nach 4.3.1 S.76
Weiterhin gilt fir H'(Q, P) := H(q,p):
Z( OH' 9Qp BH apk) OH _ Z( OH' 9Qy BH 3Pk)

6pl 0Q) 9Opy BPk opy aq 0Q Oq BP;C 9q
9Q; (o' 9Qk , OH' OPpy _ 9Q; (o' 9Qk | OH' IPy
Einsetzen: QJ [3qz (3Qk op; 3Pk op; ) 9p; (3Qk 9a, T 9P, g )]
[ {Qaka}+ {ijPk}]
ke LN

0 Ok
I
Analog: P; = - BQ
~ Hamiltongleichungen mit transformierter Hamiltonfunktion H’ = H
~ Transformation kanonisch im engeren Sinne!
(fiir zeitunabhéngige Transformationen) v* )
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4.4.3 Konstruktion kanonischer Transformationen

Ausgangspunkt: Modifiziertes Hamilton-Prinzip (4.2.4 S.75): Fiir kanonische
Transformationen (¢,p) - (Q, P) muss mit I, = tf)l dt (¥ pjg; —H) auch
I = ftf)l dt (% P;Q; —H') extremal sein. Also diirfen sich (X;pi4; —-H)

neu

und (¥; P;Q; - H') maximal um eine totale Zeitableitung unterscheiden.

O~ (Cpits - H) - (S R0 H) ()

Motiviert folgendes Konstruktionsprinzip: In (*) ist F' eine Funktion von 2m
unabhéngigen Phasenraumkoordinaten (und evtl. der Zeit). Wihle als Ar-
gumente m alte Variablen und m neue Variablen (Kombination beliebig).
Dann ist F' eine ”Erzeugende”, die iiber (*) eine kanonische Transforma-
tion vermittelt (Beweis dazu siehe Ende des Abschnitts (4.4.3))

NB: Die Existenz einer Erzeugenden F' ist eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass eine Transformation kanonisch ist.

Anwendung

(i) Erzeugende F' in Gl. () héngt von den ¢; und Q; ab: F'(q,Q,t)
=dF = ijdq]‘ - Z deQ]’ + (H, - H)dt
J J

OF OF oF
= | — = . _:_P. _:H/_H
o; 17| |aq; T ot
—
definieren Zusammenhang 1egt H' fest

Qj(g:p:t), Pj(g:p:t)
(ii) Erzeugende I’ in Gl. () héngt von den ¢; und P; ab: F(g, P,t)
~ Konstruiere neue Erzeugende <I>(g, Pt)y=F+Y PQ;
J
=dd=dF + Z(P]dQ] + Q]dP])

J
= Y pjdg; ~ SLAQs + (H' — H)dt + X (2@ + Q;dP;)
J 7 F;

20 20 o
~\og, 7| |ap, "% N

(iii) Erzeugende F' hingt von den @; und p; ab: F(Q,p,t)
~ Konstruiere neue Erzeugende ¥(Q,p,t) = F - Y p;q;
J

= d¥ = dF - 3(p;dg; +q;dp;)
J
= Zpyday = L PAQ;+ (' = H)dt = Y(pydgs + g;dp;)
J 7 F;

ov ov
— =—q; = _
6pj J 8Q3

ov

_P: =y
’ Y H-H

Uusw.

Beachte: Falls F' nicht explizit zeitabhéingig (%—f =0),ist H' =H
~ Transformation ist kanonisch im engeren Sinne
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Zum Schluss wird nun noch der Beweis nachgeliefert, dass die Gleichung (*)
eine giiltige Konstruktion vermittelt.

Startpunkt: Modifiziertes Hamiltonprinzip (4.2.4 S.75)
Es gilt: 1)), = ft? dt(X, pjg; — M) extremal bzgl. Variationen dq, ép mit dq(to) = dg(t1) = 0.
Zu zeigen: I}, extremal bzgl. Variationen 6Q, 6P mit 6Q(to) = 6Q(t1) =0,
wobei I, = [T dt(Z; PjQj —H') = I,y - [ dt $E =17 - F|§; laut (#)
NB: 6q(to) = dq(t1) = 0 impliziert nicht automatisch 6Q(t0) 0Q(t1) =0!

Zeige vorab: 0F = ¥ ;(p;0q; - P;6Q;) unabhingig von der Wahl der Argumente von F
bzgl. allgemeiner Variationen 6Q,dP.

(0g, 0p sind dann von 4§Q, 5£7abhéingig, z.B. 0¢ = ¢(Q +6Q,P +JP) - q(Q, P))
Dazu: Fallunterscheidung nach Argumenten wie oben

(1) F(‘LQ t) ~ OF = ZJ( aF 6Q_] + 567 6Q]) = Zj(p]&b PjéQj) v

N—— H'—’
Pj -Pj

»5F ZJ( 5(1] dffj 6P;) - X;(Pj0Q; + Q;0P;) = ¥;(p;jdq; - P30Q5) v
— ——
Py Qj
(i) F(Q,p,t) = ¥(Q,p,t) + %, pgqg
~0F = Zg(aql 5Q]+ §p])+21(p]5‘I]+‘I]6p7) Z](p76QJ Pngj) v
—_— -
(iv) tibrige Fille analog!
Dann: Berechne Variation von I}, = I, - F|§1 bzgl. 6Q, JP mit 6Q(to) = 6Q(t1) = 0.

Es gilt: 617, = fto dt ¥;(pj6d; + d;0p; - —7? 8q; - % 5p;)

N N
-p; qj
Partielle Integration: fttl dt p;ég; = 7ftt01 dt p;dq; +pj6qj|§(1)
=2 pj5Qj|t0
(NB: 01}, # 0, da wir §Q(to,1) = 0 fordern und nicht §q(t0,1) =0!)

= 8I),, — 6F|il = ¥ ;605 - T;(p;84; - P6Q;) = ¥, Pj6Q;

=0 fiir ég(to) = 5Q(tl) =0 v

$(5 ncu

4.4.4 Der Hamilton-Jacobi Formalismus

Idee der Hamilton-Jacobi Theorie: Suche spezielle kanonische Transformatio-
nen (g,p) - (Q, P) mit #'(Q, P,t) =0.
Voraussetzung: Es gibt m unabhéngige Erhaltungsgréflen P; die ”Poisson-
kommutieren”, d.h. {P;j, Py} = 0.
(notwendig, da mit H' =0 folgt: 5 87'[ =-Pj=0 = P;=const.)
Systeme, die das erfiillen, nennt man Llouville—integrabel.

~ sehr starke Einschrankung, fiir m > 1 in der Regel nicht der Fall!

Motivation: (Warum soll man sich trotzdem damit beschiftigen ?)
— Guter Ausgangspunkt fiir Theorie des Hamiltonschen Chaos
— Formale Ahnlichkeit zu Gleichungen der Quantenmechanik

NB: Wenn einmal ein Satz Koordinaten @, P mit H'(Q, P) = 0 gefunden ist,
ist die Losung der Hamiltongleichungen trivial.
(Q=0,P=0=Q, = const., P; = const.)
~ Problem wird verlagert auf Ermittlung der Erzeugendenfunktion
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Konkret: Hamilton-Jacobi-Gleichungen

Allgemein: Suche Erzeugendenfunktion ®(q, P,t) = Wp(q,t)
(Index P steht fiir festen Satz von Erhaltungsgrofien P;).
Mit 68_th/ =H' -H,H' =0, p;= 8—‘;; und Notation (% = 8%1’"8(1% folgt
o
ot
Physikalische Bedeutung von W:
dvf = (ijj‘ij ‘H) - (Zj Pij ‘Hl) = ijjq]' -H=L
= W= ftz dt’ L: Wert entspricht der Lagrangesche Wirkung!
Speziell konservatives System: Keine explizite Zeitabhidngigkeit

= H = E = const. :'W__E = W(q’t)__EtJrS(q) mit 8W %

+H(q, 8q ,t) =0 | zeitabhingige Hamilton-Jacobi Gleichung

= | £ =H(q, g—‘g) zeitunabhéngige Hamilton-J acobl—Glelchung

Nun kann S (g) selbst als Erzeugende genutzt werden. Die Erzeugen-
denfunktion i‘(g, P) := Sp(g) vermittelt eine kanonische Transfor-
mation im engeren Sinne (q p) = (Q, P) mit H(q,p) = 7:[(62 P)=FE.
Wegen 2 BQ = P = 0 folgt: H = H(P): alle Variablen Q; sind zyklisch!

Beispiele:

1) Freies Teilchen in einer Dimension: #H(z, p) p2/2m
Hamilton- Jacobl Gleichung: E = H(x, 5 (dS 2,
Losung: 4 @ =V2mE = S(z)=V2mE z = SE(ac)

Setze P = E und definiere Erzeugende ®(z, E) = S E(:c)
® generiert Transformation (z, p) ~ (Q,F) mit Q =
EsglltH(Q,E) FE = Q —P—l = Q=t-1

Rekonstruiere Bahnkurve:

Kombiniere Ausdriicke fir Q = z = \/g (t—to)

Nu‘czenochE:%v2 = xz=v(t-ty) =txg+vt V
2.2

8E 2F

2) Harmonischer Oszillator: H(z,p) = p?/2m + smw?z
Hamilton-Jacobi-Gleichung: E = H(z, 22 5

Losung: Sp(x) = 5\/2mE -m2w?a? + g arctan(

2m(dS’ 2 + 2mw2$2

mwx
V2mE-m?w?a? )
Setze P = F/w =: I (Konvention), definiere Erzeugende ®(x,T) := Sp(x)
= . . _ 0% _ z
& (z,I) generiert (x,p) —» (Q,I) m1t~Q =51 = arctan(—\/m)
Es gilt H(Q,I)=F =Iw = Q:%—?zw = Q=wt-0
Rekonstruiere Bahnkurve:
Kombiniere Ausdriicke fiir Q = x =/ n%—{u sin(wt - 6y)
Nutze I = Ejw = mwazm = T =Tyasin(wt-60y) v

Bemerkung: Variable @ = wt — g ist de facto ein Winkel!
I = F/w hat die Dimension einer Wirkung!

~ Beispiel von sogenannten ”Winkel/Wirkungs-Variablen ”
(mehr dazu in Kapitel 4.8.3 S.91 !)
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4.5 Der Phasenraum

Wichtige Begriffe

Phasenraum: 2m-dimensionaler Raum der {(q1+ ¢m,p1- pm)} = {¢, p}
(z.B. N freie Teilchen in 3 Dimensionen = Phasenraum hat 6N
Dimensionen)

Phasenraumpunkt: I' = (¢1+* gm, p1+ pm) = (¢,p)
charakterisiert Zustand eines Systems und gesamte zukiinftige und
vergangene Entwicklung (deterministische Dynamik, Anfangsbedin-
gungen bekannt)

Phasenraumtrajektorie: I'(t), beschreibt Zeitentwicklung eines Systems,

z.B. harmonischer Oszillator, H = % +U(z) mit U(z) = gmw?a?

Orfsrunm Yoseumum o )
ey : ~ ~ periodische Schwingung
l‘l.z L = geschlossene Trajektorie
B iu.gav\gspunk,r 8 )

Phasenraumdichte: o(T,t) = 0(q1** Gm, p1+ Pm,t) Gleiches Beispiel, aber
nun Schar unabhéngiger gleicher Oszillatoren mit leicht verschiede-
nen Anfangsbedingungen.

~ Dichteverteilung im Phasenraum
charakterisiert durch o(z,p,t)

NB: Solche Uberlegungen macht man nicht nur, wenn man es mit!
einer Schar unabhéngiger Systeme zum tun hat, sondern auch
bei einem einzelnen System, wenn Anfangsbedingung nicht ge-
nau bekannt ~ Wahrscheinlichkeitsverteilung o(T, )

4.5.1 Der Liouville-Satz

Einer der wichtigsten Sétze der Mechanik. Beschreibt charakteristischste Fi-
genschaft eines ”Hamiltonschen Systems”, also eines dynamischen Systems mit
einer Zeitentwicklung, die durch einen Hamiltonoperator definiert wird.

Zentrale Frage: Wie entwickelt sich die Phasenraumdichte mit der Zeit bzw.
wie verformt sich ein Volumen im Phasenraum, dessen Punkte sich geméf einer
Hamiltonschen Dynamik fortentwickeln ?

* Zunichst im 2-dimensionalen Phasenraum {(z,p)}
(Beispiel der harmonischen Oszillatoren)

— Zeitentwicklung von o(z,p,t) an festem Phasenraumpunkt (x,p)

~ in gegebenem Zeitraum [¢,¢ + dt] laufen
Trajektorien in Volumenelement dx dp hinein,
und andere heraus ~ Bewirkt Anderung %

Quantifizierung:

— Definiere ” Geschwindigkeit” einer Trajektorie, I’ :(ac)
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- ,Strom* im Phasenraum: J = o- I = o(x, p,t)( )

- chhteanderung at
89 = {HereinflieBender Strom HerausflieBender Strom}
= -V J = -£(0&) - & (o)
~ Kontinuitatsgleichung;: Sorgt dafl'jr, dass keine Trajektorien ver-

loren gehen.
Gilt allgemein (auch in nicht-Hamiltonschen Systemen) !

— Zeitentwicklung von o(x(t),p(t),t) entlang einer Trajektorie I'(¢)

Rechnung: dt(g(:r:(t) p(t),t)) = —x+ —p+ m
Kontinuitdtsgleichung

90 0o 0(ed) .  0(ep) . o , 9p
8w$+8pp "oz T = Op ~op D= Q(8x+6p)

Hamiltongleichungen: & = %—7;, pP=-3=

_ O*H O%H N _
- _Q( dxdp apaac) =0

= ’ o(z(t),p(t),t) = const. ‘ Liouville-Satz

* Allgemein: 2m-dimensionaler Phasenraum ~ Selbes Resultat!
— ”Geschwindigkeit” im Phasenraum: I = d%

— Strom im Phasenraum: J = p-I'
- Kontinuitétsgleichung' @ +VJ=0

o] 8
bzw. — Z( (aé;? E;;ZJ ))

— Phasenraumdlchte entlang einer Trajektorie
dt@(r(t) t) = + Z(aq QJ 8pipj)
Kontlnultatsglelchung

2H N _
= —QZ(aq 4+ 3p; D) = QZ(aqjapJ 0pj5f1j) =0

= | Liouvillescher Satz:

Die Phasenraumdichte entlang einer gegebenen Hamiltonschen
Trajektorie im Phasenraum ist konstant!

Das Phasenraumvolumen einer Menge Phasenraumpunkte, die sich
gemif einer Hamilton-Dynamik entwickeln, bleibt zeitlich erhalten!

Bedeutung des Liouville-Satzes

- Wichtige Konsequenzen fiir dynamische Eigenschaften

- Grundvoraussetzung fiir die Giiltigkeit der klassischen statistischen Me-
chanik (~ Entropie, Temperatur, ...)
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4.5.2 Hintergrund: Symplektische Struktur des Phasenraums

Liouville-Satz: AuBerer Ausdruck einer strukturellen Eigenschaft der Hamilton-

Dynamik: Symplektizitét
~ FErheblich weitreichender als Liouville-Satz, beinhaltet Liouville-Satz

als wichtigste Konsequenz

Definition:
Betrachte drei infinitesimal benachbarte Punkte im Phasenraum
L=(g,p); L+dl =(g+dg,p+dp); L+dl" = (¢+dq’,p+dp)

(g, p kurz fiir g1+ gm,p1- Pm)

Die differentielle symplektische Fliche von (dL',dI") ist definiert als
d¥ :=dp-dq' - dg-dp’ (= X(dp;dq; - dg;dp}))
J

=dl’ § dLI mit § = ( 0 _]lm) (Lm: m x m-Einheitsmatrix)
=m =m 1,, 0
z.B. Eindimensionales System: b R D
d¥ = - dz X da’) - = Flich ‘ aw:m )
"\ dp’ aclie _.'_L)}‘

(NB: Mathematisch gesehen stellt d¥ eine
Differentialform vom Grad 2 (eine 2-Form) dar.)

Eine Variablentransformation heif3t symplektisch, wenn sie alle differen-
tiellen symplektischen Flichen d¥ invariant lésst.

Nun gilt (Behauptung):
(1) Alle kanonischen Transformationen sind symplektisch
(2) Die Zeitentwicklung definiert eine kanonische Transformation
d.h. die Transformation (g,,p,) — (@, P) = (¢(t),p(t))

mit {Q; = ¢; (1), P; = p; (1)}
bei Anfangsbedingung: ¢(0) =g, p(0) = p,

ist kanonisch.

Beweis zu Behauptung (1)
Zu zeigen: Fiir kanonische Transformationen (¢,p) - (Q, P)
gilt: dQ dP' - dQ'dP = dg dp' - dg'dp
Benutze: Transformation kanonisch <~ Poissonklammer invariant

{pjaf}7 Bp {qjaf}

Vorweg: Fiir beliebige Grofien gilt: 5~
(Beweis durch Einsetzen: —{p;, f} = —Z( g—? ng' - g%;”: %) =2 ete)
i Opi i 9q; i

—{ ot ,%f—{@j,f}

Daraus folgt 1nsbesondere = —{pi, Qa} ={Qa:pi} =
6Pa _ g 8Pa __Opi 9Qua _ _9gj
und analog 7 8@2’ 9a, = "9Qn opy = —6Pi

Analog natiirlich auch:
8pz
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dQ dP' - dPdQ' = S(dQadP; - dPadQy)

Batwickle: dQa = £, (22 + 222, 4@, - %, (320 dg; + 92 apf)
und analog auch dPa7 dP.;
Sammle und sortiere: Terme dqidq;., dpidp;- fallen raus

_ 0/ [9Q0 0Py 0Py 0Q« . aQa 0P, 0Py 0Qa
= Y {dgdpj[ dq; Op; a_qzm] + dpqu][ dq; Op;  Opi W]}

ijo

9Qa _ Opi . OPo _ 945 OPn _ _9pi 9Qa _ _94j
a;  OPa’  9p;  9Qa’ 9 Q" Op; 9Py

Verwende 5

9Qa OPy _ 9Py 9Qa 7 _ Op; 945 945 Op; 1_ oS
=3[ dq; apj 311;1 op; ]_g[ap; Q0  0Pq BQ;]_{qJ7p7«}_67,j
9Qqa Py _ 9Py 9Qaq _ Op; 995 _ dqi OPjy_ g\ _ _s .
250 0r ~ nr 00, 17 Zlors 50 ~ oqs amy 1= i aih = —0y

= Y. (dg;dp; - dpidg]) = dgdp" - dpdq’ v

Beweis zu Behauptung (2):

Es geniigt zu zeigen, dass infinitesimale Zeitentwicklung kanonisch ist.

Also: (g,]_o) N (Q,B) mit (Q:Q+th,£:£+ﬁdt)
~ Berechne fundamentale Poissonklammern
={ai,pj} + {di,pj} + {qi,ps}]dt + ...

%!% ; pi=% s A4i,pj} =0i5
=5 9qi _0%H 9q; _9°H 2?1 9pj __o°n  Opj
O %[_ o Oproa; Ipi Bar0q; * Barop; Opi  Oprop; dai Jdt+...
N—— N—— —— ——
Sik 0 ik 0
_ 5. O?H _ 5. 2
= 0y + [t + g ]dt + .= 5y + .. (O(dt2))

Analog {Q;,Q;} =0, {P;, P }

Folgerungen

(i) Die Hamiltonsche Dynamik ist symplektisch: Fiir drei infinitesimal
benachbarte Trajektorien ['(¢), I'(t) + dL(t), L'(¢) + dL'(t) gilt:
dX(t) =dl S dI' = const.
~ die differentielle symplektische Fliche zwischen den Trajektorien
ist zeitlich konstant.

(ii) Daraus kann man den Liouville-Satz ableiten:

Betrachte infinitesimales Volumen, aufgespannt von (2m+1) infi-
nitesimal benachbarten Trajektorien I'(t), I'(¢) + dDW(¢),. ..,
L(t)+dL™ (1)

Volumen ist dV = det(dr--.drtm)  deg (1444
~ Volumen ist = det(dl'"M---dl'") = det dpD ()
~ lésst sich ausdriicken als Summe von Produkten

von dI® §md£(j ) = AU (t) (siehe dazu Scheck, Mechanik, S.

102) B
~ Aus dA®)(t) = const. folgt dV = const.

= Phasenraumvolumen &ndert sich zeitlich nicht, damit bleibt auch
Phasenraumdichte entlang I'(¢) konstant.
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4.6 Zusammenfassung: Hamiltonsche Mechanik

Definiert mathematische Struktur der klassischen Mechanik

- Raum: Phasenraum (g1 ¢m, 1 Pm) = (¢,p) =L

(q: generalisierte Koordinaten, p: generalisierte Impulse)
Funktionen f(q,p,t) € C* (unendlich oft differenzierbar)
bilden Vektorraum iiber R oder C
- Struktur: Lie-Algebra, vermittelt durch ,,dufleres Produkt*
der Poissonklammer: {f,g} = > (2L 29 _ 9 09
J

dq; Op; Op; 9q;
- Dynamik: Hamiltonfunktion H (g, p)

Hamiltongleichungen p; = —g—Z : q; = g;{i
. . d
Beliebige Observable: d—{ ={f,H}+ 8_{

Kanonische Transformationen:

Koordinatentransformationen (g, p) = (@, P) im Phasenraum, die die-
se Struktur unveradndert lassen.

Also insbesondere: Poisson-Klammer invariant

NB: Dann bleibt eine Hamiltonsche Dynamik auch Hamiltonsch, d.h.:
Falls sie in dem System (¢, p) durch Hamiltonian H beschrieben wird,
gibt es im System (Q, B)_ei_ne Hamiltonian H', die dieselbe Dynamik
beschreibt. N

Liouville-Satz

Phasenraumdichte o(T, t)
Liouville-Satz: %Q(E(t),t) =0, falls Dynamik Hamiltonsch ist.
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4.7 Anwendung: Kleine Schwingungen

Als Anwendung des bisher Gelernten: Betrachte stabiles System von N Teilchen
(d.h. ein System, das weder explodiert noch implodiert) nahe an dem Zustand
niedrigster Energie. Finfachkeitshalber Beschréinkung auf eine Raumdimension
(weniger Indizes). Verallgemeinerung auf drei Dimensionen ist trivial.

— Beschreibung durch Potential U(z1-- xx) mit Minimum Uy bei (T Ty ).

4.7.1 Lineare Niherung

P2

j= 12m +U($1 acN)

Ausgangspunkt: Hamiltonfunktion H(z1 xn,p1+ pN) = N

Annahme: Konfiguration des Systems weicht nur leicht ab von (Z1-- Zx)
Entwickle U(x1-+ n) um Minimum Uo =U(T1ZTN)

= U(ﬂfl SUN) U(] + 5 Z” o 83:] (CEl —Ei) (CL‘j —fj)

~ Motiviert erste kanonische Transformation (im Wesentlichen Reskalierung)

] ( Kanonisch, da {§i,§;} = {pi,p;} = 0 und
pi—Di = Pz/\/ (6.5, -5 (Zaqj @;_]Bql %):5“ )
Xy Gi = (xz xz)\/ﬁl 4i-bi RR 02y Opi - Obi D Y

Sik/mi S/ O 0

1
MM

- - - - - _ o~ 2
= H(G1 qn, D1 pN) =Uo+ 5 2505 + 5 T4 qz‘qg'% -
1" TN

Matrixnotation: Definiere Matrix ® = {®;;} mit | ®;; = /m; i

T TN

imj 0x;0x;
und Vektoren q = (g1 4n), P = (P1 PN)

| =

- 1, 1.
= |H(@p)=Up+ ;0" D+ 50 2

[}

2

4.7.2 Normalmodenzerlegung

Nutze nun: @ ist symmetrisch (®;; = ®;;)
<I> ist positiv semidefinit (_ Qu>0Vu)

= @ kann diagonalisiert werden: ® =: UTQU mit U TU 1 (orthogonal)

und £: Diagonale Matrix mlt positiven Elgenwerten Q5 = 645 w
~ Schreibe ‘H um als H = Up + 51_9TQTQ]_9+ igTQTQQQ

~ Motiviert zweite kanonische Transformation

q . g ( Kanonisch, da {&;,&;} = {p¢i,pe;} = 0 und

2¢; Opgj ¢ Opgj y _ UiUir =8::
DD Up {&,pej} = Zk(*j—@ Tgk)—Zk ikUjk = 04
= = ————— ———

Uik Ujg 0o o

= | H= Uo+%(_£ +£708) = U+ Lil, Hy | mit | Hy, = 503, + 367w7

~ N unabhingige harmonische Oszillatoren, mit Hamiltonfunktionen Hy, !
Koordinaten & heissen ” Normalmoden”
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Bemerkung: Héufig betrachtet man Systeme, die translationsinvariant sind,
d.h. U(zy+a, , 2y +a) =U(z1,-,xy) fiir alle a. Dann muss es eine Mode
&; geben mit w; = 0: Entspricht der kollektiven Verschiebung aller Teilchen
um a, beschreibt konstante Schwerpunktsbewegung R(t) = Vs(t—tp). Diese
Mode wird {iblicherweise separat behandelt.

l4
~ H = UO + HSchwerpunkt + Zk Hk

mit Y;: Summe ohne Schwerpunktbewegung.

Analog in drei Dimensionen: Dort gibt es sechs Moden, fiir die aus Symme-
triegriinden oft w; = 0 gelten muss und die dann aus der Summe Y. Hy,
ausgenommen werden: Drei fiir die Schwerpunktbewegung und drei fiir
kollektive Rotationen.

4.7.3 Losung im Hamilton-Jacobi Formalismus
System H = ¥, Hj ist Liouville-integrabel, denn:

— Es gibt N Erhaltungsgrofen H; (SH; = {H;,H} =0)
— Diese sind Poisson-kommutierend ({#;,H} = 0})

~ Der Hamilton-Jacobi-Formalismus (4.4.4 S.80) kann angewendet werden.
Hamilton-Jacobi Gleichung: E = H(¢, %) =Up+ X5 Hi (&, %)
Setze an S(§) = X, Sk (&) und definiere B}, := Hy,(= const..)

= N entkoppelte Gleichungen Ej = H(&k, %)
~ bereits in 4.4.4 S.80, Beispiel 2 gelost!

= Beschreibung in Winkel/Wirkungs-Variablen 0, Iy,
mit [ = Ek/wk, 01, = wit — 0k,0

~ in Koordinaten & erhilt man & (t) = |/ % sin(wgt — r.0)

Zuriickgerechnet auf urspriinglichen Koordinaten x;(t)
(benutze (z; —T;)\/m; = ¢; mit ¢ = gTé, I; = Ejwj)

— 1 2F; .
xl(t) :J:Z-i-\/—m—LZ; Uji W—?JSIH(wjt—Qj,())-i-V;(t—to)

(NB: Man hitte die entkoppelten Hamilton-Gleichungen natiirlich auch leicht
direkt 16sen konnen!)

4.7.4 Zusammenfassung: Kleine Schwingungen

Kleine Schwingungen: Haufige Naherung zur Beschreibung von Systemen bei
nicht zu hohen Energien (z.B. Molekiile, Kristalle)
~ exakt losbares Problem
~ guter Ausgangspunkt fiir allgemeinere Behandlung

Ergebnis: Zerlegung in Normalmoden: Entsprechen den Eigenschwingungen
des Systems bzw. den Resonanzen, falls die Systeme angeregt werden.

Kontinuierliche Symmetrien (z.B. Translationsinvarianz, Isotropie) fiithren zu
Moden mit Frequenzen wy = 0.
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Lineare Ndherung fithr zu Liouville-integrablen Systemen
Integrabilitdtseigenschaft geht in der Regel verloren, wenn héhere Terme
in der Entwicklung des Potentials U beriicksichtigt werden
- Nichtlineare Dynamik, evtl. Ubergang ins Chaos (néchstes Kapitel!)

4.8 Ausblick: Ein Ausflug ins Hamiltonsche Chaos

Geschichtliche Bemerkungen:

1687 Isaac Newton: Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
Begriindung der Newtonschen Mechanik und Gravitationsgesetz.
— Mathematische Erklarung der Keplerschen Gesetze
Losung des Zweikorperproblems (Kapitel 1.7 S.28)
Danach (Newton und viele andere): Versuche, das Dreikdrperproblem zu
lésen (z.B. Erde + Sonne + Jupiter)
Zentrale Frage: Ist das Sonnensystem stabil?

1888 Henri Poincaré: (Beitrag zu einem Wettbewerb zu diesem Thema)
Es gibt keine analytische Losung des Dreikoérperproblems.

— Beweis, dass das planare Dreikérper-Problem in der Regel nicht in-
tegrabel ist. (Bis dahin wurde vermutet, dass jedes Hamiltonsche
System integrabel ist!)

— Beweis, dass es Bereiche im Phasenraum gibt, in denen kleinste Ande-
rungen der Parameter grofle Konsequenzen haben und sich deshalb
die Entwicklung eines Systems nicht genau vorhersagen l&sst.

(NB: Parameter sind prinzipiell nie genau bekannt!)

Eine sehr kleine Ursache, die uns entgehen mag, bewirkt einen beachtli-
chen Effekt, den wir nicht ignorieren kénnen, und wir sagen dann, dass
dieser Effekt auf Zufall beruht (” Wissenschaft und Methode”, 1903)

= Begriindung der Chaostheorie

Geriet danach wieder etwas in Vergessenheit.

1963 Edward Lorenz: Wiederbelebung des Chaosgedanken
Beobachtung in Simulationen des Wetterprogramms ”Royal Mc Bee”
(Eines der ersten Wettermodelle:
Ideal glatte Erde, immer Sonne, kein Sommer/Winter
Aber: Bereits Tiefdruckgebiete, wechselnde Windrichtungen etc.)
Vergleich zweier Simulationen mit fast identischen Startbedingungen:

I | (aufgetragen ist irgendeine Grofie)

~ nach einiger Zeit weichen die Ergebnisse
stark voneinander ab!

= ”Butterfly-Effekt”

Seit ~ 1970: Aktives Forschungsgebiet der Physik: (”Nichtlineare Dynamik”)
Fundamentalen Ergebnisse aus der mathematischen Theorie sind aller-
dings teilweise dlter (z.B. KAM Theorem, 4.8.3)
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4.8.1 Identifizierung von Chaos

Definierendes Kennzeichen von Chaos:
Trajektorien reagieren sehr sensitiv auf kleinste Verdnderungen der An-
fangsbedingungen (”exponentiell divergent”)

Quantifizierung allgemein:

Zunéchst dynamisches System mit nur einer Dimension x:
(NB: nicht Hamiltonsch, dazu briuchte es 2m Dimensionen!)
Betrachte zwei Trajektorien mit Abstand Axzg — 0 zur Zeit ¢t = 0.
— Zur Zeit t sei der Abstand Ax(t)

1 Ax(t
Definiere Lyapunov-Exponent: A= lim - ln[ lim ﬂ]
t—oo t Azg—0 Al‘o

(~ Verhalten bei t - co: Az(t) ~ AzgeM)
System heisst chaotisch, wenn A > 0 (= Axz(t) divergiert)

Viele (2m) Dimensionen:
~ Man erhélt 2m Lyapunov-Exponenten
System ist chaotisch, wenn einer davon positiv istt.

Beispiele: Getriebenes geddmpftes Pendel, Doppelpendel

4.8.2 Eigenarten von Hamiltonschem Chaos

In Hamiltonschen Systemen gilt der Liouville-Satz — starke Einschrinkung!

1) Phasenraumvolumen bleibt immer gleich.
Fundamentaler Unterschied zu dissipativen Systemen, wo das Phasen-
raumvolumen mit der Zeit kleiner wird und sich Systeme nach langer
Zeit oft auf einen niederdimensionalen Unterraum zuriickziehen (einen
” Attraktor”) — sowohl im chaotischen als auch im nichtchaotischen Fall.
Kennzeichen von dissipativem Chaos (Hausaufgabe: Internetrecherche):
”Seltsame” Attraktoren mit fraktaler Dimension
So etwas kann es im Hamiltonschen Chaos nicht geben!

2) Poincarésches Wiederkehrtheorem
In endlichen Systemen gilt: In jeder Umgebung Vf eines Phasenraum-
punktes I'j kann mindestens eine Trajektorie gestartet werden, die nach
endlicher Zeit wieder in Vy zuriickfiihrt.

(Beweis: Zerlege Zeit in Zeitschritte At
~ diskrete Zeitentwicklung Vy z i z Vo —- V,, —-

Nimm an Vi n Vs =g
Wegen des Liouvillesatzes muss es ein Paar (m,n) geben mit V,,, n'V,, # &
Verfolge V,, N Vi, riickwirts in der Zeit > Ve nVp 20 V)

Ausgangspunkt der Theorie des Hamiltonschen Chaos ist oft ein integrables
Referenzsystem, welches mit der Hamilton-Jacobi Theorie (4.4.4 S.80) gelost
wurde. Daher im néchsten Abschnitt (4.8.3) zunéchst eine allgemeine Diskus-
sion integrabler Systeme.
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4.8.3 Integrable Systeme

1) Definition (Erinnerung an 4.4.4 S.80): Liouville-Integrabilitt
Ein Hamiltonsches System im 2m-dimensionalen Phasenraum heisst in-

tegrabel, wenn es m unabhéngige Erhaltungsgrofien P; gibt, die Poisson-
kommutieren, d.h. {P;, P} =0V j,k

(» Dann hat Hamilton-Jacobi Gleichung eine Losung)

2) Invariante Tori und Winkel/Wirkungsvariablen

Untersuche nun topologische Struktur der Hyperflichen mit P; = const. Vj

— Trajektorien bleiben auf diesen Flachen — ”invariante” Flidchen

— Hamiltonfunktion #(Q, P) = H(P) -~ Q; = g—g =u; = Qj=ujt+Qjp
Nimm an, endliches System bzw. rdumlich begrenzte Bewegung.
~ (Q; kehrt zuriick, geschlossene Bahn
~ (; muss periodisch sein!
Normiere so, dass die Periodizitét genau 2 ist (Q; + 27 =Q);).
z.B. wie in 4.4.4, Beispiel 2 (harmonischer Oszillator)

= Winkel/Wirkungs-Variablen 6;, I;:
H(g,p) = H(I) mit g—zl =i wj
Trajektorien: 6;(t) = (wjt +6;0) mod 27
= Struktur der invarianten Fléche: Torus
Jeder Satz I definiert einen separaten Torus

NB: Alternative Definition eines integrablen Systems:
Ein System, dessen Phasenraum in invariante Tori aufbléttert.

3) Folgerungen fiir Trajektorien

Alle Koordinaten ¢; zusammengenommen:

~ Trajektorien winden sich um m-dimensionalen Torus
Trajektorien sind nicht unbedingt geschlossen.
(nur, falls Windungsfrequenzen kommensurabel)

Variable 6; periodisch = Beliebige Funktionen f(t) = f(q(t),p(t)) =
f(0(t),L(t)) kann man in einer multidimensionalen Fourier-Reihe
entwickeln: f(6,1) = ¥ gezm fre(De®? mit k-0 = > kj0;
= f(t) = Sgegm B0 f.

~ Motiviert Klassifizierung nach der Topologie der Trajektorien:

Moglichkeiten
* Torus nichtresonant, rational unabhingig

w-k+0firalle keZ™ k+0
~ Jede Trajektorie fiillt den gesamten Torus!

+ Torus resonant, rational abhéingig
w- k=0 firein ke Z™ (k+0)
~ Trajektorien fiillen jeweils nur einen Teil des Torus
Torus zerfillt in Untertori
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* Speziell: Es gibt m — 1 unabhéngige resonante Relationen w-k =0
~ Dann ist jede Frequenz ein Vielfaches einer Grundfrequenz w”*
Torus gefiillt mit periodischen Orbits der Periode 27 /w*

4) Nicht-entartete Systeme

Angenommen, w(I) sei als Funktion von I stetig differenzierbar und
endlich, und det % # 0 fiir alle I

= Resonante Tori liegen dicht in der Menge aller Tori
(analog rationale Zahlen / reelle Zahlen)

4.8.4 Kleine Storungen und KAM-Theorem

Betrachte nun integrables System #Ho(g,p) mit kleiner Stérung:
H(q,p) = Ho(q,p) + € H1(q,p) (alles zeitunabhiingig)
Frage: Bleibt das System integrabel?
Wie wirkt sich die Stérung auf invariante Tori aus?

1) Historisch

1892 Poincaré (” Vater des Chaos”); 1937 Birkhoff
Resonante Tori werden durch beliebig kleine Storung zerstort!
Folgerung: In nichtentarteten Systemen wird eine dichte Menge
der Tori zerstort — i.A. ist Hamiltonsystem nicht integrabel!

1954 Kolmogorov: Dennoch iiberlebt Mehrzahl der Tori eine endliche
Storung, wird nur verformt (”stark nichtresonante Tori”)

1962 Moser, 1963 Arnold: KAM-Theorem

2) Anschaulich

In resonanten Tori wird immer derselbe Untertorus durchlaufen.
Kleine Storung (z.B. zusétzlicher Planet im Dreikdrperproblem)
gibt der Trajektorie an immer der gleichen Stelle einen kleinen ” Kick”
~ das destabilisiert die Torus-Trajektorie!

In nichtresonanten Tori wirkt der ”Kick” jedesmal ein wenig anders
~ Effekt mittelt sich heraus, Torus-Trajektorie kann iiberleben!

3) Zugang mittels Storungstheorie

Widerspruchsbeweis: Zeige, dass H i.A. nicht integrabel ist!
Hier nur grobe Idee des Arguments. Tatséchliche saubere mathematische
Behandlung ist aufwendiger!

e Hy integrabel = Lisst sich kanonisch in Winkel /Wirkungsvariablen
(6,1) darstellen mit 6 = wt + 6,
e Vermute, dass H(0,1) = Ho(L) + € H1(0,I) auch integrabel ist:

— Dann existieren m ErhaltungsgréBen I’ und eine kanonische Trans-
formation (6, 1) = 8/, I'), so dass H(8, I) = H'(I')
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— Dann kann der Hamilton-Jacobi Formalismus (4.4.4 S.80) ange-
wendet werden: Es existiert eine Erzeugende S(6, ") mit gls, = 9'
g*g I, die die Hamilton-Jacobi Gleichung 16st: E = H (6, 2

wobei E =H'(0")
e Stérungsentwicklung: Setze an S = Sy + ¢S] mit So=1"-0
(So vermittelt die Identitét: 6 = %51‘9 =0 V)
= H'(I') : H(8, 83‘3) HO( ) + 6'}'—[1(9, 0

= Ho( L2 + 6SI+ )+ et (0, %0 1)

’80

' 00
—— ——
l’ I'
=Ho(I') +e Zhe 93+ e Hi(0,1') + O(e?)
H;—/
87‘[0

+(’)(6)—w+(’)(6)
=Ho(I') +ew- W +eH1(0,1") + O(e?)
o Entwicklung in Fourier- Reihe analog 4.8.3 S.91
Hi = ZEHLE(I)GMG S1=%,51 k(]’)ezﬁg = % =iy kS kezke
Einsetzen: H'(I') - Ho(I') =€ ¥, [zc_u kS (I ) n Hl,@(f)] k0 v g

unabhingig von 6

= []=0= Sip(l') =iHis(I')|w -k

Hik
= 51(0,1') =iy, —=e™?
100 Z% Wk
= 51 divergiert, falls w-k = 0 fiir ein k£ # 0 (resonante Tori).
S1 kann moglicherweise konvergieren, falls w - k hinreichend grof fiir
alle k (”stark nichtresonante Tori”)

Folgerung: Resonante Tori werden schon durch kleinste Stérungen zerstort!
Stark nichtresonante Tori bleiben moglicherweise erhalten und wer-
den nur verformt.

4) Das KAM-Theorem (ganz ohne Beweis)

Sei ) eine beschrénkte Menge 2 c R™
Definiere 27: Menge aller w € Q mit |w - k| > ki die mindestens den
Abstand « zum Rand von 2 haben.

(&l = X7 [kjl, 7 >m =1 fest)

Sei ein nichtentartetes integrables Hamiltonsches System Hy mit
Storung H = Ho+eH'. Dann existiert ein 6 > 0 so, dass fiir alle |e| < 6o
gilt: Alle Tori des ungestorten Systems mit w € €2, bleiben erhalten
oder werden nur leicht deformiert!

Fazit: Kleine Storungen — die meisten Tori verformen sich nur!
Grofle Storungen — immer mehr Tori gehen ins Chaos iiber.
Je resonanter ein Torus, desto schneller kommt das Chaos!



94 KAPITEL 4. HAMILTONSCHE MECHANIK

5) Beispiel: Resonanzen im Asteroidengiirtel

Prominente Situation, in der Resonanzen eine Rolle spielen:
Asteroidengiirtel im Sonnensystem zwischen Mars und Jupiter
Beobachtung: Verteilung der Halbbahnachsen weist deutliche Liicken auf
(Kirkwoodliicken, gefunden von Daniel Kirkwood 1866).
Liicken treten dann auf, wenn die Bahn der Asteroiden in Resonanz
mit der Bahn des Jupiters kommt!

140
120-5
1oo-f
ao-f

60

40

204

Gesamizahl der Asteroiden pro 0.005 AE

0 A -
Bahnreso-
nanzen 41 72 L4 | &3 52 T3 94 2:1

| | | | | | 1 I 1 T ] T ] T ] ] ] ] T ] T ] T 1 T 1 T 1 T 1 T
2 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 31 32 33 34 35
grofRe Bahnhalbachse in AE

Bildquelle: Wikipedia

Grund: Resonanzen im Dreikorpersystem Sonne/Asteroid/Jupiter
Jupiter stort das System Sonne/Asteroid
(NB: Jupiter vereinigt in sich 70% der Masse aller Planeten.)

~ Resonante Tori treten auf, wenn die Umlauffrequenz von Jupiter und
die Umlauffrequenz des Asteroids kommensurabel sind!

Anschaulich (siehe Bild): In resonanten Konfigurationen hat man pe-
riodisch wiederkehrend eine Konstellation, in der der Jupiter dem
Asteroid besonders nahe ist und ihn ablenkt.

Effekt ist besonders stark, wenn Asteroid zu diesem Zeitpunkt im
Aphel seiner Bahn steht (sonnenfernster Punkt, gegeniiber vom Pe-
rihel (siehe 1.7.2.3 S.32)).

------------------ @
O 0% ¢f /Oy 14 /0O O
~-'-— SeaooeemTT o ST e LT ey .-—

t=0 t=1*T/4 t=2"T/4 t=3"T/4 =T

Schematische Zeichnung einer 2:1 Resonanz im Dreikorpersystem
Sonne (gelb), Asteroid (schwarz) und Jupiter (braun)
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4.9
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71.
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73.
74.
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76.

e

78.

79.
80.
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83.
84.
85.

86.
87.
88.
89.
90.
91.

Wissensfragen

Wie definiert man im Lagrange-formalismus den generalisierten Impuls?
Was ist eine Hamilton-Funktion?

Wie héngen Lagrange-Funktion und Hamilton-Funktion zusammen?
Wie lauten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen?

Wie sind die Poissonklammern definiert?

Nennen Sie einige wichtige Eigenschaften der Poissonklammern.

Was ist eine kanonische Transformation? Was versteht man speziell unter
einer kanonischen Transformation ”im engeren Sinne”?

Wie verhalten sich Poissonklammern unter kanonischen Transformatio-
nen?

Was versteht man unter einer ”"Erzeugenden Funktion” im Kontext der
kanonischen Transformationen?

Nach welchem allgemeinen Kriterium kénnen Sie entscheiden, ob eine
Transformation kanonisch ist?

Erklaren Sie den Hamilton-Jacobi Formalismus.

Wie lauten die zeitunabhéngige und die zeitabhéingige Hamilton-Jacobi-
Gleichungen? Wann sind sie 16sbar?

Was versteht man unter dem Phasenraum?

Was versteht man unter einer Phasenraumtrajektorie?
Was versteht man unter der Phasenraumdichte?
Erklédren Sie den Liouvilleschen Satz.

Wie behandelt man ein System, das nahe an dem Zustand minimaler
Energie ist, in linearer Naherung?

Was ist eine Normalmodenzerlegung?

Was versteht man unter dem Begriff Liouville-integrabel?
Erkldren Sie den Begriff der Winkel/Wirkungs-Variablen.
Was ist generell das Kennzeichen von Chaos?

Wie lautet das Poincarésche Wiederkehrtheorem?
Skizzieren Sie die wesentliche Aussage des KAM-Theorems.
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Kapitel 5

Grundbegriffe der
Hydrodynamik

© Copyright 2014 Friederike Schmid?

Hydrodynamik oder ”Mechanik der Fluide”:
Eine der wichtigsten makroskopischen Theorien
mit Anwendungen quer durch alle naturwissenschaftlichen Disziplinen
und Ingenieurwissenschaften (Mathematik, Physik, Meteorologie, Geo-
physik, Chemie, Luft/Raumfahrt, Umweltwissenschaften)

Beispiel einer Kontinuumstheorie
Beschreibung von Vielteilchensystemen durch Dichte und Fliissen bzw.
Geschwindigkeitsprofile ~ vergréberte, ”unscharfe” Sichtweise

(NB:Weitere prominente Kontinuumstheorie: Elastizitétstheorie
flir feste Korper, oft als Lagrange Feldtheorie formuliert.
(mehr zu klassischen Feldtheorien siche Vorlesung Theorie 2)
Hydrodynamik dagegen basiert meist auf Newtonscher Mechanik,
z.B. weil Reibung dann leichter beriicksichtigt werden kann.)

5.1 Fluide und Kontinuumshypothese

1) Fluide - umfassen Fliissigkeiten und Gase

Kennzeichen verglichen mit Festkorpern
— niedrige Bindungsenergien zwischen Partikeln
— keine festen Nachbarn, frei scherbar
— keine " Formbestéindigkeit”; konnen Behilter in jede Ecke ausfiillen
— Fliissigkeiten: weitgehend inkompressibel. Gase: kompressibel.

Bemerkung: Die Trennung fluid-fest ist nicht immer eindeutig, z.B.

— Plastisches Flieen: Unter starken Scherkréften fangen viele Festkorper
an zu " flieBen”, z.B. metallische Werkstoffe, Gletscher, Erdkruste

'Prof. Dr. Friederike Schmid, Vorlesung Theoretische Mechanik, Universitit Mainz, WS
2014/2015. Letzte Anderung am 24.11.16.
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— Viskoelastische Materialien
Verhalten sich unter hochfrequenten Kriften wie Festkorper, un-
ter niederfrequenten wie Fliissigkeiten (z.B. Stérke)

— Granulare Materialien, z. B. Sand

2) Ubergang zum Kontinuum

b

Fragestellung: Dynamik eines Fluids auf ”makroskopischen” Léangen-

und Zeitskalen (~ pm-km, ~ us-h).

Im Prinzip N-Teilchen Problem (mit N ~ 10%3),
mit mikroskopischer Dynamik: St68e zwischen Teilchen
mittlere Zeit zwischen Stofen: g5 ~ 10714 = 10715 s
mittlere freie Weglénge: A ~nm.

Aber: Mikroskopische Dynamik interessiert uns nicht.
Uns interessieren nur wenige, langsam verénderliche Gréfien, z.B.
Dichte oder Stromungsgeschwindigkeit (typischerweise Dichten
von Erhaltungsgréfien wie Masse oder Impuls!)

~ Kontinuumshypothese: Grundannahme der Hydrodynamik
Es gibt langsame und schnelle Prozesse, die man klar trennen kann.
(”Trennung der Léngen- und Zeitskalen”).

Trennung der Langenskalen
Bild: Sei (A)y irgendeine Grofe, gemittelt iiber das Volumen V'

mikroskopische  makroskopische

A Strukiur Struktur Annahme: Es gibt ein Plateau
v . .
_— Irgendwo im Plateau ist das
. e s 1
Flissigkdits Volumen eines ”Fliissigkeits-
blement In(v) elementes” angesiedelt.

Trennung der Zeitskalen
Entsprechende Annahme: Es gibt eine charakteristische Zeitska-
la 7 > 75,5, auf der sich die mikroskopische Dynamik ausmit-
telt und die auf ein Fliissigkeitselement wirkenden Kréfte durch
makroskopische Konzepte wie Druck und Scherung beschrieben
werden konnen. Das Fliissigkeitselement ist auf dieser Zeitskala
lokal im Gleichgewicht (mechanisch und thermisch).

3) Gegenstand der Hydrodynamik

Zeitliche Entwicklung von Dichten p(7,t) und Stromungsprofilen o(7,t),
gemittelt iiber Fliissigkeitselemente, unter Einfluss duflerer Krifte (z.B.
Schwerkraft) und innerer gemittelter Krifte (z.B. Druck, Scherkrifte).

Wir kennen schon eine Gleichung fiir p(7,t): Die Kontinuititsgleichung

ap - S
—+V3=0 mit ) = p U
ot J J=p

Suche nun entsprechende Gleichung fiir (7, 1).
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5.2 Kinematik der Fluide
Zuniichst: Beschreibung von Strémungen o(7,t)

1) Euler-Beschreibung vs. Lagrange-Beschreibung

Zwei Sichtweisen

— Lagrangesche Beschreibung
Koordinatensystem wird mit Strémung mittransportiert.
Bezieht sich immer auf dasselbe Fliissigkeitselement.
Konkret: Wihle Referenzzeit ¢,
Ordne Fliissigkeitselemente ihrem Ort 7y zur Zeit £y zu
("79” markiert das Fliissigkeitselement)
~ Stromung zur Zeit ¢ wird beschrieben durch Geschwindigkeit
V (7o,t) des Fliissigkeitselementes 7 7”
Analog andere Grofien Ap (7o, t)
Entspricht der Sichtweise eines mitschwimmenden Beobachters

— Eulersche Beschreibung
Koordinatensystem bleibt ortsfest (iibliche Sichtweise)
Stromungsprofil ¥(7,t) beschreibt zu verschiedenen Zeiten
verschiedene Fliissigkeitselemente
Entspricht der Sichtweise eines ruhenden Beobachters

2) Zeitliche Ableitungen

Betrachte nun beliebige Groie A(7,t), die (lokal) die Eigenschaften eines
Fliissigkeitselementes beschreibt (z.B. 9(7,t))

Frage: Um welchen Wert AA dndert sich diese Grofle auf dem Fliissig-
keitselement wéhrend der Zeit At (mit At — 0; Fliissigkeitselement
bewegt sich in dieser Zeit um A7 = 9At weiter.)

e Lagrange-Koordinaten (mitbewegt)

AA = Ap(Fo,t + At) - A (7o, t) = 25L At (+O(A#?))

e Euler-Koordinaten (ruhend)
AA=A(F+ ATt + At) - A(F,t) = A(T + DAL t + At) — A(7, )
= Yoo SAvaAt+ GHAL = At (52 + (3 V) A)

Notation: Zeitliche Ableitungen entlang des Stromungspfades: %...
d 0A
= | GA (9-V)A | (entspricht totaler Ableitung!)
Speziell: Beschleunigung eines Fliissigkeitselementes:
dv  0v + (5-V)
—=—+(0-V)v
dt Ot

(wichtig wegen des Newtonschen Kraftgesetzes: % = Kraftdichte!)



100 KAPITEL 5. GRUNDBEGRIFFE DER HYDRODYNAMIK

3) Charakterisierung von Strémungsfeldern

e Divergenz: V - v: Volumenédnderung eines Fliissigkeitselementes

(Kontinuitétsgleichung % +V(pt)=0 = % +(0-V)p+pV-0=0
Goolde  _ 1av gy

= d
Pt ,_nyy Vodt do

e Rotation: V x ¥ =: &: ”"Rotationsstrom” bzw. Vortizitét
Beschreibt Wirbel im Stromungsprofil
(Stokesscher Satz: [p;ue 4 dA(V x0) = 6, d5- 0+ 0 fiir Vx5+0)

¢ Potentialstromungen: Stromungen o(7,¢) mit Vx9=0und V-9 =0.
Lassen sich lokal als Gradient eines Potentials ®(7,¢) darstellen ent-

sprechend ¥ = -V® mit AP = 0.

NB: Man kann zeigen: Allgemeine Stromungsfelder kénnen zerlegt wer-

den in drei Anteile ¥ = 91 + U9 + U3

mit ¥1: Reiner Rotationsstrom (V-91 =0, Vx9; =V x ¥ =)

U2: Reine Kompression/Dilatation (V x 93 =0, VU3 =V -0 = —

dp)

1
p dt

U3: Potentialstrom (V x 93 =0, V-3 =0; U3 = -V® mit AP =0)

(ohne Beweis: Dazu wéren die Werkzeuge aus Theorie 2 notig!)

5.3 Dynamik: Bewegungsgleichungen fiir Fluide

Ausgangspunkt: Newtonsches Kraftgesetz fiir Punktteilchen: m % =F

Ziel: Ubertragen auf Fliissigkeitselement: — p ‘é—? = f
. z — —
Frage: Wavs 1st f? Massendichte Kraft pro Volumen

5.3.1 Kirifte in allgemeinen Fliissigkeiten

Beitriige zur Nettokraft Fay = f AV auf Fliissigkeitselement AV

e Externe Krifte (”Volumenkrifte”) auf Partikel
z.B. Schwerkraft: f = p g mit §:=—gé,

e Innere Kréifte aus Wechselwirkungen zwischen Teilchen

Beispiel: Druck P(7,t)

Berechne Nettokraft Fay = fp AV auf Fliissigkeitselement AV:
(AV = Az Ay Az = AAz Az mit AAy = Ay Az etc.)
Fay = —€: AA Ax 0y P - €y AAyAyOyP — €, AA.Az0. P

[ NEN— [—
AV AV AV
=-AV VP

Verallgemeinerung: Spannungstensor

Gegeben beliebige (infinitesimale) Oberfléiche A
(Flacheninhalt A, Flachennormale 71 = A/A)

Kraft auf diese Fliche F)4 sei nicht unbedingt parallel zu A

[ |
AAY
AA,
=P | Nettokraft
AV
Ay *

IAX

~ Definiere Spannungstensor iiber | Fy =0 A |bzw. F‘A/A =07

Az
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(NB: o héingt nicht von 7 ab, da sich
Krifte in verschiedene Richtungen
linear aufaddieren, siehe Bild)

Nettokraft auf Fliissigkeitselement AV
Fav=fpapdA 0t = [\, d®rvVo=AV Vo= f;AV

Gauss

- <«
= fZ'ZVO'
-P 0

Speziell Druck: fp =V ((;p mit (Ep: ( _p ) (Spezialfall)
0 -P
Konkret gibt es in gewohnlichen Fluiden i.A. nur zwei Arten von inneren
Kriften: Druckkrifte und Reibungskrifte

> >
~  Motiviert Trennung in ¢ p und viskosen Spannungstensor

Folgerung fiir Bewegungsgleichungen

e Lagrange-Beschreibung: p% = fext -VP+ Vg’

e Euler-Beschreibung: "
v N N - <,
pa-‘r‘p(’l}'V)U:fext_vp‘i‘VU
Direkte lokale
Geschwindigkeitsénderung

. ~ Reibungs-

Konvektion PGS or Relbungs

Im Allgemeinen kann der Druck P(7,t) berechnet werden (z.B. direkt aus ei-
ner thermischen Zustandsgleichung P(p), oder indirekt aus einer Inkom-
pressibilititsbedingung fiir das Fluid). Zur Vervollsténdigung der Theorie
brauchen wir dann noch einen Ausdruck fiir o .

>
Bemerkung: Ohne ¢’ zu kennen, kénnen wir nun schon ruhende Fliissigkeiten

behandeln: Fiir o(7,t) = 0 gibt es keine Reibungskrifte = o' =0

= few = VP | Fundamentalsatz der Hydrostatik

5.3.2 Spannungstensor und Deformationstensor

Zunichst: Allgemeine Aussagen zum Spannungstensor und zum Zusammenhang
zwischen Spannung und Scherung

1) Allgemeine Eigenschaften des Spannungstensors

Spannungstensor: Allgemeines Konzept der Kontinuumsmechanik
Wird auch in der Elastizitétstheorie und in Feldtheorien wie der Elektro-
dynamik benutzt (- Maxwellscher Spannungstensor).

* Im Gleichgewicht: Isotrop, o=-P1
(Fliissigkeit in Ruhe oder gleichférmig bewegt).

* Im Nichtgleichgewicht gibt es zusétzliche Anteile.
in Festkorpern: Elastische Krifte — Elastischer Spannungstensor
in Fluiden: Reibungskrifte — Viskoser Spannungstensor o’ (s.0.)
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«>
* Allgemein: 0 muss symmetrisch sein.

Anderenfalls miissten infinitesimale Volumenelemente mit unendli-
cher Geschwindigkeit rotieren!

0 -S3 Sy
(Beweis: Angenommen, es gébe einen antisymmetrischen Anteil (;A= S3 0 -S1
-Sy S3 0

- ?A 7 kann geschrieben werden als S x 7 mit S = (S1,852,83)
Betrachte Fliissigkeitselement mit Volumen V (V' — 0)
Krifte Fiy :?A A =8 x A auf Oberflichen erzeugen Drehmoment M

= M = ¢, (7 xdFa) = Foy 7 x (SxdA) = §,,,(dAx S) x 7

dF =0 4dA=5xdA
= [y d®r(Vx8)x7=[,d3 [S(V-7)-V(S-7)] =25V
Gauss Y -
Drehmoment wirkt auf Drehimpuls: M = %E o
Im Schwerpunktsystem ist L =? Q

mit Q: Winkelgeschwindigkeit und Y: Tragheitstensor
(vgl. 3.2 S.59, Konzept gilt nicht nur fiir starre Kérper).
Lij=p [ d% (r28;; —riry) = T o< [ d3rr? ocrB o VO3

=25V =9 7 Qo y5/3

= Winkelgeschwindigkeit 2 muss wie V~2/3 skalieren

= Q> oo fir V-0 ~ -

Das ist nicht méglich, also muss S =0 sein bzw. 0 4=0 V')

2) Deformationstensor

Scherkrifte bzw. viskoser Spannungstensor wird durch Scherstrémungen,
d.h. Geschwindigkeitsgradienten bestimmt

(NB: nicht absoluten Geschwindigkeiten wegen Galilei-Invarianz: Eine
mit gleichformiger Geschwindigkeit bewegte Fliissigkeit sollte sich
nicht von einer ruhenden Fliissigkeit unterscheiden!)

= Basierend auf dem Geschwindigkeitsprofil o(7,t)

<>
definiere Deformationstensor G iiber ’ Gij = 0jv; = ej5 + wjj ‘

mit | e;5 = l(ﬁjvi +0;jv;) | : symmetrischer Anteil
wij = 5(0v; — Ojv;) | : antisymmetrischer Anteil

Interpretation:

. Sp(?) = V - : Kompression/Dilatation von Fliissigkeitselementen

e Nebendiagonalelemente von : Beschreiben Scherung i
von Fliissigkeitselementen ! /
=
e Antisymmetrischer Anteil w
~ 0 -ws w2 mit & = (w1, ws,w3) =V x ¥t
W= | ws 0 —-w1 e
—wy w1 0 Vortizitit (vgl. 5.2 S.99)
(Check: wy, = = Xj €ijhwij = =5 Lij €ik (Djvi = 9iv5) = L €ijndivg ') Ty
Beschreibt Drehung von Fliissigkeitselementen / /

3) Beziehung zwischen Spannungstensor und Deformationstensor
Wechselspiel:

— Geschwindigkeitsgradient erzeugt Reibungskrifte (— o )
— Spannung (Scherkréfte) erzeugen Geschwindigkeitsgradienten
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Grundannahme der Kontinuumshypothese: Trennung der Zeitskalen, Fliissig-
keitselemente sind lokal im Gleichgewicht

= Es gibt eindeutigen Zusammenhang zwischen o' und G

Konkret: Antisymmetrischer Anteil w von trigt nicht bei (bei reiner
Rotation tritt keine Reibung auf).

= Hydrodynamische Theorie wird vervollsténdigt durch

<> <>

”Konstitutive Gleichung” | ¢’ <> € |, System- bzw. materialabhingig.

5.3.3 Ideale Fliissigkeiten und Euler-Gleichungen

FEinfachster Fall: Reibung vernachlissigt — ”Ideale” Fliissigkeit

= Konstitutive Gleichung: | o’ = 0

= Bewegungsgleichung: | 45 95 ]? Euler-Gleichungen
_:_+(/Dv)/lj: cxt_
dt 0Ot p

vP

I

H&ufig nimmt man zusétzlich an, dass die Fliissigkeit inkompressibel ist, d.h.
V-9 =0. Wir werden das hier nicht notwendig voraussetzen.
5.3.4 Newtonsche Fliissigkeiten und Navier-Stokes Gleichungen

Zweiter prominenter Fall: Einfache isotrope Fliissigkeit
o hingt linear und instantan von € ab (o' «¢)

Allgemeiner Ansatz: agj = Yk Cijrier mit Cjjp: konstante Koeffizienten
e Istropes Medium = allgemeine Form (ohne Beweis)
Cijkl = Adi0j1 + A" 0ydjk + B 00p
o0 symmetrisch = (i,7) kénnen vertauscht werden = A = A’
= Jz(j = 2A€l‘j +B (Sij Zl ey bzw. (gl =2A (g +B1 Sp((g)

Teile o'auf nach Beitrag von Sp(€) = V- % und spurlosem Rest

<> <> 2 <> <>
= Konstitutive Gleichung: | o' =p (2 e —gllSp(e)) + (1 Sp(e)

spurlos

Fliissigkeitselement verformt sich Reine isotrope
keine Volumenénderung Dilatation/Kompression
mit p: Scherviskositét

¢: Volumen-Viskositit
(Beitrag verschwindet in inkompressiblen Fliissigkeiten)

= Bewegungsgleichung;: p% = fext ~VP+vo'
mit [Vo']; = ¥, 0i[2pei; + (¢ — 2p)di; Sp(€)
) NN
€jj = 5(81"[1]‘ + aj’vi) Vo
= (T 05ivj + X 035vi) + (C = 51)05(V - 0) = p Avj + (¢ + §p)9;5(V - D)

S N !
Avj 0;(V-0)
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= Navier-Stokes-Gleichungen

—

v
P ot
bzw. speziell fiir inkompressible Fliissigkeiten (V-0 = 0)

+p(ﬁ-v>ﬁ=ﬁxt—vp+uM+(<+§>v(v-a>

1
D o (5-V)5 =1 YP+u AT
p P

mit v = p/p: "kinematische Viskositit”

Bemerkung: Grenzfiille der Navier-Stokes Gleichungen
e Falls v - 0 = Verhalten wie ideale Fliissigkeit

o Falls v - co = Rechte Seite der Navier-Stokes Gleichungen dominiert.
Linke Seite kann vernachlissigt werden. Fiihrt im inkompressiblen

Fall zu Stokes-Gleichungen: Fou—VP+ AT =0 | mit
ext - —

= ”]aminare” Strémungen

e Die Bedeutung von Reibung verglichen zur Trégheit wird iiblicherweise
durch die ”Reynoldszahl” charakterisiert!
Sei ein konkretes Stromungsproblem, z.B. Fluss durch Kanal
Definiere charakteristische Liange L (z.B. Kanaldurchmesser)
charakteristische Geschwindigkeit U
(z.B. v in der Mitte des Kanals)

~ Definiert Reynoldszahl |Re := ULp/pu
Reskaliere 7 — #/L, ¥’ = 9/U, P' = P/pU?
Dann erhélt man im inkompressiblen Fall die Gleichung

ov’

ot

= Re — co: Verhalten wie ideale Fliissigkeit
Re — 0: Hochviskose, laminare Fliissigkeit

Xt

= 1
+ (/Dl . v,)'f)l — fe, _ vIPI + _A,'DJ
Re

Folgerungen:

— Mikroskopische Strémungen (z.B. in nanotechnologischen Anwendun-
gen oder in Zellen bzw. kleinen Blutgefifien) sind meist laminar!

— Makroskopische Stromungen, z.B. umstromte Flugzeuge, kann man
oft in guter Niaherung als ideale Fliissigkeiten beschreiben — aufler in
der Nahe der Oberflichen. Dort setzt der Abstand zur Oberfléiche die
charakteristische Langenskala und es bildet sich eine laminare Grenzschicht.
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5.4 Ideale Fliissigkeiten

Zum Abschluss dieses Ausflugs in die Hydrodynamik wollen wir konkret am
Beispiel der idealen Fliissigkeiten ein paar Anwendungen der in 5.3 hergeleiteten
Gleichungen zeigen.

Ideale Fliissigkeiten: Keine Viskositét.
Kommt in der Natur i.A. nicht vor, ist aber trotzdem manchmal eine ganz gute
N#herung, z.B. falls ...

— Reynoldszahlen grof3 sind und die Strémung trotzdem nicht turbulent ist,
z.B. weit weg von Wénden (— Léngenskala L gross )

— charakteristische Zeitskalen so kurz sind, dass Storungen der Geschwin-
digkeit keine Zeit haben, iiber Reibungskrifte wegtransportiert zu werden
(nichtstationdrer Strom bei kurzen Zeiten, hochfrequenter Strom)

— 7echte” ideale Fliissigkeiten: Suprafliissigkeiten
z.B. He? bei tiefen Temperaturen

ds £ 1
_'U: fext ——VP
d p p

Folgen nach 5.3.3 S.103 den Euler-Gleichungen:

5.4.1 Bernoulli-Funktion und Bernoulli-Gleichung

Annahme im Folgenden (hier und im Rest des Kapitels 5.4):
Stromung sei zusétzlich barotrop, d.h. es existiert eine eindeutige Bezie-
hung p < P (p = p(P)), und die externe Kraft lisst sich auf ein Potential
U zuriickfithren, d.h. es gilt f.../p = -VU (2.B. Schwerkraft: U = gz).

Dann kann man schreiben %—%VP =-V(W+U) mit| W = fOP dP'[p(P")

= Alternative Formulierungen der Euler-Gleichungen:

a0
() | L=vW+U) | (Kar)
dt
.y | OO I 1, . .
(ii) i VB=0x& |mit| B=W+U + v Bernoulli-Funktion

und @ =V x ¢ (Vortizitéit) wie gehabt (siehe 5.2)
(Check: fDxG):T)x(fo)):Zivinif(T)-V)T):V%UQ*(T)-V)T)
=>0:%+V(W+U)=%+(6-V)6+V(W+U)=%+V(W+U+§)—ﬁxo? V')

Speziell: Inkompressible Fliissigkeit im Schwerefeld

W:deP’/P:P/P; U=gz = B:11)2+§+gz

2
Folgerungen:
e Fiir Stationére Strome gilt: % =0
(da 98 =28 4 (5.V)B=v-[(vxw- Z2]=0 V)

0: stationér 0: stationér
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e Speziell fiir inkompressible Fliissigkeit im Schwerefeld:
Entlang der Bahn von Fliissigkeitselementen (auf Bahnlinien) gilt

1 P
die Bernoulli-Gleichung: | B = 51)2 + — + g z = const.
p

(beschrieben von Bernoulli 1738, hergeleitet von Euler)

~ In Bereichen, in denen die Fliissigkeit schneller strémt (z.B. Rohr-
verengungen), erniedrigt sich der Druck!
Anwendungen: Wasserstrahlpumpe, Zerstéiuber, ...

5.4.2 Wirbel- und Zirkulationserhaltung

Definiere Zirkulation um eine geschlossene Kontur C: T'= yg dl-

Annahmen wie in 5.4.1: Barotroper Fluss. f.. /p ist Potentialkraft.
Dann gilt der Satz von Thomson (Lord Kelvin), 1869

Entlang einer mit der Stromung mitgewegten Kontur C(t)
bleibt die Zirkulation erhalten: & ¢,y 3-dl =0

(Herleitung: ¢ C(t+dt) dl(t +dt) = 71 (¢ + dt) — 7o (¢ + dt)
o T e = A (t) + 5(7)dt - 7o (1) - (7o) dt
r,(t+dt) =dI(t) + (3(F1) — 9(7p))dt
‘ =/ = (8(71) - 5(70)) = Sl

=G fowt-di=¢ § di+§ - Al V(W +U)+L: fdi?=0 V)
Euler 5.4.1 ds g Stokesscher Satz 0
—V(W+U) JAA-VXV(W+U)=0

0 = %
d *_
acdl=

e&{

Folgerungen

e Vortizitét & = V x ¢ bleibt auf Bahnlinien erhalten
(da @ nach dem Stokesschen Satz der Zirkulation auf infinitesimaler Kurve entspricht.
Alternativer, direkter Beweis: i—‘: =V x d—” =-VxV(W+U)=0 V)

e Speziell: Falls @ = 0 auf einem Punkt, ist @ = 0 auf der Bahnlinie!

= Deshalb ist der Begriff der Potentialstrémung iiberhaupt sinnvoll. Im
Volumen bleibt eine Potentialstromung i.A. eine Potentialstréomung.

Beachte: Man kénnte versucht sein, zu folgern, dass alle stationdren Stromun-
gen, fiir die ¥ = const. im Unendlichen ist, Potentialstromungen sein
miissen. (Ist @ =0 im Unendlichen, so bleibt & = 0 beim Durchstrémen).
Aber: In der Ndhe von Oberflichen bricht das Argument zusammen. Fiir
Flusslinien, die direkt von der Oberfliche abgehen, ist @ umdefiniert.

Beispiel: Umstréomung einer Kugel.

Naheliegende Losung: Potentialstromung

Moglich sind aber auch Losungen zu, bei denen Fliissig- 2 ——
keitselemente verschiedener Geschwindigkeit aneinander — @
entlanggleiten: Tangentiale Diskontinuitdten mit @ + 0
(sind in Gegenwart von Reibung instabil, dort entstehen Turbulenzen)
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5.4.3 Zugkraft und Auftrieb

Untersuche Korper der Geschwindigkeit i, der von idealer Fliissigkeit umstromt
wird. Im Unendlichen sei ¥ gegeben und konstant.

An der Oberflache des Korpers gilt als Randbedingung: Fliissigkeit darf nicht
hineinstromen, d.h. v, =7 -0 =7 -4 (7 ist die Oberflaichennormale).
Einfachkeitshalber keine Gravitation.

Frage: Welche Kraft F {ibt die Strémung auf den Korper aus?

— Zugkraft }j' p (D: drag) s L
— Auftrieb Fy,  (L: lift) “ B

Hier speziell: Potentialstromungen: V-9 =0 und @ = V x ¥ = 0 iiberall.
(keine tangentialen Instabilitéten etc.)
Das bedeutet: Lokal existiert Potential ® mit ¥ = -V ®.

Es gilt: Falls das Gebiet der Potentialstromung einfach zusammenhéngend ist,
existiert auch ein globales Potential (Beweis analog 1.4.1).

Da die Randbedingungen v, an den Rédndern des Gebiets vorgegeben sind,
ist das Potential eindeutig bis auf eine Konstante.

Beweis: Randbedingungen v, =7 -9 vorgegeben = 22 - . yP vorgegeben.
n

Angenommen, es gébe zwei Losungen ®1,®2 von A® =0 mit diesen Randbedingungen.
= P=P - Dy 16st AP =0 und 7n- VP =0 an den Réandern des Gebietes.

= 0=¢ dADdVD L [ @3 y(dVD) = [ d3r[(VE)2+ D AD | = [ dPr(VD)2
i v 22
= V®P=0 = & =const.v) 0

5.4.3.1 Das D’ Alembertsche Paradox

Zuriick zu unserem Problem: Betrachte endlichen Koérper in einem dreidimen-
sionalen unendlichen Gebiet, der von einer Potentialstrémung umstromt wird.

Dann zeigt sich: Die Gesamtkraft auf den Korper ist Null!
Alle Beitrige miissen einander aufheben.

(Beweis dazu:

e Zunichst Galilei-Transformation, so dass die Strémung im Unendlichen in Ruhe ist 9o — 0
und der Korper sich mit Geschwindigkeit 4 bewegt.
Eigenvolumen des Korpers sei Vjy, Rand des Koérpers 0Vp
Gesamtsystem sei Kugel mit Radius R — oo, Volumen V = 4/37TR3 — oo, Rand 9VRr

e Zusammenhingendes Gebiet — Potential ® mit A® =0 ist eindeutig bis auf Konstante.
Konstante kann so gewéhlt werden, dass 9€6VR dA®=0
Randbedingungen linear und A® =0 linear = ® o< u

e Vorgriff auf Vorlesung Theorie II: Losungen der Laplace-Gleichung mit & — 0 fiir r — oo konnen
entwickelt werden: ®(r) = & + Ef 4 ... baw. 5= -V® = b5 + w + - mit 7 =7/r.
T T N T, T
”Multipolentwicklung” mit Koeffizienten b, B, wobei b, B o< u wegen ® o< u.
o Wegen A® =0 gilt: 0= [ d3A® “2° § dA7.vO- § dA#-VO=§,dA o
% —_— ‘

oV Y——— 9V
dA-© 0: Randbedingung

= Fluss durch Kugel R muss verschwinden: .¢8VR dA - o~ 4axb + (’)(%) =0VR = b=0

= Fiihrender Term ist der zweite Term: ®(r) ~ B - 7/r3
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e Berechne Energie der Fliissigkeit (kinetische Energie): E =T = %pf d3r 02
Zerlege v2 =u? + (- 1) - (D+ 1) = E=1p(u?(V-Vo)+1T) mit I = [d®(D -1)- (0 +1)
Benutze V(3 - %) =0 und (4 + @) =-V(® -1 -7) = I=-[d>r V[(T-a)(®-u-7)]
Gaufscher Satz = I = 79§6VR dAA-(5-a)(®- 4-7 )+ ggavodAﬁ- (@B-a)(P-u-7)
———— - N e’
o (wn)R
R2 $5dQ2 (Einheitskugel)

Auf der Oberflache der Kugel R — oo gilt: & ~ ﬁB -7 un
= i (0-1) = Z5(B-7) = (i-7), (P-u-F)=pgg(B-n)-(i-H)R
=I=R3$dQ (0 -7)% -3¢ dQ (a-7)- (B-n) + O(=5)

Nutze §dQn;n; = %’&-j = [= —R3%ru2 +4n(B-1) = -Vu? +4n(B - @)

= E= Lp((V = Vo) —u?V +4m(B - 1) = -1 puVp + L pdn(B - 1))
Da B o< u, folgt, dass T' quadratisch in u ist: E =: %mlkuluk

0: Randbedingung

(oW
(S
R
w‘ =
—~
oo
|
w
~
oo
S
=
S
Nd

e Zusammenhang mit Gesamtimpuls P der Fliissigkeit: dE = @ - dP
(Grund: Fliissigkeit reibungsfrei — Impulsinderung dP wird vollstdndig in
Energieéinderung dE umgesetzt. Beides wird durch Kraft F auf Korper vermittelt.
— Arbeit dW = F- @dt = dE und Impulsiibertrag dP = F'dt dE =i -dP)
= P; = m;jup, bzw. konkret P = 4wpB — pVo@i (NB: P ist endlich!)

e Daraus folgt: Wenn 4 = const., bleibt P konstant, d.h. es wird keine Kraft auf die Fliissigkeit
iibertragen. Umgekehrt heifit das aber auch (actio=reactio), dass auch die Fliissigkeit keine
Kraft auf den Korper tibertragt! V')

Diskussion:

Zumindest die Abwesenheit von Zugkraft ist einleuchtend: Gébe es eine

Zugkraft Fp, dann miisste der Kérper permanent Arbeit Fp - 4idt
verrichten — Energie miisste iiber Reibungskrafte dissipiert bzw. ab-
transportiert werden.

Aber: Energiedissipation gibt es in idealen Fliissigkeiten nicht. Ab-
transport ist nicht moglich, da ¥ im Unendlichen zu schnell ver-
schwindet.

Vier wichtige Voraussetzungen gingen in den Beweis ein:

(i) Potentialstréomung.

(ii) Korper ist endlich ausgedehnt. Die Fliissigkeit stromt innerhalb
eines einfach zusammenhéngenden Gebietes darum herum.

(iii) Die Flissigkeit ist unendlich ausgedehnt.

Falls (i) nicht zutrifft (z.B. tangentiale Instabilitéten) kann man gar
nichts sagen. (Aber in diesem Fall muss man sowieso die vollen
Navier-Stokes-Gleichungen rechnen).

Falls (ii) nicht zutrifft, z.B. unendlich langer Zylinder
— siehe néchster Abschnitt (zweidimensionale Stromungen)

Falls (iii) nicht zutrifft, z.B. in der Nihe einer Oberfldche:

— Ein Korper, der parallel zu einer Oberfliche bewegt wird,
erfahrt eine Zugkraft! Das hingt damit zusammen, dass Ober-
flichenwellen erzeugt werden, die kontinuierlich Energie abtrans-
portieren konnen (” Wellenzugkraft”)

Nach dem d’Alembertsche Paradoxon sollte es in idealen Fliissigkeiten
auch keinen Auftrieb geben.
Warum koénnen dann aber Flugzeuge fliegen?
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5.4.3.2 Warum Flugzeuge fliegen

Argument: Auf sehr grofien Skalen (viel grofler als das Flugzeug) kann man die
Luftstromungen nicht mehr als Potentialstromungen annihern. Lokal, in der
Umgebung der Fliigel, ist die Darstellung als Potentialstrémung zwar ganz gut.
Auf dieser Skala sollte man aber das Flugzeug nicht mehr als dreidimensionales
Objekt beschreiben. Die Stromungsverhéltnisse werden besser durch zweidi-
mensionale Stromungen um einen quasi unendlich ausgedehnten Flugzeugfliigel
beschrieben.

Untersuche daher Auftrieb und Zugkraft bei Objekten, die von zweidimensionalen
Stromungen umstromt werden. Betrachte Objekt (z.B. Querschnitt durch
unendlichen langer Zylinder oder Flugzeugfliigel), dass sich mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit durch eine Potentialstromung bewegt (V-0 = 0, = 0).

NB: Die Voraussetzung (ii) fiir das d’Alembertsche Paradoxon trifft dann nicht
mehr zu. Insbesondere muss es kein eindeutiges Potential ® mehr ge-
ben, da das Stromungsgebiet nicht mehr einfach zusammenhéngend ist —
Moglichkeit von Zirkulation trotz @ = 0. T

Frage: Was dndert sich dadurch?

Wihle diesmal das Bezugssystem so, dass das Objekt in Ruhe ist.
Im Unendlichen stréome das Fluid in z-Richtung mit Geschwindigkeit v,
~ Fp = F-é,: Kraft || Stromung; F, = F'- é,: Kraft L Stromung
a) Das Theorem von Blasius

Betrachte ruhenden Koérper in einer Strémung (zwei Dimensionen)

Definiere komplexe Geschwindigkeit | w(z) = v, — i vy | mit z = z + 7y.
NB: Mit V-0 = 0,03 + Oyvy = 0 und V x ¥ = 0,0y — Oyvy = 0
sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichunen erfiillt.
~ w(z) ist eine analytische (holomorphe) Funktion von z.

Dann gilt: | Fp —iFf, = zg 55 w?(z) dz
R

and d. Koérpers

(Beweis:
e Kraftbilanz: Kréfte auf Rand sind Normalkréfte dF = 7P dl
(P: Druck, di: Lénge eines Oberflichenelementes, 7 dl = (_dmy))
Beitrag zur Zugkraft: dFp = -Pdy
Beitrag zum Auftrieb: dFy, = Pdx
= Kombiniere dFp —idF = -Pdy -iPdx = —iP dz*
= Fp-iFy =-i¢ Pdz*
e Bernoulligleichung (ohne Gravitation): P + gv2 = Bp = const.
= —if Pdz* =—iBp§ dz* +i5 ¢ dz* (v2 +v§) =15 ¢ dz* (ve + vy ) (Ve — ivy)

——
0

. . (V2 o (dz Vg +ivy=|v| exp(i0) } . .
Randbedingungen: (vy) (dy = doridyeldz] exp(i0) selbes 0
= dz* (vg +ivy) = dz (vz —ivy)

=if ¢ dz(vg —ivy)? =it § dzw? V)
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b) Das Theorem von Kutta-Zhukovski
Folgerung aus dem Theorem von Blasius
Fiir ruhende Koérper in stationédren Stromungen gilt
] Fp—iFp =ipve T |,
wobei I' = ¢ di- ¢ Zirkulation nach 5.4.2 S.106
und ve: Stromung weit vom Objekt.
(Beweis:
o Grundstromung weo = Voo, Reststromung fillt im Unendlichen ab
= w(z) kann nach Potenzen von é entwickelt werden.
= w(2) =veo + 2+ B4

> ¢ dzw?=§ dz(veo + A +-)2 = § dz (V2 + 2000 2 + 4 (A% + 2000 B) + )
z 1 z 22
Residuensatz — Nur Term ~ = im Integranden tragt bei.

(f f(z)dz=2mi % Res[f(2)]ema,

Pole a; von f(z)

mit Res[ %], = ﬁ(fz%(&zn) =0firn+1)

=200 § dzé = 2000 § d2 (Voo +é+2%+~-~) = 2000 § dz w(2)
——

——

0
= 2000 § (dz +idy) (ve — vy) 0

Uy = 10 . .
;;;Zdv;:‘gi‘c;pp(&g) } selbes 0 = (dz + idy)(ve — tvy) = |dz] ||

= 2000 § |d2| v = = 2000 § dI- T = 200

B\

e Theorem von Blasius: ipvel’ =15 § dzw? = Fp —iF, V)

Fazit Auftrieb und Zugkraft
e FFp=0: Nach wie vor keine Zugkraft!
Einleuchtend, selbes Argument wie 5.4.3.1: Zugkraft leistet Arbeit und
generiert Energie, die nicht dissipiert werden kann. {F
g [/ L\> \\\

e F, # 0 moglich: Auftrieb bei Anwesenheit von Zirkulation @

Diskussion: Warum fliegen Flugzeuge?
Vereinfachtes Bild: Stromung um Fliigel wird als Quasi-2D Strémung be-
trachtet. An der Hinterkante des Fliigels 16sen sich Wirbel ab.

o Aber: Auf der Kurve C' weit weg vom Fliigel gilt Zir-
kulationserhaltung = Wirbel wird durch Zirkulation
um den Tragfliigel (auf der Kurve C’ nah am Fliigel)
ausgeglichen.
= Fliigel bekommt Auftrieb!

Zutaten fiir Auftrieb

e Bernoulli-Gleichung (ging in das Theorem von Blasius ein)
— So lernt man es {iblicherweise.

e Wirbel, Zirkulation
— Weitere, zwingend notwendige Zutat.
Beim Start von Flugzeugen miissen Wirbel abgelost werden.
(Deshalb kénnen Flugzeuge nicht direkt hintereinander starten.)

Richtung der Auftriebskraft (nach oben/nach unten) wird von der Zir-
kulation bestimmt, nicht von der Form des Flugzeugfliigels.
(Deshalb kann man z.B. mit Flugzeugen auch Loopings fliegen.)
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