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Kapitel 1

Newtonsche Mechanik

1.1 Grundlagen

1.1.1 Die Newtonschen Axiome
1.1.1.1 Wortlaut (iibersetzt)

aus: principia mathematica philosophiae naturalis

I) ,Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder der gleichférmigen Be-
wegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen
Bewegungszustand zu dndern.“

IT) , Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden Kraft proportional und
geschieht ldngs jener geraden Linie, nach welcher die Kraft wirkt.“

ITI) ,Die Reaktion auf eine Aktion ist immer entgegengesetzt und gleich, d.h.
die Aktionen (Kraftwirkungen) zweier Korper aufeinander sind immer
gleich grofl und entgegengesetzt gerichtet.

Im Folgenden: Diskussion und Prézisierung

1.1.1.2 Préazisierung der kinematischen Begriffe

Wir verstehen unter

e cinem , Korper®: Einen Massenpunkt

idealisierte Objekte mit Masse, aber ohne rdumliche Ausdehnung
(~ Rotation spielt keine Rolle)

Generell gute Ndherung, wenn Ausdehnung des Korpers sehr viel kleiner
als andere typische Lingenskalen des Systems

Wir werden in Abschnitt 1.6 sehen, dass man unter gewissen Umstinden
auch ausgedehnte Korper wie Massenpunkte behandeln kann (mit
Zentrum am Massenschwerpunkt).
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e ,Bewegung®: Die Bahnkurve bzw. Trajektorie 7(¢) eines Massenpunktes

Dahinter steht eine Abbildung ,, Welt* — R? x R

physikalischer Raum (,Ort*) — R3  (7)
physikalische Zeit — R (t)

~» Bahnkurve

\
Kocrawoéewﬁgckm

Notwendig fiir diese Abbildung:
Definition einer Referenzlénge und eines Referenz-Zeitintervalls
Einheiten (z.B. SI-System: [r]= 1 m, [t] = 1 s)

Bemerkung: Der Ort 7 ist eine vektorielle Gréfe in 3 Dimensionen. Dies
ist an zwei Eigenschaften erkennbar:

- Darstellung durch 3 Koordinaten in einer Orthonormalbasis

Basis: F = (61 52 é:;)
(Eigenschaften: ETE:EET:]I, det(E)zzl:l = Fc @(3))

1
Darstellung von 7 | 72
r3
1
mit ¥ =11€1 + ro€s +1r3€3 = E | 1o
T3
71
Berechnung der Koordinaten: r; = 7#¢; = | | = ETF
73

- Transformationsverhalten bei Wechsel der Basis
Neue Orthonormalbasis: E' = (¢} &, &%)

7“’1 el

Neue Darstellung: [ 75, | = U | r2
/

T3 T3

mit Transformationsmatrix U = E'TE

] r1
Beweis: |7, | = BT =ETETEFr=U |7 | v
2 N——
T3 1 r3

Eigenschaften der Transformationsmatrix: UTU=UUT =11
(Beweis: UTU = (E'TE)YT(E'TE)=ETE'ETE=ETE=1,---)
N——
1
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e Bewegungszustiande

Definiere zunéchst von der Bahnkurve 7(¢) abgeleitete Grofien

(t)=47(t) =7  (Einheit 1 m/s)

- Geschwindigkeit:

- Beschleunigung:  @(t) = &(t) =7  (Einheit 1 m/s?)
Wir verstehen unter

- ,Zustand der Ruhe“: Bahnkurve 7(t) = 7y = const.

- ,gleichférmige Bewegung“: Bahnkurve mit 9(t) = ¢y = const.

:>77(t) =7y +Up-t
- ,2Anderung der Bewegung“: Beschleunigung a(t)

1.1.1.3 Diskussion des Postulats 11

Begriff der ,,Kraft“ F

Angelehnt an unsere Wahrnehmung, Erfahrung aus dem Alltag

Beispiele
e Schwerkraft an der Erdoberflache

~» zieht nach unten
~» erscheint {iberall gleich grof}

Experimentelle Beobachtung (Galilei):
fiihrt beim freien Fall zu konstanter Beschleunigung

e Angelegte Kraft D—M—"‘;‘;

~» Erfahrung: Beschleunigung erfolgt in Richtung der Kraft

— Postulat:

Kraft ist eine vektorielle GroBe F
Effekt einer Kraft auf Bahnkurve eines Massenpunkts ist F=m-admit
m: zundchst nur Proportionalitatsfaktor

Folgerung: Superpositionsprinzip

U
@){7 Angenommen, auf einen Korper wirken verschiedene
N . Krifte
% gﬁ ~» Beschleunigungen addieren sich vektoriell auf
' ¥ . ~» Krifte addieren sich vektoriell auf: F = ﬁl + ﬁg
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1.1.1.4 Diskussion des Postulats III

Zwei Aspekte:

- Beschreibt Wahrnehmung;:
Wenn ich eine Kraft ausiibe, erfahre o1 2,
ich eine Gegenkraft z.B. Tauziehen
Gleichung: F12 = F21

- Ermoglicht den Vergleich der Wirkung von Kriften auf verschiedene
Korper — Aussage iiber Proportionalitdtskonstante m:
m ist eine Eigenschaft von Korpern: Trige Masse
Messvorschrift

& Gopel T Gpol 2
Autbau: Qwv_g;ﬁ_!ﬂqw s,

e M

- Ziehe so, dass Aufbau in Ruhe = F = —F21 = F12 = _F

ey ———y -

.)
- Schneide Faden durch: (_w‘—ﬁ_% __MD
Wi ET
1 "11
- Miss Beschleunigungen a; = —il und @y = mig

= Verhéltnis 2 L gibt Verhéltnis %

Damit konnen im Prinzip die Massen aller Kérper in Einheiten der
Masse eines Referenzkorpers gemessen werden.

~» Masse hat physikalische Realitét

Einheit der Masse: Referenzmasse, z.B. SI-System: 1 kg

Zusammenfassung des Postulat IT und III: Newtonsches Kraft-
gesetz

F=m-a

mit m: trage Masse, physikalische Eigenschaft eines Korpers
(Einheit: [F] = 1 kg m/s?)

Alternative Formulierung des Newtonschen Kraftgesetzes

Definiere Impuls p=m - v

—

— Newtonsches Kraftgesetz: | F' = ;6’

Vorteil dieser Formulierung (Vorgriff auf spezielle Relativititstheorie,
Kapitel 5):
Bei sehr hohen Geschwindigkeiten v < ¢ (Lichtgeschwindigkeit) gilt
F = m- @ nicht mehr, aber F = P ist Welterhm giiltig mit geschwin-

v?
2

digkeitsabhéngiger Masse m = my/
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1.1.1.5 Diskussion des Postulat I
Wahrnehmungserfahrung
- In einem Karrussell: sehr starke ,,Kraft“ nach auflen

- Am Boden: weniger Kraft, fast nur noch Schwerkraft nach unten

- Auf dem Mond: noch weniger Kraft

Postulat: Es gibt Bezugssysteme, in denen , kriftefreie Kérper® in gleichférmi-
ger Bewegung verharren. Diese Bezugssysteme nennt man Inertialsysteme.

Problem mit Inertialsystem

Verschiedene Inertialsysteme bewegen sich relativ zueinander mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit. Urspriinglich ging Newton sogar noch weiter
und postulierte einen ,absoluten Raum®, also ein ausgezeichnetes
Inertialsystem, das ,,in Ruhe“ ist.

Problem: Man kann dieses nicht von anderen Bezugssystemen unter-
scheiden, es hat also keine , physikalische Realitdt“. In der klassi-
schen Mechanik kann auf absoluten Raum ohne weiteres verzichtet
werden.

Aber: Selbst wenn man einen relativen Raum akzeptiert, bleiben noch
weitere grundlegende Probleme:

e Inertialsysteme im Sinne der klassischen Mechanik kénnen in
Experimenten im Universum prinzipiell nicht realisiert werden.
Das liegt daran, dass es keine , kraftefreien Korper® geben kann,
da Gravitationskriifte wie 1/72 abfallen und sich nicht abschir-
men lassen.

(NB: Gravitationskréfte sind die einzigen nicht abschirmbaren
Krifte. Alle anderen Kréfte lassen sich abschirmen.)

e Ein dsthetisches Problem: Es gibt keinen absoluten Raum, aber
eine absolute Zeit. Mit welchem Recht?

Losung: Relativitdtstheorie

Klassische Mechanik
Relativer Raum, absolute Zeit
Problem mit Inertialsystem
Spezielle Relativitéitstheorie
Keine absolute Zeit mehr
Asymmetrie zwischen Raum und Zeit weitgehend aufgehoben
Problem mit Inertialsystem besteht
Allgemeine Relativitatstheorie
Gravitation ist Eigenschaft des Raums
Inertialsystem (kréftfreie Bewegung) realisiert im , freien Fall®
— gibt dem Inertialsystem physikalische Realitét
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1.1.2 Beispiele: Anwendungen des Kraftgesetzes
1.1.2.1 Freier Fall im homogenen Schwerefeld

x Kraft: Schwerkraft an Erdoberfliche I{ET

—

Fyray = mg - § mit m,: Schwere Masse

Experimentell stellt man fest: Alle Korper fallen gleich (Galilei)
— g ist eine Beschleunigung (konkret: g = 9.81 m/s?)
und mgs ~ m (trige Masse)

Einsteinsches Aquivalenzprinzip: ms =m
(allgemeine Relativitétstheorie)

* Bahnkurve

Anfangsbedingungen zur Zeit t = 0: Ort 79, Geschwindigkeit
- Beschleunigung: d(t) = g

t
- Geschwindigkeit: 9(t) = vy + [dr d(r) =vo + gt
0

—

S
~
+

N[ —

Q
~
(V)

¢
- Ort: 7(t) = 7o + [dr ¥(7) =70 +
0

1.1.2.2 Freier Fall im homogenen Schwerefeld mit Reibung
x Krifte:

—

Schwerkraft ﬁgrav =m-g

Reibungskraft Fopp, = —a(v) - v
Nimm an, o = const. (Stokessche Reibung)

* Berechne Geschwindigkeitsverlauf

Gleichung: ¥(t) + 2 #(t) = §
inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
Vorgehen:
(i) Lose zuniichst homogene DGL: #(t) + ~(t) =0
— Schar von homogenen Losungen 0o (t)

(ii) Suche spezielle Losung fiir inhomogene DGL ()
— Allgemeine Losung hat Form vy, () = ¥s(t) + Ohom(t)
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Umsetzung;:

(i) homogene DGL: v( )+ ~i(t) =0
Ansatz: 0= @ eM — ¥ = A\t eM
Einsetzen: & eM(A+ 2) =0 =\ = —
= Allgemeine Losung hat Form top (

(ii) Spezielle Losung Us(t): z.B. die Losung, bei der ¢ || §
und Re1bungskraft die Schwerkraft genau aufwiegt
Fmb = —Fgrav = ¥, = const. und —a Ts = —m Jg=Us =
= Allgemeine Losung hat Form vy, (t) = 2 § + @ e m?

- oy

Nl
S

)

3

x Bahnkurve mit Anfangsbedingungen 7, vy zur Zeit ¢t = 0

- Geschwindigkeit:
o =U(t=0) = %§+w:>w:ﬁo—%§
= 0(t) =% G+ (T~ 3 §) e m’
- Bahnkurve:
¢
7(t) = 7o + [ dr (1)
— m = ’ — m = my —% T=t
=70+ Z2gt+ (o — 2 g)(=2) e m o
= 7o+ Bt + (o — B F (1—e )

1.1.2.3 Pendel

« Charakterisiere zunéichst Bahnkurve 7(¢): Kreisbewegung

Waéhle mitrotierendes Bezugssystem:
€& =1,€ Lé
- Bahn: 7(t) = lé,
.. s oo\ dF
- Geschwindigkeit: (t) = $¢
Richtung: ¢ L & = ¥ || &,

[7Z — AV _ 7 dF
Denn: |ﬂ . e L

=1a =& v=0

(I: Fadenlinge)

— ’U( ) ( ) (¢(t): Winkelgeschwindigkeit)
- Beschleunigung: d(t) = l¢e +lg0de“".
dé g /T
i) = || = d<d” @)= = el
und: % || &, zeigt Richtung —&, fiir ¢ > 0
—at)= 1pt)é, — 1¢*ér
N’ N——

Tangential- Norma}-
beschleunigung beschleunigung

m
a

g

15
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x Folgerung fiir Kraft

F=ma=mplé,—m¢?le, 9
! o o £
= mg  — [Paden € FFoden
~— —_— =
Schwerkraft  Fadenkraft % ,.,.3
Zerlegung:
= S oy o o ! . -
Normalkraft: F,. = m (§- ) € + fraden €& = —m @* 1 &,
S~
gcosp

sorgt dafiir, dass Korper auf Kreisbahn bleibt
Tangentialkraft: sz =m (§-€,) €, Zm pleé,
—~—
gsinp

« Losung fiir Bahnkurve ¢(t)

Newtonsche Gleichung fiir Tangentialkraft
= Differentialgleichung ¢ + ¢ sinyp = 0

Exakte Losung kann noch nicht (aber bald) berechnet werden

Im Moment beschréinken wir uns auf den Spezialfall kleiner Auslenkungen
sing =~ ¢

= Genéherte Differentialgleichung: ¢ + 4 =0
Ansatz: ¢(t) = eM
Einsetzen: A = +iy/g/l imaginir
= Allgemeine Losung hat die Form: o(t) = Ce'VI/tt 4 C_e'V —9/tt

Anfangsbedingungen: ¢(0) = ¢g, ¢(0) = wy
— 0o =C4+C_, wy=1iy/g/l(Cy+C_)

_1 1 1A -1, _ 1 I3
Cy = 3%0 + 5;wWo0 L C_ = 3¥0 ino\/;

= Losung: ¢(t) = @o cos Qt + 2 sin Qt mit Q = \/%
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1.1.3 Bezugssysteme
1.1.3.1 Einleitung

An den Beispielen 1.1.2 wurde deutlich: Je nach Situation bieten sich verschie-
dene Koordinatensysteme an.

Beispiel Pendel: Mitrotierendes Bezugssystem (€&, €,)

Bahnkurve 7(t) = l€,: Fiir den mitrotierenden Beobachter konstant

Beobachter spiirt Kraft auf Faden:
m (g cosp) é.: Schwerkraft
—m p? | €,: Zusitzliche ,,Scheinkraft® Zentrifugalkraft

Beobachter spiirt keine Kraft in Richtung é,:
Schwerkraft wird durch weitere Scheinkraft genau aufgehoben.

Wir wollen diese Zusammenhénge nun systematisch untersuchen: Wie hingen
Scheinkrifte mit Bezugssystemen zusammen, oder allgemeiner: Wie trans-
formiert man zwischen verschiedenen Bezugssystemen?

Ausgangspunkt:

1. Newtonsches Axiom: Es gibt Inertialsysteme

= Es gibt mindestens ein Inertialsystem %
(Newton: ,absoluter Raum*, hier: egal, irgendeins)
Dieses soll unser Referenzsystem sein

Die Koordinaten einer Bahnkurve im Referenzsystem ¥ seien: 77, (t)

Betrachte nun Bezugssystem 2_]
Allgemeine Koordinatentransformation

A% B B o [7ot) — di)]

il S s =
P R = 20) R+ d()
W = Drehung Translation

1.1.3.2 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Falls“i] ein Inertialsystem ist, gilt generell:
7y = 0 < Bahn ist kréftefrei < 7, =0

Einsetzen: 7, = 27 (7, — d)

vy =977 —d) + 27 (7, - d),
Fo= 917, — d) + 297 (F, — d) + 9T (F, — d)
=0, falls 7, = 0 fiir alle 7y, 7,

=97 =0,9"=0,d=0
= 2 = const. (feste Drehung); d = dy + vt
= Transformation: 7, = 27 (7, (t) — do — Tot)
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Allgemeine Formulierung: Zeit einbezogen

7y = 97 (7 — do — To(ts, — to))

= 97, + do + ot
t. =t —tg

:ti-i-to

77
bzw. =
= tz

Galilei-Transformation

NB: t,, =t + to bedeutet: Zeitdifferenzen sind absolut

Folgerungen

(i) Zu jedem Satz (2, T, dy) gehért ein Inertialsystem
— Wenn es ein Inertialsystem gibt, gibt es unendlich viele

(ii) Transformation von
- Geschwindigkeiten: 0 (t) L'i t) = 2T (v, (t) — Bp)
Uy, () = QU (t) + 0o
- Beschleunigungen: @ (t) = 7, (t) = .@1':; (t)
- Kriften: Wie Beschleunigungen: F; (t) = .@Fﬂi (t)

1.1.3.3 Rotierende Bezugssysteme

Pty = DT (1) baw.  Fy(t) = D(6)7.(1)
2 ist Drehung:

2027 (t) = 2T () 2(t) = 1; det(2) = +1

Einfachheitshalber: Betrachte Bahnkurve, Krifte etc. zu einem bestimmten
Zeitpunkt tg. Wéhle Inertialsystem ¥, welches zu diesem Zeitpunkt mit

Y iibereinstimmt. (Wie man von einem anderen Inertialsystem dahin-
transformiert, wissen wir ja.)

« Vorabkldrung: Zeitliche Ableitungen von Vektorfunktionen u(t)

= Q(to)ﬁi (to) = Ei (to), da .@(to) =1

= YD(to)ig(to) + Z(to)i(to)

BEsgilt: 279 = 1 = (@Tﬁ) =979 + 9T % = 0 zu allen Zeiten ¢
= (wegen P(to) = 1): 9T (to) + D(to) =0

0 a b
= 9(to) hat die Form (—a 0 c) : antisymmetrische Matrix
-b —c O

1
Damit gilt fiir beliebige Vektoren & = mg)

) 0 a b 1 axz + bxs
D(to)f=|—-a 0 ¢ zo | = | —az1 + cz3
-b —c O x3 —bx1 — cxo
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~» Also Schreibweise: | Z(tp)- = @ X -
Zu dem Zeitpunkt, an dem ¥ und ¥ identisch sind,

gilt: (%-)Z =W X+ (%-)i

Bemerkungen

(i) Anschauliche Bedeutung von &
Betrachte infinitesimale Drehung 2 = 1 + dt - &
e Fiir Vektoren 7 || & gilt: 97 =G xT=0= 9T =7
= & zeigt in Richtung der Drehachse

e Berechne Kreuzprodukt eines gedrehten und ungedrehten
Einheitsvektors €|, der auf & senkrecht steht.

— i = ]
EL><(_@gL):Sinq(gL,_@gL)'ﬁ:(pdt"th‘ W
——— - .
¢ dt }élwl@ 28,
:ELX(e_l-"-dt'UjXél):dt'Uj o

Ch
(ii) & ist strenggenommen kein Vektor, sondern von Matrix abgelei-
tet. Trotzdem transformiert es unter Drehungen wie ein Vektor;

unter Spiegelungen transformiert es wie ein Vektor, aber mit um-
gedrehtem Vorzeichen. Allgemein (Drehung + evtl. Spiegelung)

= || entspricht der Winkelgeschwindigkeit

gilt:
Wi w1
Fiir Koordinatentransformation U = | | wh | =U | wa | - det(U)
/

(Grund: Betrachte Vektor @, transformiert wie ein solcher.
— b= x @ ist auch Vektor, transformiert wie ein solcher
— & muss wie Vektor transformieren, auler wenn Koordinatensystem
Handigkeit dndert
2z.B. Punktspiegelung: U = -1 = @ = —a@, b' = —b=&' x @ = & = &)
Groflen mit einem solchen Transformationsverhalten nennt man
auch Pseudovektoren. Wir werden noch mehrere kennenlernen.

* Anwendung auf Bahnkurve 7(t)

- Geschwindigkeit: 7%, (to) = ($7)y, = & x 7+ (S7), = @ x 7+ 7, (to)
d

- Beschleunigung: 7y (to) = (S7%)y = & X 7 + ($7%)5
=0 X [BxF+ 7]+ (L6 x 7+ 7)),
= DX (BXT)+E X T, +& X F+@ x 7+ (7).
=W X (d x7)+2d x 7y +d x 7+ 7

- Kréifte:ﬁ:m-%’z:m-dﬁx(@'xf‘)+2m-@’x?§;+m G XF+m :’i

bzw. Bewegungsgleichung im System ¥ _ '
m-ry = F -m-dx(Gx7)-2m-dxXr, —m-GXT
~—~— 2, —_—

echte Kraft (i) Zentrifugalkraft (ii)Cor;gliskraft (iii) (namenlos)
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x Anschaulich: Scheinkréfte in rotierenden Bezugssystemen

(Offeskes. Sydlew Wiohetuol  Schaiicogt

GQ) R T cebepuog
i &‘j . g_ﬁej_r_ _ 27Tl do Gelken
: ks Erds Fowd
{ Tv ' i3e
W) /]‘\ M " Corio&skny ’
: L { ;‘}] = Weshainold. aunf Norholilus
s | _ [ e Sod-
i 'f-\;kh'om
Bl g b mfm\,%w% des Yokahow

L oo Sy

1.1.3.4 Beliebig beschleunigte Bezugssysteme

Allgemeiner Fall
U

b

Um Kréfte zu berechnen und Bewegungsgleichung aufzustellen:

Betrachte wieder Inertialsystem, das zur Zeit to mit 3 iibereinstimmt

—

(Z(to) = 1L, d(to) = 0)

Verfahren wie vorher, Ergebnis fast gleich:

m-r,=F-m-Gx@x7)—2m-(@x7) —m-(@xF)—m-d
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1.1.4 Energie und Potential
1.1.4.1 Potentielle Energie

- Vorbemerkung: Wir nehmen im folgenden an, dass wir in einem Inertialsy-
stem sind, und wollen uns auf geschwindigkeitsunabhéingige Krifte be-

schranken. Die allgemeine Form eines Kraftfeldes lautet zwar ﬁ(r",ﬁt)
(ein Teilchen) bzw. {Fy(F1-- Py, 71-- Pn, 1)} (N Teilchen); makroskopisch
kennt man jedoch nur zwei Arten von geschwindigkeitsabhingigen Fel-
dern: Die Reibungskraft und die Lorentzkraft (Magnetismus). Diese sollen
gesondert behandelt werden.

— Nimm an Kraftfeld der Form
F(r, 7, t) (ein Teilchen)
{F(7 - 75, t)} (N Teilchen)

x Erfahrung:
Geschwindigkeitsunabhéingige Krifte lassen sich von Potential ableiten.
Ein Teilchen: F(7,t) = =VU(7,t)
— — 8/87'1';16
N Teilchen: Fz(??l .. FN, t) = —ViU(T?l . FN, t) (@1 = <8/8ny))
0/0ri,
Haufig sind Krifte und Potential zudem nicht explizit zeitabhéngig, d.h.
Fi(7 7n) = =V,;U(71- ¥n). Solche Kraftfelder heifien auch konservative
Kraftfelder.

* Beispiele:

- Ein Teilchen in einer Dimension
ytrivial“. F(z,t) = d 1 U(z,t) mit U(z,t) = — f F(z,t)dz + Uy
o
- Ein Teilchen, auf das Zentralkraft der Form ﬁ(f’ t) = f(r,t)e, wirkt.
Dann gilt: F(7,t) = —VU(7,t) mit U(r,t) = — fF 7, t)d7 + Uy
70

F(7,8)di = — f(r, 1)

(Check: —VU = 7%(](7‘, t) - Vr mit %U(r, t) = 7517

T—s

VA = 1 - o N
undVr:VvFZZQ\/z-Qr:r/rzer)

Bemerkung: Es ist natiirlich nicht a priori klar, dass sich eine Funktion F (7, )
auf ein Potential zuriickfithren lasst.
Beispiel fiir eine hypothetische Kraft, fiir die das nicht gilt:

F(7t) = f(r,t)é, \Q (f(r,t) nicht Null)

Betrachte Linienintegral entlang eines Kreises mit Radius R

3
i 2w
Al ) §dF- F(rt)= [ dcp— F(#(p),t f dp Ré, - f(R,t)€, = 2mrRf(R).
Ny 1 0
Gébe es ein Potential U mit F = 7VU dann miisste aber gelten:
27 2m 27

[ de gL - F(f(e),t) = — f de§Z - VU((¢),1) = = [ degLU(7(p),t) = ~U((¢), 1) o =0
0
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* Bedingung dafiir, dass ein Potential existiert

(i) Globale Formulierung iiber geschlossenes Wegintegral

Ein Teilchen: j{df’- F(7,t) = 0|; N Teilchen: Zj{dﬁ Fy(F- Py, t) = 0

Notwendig: Betrachte geschlossene Kurve 7;(s) (s € [0,4]) \i\_J 3'“;',:

[ = —
= $di - Fi(f v, t) = 3 Ofds% - Fy(71-- 7N, t) = (falls Potential existiert)
T k2
8

[ = —
=—[ds> 9 - ViU(#1 - v, t) = — [ds U(7i(s)- v (s),t)
0 [ 0

@3
Hinreichend: Wihle Referenzpunkt {79 7%} (A &
{1~ "N} .
U(Fr--7n,t)=Uo+ 3 [ dF - Fi(71- T, t) eindeutig bis auf Konstante
1 {F(IJ.A F(J)v}

(ii) Lokale Formulierung

[ OF; OF;
Ein Teilchen |V x F =0; N Teilchen: | =@ = ~~4°
87“ i 87704
iB

und: einfach zusammenhingendes Gebiet
Notwendig: Falls Potential existiert = Fj, = —(g%, Fjg = — 8(255

OFie _ __9°U  _ __ 92U _ 9

orjg ~—  Or;glria ~ OriqOrjg ~ Oria
Hinreichend: Falls gﬁg = gi?j , ist Z d7,F; vollstindiges Differential,

(2

B
d.h., Linienintegrale [ dr; - F; sind fiir ver- '!’ E
At
schiedene Integrationswege gleich, wenn sie sich B
stetig ineinander iiberfithren lassen. :
Um das zu zeigen, betrachte infinitesimal deformiertes Teilstiick
= I = f Zdﬁ' . ﬁi = F;a0Tia + (Fj[} + (Zf%ff(sﬁa)éTjﬁ
A }-Sﬁp 7
Iy = f Zdﬂ -y = Fjﬁ(ST‘j/g + (Fia + 72?‘0‘ (57"j[3)5’r‘ia
' (2) 1 B

= I} = I, falls ‘?)f]?g = gﬁ?f ; damit ist Linienintegral gleich

fiir Integrationswege, die sich durch viele infinitesimale Defor-
mationen ineinander iiberfithren lassen. Insbesondere ldsst sich
in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet jedes geschlossene
Linienintegral stetig auf Null zusammenziehen = (i) ist erfiillt.
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+ DBeispiele:

o Wieder Zentralkréfte:
Definition einer allgemeinen Zentralkraft: F(7,t) &,
Wir zeigen, dass eine Zentralkraft F(7,t) = f(7,t)é, genau dann ein
Potential hat, wenn f(7,¢) nur von || abhéngt.
Beweis: V x F' =V x (f - &) = (V) x & +f(Vx&)=0

Vxé =2(Vxi)+(VHxi=0-5 x7=0

:>§fxer—0:>Vf||er

~r Ep X ﬁf steht senkrecht auf Fliche f = const.

~» f = const. ist Kugeloberfliche ~» f hingt nur von r ab.

e N-Teilchen-System mit Paarwechselwirkungen ﬁj = f(|7%—7]) (Ti—75)

|7 =75
Kraftfeld F; = ) hat Potential
i#j
OFiq _ _d (f (rig=rjg)(ria=Tja) _ f _ OFjg
Beweis: i # j: 5 o= -5 () rijljﬁf”jl] —L5,5 = ar;]a
_ ;. OFia _ d (f (rig=rig)(Tia—Tja) dF;p
1=g: arig ;&(?) Tijhff‘j‘] + 6043 = Fria

NB: Potential dazu: .
=32 6|7 — 7)) mit ¢(r) = ¢ — [ dif(F) & G2 = f(r)

=
(=VU ==V 2 3 o(I7i — 751)
i jFi
=12 T {03 Vilm -7l + 0 52| VilE -7l
i j#i Tij Tij

{(Tk i) (Fj*ﬁc)}

[T — 75 [75 =7

—zﬂm—kamf>

|75 =75

1.1.4.2 Kinetische Energie

Betrachte ein N-Teilchen-System mit einem Potential, das nicht explizit von
der Zeit abhingt: U (7 -- 7n)

Dynamische Entwicklung — Trajektorie {7 (¢)-- 7 (t)}

— Zeitliche Anderung des Potentials U (7 - TN)Z
N . N ..
U (D) = 2 ViU == X Firi = = 3 marif
=1 =1
N . N 7 7
S = S b = AT
i=1 i=1

1 .
Definiert |17 = - Z m;i2 | : Kinetische Energie
24

= Falls U nicht explizit zeitabhéngig, ist die Gesamtenergie | E =T 4 U | eine

,Konstante der Bewegung“ — Energieerhaltung
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Anwendungsbeispiele

* Eindimensionales System mit Potential U (z)
E=T+U=3#+U() =& = 3(E-Ulx) = (§)°

x(t)
= dt = £, /m&v = Bahnkurve z(t) aus t = to+ (fo) dzx m

* Speziell: Pendel, Anfangsbedingungen ¢g, ¢g (zur Zeit ¢t = 0)

Potentielle Energie: Schwerkraft F = mg
}2 = U =mgz = mgl(1 — cos )

s Kinetische Energie: v = ¢l = T = im(pl)>

Energieerhaltung: U + T = mlz(%2 + (1 — cos ¢)) = const.

= Bewegungsgleichung aus %
1.1.2)

d
22
Bewegungskonstante: - — ¥ cos ¢ = const.

(U+T)=0= ¢+ $sinp =0 (vgl

am Umkehrpunkt: = 9 €0 Pmax
zur Zeit t = 0: = %02 — 9 cos o
~» Umkehrpunkt: cos @max = cos g — zl—ggb%

Winkelgeschwindigkeit: ¢? = 2 (cos ¢ — cos ¢max)
—dt = j:d(p/\/Z%(coscp — COS Pmax)

T Pmax
Periode: T = [dt =4 [ dcp/\/Q%(cosgo — COS Pmax)

0 0
=4,/ IK(sin £232) = 27, [L(1+ @2+ -)

wobei K(z) = Z(1+ 722 +...) vollstéindiges elliptisches Integral

Bahnkurve: Aus Umkehrung von t(¢)

Bis zum ersten Umkehrpunkt:

L. .- : >0 fie
t(p) = :I:(Pf d(p/\/Q%(cosgo — COS Pmax) (i_ : ig g 0) ! oy
0 : :
+¥max : ,_//
Erster Umkehrpunkt: to =+ [ dcp/\/Q%(cosga — COS Pmax) "
©0
Bis zum zweiten Umkehrpunkt: '{-'*T"’Z
%
te)=toF [ daﬁ/\/Q%(coscﬁ — COS Pmax)
T @max \\
Bis zum dritten Umkehrpunkt: {*o
© /) ¢
tp)=to+T/2+ [ d@/\/2%(cosg5—cos<pmax) : >
+ FPmax ‘f.: LPW
etc.

7]
NB: [ d@/+/cos @ — cos pmax
0

), sin

i 2
=2 F(arcsin(— sin ¢/ Pmax )
sin Ymax /2 2

elliptisches Integral
. . DT i Omax . om:
mit Maximum: F(F,sin £52*) = K(sin £752x)
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1.1.4.3 Weitere Begriffe (vollstindigkeitshalber)

Betrachte nun allgemeine Kraftfelder F’i(f'l-- FN,TL’l'- TL’N,t) mit Trajektorien

{r(t)-- v (t)}

t1 . . . .
* Arbeit: W = — [dt ) Fi(71-- PN, 71 TN, t) - T
to [
(Arbeit, die in der Zeit von tg bis t; verrichtet wurde)
Falls Kraftfeld konservativ: W ist Zuwachs an potentieller Energie.
* Leistung: P = d(%/ = —Zﬁ(fi FN,?lu ?1,t) . 7:;
i

x Dissipatives Kraftfeld: Kraftfeld, in dem die Energie nicht erhalten ist.

(Dissipative Kraft ~ i.A. Reibungskraft)

Kraftfeld wird manchmal zerlegt in konservativen und dissipativen
Anteil F; = Fkons,z’ + Fdiss,i mit Fkons,i = _viU('Fl " 'FN)
Dann gilt: %(U +T)=>" ﬁdiss,i 7 (dissipative Leistung)
i

t1 o . 31 N .
und — > [dt F -7 = =Y [ dt Fyiss; - 7 fiir geschlossene Tra-
7 to i to
jektorien {’r_‘i (to) .. FN(to)} = {Fl (tl) . FN(tl)}.
x Sonderfall: Elektromagnetische Kréfte: Kréfte hdngen von Geschwin-
digkeit ab. Trotzdem gilt Energieerhaltung (keine Dissipation), aber
nur, wenn Energie der Felder beriicksichtigt wird (siche 2.1.4).

1.1.5 Erhaltungssitze und Symmetrien

Voraussetzungen: Bezugssystem ist ein Inertialsystem,
Krifte haben ein Potential (Potentialkrifte)

1.1.5.1 Homogenitit der Zeit und Energieerhaltung

FErinnerung: In 1.1.4.2 — Einfiihrung der kinetischen Energie T {iber Ener-
gieerhaltung. Falls ein Potential U(7}-- 7n) existiert und nicht explizit
zeitabhéngig ist, dann ist £ = U + T eine Erhaltungsgrofie.

Nahere Betrachtung:

- Potential U(7 -+ ) charakterisiert dynamische Entwicklung des Sy-
stems
— legt Bewegungsgleichungen fest.

- Keine explizite Zeitabhéngigkeit bedeutet:
— kein ausgezeichneter Zeitpunkt, keine absolute Zeit
— Bewegungsgleichungen translationsinvarant bzgl. Zeittranslatio-
nen oder ,homogen in der Zeit*

- Aus der Homogenitét der Zeit folgt: Es existiert eine Erhaltungsgrofie
— die Energie
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Beispiel fiir ein allgemeineres Prinzip (~ Noethersches Theorem):
Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie gehort eine Erhaltungsgrofe.

Dabei ist eine kontinuierliche Symmetrie:
Transformation Kg: (71 7, t) = (7 Py, 1),
a
welche Bewegungsgleichungen invariant lédsst
mit a: kontinuierlicher Parameter; a = 0 < Identitéat

Im Fall der Homogenitét der Zeit: U (7 #n,t) hingt nicht von ¢ ab
— Bewegungsgleichung invariant unter
(771-- FN,t) — (7?'1 FIN,t/) = (Fl FN,t—i-a)

Weitere Symmetrien/Invarianzen

* Homogenitdt des Raumes (— 1.1.5.2)
Invarianz unter raumlichen Translationen 7; = 7 + a
— Impulserhaltung
 Isotropie des Raumes (— 1.1.5.3)
Invarianz unter Drehungen 7; = Z,(7) (99 =1)
— Drehimpulserhaltung
x Eichinvarianz im elektromagnetischen Feld
(nicht in dieser Vorlesung)

— Ladungserhaltung

Allgemeine Voraussetzungen fiir Symmetrien

Abgeschlossenes System: N Teilchen, keine bzw. fast keine Wechselwir-
kungen mit der Auflenwelt.

Dann gilt: Bewegungsgleichungen bleiben invariant unter allgemeiner

Galileitransformation 7, = Z7, + dB + Uoty, ty = tg +to

Daraus folgen Erhaltungssétze:

to — Invarianz unter Zeittranslationen = — Energie (1.1.5.1)
do + U()t2 — Invarianz unter Raumtranslationen — Impuls (1.1.5.2)
9 — Invarianz unter Drehungen — Drehimpuls (1.1.5.3)

1.1.5.2 Homogenitit des Raumes und Impulserhaltung

Homogenitit des Raumes:
In einem abgeschlossenen System sind die Bewegungsgleichungen invari-
ant unter der Transformation (71 #n,t) = (Fi+d-- v +d,t)
(Es gibt keinen ausgezeichneten Raumpunkt).

Daraus folgt:

NR: U(7 - 7y, t) = U(F1 4 Py +a,t) Va3 = $3-U(7 +d- Fy+d,t) = 0
:>0_59TU :Zg}?}] d(r,;laa+aa) :Zaarq :7Zan:72pza:7%sza
@ lan=0 B i o an=0 i [Xe" i 7 B

:%Z@-:OéZﬁ}:const.
K3 2
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= Der Gesamtimpuls P= Z pi | ist eine Erhaltungsgrofle.

Folgerung: Schwerpunktsatz

Gegeben ein System von N Teilchen, Massen m;

Definiere Schwerpunkt R= 2T
> m;

Falls das System abgeschlossen ist, gilt R=P /M = const..

, Gesamtmasse | M = g m;

* Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems bewegt sich gleichformig
mit der Geschwindigkeit P/M

x Das Schwerpunktsystem, in dem R am Ursprung sitzt, ist ein Iner-
tialsystem (d.h. ¥ — 7 = 7— R(t) ist eine Galileitransformation)

1.1.5.3 Isotropie des Raumes und Drehimpulserhaltung

Isotropie des Raumes:
In einem abgeschlossenen System sind die Bewegungsgleichungen invari-
ant unter (71-- 7n,t) — (Dz1-- DaTn,t)
(Za: Drehung mit Drehachse g und Drehwinkel |d|
(Es gibt keine ausgezeichnete Raumrichtung).

Daraus folgt:
NR: U(7y-- 7n,t) = U(Dar1 - Darn, t) Va

Speziell |@| — 0 (infinitesimal): ;- ~ [1l + ax]- (nach 1.1.3.2)
= LU+ x P Py 4 X fN,t)]E ~0
oU
=0=3 duz [rip+(@x7)g] = = 3 Fip g Y eqspaqris = — 3 Figeyspdanris
i 6 iByo

7 By, Orip
N——’
—Fip
=— > easprisFipg = — > espaTis Fipg = — 2 (Tis X Fi)a = —>_(Ti X Di)a
86 86 1 i
d Lo Lo Lo Lo
= q LTI X pi) = E (75 x i) + E (75 X pi) = 0= 37 x p; = const.
. %
1

¢ i

0 wegen oben 0 weil 7|7

= Der Gesamtdrehimpuls | L = Z 7 X p; | ist eine Erhaltungsgrofie.

i

Allgemeiner gilt: Falls in einem System keine Raumrichtung ausgezeichnet ist,
gilt Drehimpulserhaltung.

Beispiel: Ein Teilchen im Zentralpotential U(r)

— Keine Impulserhaltung (da Ort ausgezeichnet), aber Drehimpulser-

—

haltung (keine ausgezeichnete Richtung) [=Fx 7 = const..

Folgerungen:

—

(i) Bahn #(¢) ist immer in einer Ebene (7(¢) L 1)
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(ii) ,Flachensatz*: 7(t) tiberstreicht zu gleichen Zeiten gleiche Flachen

t+AE
(Fliche A(At) = [ |d4] = f \; 7 X U)dt|
t

\Wad N t+At
N = |7 x Pldt = 512 At)

!

1.1.5.4 Skaleninvarianz und Virialsatz

Skaleninvarianz: Fine weniger allgemeine Symmetrie
Angenommen, Potential hat Eigenschaft U (a7 -- afy) = XU (- 7y)

Beispiele:

mimg

e Gravitationskraft: U = > =
i#j

|7 — 7]
— Ulary ary) = a tU(7y - Fr)
e gekoppelte Oszillatoren: U = > k;; (7 — 7)*
tj
— U(Oé’Fy- OzT_"N) = 062U(T_"1" FN)
— Bewegungsgleichungen sind invariant unter Skalentransformation der Form

(Fl" FN,t) — (af’l" OH_‘;N,alfgt)

kontinuierliche Symmetrie K, mit a = e%; Identitdt beia =0 a =1
y

Daraus folgt

1 = — — — =, L.
SV KUF - ) = S VU - ) -7 = - X B = — Y i
k2 1 k2
= & LTl =Zfiﬁi+z Fip; = —KU + 2T
i - T N~

T .
KU

d L

Kein richtig ,,brauchbarer* Erhaltungssatz (X7 + jt" dr(KU — 2T) = const.)
0
T
Aber: Es gibt niitzliche Folgerung fiir zeitliche Mittelwerte (o) = hrn A f dte
*)OO 0

t
Falls System rdumlich beschriinkt = Y 7;p; endlich = [ dr(KU — 2T) endlich V¢
0

= lim de (KU —2T) = lim T[K(U) —2(T)] endlich = K(U) — 2(T) =0

T—o0

= Virialsatz:

Fiir rdumlich beschrénkte Systeme gilt | (T) = —(U)

K
2
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1.2 Anwendung: Das ZweikOrperproblem

Wichtiger Spezialfall: ;, Abgeschlossenes“ System aus zwei Teilchen
~» Potential: U (71, 72) = U(|1 — 72|), Massen my, mo

Besondere Bedeutung

- In allgemeiner Form losbar
(ist ab drei Kérpern schon nicht mehr méglich)

- Beschreibt in guter Ndaherung
« Planetenbahnen (Keplerproblem: Sonne-Planet)

* Streuung an einem Teilchen
LY

'\l{‘_’l{‘&:{uwé
= g}rmo[um s PO

erlaubt Riickschliisse auf Lage des Streuzentrums und auf Form
des Potentials (nicht eindeutig)

Vorbemerkungen

Es gilt
- Impulserhaltung: mlv%'l + m27.?2 = const.
~» Schwerpunktsatz
- Energieerhaltung: %mlf% + %mgf"% + U(|71 — 72|) = const.
- Drehimpulserhaltung: 7 x (mﬂ”l) + 7y X (mg?g) = const.

Definiere Gesamtmasse: M = mq + mo

1.2.1 Reduktion auf ein eindimensionales Problem
1.2.1.1 Schwerpunkt- und Relativkoordinaten

e Impulserhaltung und Schwerpunktsatz

~» Schwerpunkt R = ﬁ(mlfi + moaTs) bewegt sich mit
gleichférmiger Geschwindigkeit
Gesamtimpuls P =M - R = const.
Nutze diese Information aus: Die Bewegungsgleichungen sind fiir eine Li-
nearkombination von 7} und 7% schon gel6st. Brauche nur noch eine wei-
tere Kombination zu betrachten.

e Naheliegende Wahl fiir zweite Kombination ergibt sich aus Form des Po-
tentials U = U(]; — 73]): Relativkoordinaten 7 = 7 — 7. Dann ist
U =U(|r)
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Umrechnung:

R="u5 + m27 bzw. R _ oOar) (7
F=7 — i (Matrixschreibweise) \ 7 1 —1)\r

mNTURY (o1 om
-1 7)1 -1 1 —Zz

N
3
N

I
+ Y

SEEERREEE
=03y

=R
N . —
TQIR—

1.2.1.2 Bewegungsgleichungen fiir Relativkoordinaten

Herleitung iiber Energieerhaltung

- Potentielle Energie: U = U(r)

- Kinetische Energie: T = 3m1 7} 4+ 3moi3

muss noch in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten ausgedriickt werden
Dazu: Matrixschreibweise T' = % (771 f’z) (Ti(%)1 722) (:_;)
o (™) (1 ma/M\ (R
o (8)-( 20) (9
M\ (1 mo/M\ (R N 1 1
= (_;) == (1 _nil/M) <F> und (7’1 2) - (R T‘) (mg/M —m1/M>

=3 (A (ot ) (2

=T =IMR*+ lui?

mit der reduzierten Masse: | u =

~» Gesamtenergie: £ =T + U = %Mﬁ2 + %ufg + U(r) = const.
Wegen R = const. gilt: %MFQ + U(r) = const.
= SLu? L U@r)] = wF+ VU -7 =0
= 7ur + VU] = 0 (immer!) = pr + VU = 0

—

= Bewegungsgleichung;: ,m."; = -VU
Die Relativbewegung ist identisch mit der Bewegung eines
einzelnen Massenpunktes der reduzierten Masse p im Potential U(r).

= Problem reduziert auf Bewegung eines Teilchens im Zentralpotential U (r)
Kraft (vgl. 1.1.4): Zentralkraft F = —VU = —%{6]?] =-4dUr

dr r
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1.2.1.3 Bewegung im Zentralpotential

Vorbemerkung: Da U(r) Zentralpotential, ist nach 1.1.5.3 der Relativdrehim-
puls I = 7 x (ur) erhalten. .
(NB: Gesamtdrehimpuls: L = 7 X (m1) + 7 X (mai%) = [+ B x (MR)
[Beweis: Einsetzen))

Folgerung: Fallunterscheidung

o L A :
(i) I=0=7|7 _»7 7 bewegt sich auf Geraden durch Ursprung.
o T

dU
— Eindimensionale Bewegung: |ui* = o
r

(i) ['# 0= wegen [ o« 7 x ist # L [ und #* L [
~ 7(t) liegt in Ebene senkrecht zu [ durch Ursprung (vgl. 1.1.5.3)

— Ebene Bewegung
Benutze Zylinderkoordinaten, z- Achse Richtung

l
COSs —sinp 0
€& = [sing |;€,=| cosp |;e=1]0
0 0 1

T COS ) 7 cosp + r¢sinp
7(t) = | rsing | =ré. ; 7(t)=|rsinp —rpcosy | =re + rpé,
0
= FXF =18 X (1€ + 198,) = r7(Er %a) +120(8r X Ep) = 1298,
2 = (7 +198,))? =2 &2 +27rpEre,) + 1292 &% =12 +r2¢?
1 1

Nutze Drehimpulserhaltung aus: ,qu?: 1€, = pr’gpe, = ¢ =1/ pr?

Nutze Energieerhaltung aus:
h 2
const. = jur U (r) = i+ 4+ U(r) = jpi+g Lo+ U (r)
= 432 4 Ug(r) mit | Uege(r) = U(r) + 2/2p0°]
G (572 + Uea(r)) = i + i+ 9g:8 = 0
_dUeff
dr

— Bewegungsgleichung: | uv =

Zusammenfassung von (i) und (ii): Bewegung der Relativkoordinate 7(t)

- Ebene Bewegung in Ebene senkrecht zu [ durch Ursprung.

(bzw. falls I = 0: Eindimensionale Bewegug auf Geraden || 7)

- Betrag von 7 bewegt sich wie eindimensionale Masse y im effektiven Po-

_ dUeff
dr

tential | Ueg(r) = U(r) +12/2ur?|  ~> Radialgleichung: | it =

- Winkelkoordinate folgt aus [ = p|7 x 7] = const.: | = —
pr

in Polarkoordinaten mit ['|| &, 7= r(cos ¢, sin g, 0):
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1.2.1.4 Integration der Bewegungsgleichungen
- Radialgleichung;:

Uber Energie: E = 472 + Ueg(r) = const.
=i =%,/ 2(E = Uegt(r)) = § ~ dt = £dr/,/2(E — Uest(r))

Implizite Gleichun
= |t=+ /dr/ Z(E — Ua(7)) = t(r) P fir (1) &
- Winkelgleichung:
Uber ¢ = Ly = 2 = -7 =+ [2(E — Ues(r))

= de = iw/,/ (E — Ung(r)) ~ dyp = £dr - z/ 2 2(E — Uea(r

) l
= |o(r) = i/drfz\/QM(E — Uest(7))

To

1.2.2 Das Kepler-Problem
Wichtigster Spezialfall des Zweikorperproblems:

Potential der Form |U(r) = —a/r

Beispiele: Gravitationskraft: U(r) = ymima/r
Coulombkraft: U(r) = qiq2/r

1.2.2.1 Qualitative Analyse des Kepler-Problems

Betrachte das effektive Potential Ueg = — 5 + 5 er

« Fall o <0 (Potential U(r) abstossend)

Nur Energien £ > 0
moglich

Alle Bahnen ungebunden \
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« Fall « > 0 (Potential U(r) anziehend)

t ’

™ 4 %f“z - Minimum:

2

© ro=L
-~ (iii) s po
\_“’;..g_______ L Uoz—ﬁ

) = /T
<HEY. Energie E muss
Uy Ul )= -
o 7 Jesite grofler als Uy sein

Mogliche Bahnen:

(i) E=Uy: r(t) = rp — Kreisbahn @

~» gebundene (geschlossene) Bahn
(ii) £ > 0: r(t) reicht ins Unendliche ‘)W‘\
~» ungebundene Bahn

1.2.2.2 Semiquantitative Analyse

(i) Uy < E < 0:7(t) bleibt beschrénkt C)/:

Betrachte Bewegung mit Energie F

Bestimme maximale und minimale Entfernung vom Ursprung
1 po, | 2EI?

ME:Ueff(T’):>E+%—2MlT2=0:> E— l2 Cl:l:ﬁ)

Falle: i) Uy< E<0 (a>0)
~> r4 und r_ reell und positiv s
~» Zwei Umkehrpunkte, gebundene Bahn 2
(ii)) E>0 (az20)

~» 14 positiv, r_ negativ ~» unphysikalische Losung :LE*W

~» Nur ein Umkehrpunkt, ungebundene Bahn Em
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1.2.2.3 Quantitativ: Integration der Bewegungsgleichungen

Benutze Winkelgleich =+ [di gt
enutze Winkelgleichung ¢ ;{ = 2u(E—Uen (7))

Vereinfachung: £ — Uei(r) = E + & — szrQ ist quadratisch in %, Nullstellen é
Vorfaktor vor %2 ist —i = E—Ucg(r) = i(% — Ly -1y

T4 T T_

Variablentransformation: 7 = % = dF/f2 =dr
1/r 2_ 1 1

1
Einsetzen: p = F [ dT/, /(T — i)(T - %) = (o F arccos wfﬁ

1/ro
1.1 1 1.1 1
S L= ()5 — =) cos(e — o)
2'ry  r_ 2'ry r_

—1/p —e/p

Definiere p und € und setze ein (s.o.) i =L+ 4/1+ iETlf)

12 | 2EI2
:>B:1+5cos(<p—g00) mit |p=—1; [e=4/1+—%
T e o

~» Gleichung in Polarkoordinaten fiir Kegelschnitt, dessen Brennpunkt im
Ursprung liegt.

p = “Parameter
€ = “Exzentrizitit®
© = g = ,,Perihel“
r liegt Zentrum am
néchsten

g'<a : Elipse
A e'=1 ¢ Toakt

E?M z ‘_{‘JM

Illustration durch Umrechnung in kartesische Koordinaten

Einfachheitshalber ¢ = 0 T =Tcosp, y=rsing
p=rtercosp~ (p—ex)’=1r? = 224+y? ~ y?+22(14+€?)+2epr—p? = 0
~——

x

2 —

L) e AL )+ 2R) () =1
e=1:9>=p>—2px

Fallunterscheidung

(i) €2 <1 (E <0) — Gleichung der Form (%)% + (£4%2)? =1
~» Ellipsen-Bahn mit Halbachsen a und b

l
E| a=—+L— =
L i Vi = o
1—¢2 2|E|

Speziell: Berechne Umlaufzeit aus Fldchensatz (1.1.5.3)

Uberstrichene Fliche pro Zeit dt: dA = ﬁdt
Gesamtfliche: A = wab

= Umlaufzeit: T = 2T“A =r-a-, /ﬁ
e T hingt nicht vom Drehimpuls [ ab
o T2 « |E|~3 oc b3: Drittes Keplersches Gesetz
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(ii) w — Gleichung z = § — %

~ Parabel E = ungebunden, Geschwindigkeit
verschwindet im Unendlichen.
x—l‘o)Z =1

(iii) €2 > 1 (E > 0) — Gleichung der Form — (%)% + (%5

~» Hyperbel mit Halbachsen a und b

.179-\3 < a:ﬁ s b: |O{|/2E
7 o ungebundene Bahn, am Potential
T abgelenkt um ¥ mit tand = b/a
a2

= Ablenkwinkel: | = 2 - arctan VoI

1.2.2.4 Riickrechnung auf absolute Koordinaten

- Im Schwerpunktsystem (R(t) = 0)

71(t) = 7(t) - mo/M Bahnen von 7y, 75 gleiche
B Form wie 7(t), nur reskaliert

Beispiel gebundene Bahnen (Ellipsen)

Wleing Yoo

| __gmihﬂm%e

Falls Massen sehr unterschiedlich, z.B. Planetenbahn: mgonne > Mplanet:

~» Grofle Masse steht nahezu (sehr enge Bahn)
~» Beinahe ,echtes” Zentralkraftproblem
3 3 — _MPlanet™Sonne  ~y
mit reduzierter Masse p = T Tr—— R L

- In beliebigem System (E(t) = Ro + P/M -t)
FL(t) = 7(t) - ma/M + R(t) Addiere gleichformige Bewe-
7(t) = —(t) - m1 /M + R(t) gung zu 7(t) dazu

2
Bemerkung: In jedem Inertialsystem sind beide Massen zur Zeit ¢t = +oo
im Unendlichen; selbst bei sehr groflem Massenunterschied lésst sich kein
Inertialsystem finden, in dem die schwerere Masse asymptotisch ruht. Ei-

genart der langen Reichweite des Potentials —a/r.

(Beweis: Ubungsaufgabe)
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1.2.3 Elastische Streuung von Teilchen

Betrachte nun beliebiges Potential U(r) mit lim =0
7—00

Frage: Wie werden ungebundene Teilchen aneinander abgelenkt?
NB: Elastische Streuung, da Energieerhaltung gilt.
(Bei der inelastischen Streuung geht Energie verloren, z.B. durch Reibung.)
Vorweg: Riickfiihrung auf Einteilchenproblem gemé&fl 1.2.1.

1.2.3.1 Streuung eines einzelnen Teilchens im Zentralpotential

e Geometrie
« (Xgomehne

ﬂs&wgcm Topds

(t2 @)
3
Seugenbum

iShoflposamelts* - Aostauct, it dom Teiblon aun Sreudevnan
Vo#‘au?he%m Wehe, (e dieses, Withl Sheyon Wiy

%anfdwtd@ .

Aum\em, 30)

Der ,,Stoflparameter b ist der Abstand, mit dem das Teilchen am Streu-
zentrum vorbeifliegen wiirde, wenn dieses nicht streuen wiirde.

e Grundsétzlich gilt:

Energieerhaltung: E = const. = { :j ;2 5/22//22;:1 } =p=yp

Drehimpulserhaltung: i'= const. = { :: J_rz ;Eg if; }
~» Bahn liegt in einer ,,Streuebene®, aufgespannt von p und p’

~» Betrag von l: [ =bp=0b'p = b=10

e Streuwinkel 9 hingt vom Stoflparameter b ab:

Berechnung nach 1.2.1.4: 9 = 7—2¢
mit o= [ %l/\/Q,u(E‘ —U) — 12/2p72)

o

dF b
Mit | = bp, E = £ folgt: 19(b):7r—2/ 4

T30 7 =]

Tmin
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1.2.3.2 Streuung eines Strahls von Teilchen

In der Praxis (Streuexperiment) typischerweise viele Streuereignisse
~» Streuung eines ,,Strahls* von gleichartigen Teilchen
~» Information iiber die Eigenschaften des Streupotentials

vl

—_ 8 Skevsenhuwg

u

x Charakterisierung durch ,,Streuquerschnitt:
Zahl der Teilchen, die in einem bestimmten Winkelbereich gestreut wer-
den, pro einlaufendem Teilchenstrom

- Einfallender Strahl

=

Toiehon %

: : _ Teilchen = e
Teilchenstromdichte J = Zeit-Querschnittsfliche Ag 3
1

AL

- Auslaufende Teilchen

Impulse ' mit |p'| = |p]
~» Kugel von méglichen Richtungen p'/|p|

Teilbereich von Impulsen p’ wird durch ,,Raumwinkel“ charakteri-
siert: , Flichenanteil“ auf Einheitskugel von méglichen p'/|p'|.

Infinitesimaler Raumwinkel: d) = sin ¢ d¥ dy — o8N

- Differentieller Streuquerschnitt

Charakterisiert Zahl der Teilchen dN pro Zeit, die in den Raumwin-
kel d2 gestreut werden, normiert mit der Teilchenstromdichte:

do
dN =dQ - J - —
dQ
do . . . . .
1l Differentieller Streuquerschnitt, Eigenschaft des Streupotentials

- Totaler Streuquerschnitt

Charakterisiert Zahl der insgesamt gestreuten Teilchen pro Zeit
do
dQ

(in beliebige Raumwinkel) |0 := / dQ
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% Zusammenhang zwischen g—g und #(b) (in 3 Dimensionen)

- Fiir gegebenes Potential U (r) sei Zusammenhang zwischen Streuwinkel
und Stofiparameter bekannt: J(b)

- Anzahl der Teilchen
mit StoBparameter in [b, b+ db]
und Azimutwinkel in [p, ¢ + dy]:
dN =Jbdbdy

- Diese Teilchen werden in Raumwinkel dQ2 = sin ) |dd dy| gestreut

(i) Falls 9(b) eindeutig umkehrbar ist: b(1)
~dN = Jbdbdp =dQ J §F =sind |[d9 dy| J $F

=

do_0) b
dQ  sin®

(ii) Falls es zu einem gegebenen 1 mehrere b gibt

~» mehrere Stolparameterbereiche streuen in den gleichen Winkel-
bereich

~> Beitrige (ba:Losungen von ¥(by) = vYo) miissen aufsummiert
werden: 42 = S ba

(&3

’ dba
sm 79

Beispiel:

(iii) Spezialfélle:
(1) § d— =0= dQ — 00 ,,Regenbogenstreuung“
(2) 51n19 =0, b#0= dQ — 00 ,,Glory“, , Riickwirtsstreuung*
(3) sind =0, b=0= Jedes G moglich!

x Beispiel: Streuung an einer harten Kugel des Radius R.

Berechnung von 6(b) und b(6) (siehe Graphik)

b(y) = Rsin(p) mit ¢ € [0: 7/2]. OLA
ReﬂeXiOHSWinkel o= 7(/2 — ©; 9 = 2«
= 0(b) =71 —2¢ = 7 — 2arcsin(b/R) b K‘x ¢R \
= b(0) = Rsin(w—o) = Rcos(%), U
|d9 =72 Sm(g)
Differentieller Streuquerschmtt dQ =0 0‘;) ]ig|;
do __ R2 cos(0/2) sin(6/2) _ R2
= a9 — 2~ sin®  — 4 -

Totaler Streuquerschnitt:
o=/ dQ 3 d" = 1R?: Querschnitt der Kugel
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x Anschauliche Interpretation des totalen Streuquerschnitts:

Bei Streuung an harten Korpern: Querschnittsfliiche, die dem Strahl zu-
gewandt ist — Teilchen, die auf diese Flache treffen, werden gestreut.

Allgemein (weiche Potentiale): ”Effektive Fliche”, d.h. Querschnitts-
fliche eines dquivalenten harten Korpers, der genauso viele Teilchen

herausstreuen wiirde wie das betrachtete weiche Potential.

1.2.3.3 Rutherfordstreuung

Streuung speziell an einem Potential der Form U(r) = —a/r
(z.B. Streuung an geladenen Teilchen)

Zusammenhang 9(b) bekannt aus 1.2.2.3:

= _r _ |af
¥ = 2arctan 2El2 mit [ = bp, =5, = Y= 2arctanm
— lo 1 db _ Ial 1
~b(0) = 35wy @ = AE - a0
= Differentieller Streuquerschnitt dg = Sm 19 \ ] durch Einsetzen:

dr_ of 1
dQ  16E2 sm( /2)

= Totaler Streuquerschnitt

do [e cos(0/2)
U:fdQEZLE‘Q f0d051n052 —

Divergiert, praktisch alle Tellchen werden gestreut.
Weitere Folge davon, dass Kréfte langreichweitig sind.
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Kapitel 2

Grundbegriffe der
Elektrodynamik

Historisches

Antike Altdgyptisch (Kahun Papyri); Indisch (Veden); China;
Griechenland (Thales von Milet)
Reibungselektrizitit von Bernstein (griechisch: ”Elektron”).
Magnetismus von Magnetit (griechisch ”Stein aus Magnesia”).

1600 William Gelbart
Erste neuzeitliche Abhandlung iiber Magnetismus und Reibungselektri-
zitét (”de magnete”).

1729  Stephen Gray
Elektrizitat kann fliefen.

1782  Benjamin Franklin
Ladung bleibt erhalten.

1767  Joseph Priestley
Elektrostatische Krifte zwischen Ladungen fallen wie 1/r2 ab.
(deskriptiv, Analogie zur Gravitation).

1785  Charles-Augustin de Coulomb
Coulombgesetz (Kraft zwischen Ladungen F ~ q; q2/72).
Magnetostatik.

1800  Alessandro Volta
Erste chemische Stromquelle.

~ 1800 Michael Faraday
Erstmals begriff des Feldes (statt Fernwirkung).
Anschaung: zugrundeliegender ” Ather” (elastisches Medium).

1813  Siméon-Denis Poisson
Poisson-Gleichung (fiir das elektrostatische Potential).
~» mit Ladungserhaltung vollstéindige Theorie der Elektrostatik

41
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1820

1820

1831

1861-
1864

2.1

KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

Hans Christian Orsted
Elektrischer Strom kann Magnetfelder produzieren.
~» Frste Verbindung zwischen Elektrizitdt und Magnetismus.

André-Marie Ampeére
quantitativ dazu: Ampere-Gesetz

Michael Faraday
Magnetismus kann elektrischen Strom erzeugen.
(Faradaysches Induktionsgesetz).

James Clerk Maxwell
Mazwell-Gleichungen.
Abgeschlossene Theorie der Elektrodynamik, Bis heute giiltig.

Die Maxwell-Gleichungen im Vakuum

Es soll nun ohne weitere Vorrede gleich die vollsténdigen Grundgleichungen der
Elektrodynamik eingefiithrt werden.

Gegenstand der Elektrodynamik, bzw. physikalische Objekte, mit denen sich
die Elektrodynamik beschéftigt, sind:

— Felder: E(7,t): Elektrisches Feld

B(7,t): Magnetisches Feld

— Ladungen: Punktladungen ¢ bzw. Ladungsdichte p(7,t).

Es gilt Ladungserhaltung: Ladung kann nicht irgendwo entstehen oder ver-
schwinden, sondern muf} immer hin- oder abflieflen.

= Es muf} eine Stromdichte j(f', t) geben, so daf fiir die Gesamtladung @ in
einem Gebiet G mit Oberfliche OG gilt (Q = [, dV p(7,t)) :

%Q _ fG dV 8tp ; N faG dA‘.j’GauBscger Satz o fG dV v . 5’

Da dies fiir alle moglichen Gebiete gelten mufl , folgt

Kontinuitdtsgleichung: |0+ V - j =0

Konkret: Fiir ein System von Punktladungen g; an den Orten 7 ist
p(Ft) = X, qid (F — 7i(1) und
975 1) = 325 aivid (7 — 7i(t)

(~ j= p(¥) mit (¥): Mittlere Ladungsgeschwindigkeit).
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2.1.1 Die Gleichungen

— Maxwellgleichungen im Vakuum:

ﬁ , 1 0B
V-E = 4mp VxE = —78—
- c Ot
= 47~ 1 OF =
VxB = Zj4-= V-B =0
c c Ot
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen

— Lorentzkraft auf Punktladung ¢ der Geschwindigkeit v bzw. Kraftdichte
auf Ladungsverteilung p(7, ¢t) mit Stromdichte j(7,¢):

. S 1 . L
F:q(E—|—f(17>< B)) baw. | f=pE +
C

Mit der Zusatzbedingung, dass E und B im Unendlichen verschwinden sollen,
ist dieses Gleichungssystem vollstindig, wegen des Helmholtzschen Satzes:
Ein Vektorfeld, das im Unendlichen verschwindet, ist durch seine Divergenz und
Rotation eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Hier verwenden wir das Gaufische Maflsystem.

Allgemeiner lauten die Grundgleichungen der Elektrodynamik:

o) 4 2 ky OB
V-E = 3p ) VxE = 2%
3 n 7 1 OF 5
VXB k_leC]—f—%W V-B = 0
und Lorentzkraft: F = q(E + k—f(z‘f x B).
Vorfaktoren k; in gebrauchlichen Maf}systemen:
’ Mafisystem ‘ k1 ‘ ko ‘ Ladungseinheit ‘
GauBl 1 1 | [Masse]'/?[Linge]®/?/|Zeit]
Heaviside-Lorentz 47 | 1 | [Masse]'/?[Linge]®/?/[Zeit]
Elektrostatisch N .
Ei%heric‘)cser? (IS'SCE)e 1 ¢ | [Masse]'/?[Linge]®/? /[ Zeit]
Elektromagnetische B
Einheiten (emE) | /€ | ¢ |  [Masse]'/? [Linge]'/?
SI Einheiten dreg | ¢ As

mit ¢g = 8.854 - 10712A%s* /kg m?

Hintergrund: Unterschiedliche Einheiten fiir E , B und Ladung.
Dartiiberhinaus unterscheiden sich i.A. auch noch die Einheiten fiir Masse,
Lénge und Zeit (z.B. cm,g,s statt mkg,s).



44 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

2.1.2 Diskussion der Maxwellschen Gleichungen

1) Bedeutung der statischen Terme

Betrachte Situation, in der die Felder und Dichten stationér sind,
d.h. 6tE = (%B = 6tp = atj = 0.

(i) V-E =4np <  Gaubsches Gesetz

- =
dA-E=4r  Q, E
—~—
Oberfliche 0V eingeschlossene
eines Volumens V' Ladung

(Verbindung: Gaufischer Satz)

(i) V x B = 47”; < Amperesches Gesetz
47

di-B==— I By

Kurve C, die eine Strom durch * *
Fliche O umschliet Flache O — |
\\‘ K

(Verbindung: Stokescher Satz)

(iii) VX E=0 < Es existiert Potential ® mit £ = —V®

Zusammen mit (i) folgt Poisson-Gleichung | A® = —4mp |.

(iv) V- B=0 < Es existiert Vektorpotential A mit B = V x A.
(mehr dazu spiéter).

2) Bedeutung der zeitabhingigen Terme

(i) Vx E = -1 &B <« Faradaysches Induktionsgesetz

- 1 do,,
dl-EFE=—- ——
/ c dt

Leiterschleife / / /

mit @,,: magnetischer Fluss durch Leiterschleife, ®,, = [ dA- B

(Verbindung: Stokescher Satz)

(il) V x B - 47”; = %@E : Maxwellscher Verschiebungsstrom
Zusatzterm gewéhrleistet Ladungserhaltung.
(47Tp=V-E = m:ﬁatv-ﬁ
nF_VxB-19,E = V-]:LV%VXE)—%V&E

A7
| —

0

Beitrag von
Zusatzterm

=0;+V ~f: 0:  Gilt nur bei Anwesenheit des Zusatzterms.)
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2.1.3 Energie und Impuls

In der Mechanik waren zentrale Begriffe die Energie und der Impuls.

Frage: Wie sieht das hier in der Elektrodynamik aus?
Gibt es erhaltene Grofien, die man mit Energie bzw. Impuls identifizieren
kénnte?

2.1.3.1 Der Energiesatz der Elektrodynamik

Ausgangspunkt: Energiebilanz fiir Teilchen im elektromagnetischen Feld.

Auf Teilchen wirkt Lorentzkraft F' = q(E + 1@ x B))
f

bzw. auf Ladungsvertellung p die Kraftdichte f = ,0 %(; E)
— verrichtet Leistung F -7 = ¢ ¥ - E + 14(v x B)=qv-E
- ——

. 0
bzw. Leistungsdichte W = 5 - F

Leistung = Arbeit/Zeit = Berechne also ; E.
JE=¢ (vXé—laﬁ)- E
| E-(VxB)=V(BxE)+B-(VxE)=-V-(ExB)-!B8B

——
-19,B
=4 V- (ExB) - £ (EO.E + BO,B)
—V[E(E x B)] — 0, &=(E* + B?)
—_—— —_——
=3 =
0 - - =
= Zusammen: au—i—V-S:—j‘E
mit
1 - -
u= 8—(E2 + B?) |: Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
T
S = %(E X E) : Energiestromdichte bzw. " Poynting-Vektor”
0
W=7 E | Am/vom Feld geleistete Arbeit pro Zeit.
Ubertrag von Energie zwischen Feld und Materie.
Folgerung

Firj-E=0gilt| u+VvV-S=0 |
— Kontinuitdtsgleichung fiir Feldenergie

Fiir j-E #0ist u+V-S=—j-E:
Energie wird vom Feld an Materie abgegeben und umgekehrt.

Feld 4+ Materie zusammen: Energieerhaltung!
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2.1.3.2 Impulssatz und Maxwellscher Spannungstensor

Ausgangspunkt: Impulsbilanz fiir Teilchen im elektromagnetischen Feld.

Impulsanderungen durch Feld < Kraftdichte der Lorentzkraft
f = pE + 1 o J X B
| p= VB
=L (EV E) -
Addiere B(V - B)
Ersetze B x (0,F) = X X
= LIE(V-E)+B(V-B)-Ex (VXE—E
Schreibe um
[E(V . E) — F x (v X E)]z = Zj Eﬁ]EJ — ijlm EijkEijlmalEm
| €ijk €kim = 0i1 Ojm — Oim 0jy -
= Z](EZ(?JEJ - EJ@EJ + EJ(?]Ez) = Zj (%(EZEJ) — %8ZE2
= 0;(EE; — 3E% 6;)
Dasselbe fiir E(V . é) — B x x (V x E)
fi= 4 Y;0;[EiE; + BiB; — L(E? + B?)6;;] -8, 1 [E x B);

=T;; =:9;

—

=0

= Zusammen: gZ + fi = Z 0T}

mit

1 - -
j= 4—(E x B) |: Dichte des Elektromagnetischen Feldimpulses.
e

1 1 — s
Tlij = E(ElEj + BZBJ — i(sl](EQ + BQ) :

Impulsstromdichte bzw. ”Maxwellscher Spannungstensor”

7 = 1= =| Mechanische Impulsinderung der Teilchen
f=pE+-jxB{ durch elektromagnetisches Feld
c g

Folgerung und Interpretation

Fir f=0gilt| 8, — VT =0 | mit T = (T}),
([VT]; = >, 9;T;;; Matrixmultiplikation mit Nabla-Operator).
— Kontlnultatsglelchung fiir Feldimpuls

Fiir f# 0 ist 8,5— VT = —f
Ubertrag von Impuls vom Feld an Materie und umgekehrt.

Feld + Materie zusammen: Impulserhaltung!

—

x E)
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2.1.4 Elektromagnetische Potentiale
2.1.4.1 Einfithrung der Potentiale

Weitere Vereinfachung der Maxwellschen Gleichungen durch Riickfithrung von
E und B auf geeignete Potentiale (analog 2.1.1 fiir zeitlich veridnderliche Felder).

— —

* V-B=0 = Es existiert ein Vektorpotential mit |B =V x A

(Beweis: < Klar, V- (V x A) = 0 VA.
= Ein entsprechendes Vektorfeld /T, welches auch die Gleichung fiir
V x B erfiillt, kann man konstruieren. Siche Abschnitt 2.3 777, )

+ VxE=-198 = VxE=-1Vx9§d = Vx(E+194) =0

. 1 -
=  Es existiert skalares Potential & mit E=-Vd--0A|
c

Bemerkung: Damit kann man auch ein geschwindigkeitsabhéngiges ” generali-
siertes Potential” U fiir die Lorentzkraft F' definieren:

0 d 0 - . oy 1, -
F, = 7877“1-+E@v¢ U(7,7,t)| mit U(r,v,t)—q(@fgv-fo
(Rechnung;:

= —q&@ + %(vjﬁiAj — Ujain —8tAi)
N————

[Tx(VxA)];
= —q(2®+ 19,4,) + 1T x (Vx A)]; = q(E; + L[Fx Bl;) V)

Bedeutung: Wird in der analytischen Mechanik deutlich (Theorie II).

2.1.4.2 Eichtransformationen

Eichfreiheit: Beachte: A und ® sind nicht eindeutig:
Man kann mit beliebiegem skalaren Potential umeichen gemaf

A = A = A+VAF 1)

® — O = d—19A(F1)

(Check: B=V xA'=VxA daVxVA=0V
E=-V&-194 = -V(@-19A)-L19,A-L0VA = Vo194 v)

Hintergrund:
E und B haben physikalische Realitét, da iiber Lorentzkraft mit Testla-

dung direkt mefibar — eindeutig!

A und @ sind HilfsgroBen ohne physikalische Realitét.
(Bekommen physikalische Bedeutung in der Quantenmechanik, dann
erhélt allerdings auch Eichfreiheit physikalische Bedeutung!)



48 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

Beliebte Eichungen : (Zusatzbedingungen, die A festlegen)
Lorenzeichung: Eichbedingung %815(1) +V-A=0
Coulombeichung: Eichbedingung V - A=0

2.1.4.3 Neue Form der Maxwellgleichungen

Beachte: Durch Einfiihrung der Potentiale sind homogenen Maxwellgleichungen
automatisch gelost. Es bleiben nur die inhomogenen Maxwellgleichungen. Thre
Form héngt von der Wahl der Eichung ab.

1 02

Generell: Definiere d’Alembert Operator: O := — — —
2 Ot?

1) Lorenzeichung :

L Ano
=  Maxwellgleichungen: |OA = il 7, O®=d4np
c

1 -
mit Eichbedingung |-9;$+V-4=0
c

(Herleitung:
VxB=4j110F

-, -,

S VX (VxA)=V(V-A) - AL 475 199,6 - L0,
- 2 - - - 1 - -
= 0A=5 LA-ANA=277_V(-90+V - A) =2 v
C
N—————
V-E=dmp = —A®— 19,V A=4dmp 0

- 1
= D(I’:C%%;@—A@:47rp+%8t(V~A+E8t¢>):47rp V')

4

2) Coulombeichung :

S dn- 1
=  Maxwellgleichungen: |A® = —4np, OA= —Wj — -Vo, o
c c

mit Eichbedingung

(Herleitung;:

S V(V-A)—AAL 47 _1ype — L9 A
0

= 0A=1 24 Ad=17_1ype v
V-E=dnp = —A®—19,(V-A)=drp = AD = —dmp V)
0

Vorteile der Coulombeichung: Besonders giinstig bei p = 0 (Optik).
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2.2 Die Elektro- und Magnetostatik

Betrachte nun Situation: p(7) und ;(r) vorgegeben und zeitunabhéngig sind,
und E, B stationdr (O,F = 0;B = 0)

2.2.1 Grundgleichungen

x Stationdre Maxwellgleichungen

V-E = 4mp VxE = 0
_ A B
VxB = Zj V.-B = 0
c
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen

Folgerung: Gleichungen fiir E und B sind fiir festes, vorgegebenes p, ;
nicht mehr gekoppelt, kénnen separat gelost werden.
— getrennte Gebiete der Elektrostatik und Magnetostatik.

* Elektrodynamische Potentiale (vgl. 2.1.4)

Losung der homogenen Maxwellgleichungen durch Einfithrung eines Ska-
larpotentials ® und eines Vektorpotentials A mit

— —

E=-Vo | B=VxA

Wiihle Lorenz- oder Coulombeichung (hier dquivalent)
— Inhomogene Maxwellgleichungen nehmen die Form an (vgl. 2.1.4.3)

= 47 > =
A® = —47p, AA=—""7| mit Eichbedingung |V-A=0
C

= Poissongleichung fiir ® und Komponenten A, von A

* Superpositionsprinzip
Allgemeine Eigenschaft der Grundgleichungen: linear, d.h. Losungen kénnen
beliebig iiberlagert werden.
zB. A®; = —dmp; = AP =—4drp mit &= P, p=>",p;



50 KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER ELEKTRODYNAMIK

2.2.2 Elektrostatik
2.2.2.1 Grundlegende Fragestellung

Gesucht:

Losung der Poisson-Gleichung A® = —47wp fiir gegebene Ladungsverteilung p
unter vorgegebenen Randbedingungen.

Mégliche Randbedingungen:

(i) Unbegrenzter Raum: ® — 0 bei r — cc.

(ii) Begrenzende Oberfliche O mit Dirichletschen Randbedingun-
gen: Wert des Potentials ®(7) fiir 7 € O ist vorgegeben.

Physikalische Realisierung z.B.
Begrenzung durch leitende Oberflachen.
= Ladungen in Oberflache frei beweglich.
= Konnen parallelem Feld EH folgen und es ausgleichen.

= Im stationéren Zustand ist E|| =0 = ® = const. auf O.

(iii) Begrenzende Oberfliche O mit von Neumannschen Randbedin-
gungen: Wert der Normalenableitung 7 - V® auf O ist vorgegeben,
wobei 71: Einheitsvektor senkrecht zur Oberfléche. (Konvention: zeigt
in das betrachtete Gebiet hinein.)

Physikalische Realisierung:
Im Vakuum schwierig, in Medien moglich, z.B. an Grenzflichen zu
einem Medium mit sehr viel niedrigerer dielektrischer Konstante
(vgl. 2.2.2. 1) Dann treten an der Grenzfliche Polarisationsladun-
gen auf, die E | nahezu ausgleichen, so dafl El ~0=i-Vd~0.
Von-Neumannsche Randbedingungen sind auch in der Hydrody-
namtk von Bedeutung.

Satz: Sind auf einer geschlossenen Oberfliche OV eines Gebietes V Dirich-
letsche oder von-Neumannsche Randbedingungen vorgegeben, so ist die
Losung der Poissongleichung in diesem Gebiet eindeutig (evtl. bis auf ei-
ne Konstante). Das gilt auch fiir gemischte Randbedingungen (teilweise
Dirichlet, teilweise von Neumann).

( Beweis: Angenommen, es giibe zwei unterschiedliche Lésungen ®; und &,
= Differenz ® = &, — ®, erfiillt A® = 0 im Volumen
und Randbedingung ® = 0 oder 7 - V& = 0 auf Oberfliiche.
Wende Gaufschen Satz auf d VP an: ~
Jov dA (D VD) = = [, dA ® (7 - V®) = 0 laut Voraussetzung
—dA 7
e Jy V(@ V) = [, AV [(78)* + & A |
atz 0
= (V®) =0 iiberall in V = & = const. }
bzw. bei Dirichlet-Randbedingungen sogar ® = 0.
= ®; = Oy + const. bzw. im Dirichlet-Fall &1 = 5. )
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Praktische Folgerungen

x Faraday-Kiéfig: Im ladungsfreien Inneren einer geschlossenen leiten-
den Oberflache ist das elektrostatische Potential konstant, d.h. das
E—Feld verschwindet.

x Kapazitdt: Betrachte System von innerer und duflerer Leiterschale

O1 und Oy mit ladungsfreiem Zwischenraum (Kugel- Q,
kondensator). Es gilt A® = 0. Die Potentiale auf den
beiden Flidchen seien ®(0;) =V, ®(03) = 0.

= Fir V =V, 3! Losung $o(7).
Fir V = {Vp 3! Losung &(7) =1 Po(r) = & x V.
= Ladung @, auf innerem Leiter O ist
Q1 = 3 Jo,dA- E=—q [, dA- VO V.

= ’ |Q1/V | =: C = const. ‘: Kapazitit des Kondensators.

2.2.2.2 Lésung im unbegrenzten Raum: Das Coulomb-Potential

Wichtigste elementare Losung der Elektrostatik: Losung der Laplace-Gleichung
im unbegrenzten Raum.

x Potential einer einzelnen Punktladung ¢ am Ursprung
Symmetrie und Wirbelfreiheit von E = E(F) = E(r) 7/r.
Lege Kugel K (Radius R) um Punktladung, wende Gauflsches Gesetz an.:
i dA - E = 4mr? E(’I“)éﬁlﬂ' Qxg =4nq = E(F):qf/r3.
~~

OK

Oberfldche eingeschlossene
Ladung

Mit 7/r3 = —V(1/r) und E = —V® erhiilt man fiir das Potential &

das Coulomb-Potential d(r) = g
,

« Potential einer beliebigen Ladungsverteilung p(7*

Wegen Superpositionsprinzip addieren sich Beitrige auf.
Beitrag einer infinitesimalen Ladung p(7) d®":  d® = d3r' p(7) /|7 — 7.

-
Zusammen: | () = /d374/ p()

=7
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2.2.2.3 Allgemeines Randwertproblem und Greens-Funktion

In 2.2.2.2: Herleitung einer Gleichung fiir das Potential einer beliebigen La-
dungsverteilung im unbegrenzten Raum aus dem Potential einer Punktla-
dung mittels Superpositionsprinzip.

Nun: Verallgemeinerung fiir beliebige Randbedingungen.

a) Konzept der Greens-Funktion

Gegeben lineare Differentialgleichung fiir Skalarfeld ®(7) in Gebiet V.
’ LO(7) = 4n f(7) ‘, L linearer Operator (z.B. L = —A, L = 0)
mit Randbedingungen auf Oberfliche OV
(i) vom Dirichlet-Typ (®(7) vorgegeben) oder
(ii) vom von-Neumann-Typ (i - VO (7) vorgegeben).

Ansatz: Lose zunéchst Gleichung ’ LG(7,7) = 4nd (7 — 1)
mit Randbedingung G(7,#) = 0 bzw. i - VG(7,7) = 0 im Fall (i)
bzw. (ii). Bestimme ferner Feld ®(7) mit L® = 0 im Gebiet V, das
auf der Oberfliche OV denselben Randbedingungen wie ¢ geniigt.

= Allgemeine Losung fiir beliebiges f(7) ist

®(7) = /d?’r’ G(7,7) f(i') + ®(F)
( Beweis: Einsetzen 3
LO(7) = [d3' f(7) LG(F, 7))+ L® = 4r [d3r' f(7) 6(F—7") = 47 f(F)
—_—
4§ (F—7") 0
Randbedingungen erfiillt per Konstruktion. )

Vorteil: Man muf nur einmal G und ® ausrechnen, und hat mit einem
Schlag die Losung fiir alle f(7).

b) Anwendung auf Poisson-Gleichung: L = —A

Vereinfachung: Separate Berechnung von ® nicht nétig.
Nutze Greenschen Satz aus: Fiir Skalarfelder ¢,y auf Gebiet V gilt:
Jy EPr(pdy —pAp) =[5, dA- (pVi — V)
Setze ein: ¢(7) = <I>(F und P(r) = G(_’ )

:>fd3r<I>f‘)AG fd3rG = [ dA (dVG — GV )
H,_/ H/—/ V\/
—4nd(F—7") —4mp(T)

b
,d

= B(7) = f, & G ) o) + £ [y, 44 (7 VG T

7 nach innen zeigt.

)@ — G777 - Vo () ).

= Allgemeine Lésung: | ®(7) = / Br'G(7,7) p(7) + &(7)
%

mit i)(F):—i anA’{(I)(F’)(ﬁ’-V’G(F’,F))—G(F’,F)(ﬁ’-VCD(F’))}

Dirichletsche Randbedingungen: G = 0, ®(7") vorgegeben.
von-Neumann Randbedingungen: 7i - VG = 0, (7 - V®) vorgegeben.
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Bemerkungen:

e Gleichung fiir ® sieht hier etwas anders aus als bei der Skizze des all-
gemeinen Konzepts in a). Dort lautete zweiter Term [ d3¢/G(7, ) p(7).

(Das stort aber nicht weiter).

e Bei reinen von Neumannschen Randbedingungen an den Oberflichen
AV von endlichen Gebieten V' tritt ein Problem auf:
Joy dA(-VG) = [, &PrAG(F,7) = —4r [, &ré(F—7') = —4r.
= Randbedingung (77 - VG) = 0 ist nicht realisierbar!

Ausweg: Modifizierte Greensfunktion G (7, 7) mit Randbedingung
i - VGn = —4mw /A, wobei A: Fliche von 0V

- 1
S B(F) = L [ A VOGN () + A/ A B(7).
ov oV

const.

NB: Die zusitzliche Konstante ist uninteressant. Bei durchgéingig
von-Neumannschen Randbedingungen ist ® ohnehin nur bis auf
eine Konstante bestimmt!

c) Interpretation der Greensfunktion in der Elektrostatik

vel. AG(7,7) = —47 6(F — ) mit AD(F) = —4m p(7).

= G(7,7) ist das von einer Punktladung ¢ = 1 am Ort 7 erzeugte
elektrostatische Potential am Ort 7 unter den Randbedingungen G = 0
bzw. 77 - VG = 0.

d) Beispiele fiir Greensfunktionen

(Potential einer Punktladung unter verschiedenen Randbedingungen)

Unendlicher Raum

— bekannt aus 2.2.2.2: G(r,7) =

Halbraum z > 0, Dirichletsche Randbedingungen bei z =0

entspricht Potential einer Punktladung ¢’ = 1 bei 7 = (2/,¢/, 2’ > 0)
in Gegenwart einer geerdeten Metallplatte bei z = 0.

Losungstrick: Spiegelladung
Setze virtuelle Ladung ¢” = —1 an den Ort 7 = (2, ¢/, —2/),
d.h. 7 =7 —2(7 - €,)e, mit &, = (0,0,1).
Tréagt nicht zur Poisson-Gleichung bei, da sie auflerhalb des be-
trachteten Halbraums liegt.

/! 1
Konstruiere G(7,7) = |*z777| + q 1 1

Bei z = 0 gilt: |7 — 7| = |7

= Funktioniert: | G(7,7) = —
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Halbraum z > 0, von-Neumann Randbedingungen bei z =0
entspricht Potential einer Punktladung ¢’ = 1 bei 7 = (2/,¢/, 2’ > 0)

mit Randbedingungen 0,G(7,7) =0.

Losungsansatz: Wieder Spiegelladung an derselben Stelle, diesmal
mit Ladung ¢’ = +1 — G(_’ ) = 1/|7’ — 7|+ 1/|F—7"|.

BelZZOIStaG— ﬂiﬂ—fif,,g—o(\/)
e e
da |[F—7|=|F—7",2"=-2,2=0.
= Funktioniert: G(F,7) = L + !
B D s B Lo AR A

Fiir etliche Geometrien kann man Spiegelladungsansatz verwenden, um
Greensfunktion zu bestimmen. (z.B. leitende Kugel — Ubungsaufgabe,

Ladung in Plattenkondensator — Reihe von Spiegelladungen).
Allgemein: Spiegelladungen vermitteln anschauliche Vorstellung von Greens-
funktion (Spiegelladung bzw. Spiegelladungsdichte).

2.2.3 Magnetostatik

Situation jetzt: Feste, gegebene Stromverteilung j = statische Magnetfelder.

Wegen Analogie zur Elektrostatik konnen wir uns hier kiirzer fassen.

Grundlegende Fragestellung wieder Losung von Pmssonglelchungen
~AA=_4z ] — 3 Gleichungen fiir 3 Komponenten von A.
- Gegebenenfalls mit Randbedingungen

— und zusétzlich Fichbedingung V - A=0.
(Unproblematisch, da V-j = —0,p = 0 wegen Ladungserhaltung (Kon-

tinuitétsgleichung) und Stationaritét.)

2.2.3.1 Lo6sung im unbegrenzten Raum

Analogie zur Elektrostatik (A® = —47p — & = [d3/ ﬁ_ ‘)
=

‘A’ = d3 / (7’)

= A= / e

Uberpriife noch V - A=0:
vg:%fddrlz(fy)v(‘;‘_lfv‘ fdjrlj( )v,(‘r =
| partielle Integration, j — 0 im Unendlichen
=1[a% 4 V' j(@)=0wegen V-5=0 V.

=7

> A 1 3/(7?_7:,’) 2y
= BZVXA:c/dTMX](T)
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2.2.3.2 Anwendung: Biot-Savart-Ampeéresches Gesetz

Kraft zwischen zwei stromdurchﬂossenen Leitern. o
— Magnetfeld des Leiters 2: By(7) = * fd37“' Jo(7) x )

|F—7"

—

— Lorentzkraft auf Leiter 1: (Kraftdichte f = (]1 X Ba))
Fip = ¢ [[ & &' fi(7) x <.72<*> ; )
= 1 J&r a® (B0 (17 (=) — s (W) 267)}

F [
dr j <rf,_d3*f (7271, e Sy Vo1 () = 0
| () i = S 00 Vi), g~ S ‘?Q
= | Fp= _C//d3r &1’ (j1(F) - J2(7)) ‘(F_Fr;

2.2.4 Multipolentwicklung
2.2.4.1 1Idee der Multipolentwicklung
Im unbegrenzten Raum: Elektro- und Magnetostatik im Prinzip gelost.

= B = [ AT b, AR =1 [ 2D

H&ufig kennt man p und j aber gar nicht so genau bzw. braucht ® und A gar
nicht so genau zu wissen. — Entwicklung nach wichtigsten Beitrégen.

Hier: Diskutiere wichtigsten derartigen Fall:
p(7) und j(7) rdumlich begrenzt auf kompakten Triger (z.B. Molekiil).

Gesucht ist das von p bzw. j erzeugte Feld in grofler Entfernung.
Also: 3R > 0, so daB p(7) = 0 baw. j(7) = 0 fiir ¥ > R.
Gesucht: Resultierende Potentiale bzw. Felder bei r > R (Fernfeld)
~> Entwicklung nach Potenzen von 1/r:  Multipolentwicklung.

Verfahren: Entwickle 1/|7 — 7 | nach Potenzen von 1/r.

= [ = \/r2—2;‘-f*+r'2 =5 (- 2T§ +o z)7?
Taylorentvvlcklung von (1 + a) 1/2 nach kleinem Parameter
a= =277 /r? + (r'/r)?
Sortiere nach Potenzen von 1/r.  Definiere €, = 7'/r.
=t @)+ G 7))+
~» Setze ein in Gleichung fiir Potential ® bzw. A.
1/r  — Monopolbeitrag.
1/r>  — Dipolbeitrag.
1/r*  —  Quadrupolbeitrag.

Bemerkung: Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten.
Alternative: Kugelkoordinaten ~ Entwicklung nach ”Kugelflichenfunk-
tionen” Y}, (0, ¢) (siche Mathematische Rechenmethoden 2).

Mehr Formalismus aber systematischer Vorgehensweise.

= %0 s (951 17 e Vi (0,6) Y (0,9) ) fir v > .
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2.2.4.2 Multipolentwicklung in der Elektrostatik

Betrachte nun spezielle Fall einer begrenzten Ladungsverteilung p(7)

1) Berechnung des Fernfeldes bzw. Potentials in grofler Entfernung
Multipolentwicklung fiir Potential ®(7) = [ d3r’ ’1(22'
= @(ﬁ:; /d3r’p(r) +7}26r-/d3r’p(r)7_"'
=¢: Gesamtladung h’_/

LY enien / Br o) Cr

1 1
= (I)(‘») 7Q+* +* Zerzem sz

~» Ladungsverteilung p(7) wird durch Momente charakterisiert:

q = [d& p(7) : Gesamtladung (Monopol)
P o= f &3 p(7) 7 : Dipolmoment

Qij = 35 fd3r’ p(7) (37} rl — i 7:;2) : Quadrupolmoment

ete. (hohere Ordnungen)

NB: Q = (Q;;) ist ein Beispiel fiir einen physikalischen Tensor
Es gilt Qi = Qji, Spur(Q) =, Qi =0

2) Wechselwirkungsenergie von p(i”') mit dulerem Potential ®gy¢

NB: &yt schliefit das von p erzeugte Potential ® nicht ein!
U= [& p() Pext(7)

Taylorentwicklung von (I)ext
Poxt (") = Pext (0) + 7 - VOextlo + 3 ZU T ; Drior; ar lo+ -
| E=-V®
:éeXt(O)_{r () Z’L] 7{;?9]3|0+
| Nutze aus: V - E = > i 04 g:’ =
:(I)ext(o)*f”'E*%Zz (37";7”; **7’/25113‘) 27%’|0+"'

=fd3r'p<vﬂ>{<1>ext<o>— £(0) - sz<% =51 0) 5

= U = qPext(0) — Z Q%J 37“

~» Wechselwirkungsenergie wird auch von Multipolen bestimmt.

= Kraft auf Ladungsverteilung: | ' = —VU = ¢E + V(§- E) +

~» Ladung folgt Feld.
Dipol folgt Feldgradienten, etc.
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2.2.4.3 Multipolentwicklung in der Magnetostatik

Im Prinzip analog der Elektrostatlk Fernfeld w1rd durch Momente der Strom-

verteilung bestimmt' Ak(f"— ( )y Tg Z emp m oy

mit Monopol: qk = [d3 ji(7), Dipol: pk] fd3 )}, ete.
Aber:
Monopol: qk =/ d3r jx(7) = 0 = Es gibt keine magnetischen Monopole!
fd3rjkf’) fd3r] (Vry) = [d®rV(jre) — [d®r (V-7)r, = 0)
Jk J N——— \_ —_

(e}

GauB: [ dA . (jryp) =0

Dipol: pk = [ d3r ji(7) r;j ist antisymmetrisch: p](w) = g’,?)

= p](gjn)—. ( my 0 :nni) wirkt als Kreuzprodukt, pv = m x 7V 4.

—mg  mq 0
(demns p ) = [ &Pr G+ Gire) = | & (i - (Vrw) + 1 - (V)
Jr=3-( V""k
= BrVir;r; — dr (rim; V-3)=0
J (rim; J) J J J) )
GauB : [_ dA(r; rj H=0 0
- 1 3, (A 2o .
Konkret: | m = % d’r’ (7 x (7)) : magnetisches Moment
c
. . e [P 5 7
= Multipolentwicklung: | A(7) = & (M x &) +--- || B=VxA
r

2.2.4.4 Anwendung: Maxwellgleichungen in Materie

Bis jetzt: Beschrankung auf einzelnes ”Molekiils”

(einer einzelnen rdumlich begrenzten Ladungs- und Stromverteilung).
Nun: Betrachte System aus vielen Molekiilen (”Material” oder ”Medium”).
Ziel: Herleitung ”gemittelter Maxwellgleichungen” fiir solche Medien fiir

Léangenskalen, die viel grofler sind als die molekulare Skala.

Dabei hilft Multipolentwicklung.

x Elektrostatik Betrachte Molekiile ¢ am Ort 7; mit Ladung ¢;, Dipol p;.

—)‘I’(F) qu‘rrl_‘_zlzi‘:riﬁ?’ Zqz‘rr|+2pz. (m
Makroskopisch:
Ersetze Ladungen ¢; durch lokal gemittelte Ladungsdichte p

Ersetze Dipole p; durch Dipoldichte P: Polarisation.
—»:deI,g(T‘_ﬁl_{_deT,/P ) V( 1—‘/|)

|7

Jd 3’ = (P—=V- P) + Oberfliichenterme.

partlelle
Integration

~» sieht formal aus wie Feld einer Ladungsverteilung p — V - P.

= Makroskopische Maxwellgleichung: V - E = Ar(p—V - 15)
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Néchster Schritt: Schreibe sie um in eine Form, in der wieder nur
Ladungsterm 4mp auf der rechten Seite steht. Definiere dafiir die

Dielektrische Verschiebung D=E+4rP| = V-D= dp

Zuletzt Annahme (oft zutreffend): Molekulare Dipole werden durch das
E-Feld ausgerichtet, resultierende Polarisation ist proportional zu E.
= D =¢cE mit e Dielektrizitétskonstante, charakterisiert Medium.
(NB: In anisotropen Medien wird ¢ im allgemeinen ein Tensor sein).

x Magnetostatik: Analog

Makroskopischer Strom fithrt zu lokal gemittelter Stromdichte j.

Dichte von magnetischen Momenten — Magnetisierung M

~» Man erhélt makroskopische Gleichung: V x B= 4{;—{— ATV x M

. 4rs

Definiere | H = B — 4n M = VxH=—j
c

In vielen Materialien (auBer Ferromagneten) ist M oc B.

—

= B=upu H mit p: magnetische Permabilitét

(in anisotropen Medien evtl. auch tensorielle Grofle).

* Verallgemeinerung: Volle Maxwellgleichungen in Materie

Bei schwach zeitabhéngigen Feldern kann man den Formalismus aus der
Statik {ibernehmen und erhélt:

—

- - 1 0B
V-D = 4np VXxE = —— — D — e F
P . 8 c Ot 12 =€ lz
b 4= 1 aD — B = H
VxH = 2742221 v.B = 0 K
c c Ot
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen
- gemittelte Form - - unveréandert

(Begriindung fiir Term 0D /0t wird hier weggelassen. )
Voraussetzung ist, dafl Polarisation bzw. Magnetisierung den Feldern noch
adiabatisch (instantan) folgen konnen.

Schnell veranderliche Felder: € und p werden frequenzabhdingig.



2.3. LOSUNGEN DER VOLLEN MAXWELLGLEICHUNGEN 59

2.3 Losungen der vollen Maxwellgleichungen

Nun allgemeiner: E(7,t), B(7,t) zeitabhéingig. In diesem Abschnitt zum Ab-
schlufl des Kapitels 2 einige wichtige Losungen der vollen Maxwellgleichungen
im Vakuum.

2.3.1 Ebene elektromagnetische Wellen

Als erstes: Zeitabhéngige Felder im materiefreien Raum, p = 0 und ; = 0.
Raum enthélt nur Strahlung <+ Elektromagnetische Wellen.
Randbedingung: Unbegrenzter Raum

Gleichungen: Wiéhle Coulomb-Eichung (vgl. Abschnitt 2.1.4.2, 2.1.4.3)

= AP=0=¢=0
(da Lsg. eindeutig nach 2.2.2.1 und ¢ = 0 am Rand).

Es bleibt: mit Eichbedingung .

B-vxAi| |B=-194

NB: Lineare Gleichungen = Superpositionsprinzip, Losungen kénnen auf-
addiert werden.

Losungsansatz: A(7,t) = Ay exp(i(k - 7 — wt))

Einsetzen: '
OA= (-4 +k)A=0 = w=+clk] | B=VxA = kx4
V-A=ik-A20 = AyLk | E=-10A = liwxA

NB: Ansatz ist komplexe Funktion, aber mit A ist auch A* Losung.
= Man kann beide aufaddieren bzw. am Ende den Realteil nehmen.
Aus diesem Grund sind von den vier Lésungen exp(i(4k - 7+ wt)) nur
zwei wirklich unabhéingig.
~ Wiihle exp(i(k - 7 — wt) und exp(i(—Fk - 7 — wt), w = ¢ |k| > 0.

= Losungen: | A(7,t) = /Toei(E'F_“’t) mit , Ay Lk

B RV x A) = R(ik x Ay eFr=wb)

E R(—10,A) = R(ik x Ay /FT1)

3 R i(k-F—wt) >SN A
bzw Bi, %(Bige‘ - ) mit Zio Z'If X _1,40 .

E = %(Eoez(k-r—wt)) Ey, = Z% Ay
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Charakterisierung der Lésung

e E und B oszillieren in Phase mit Kreisfrequenz w.
e Fortbewegung eines ”Phasenpunktes” o(7,t) = (k- 7 — wt)

Q(7,t + 0t) = (7 — 67, t) mit 67 = & ¢ 5t

(da: (7 — 07, t) =k - (F— £ cot) —wt =k - 7 — ck 6t — wt
= k-7 —w(t+0t) v )
= c¢=0r/ét: Phasengeschwindigkeit
k /k:  Ausbreitungsrichtung
k:  Wellenvektor <» Wellenldnge A = 27 /k.

e Polarisation:
Esgilt: E Lk, B Lk, E L B ((k,E,B) bilden Rechtssystem).
Amplituden |Ep| = [Bo| (= %|Aol).
= B wird durch E vollstandig festgelegt.

Reine Transversalwelle: Schwingt senkrecht zur Ausbreitungsrich-
tung. (im Gegensatz zur Longitudinalwelle: schwingt in Ausbrei-
tungsrichtung, z.B. Schall (Dichtewelle)).

= Zwei unabhingige Komponenten (Polarisationsrichtungen).
Beispiele: (0BdA sei k/k = &, = (0,0,1))
Linear polarisierte Welle: Ay = e~ (A, A,,0) mit reellen A,.
= E=—%(A,8 + Ayey) sin(k = wt = o).
Zirkular polarisierte Welle: Ay = e " (i(4; + 4,), (4; — 4,),0)
= E = —2A( e?xcos(k_'- F—wt— )+ é'ysin(li- F—wt—p))
—“CA(epcos(k-T—wt—p)—éysin(k-7—wt—¢)).
Polarisationen: A;: linkszirkular polarisierter Anteil
A, rechtszirkular polarisierter Anteil.

e Energietransport und Poynting-Vektor:
gemittelt iiber oszillierende Komponenten.

. _» = _;* — —»* 2,
u=g=(E*+ B?) = (u) = 1z (Eo - Ej + Bo - Bj) = gz ¢ |4g)?

— — — —. — _’* _'* >3 2 Y k
S=45(EXDB) = (5)=1;(Ex Bj+ Ej x Bo) = g = | 0|2%

= (u) ck/k
~ =
Dichte Geschwindigkeit

(wie man erwarten wiirde!)
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2.3.2 Felder von beliebigen Ladungs- und Stromverteilungen

Nun: Unbegrenzter Raum mit vorgegebenen zeitabhéingigen Ladungs- und
Stromverteilungen <> Verallgemeinerung des Grundproblems der Elektro-
und Magnetostatik. Kann formal wie im statischen Fall mit dem Greens-
Funktions-Formalismus gel6st werden.

Wihle im Folgenden Lorenz-Eichung (vgl. 2.1.4.2):

1 -
Eichbedingung: | —-0,®4+V-A=0 |
c

- Ar s
Maxwellgleichungen: | OA = —Wj und O® =4mp | (nach 2.1.4.3).
c

(”inhomogene Wellengleichung”)

2.3.2.1 Greens-Funktion des d’Alembert Operators

Zunichst: Bestimme Greens-Funktion G(7,¢;7,t') mit OG = 4w §(F—7")o(t—1')

Ergebnis: (Herleitung sieche Ubungsaufgaben hier und in MMR2).

1
G(F ;7 1) = 7 S(t—t + .

+ : 7avancierte” Losung, t' >t

it Vorzeiche . :
mi rzel n, - "retardierte” Losung, <t

( Soll hier nicht hergeleitet, aber immerhin iiberpriift werden:
Notation: G(7,t;7,t') =: G(F — 7, t — t'), d.h. G(F,t) = L §(t £r/c).
Zeige OG = 47 6(7) 0(t)

AG =2(VL)(V6(..) + 2A8(..) +5(.)A(d)
Vo(t+r/c) = +1Vrs () = +1T 25(..)
AS(tEtr/e)=+LV(E)25(.)£ 22D V4(..)
~—~— ~—
o/ +1Z56(.)
= 42105 )+ L 25(.)
2VL)(V6(.)) = =25 - (£1795(.)) = F2125(..)
S(ttr/e)A(L) = —6(t £r/c)dn §(F) = —4r 5(7) (1)
= LG —4n 6(7) o(1)
=0G = (52 - NG =476 6(t) V)

Wiéhle von nun an retardierte Greens-Funktion. (Potentiale als Funktion der
Ladungs- und Stromverteilungen in der Vergangenheit.)
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2.3.2.2 Allgemeine Lésung des Problems

Ladungs- und Stromverteilung beliebig, aber vorgegeben
Einsetzen der Greens-Funktion: ®(7,¢) = [d3 [dt' p(7,¢') G(7,t;7,1') bzw.

A@F )y =1 [ a3 [at j(7@,t) GF 7, 1)

by = [ [dt p(i, ) Sl
N {d 3fdt ) s /)
- _ 1 / It / —t'—|r—7"|/c

APty = 2 [ad% [dt j(7.t) L=

NB: Erfiillt Lorenzeichung %&@ +V-A=0 (Ubungsaufgabe).

2.3.2.3 Punktférmige Ladungen: Liénard-Wiechert Potentiale

Betrachte nun konkret Feld einer bewegten Punktladung mit Trajektorie E(t)
Trajektorie R(t), Geschwindigkeit 7 = %% mit v < ¢
(Lichtkegelbedingung, siehe Kapitel 3).
= p(7,t) = qo(F — R(t)) ,
J(7 1) = qU(t) 8(F — R(t)) mit 7(t) = R(t).
FEinsetzen: Definiere zuniichst f(t') :=t' —t + w
Mit [6(t)| < eVt gilt & =14+ IV5|R—7 =1+ glgjg >0
~> f(t') hat genau eine Nullstelle ¢,o, und wichst monoton.

= B(f() = ka0t — tues). D(F(E)

1 _ o 1
e O e ey

o(r,t) =

/T(f; t) =

2.3.2.4 Speziell: Gleichférmig bewegten Punktladung
Noch spezieller: gleichférmig bewegte Punktladung, E(t) = ut.

* Bestimmung der elektromagnetischen Potentiale

OBdA sci t = 0. Definiere § = 7/c.
= f{t)=1t+ M hat Nullstelle ct oy = —-Y (Fﬂ)”i/fg;_ﬁg)_ﬁﬂ

|7~ 'Utrc:‘:*Ctrct q

Lret —Ctret _E‘F“FﬁZCtret

= ®(M1=0) = FRhn
q

B T b (1-fN) BT
A(F,t=0) = 3o
Schreibe noch um: (7 3)2 +72(1 — B2) = r? — (¥ x B)?

O(Ft=0) = T
\/ 72— (7 x )2
N L
AFt=0) = a5 .
r2 — (Fx ()2
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* Bestimmung der elektromagnetischen Felder E und B:

Aus ®(7,¢t = 0) und A(F, ¢ = 0) mittels £ = —V® — %@/T und B =V x A.
Ersetze zunichst 8,4 durch Ausdruck, der nur noch rdumliche Ableitungen

enthilt: 194 = —Floe = = [F(v-A) = [BF-v)e
A=3d 10,9+V-A=0 A=3d
= E=-Vo+f3(3-V)®; B=VxA = Vxfo=-fxVd = FxE.
A=jo BxfF..=0
Dann noch geradlinige ldngere Rechnung, und man erhalt
. 1— 32
5o al-=p9) !
"= (7 x )
R ¢(1-5) 7 =
B = —3 (B8 x7)
r2 — (7 x ()2

* Diskussion:

) g1l = E ~ q7/r3, B~0: Coulomb-Potential.
() 7|7 = E=%(1-p4%), B=0
7Lg :»ELZT%/M, B=j8E,
(iv) Lorentzkraft zwischen zwei Ladungen ¢, ¢, die mit gleicher Geschwin-

digkeit nebeneinander herfliegen:

_, . _32 Loz 2
F=q(e+xB) =d agloBhn e fx (3x0) = .m =
—qq' V¢

mit ¢ = (1 — 5%)/4/r? = (B x 7)?
= Kraft hingt von der Geschwindigkeit der Teilchen ab!
= Nicht invariant unter Galilei-Transformationen!
NB: Dasselbe Problem tritt schon bei den elektromagnetischen Wel-
len auf:
Feste (absolute) Phasengeschwindigkeit c.
Miifite in jedem Inertialsystem gleich sein — Wie soll das gehen?

~» Problem mit dem ersten Newtonschen Axiom?

Losung: Spezielle Relativitédtstheorie, Kapitel 3.
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Kapitel 3

Die Spezielle
Relativitatstheorie

3.1 Einfiihrung und Grundprinzipien

3.1.1 Das Relativitatsprinzip in der Newtonschen Mechanik

Laut Kapitel 1: Die zentralen Aussagen der Newtonschen Mechanik lauten

- Es existieren Inertialsysteme

- Die Bewegungsgleichungen haben in Inertialsystemen die Form
F; = m; - @; (Newtonsche Bewegungsgleichungen)

= Folgerung: Verschiedene Inertialsysteme sind durch Galilei-Transformationen
miteinander verkniipft.

(Bei Transformationen von Inertialsystemen ¥ zu ¥ éndern
sich Koordinaten geméf ry = D7 + Uotg + do mit
ty =t +to

2 € SO(3): Drehung)

Frage: Kann man in einem abgeschlossenen System entscheiden, in welchem
Inertialsystem man sich befindet?
(z.B. ob man ,in Ruhe* oder ,,in Bewegung* ist?)

Allein aus den Bewegungsgleichungen natiirlich nicht,
aber: Die Kréfte F; kénnen ja von Orten und Geschwindigkeiten abhéingen:
Fi(f- PN, 71 TN, )

Nun gilt aber zusétzlich Erfahrungstatsache:
In abgeschlossenen Systemen (keine Einwirkung von aufien) hat man:

OF; _
o =0
e Homogenitdt des Raums: Kréifte hingen nur von relativen Absténden

ab (z.B. vom Abstand zum Schwerpunkt)

e Homogenitét der Zeit: Kréifte nicht explizit zeitabhingig,

e Mechanische geschwindigkeitsabhéingige Krifte hingen nur von
relativen Geschwindigkeiten ab (z.B. Reibungskrifte)

65



66 KAPITEL 3. DIE SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

~» Relativitétsprinzip der Mechanik

Alle Inertialsysteme sind beziiglich der mechanischen
Gesetze gleichwertig!

w ShomI F=¢-ixB
N ! —_ . . .
Ausnahme: Lorentzkraft ? ﬁ scheint abhéngig
' ‘),3 , von der absoluten
mw ¥ Geschwindigkeit
Aber: Wire die Galilei-Transformation der Newtonschen Mechanik ex-
akt richtig, so miisste ein elektrischer Dipol auf sich selbst ein Dreh-
moment ausiiben, wenn er sich mit konstanter Geschwindigkeit und

Orientierung gegen das Inertialsystem bewegt, in dem die Maxwell-
schen Gleichungen fiir die Elektrodynamik gelten.

Betrachte dazu folgenden Aufbau:

- Naiv: v = 0: Kréifte nur entlang Verbindungs-
geraden
- ¥ # 0: Lorentzkraft erzeugt Drehmoment.
9 u?i_."_'(' v konnte z.B. von Erdgeschwindig-

keit stammen

De facto: Es wird kein Drehmoment gemessen (Trouton, Noble, 1903)

~» Lorentzkraft zwischen einzelnen bewegten Ladungen lésst sich nicht
so einfach herleiten, evtl. doch nur abhingig von der relativen Ge-
schwindigkeit

Vermutung: Es gilt allgemeineres Prinzip:
H Alle Inertialsysteme sind beziiglich aller Naturgesetze gleichrangig.
~» Generelles Relativitatsprinzip

3.1.2 Schwierigkeiten mit der Newtonschen Mechanik
3.1.2.1 Theoretisch

Relativitétsprinzip scheint inkompatibel mit den Maxwell-Gleichungen fiir das
elektromagnetische Feld zu sein.

z.B. Maxwell-Gleichungen im Vakuum (1864):

. . - 10B

VE =0 VXE—{—fa—:O
c Ot

. . - 10E

VB=0 Vx ——8—:
c Ot

mit ¢: Ausbreitungsgeschwindigkeit von elektromagnetischen Wellen (Licht-
geschwindigkeit), fest eingebaute Konstante

~» Maxwell-Gleichungen kénnen nicht galilei-invariant sein !
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Probleme: Sollen dann die Maxwell-Gleichungen in der obigen (&sthetisch an-
sprechenden) Form nur in einer verschwindenden Subklasse von Inertial-

systemen giiltig sein?
Wenn ja, in welchen?

3.1.2.2 Experimentell
e Michelson-Morley-Experiment (1881)

kdbdwwm‘mﬁu
b~ i Spiegel
quale \”\} & @ | vvwsl-er

(Apparatur drehbar, bewegt sich mit Erdgeschwindigkeit vg;ge)
Wiirde sich Licht in einem absoluten Raum isotrop ausbreiten

— Interferenzmuster im Fall (1) und (2) miissten verschieden sein.
De facto: Immer gleich ! (Auch zu verschiedenen Tages-, Jahreszeiten)
Erklarungsversuche fiir Ausgang des Michelson-Morley-Experiments:

- Licht bewegt sich relativ zur Lichtquelle mit Geschwindigkeit c.
Aber: Als Lichtquelle kann auch die Sonne (Miller)
oder ein Fixstern (Tomaschek) benutzt werden.

- Licht schwingt in einem ,, Ather“, der von der Atmosphire der Erde
mitgefithrt wird.

Aber: Stellare Aberration widerlegt diese Hypothese
Betrachte Fixstern durch Teleskop auf Erde

() Talls 7!': ,
Mo |, TS

1 aum
; 3
gt {! clehain.

Nl

Beobachtung: Fall (1) trifft zu — Beobachter muss Teleskop im
Jahresrhythmus im Kreis drehen.

e Fizeau-Experiment (1851)

Moglichkeiten:
'} +WoSter (1) Ather ruht: ¢ = ¢/n
e (n=Brechungsindex)
l  Lloh# (2) Ather bewegt sich mit Wasser mit:
>— d=c/n+v
| Experimentell: ¢/ = ¢/n + v(1 — 1/n?) )

Fazit: Experimente zur Lichtausbreitung lassen sich nur schwer mit der New-
tonschen Mechanik in Einklang bringen
- selbst bei Verzicht auf das generelle Relativitéitsprinzip.
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3.1.3 Die Einsteinschen Postulate
Einstein (1905): Zwei Postulate

I: Das generelle Relativitatsprinzip ist giiltig: Alle physikalischen Gesetze
sind in allen Inertialsystemen gleich.

II: Die Lichtgeschwindigkeit hat in allen Inertialsystemen den konstanten
Wert c.

Dabei ist ein Inertialsystem: Ein System, in dem sich ein kréftefreier Korper mit
gleichformiger Geschwindigkeit bewegt. (geméifi dem 1. Newtonschen Axiom)

Das Postulat II ersetzt die Forderung nach Galilei-Invarianz (bzw. das Bewe-
gungsgesetz F' = m - d: 2. Newtonsches Axiom)

Insbeondere: Absolute Zeit existiert nicht mehr notwendigerweise. Existieren
muss nur, was sich praktisch messen/konstruieren lasst. Zum Beispiel kann man
Uhren bauen und Synchronisationsvorschriften angeben. Man kann aber nicht
zwingend davon ausgehen, dass eine Synchronisationsvorschrift in jedem Iner-
tialsystem zum selben Ergebnis fiihrt.

3.1.4 Folgerungen aus den Einsteinschen Postulaten

Gedankenexperimente (Einstein)

3.1.4.1 Zeitdilatation

Miss Zeit, die eine mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegte Uhr braucht,
um von einem Punkt A zu B zu gelangen.

ik | perfekte Spiegel
Uhr: , Lichtuhr® o+ 4 "2 misst Anzahl n der Reflexionen

':L S Zeit ct = Az-n

-

s,

]

3

¢
w%*
i SR

4
g

Aufbau:

I

A

-

|

e 1. Schritt: Synchronisiere die Uhren A und B
Beispiel fiir Synchronisierungsvorschrift:

Quelle Q in der Mitte sendet Lichtpulse aus, die
e .~ an A und B reflektiert werden. Verschiebe Q so
tA #J% 4 '; lange, bis die reflektierten Pulse gleichzeitig
WPU!S( zuriickkehren. Sende dann weiteren Puls und
setze Uhren A, B auf t=0, wenn er ankommt.
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e 2. Schritt:
x Miss Zeit in A, wenn C bei A vorbeikommt: — At
* Miss Zeit in B, wenn C bei B vorbeikommt: — At
Lies jeweils auch Zeit in C ab: — At

Ergebnis:

all A e Uhr C misst: cAt = Az -n
i \/\/ ¥ e Uhren A, B messen: (cAt)? = (vAt)? + (Az-n)?

TRELSR L = At =At- /1 —v%/c?

Bewegte Uhr geht langsamer: Zeitdilatation

3.1.4.2 Lorentzkontraktion

Miss Zeit, die eine mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegte Uhr braucht,
um von einem Punkt A zu B zu gelangen.

A 'R :‘ Uhren A, B an beiden Enden des
=7 Korpers befestigt
A fb > I
S ﬁ ___}r gleichformige Geschwindigkeit ¢/

- C Uhr C in Ruhe

e 1. Schritt: Synchronisiere Uhren A, B wie gehabt
(innerhalb des bewegten Bezugssystems)

e 2. Schritt: Léangenmessung: Stoppe Zeit, die es dauert, bis der Kérper an der
Uhr vorbeigeflogen ist.

Ergebnis:

e Uhren A, B messen: [ = v - At
e Uhr C misst: [ = v - At

Beachte: Aufbau dquivalent zu dem in 3.1.4.1, wenn man sich in das
Ruhesystem des Korpers und damit der Uhren A, B begibt (Uhr C
wire dann bewegt).

~» Messergebnis ist analog: At = At - /1 —v?/c?

=|l=1-y/1-v2/c?

Bewegter Korper erscheint verkiirzt: Lorentzkontraktion
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3.1.4.3 Gleichzeitigkeit

2 ; ¢’ & Beobachte von auflen die Synchronisation
v 7 ./ N bewegter Uhren.
/’ /\éf Y Fiir ,ruhenden®“ Beobachter erscheinen
k'y » v Strecken a und b verschieden lang.
b ~» Uhren sind nach der Prozedur nicht synchron.
€} Im Bezugssystem der Uhren sind sie synchron.

3.1.4.4 Addition von Geschwindigkeiten

.

(& 2y Beobachte laufende Person in Eisenbahnwaggon.
21 ,\'; Person hat im Bezugssystem der
Eisenbahn Geschwindigkeit o
Frage: Welche Geschwindigkeit hat sie
fiir ,ruhenden“ Beobachter (Schienen?)

Newton: ¥/ =0+ ¢

Einstein: Einfache Addition scheitert _spétestens im Grenzfall v = e
De facto (siehe 3.2.2): v/ = (v 4 v') /(1 + vv'/c?)

3.2 Die Lorentz-Transformation

In Abschnitt 3.1: Einfiihrung der grundlegenden Postulate der speziellen Re-
lativitatstheorie — neues Bild von Raum und Zeit.
Einige Folgerungen, aber: unsystematisch, reich an ,Fallen® (man denkt
leicht falsch, da neues Weltbild unanschaulich)
Vor allem ist noch nicht klar, wie man auf dieser Basis Naturgesetze for-
mulieren soll.

Nun: Systematischer Zugang — Rahmen, der einem eine im Einsteinschen
Sinne relativistische Beschreibung der Welt erméglicht.

Bisheriger Rahmen (,, Weltstruktur® der Newtonschen Mechanik)
a) Vierdimensionale Raum-Zeit
Inertialsysteme, (mechanisches) Relativitédtsprinzip
b) Galilei-Transformation

Nun in der speziellen Relativitatstheorie:
a) bleibt

b) wird durch neue Transformation ersetzt: Lorentztransformation
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3.2.1 Herleitung der ,,speziellen“ Lorentz-Transformation
3.2.1.0 Voraussetzungen
Basis: Einsteinsche Postulate

(I) Relativitétsprinzip: Verschiedene Inertialsysteme, die sich mit gleichférmi-
ger Geschwindigkeit gegeneinander bewegen, sind dquivalent.

(II) Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Erste Forderung ist &lter und scheint ,fundamentaler® als die zweite. Wir
werden versuchen, so lange wie moglich nur mit I) auszukommen.

Zusétzlich brauchen wir allerdings:

(i) Raum hat Euklidische Struktur
(Parallelen schneiden sich nie, Winkelsumme im Dreieck)

(ii) Homogenitdt von Raum und Zeit, Isotropie des Raums
(iii) Kausalitét: Zeitpfeil darf durch Transformation nicht genau umge-

dreht werden.

In diesem Abschnitt betrachten wir zunichst den speziellen Fall einer reinen
Geschwindigkeitstransformation — spezielle Lorentztransformation

- Die beiden Inertialsysteme ¥, ¥ bewegen sich mit gleichférmiger Ge-
schwindigkeit V' in z-Richtung gegeneinander

- Ursprung zur Zeit t = 0, t = 0 sei identisch

~+ Koordinaten in ¥: (t,2,y,2); Koordinaten in ¥: (£,z,7, 2)

t=t(z,y,21)

Frage: Transformation af - 3:"(1‘, Y2t 2
y=9(,y,z1)
z= Z($7y727t)

3.2.1.1 Schritt 1: Die Transformation ist linear

Aus (I) (Relativitatsprinzip) folgt:
Eine gleichférmige Bewegung ¢ in ¥ (kréftefreie Bewegung) muss in eine
gleichférmige Bewegung ¢ in ¥ iibergehen

Aus (ii) (Euklidische Struktur des Raums) folgt:

- Zwei kréiftefreie Teilchen mit gleicher Geschwindigkeit ¢ laufen auf
parallelen Bahnen. Der Abstandvektor A7 zwischen ihnen ist zeitlich
konstant.

- Bezugssysteme X, ¥ kénnen rdumlich und zeitlich parallelverschoben
werden, ohne dass sich die Koordinaten von Abstandsvektoren AT,
AF verindern.
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Betrachte zwei infinitesimal benachbarte kréftefreie Teilchen gleicher Ge-
schwindigkeit v
Im System 3 seien bekannte Koordinaten:
Teilchen 1: (¢,7), Teilchen 2: (t + 0t, 7+ 67)
~+ Transformieren ins System Y gemésB:
Teilchen 1: (_ 7), Teilchen 2: (£ + 0t, 7 + 07) .
mit 6F = (%), 0t + (%), 0z + (8y)(t HOUF (55 ndz (%)
analog d7, (5y, 0z
Verschiebe nun ¥ — Y/, ¥ — ¥/ rdumlich und zeitlich so, dass
Ursprung zur Zeit t = 0, t = 0 bei Teilchen 1.
Dabei bleiben 6t, A7 = 47— v6t und damit §7”" unveréindert; analog
auch dt, o7
~+ In verschobenen Systemen gilt:
0t = (55)00t + (85)502 + (55),0y + (85), 02 usw.
Da dt, 0t beliebig, folgt aus dem Vergleich mit ():
(%)0 = (%)(t,F)v (%)0 = (%)(tﬂa

Aus (iii) (Homogenitét von Raum und Zeit) folgt:

(g—;), (8—{) .-+ unabhéngig von der Lage des Ursprungs (bzgl. Raum und

ot/
Zeit)
~ (%)0 = (%)0 = ( ) 7)) ((T;) (g;/)o = (%)(ﬁ); - fiir alle 7, ¢
~» Partielle Ableitungen (g—) (8 - sind Konstanten!
f t to
= Transformation ist linear: a_: v + 0
Yy Yy Yo
z z 20
Ly Ly Ly Lg
mit L = L(V) = Lot Law Lay L
Lyt Lye Lyy Ly
LZt LZJ} Lfy L

Laut Voraussetzung: Ursprung in ¥, ¥ bei t = 0, £ = 0 identisch
= (t()v Zo, Yo, ZO) =0

3.2.1.2 Schritt 2: y und z bleiben von Transformation unberiihrt

* x 0 0

d.h. Transformation hat die Form L — | * * 0 ¥
.h. Transtormation hat die Form L = 00 10
0 0 0 1

Folgt aus (ii): Isotropie des Raums

- Betrachte Verschiebung (dt, dx, dy, dz) = (0,0, dy,0) im System %

~» Verschiebung transformiert gemés (6, 0z, 09, 62) = (Lgy, Lzy, Lyy, L=

v)0Y
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e 0y zeichnet keine Richtung Z, z, t aus = Es gibt keinen Grund, warum
0z, 0z, 6t Vorzeichen ”+" oder ”-” haben sollte = 6% = 6z = 6t = 0

iLfy:Ljy:LgyZO
e Bleibt 0y = Ly, dy; Ly, héngt von V ab: Ly, = f(V).

Umgekehrt gilt 0y = Lyzoy mit Lyy = f(—V) (X bewegt sich mit

—V relativ zu X).

Aber: Transformation von ruhendem ¥ zu mit Geschwindigkeit
(=V) bewegtem 3 ist dquivalent zu einer Transformation von
ruhendem ¥ zu mit Geschwindigkeit V' bewegtem 3, wenn man

beide um 7 (180) um y- Achse dreht:

VT!Z: g S (t,x,y, Z) - (tv —X,Y,—%z
< f_" - ({7 Y, 2) — (ﬂ —Z,Y, _2)

T
A ==V

Verglelch liefert: f( V) f(V)=o6y=f(V)sy = f(V)?6y
= f(V)2=1=f(V)=+1= Ly = +1
Weiterhin soll f(V') stetig sein. Es gilt Lgy‘V*O =1l=Lg=1

- Betrachte nun Verschiebung (dt, 0x, dy, dz) mit oy = 0 im System X

~» 0y transformiert geméf 0y = L0t + Lyz0x + Ly, 02

)

Es gibt keine ausgezeichnete g-Richtung = kein Grund, warum ¢y Vor-

zeichen ”+” oder ”-” haben sollte = dy = 0 fiir alle §t, dx, oz
= Ly = Lyy = Lyg. =0

- Analoge Uberlegungen fir z-Richtung liefern: Ly, = Lz, = Lz = Lz, = 0,

L,Ezzl

3.2.1.3 Schritt 3: Leite allgemeine Form der Transformation L aus
dem Relativititsprinzip her (noch ohne II. Einsteinsches Po-

stulat)
- Betrachte Geschwindigkeit eines in x-Richtung bewegten kriftefreien Teil-
chens.
Im System ¥ ist die Geschwindigkeit v = dtv im System ¥: ¥ = %.

(At _ (Lg Ly (dt
Zusammenhang folgt aus: (dj) o (th Lz, ) \dz

@ _ Lzidt+Lzdax __ (La’ct‘i‘Lixdx/dt)dt _ Lzt+Lzzv
dt = Lgdt+Lz,de — (Lzp+Lg,de/dt)dt — Lg+Lgv

Spezielle Wahl:

= 7=

.’U:O:>Q_}:—V’\A—V:Lﬂ:}Lft:_%Li‘t
©0=0=0=Vr 0= FRrmy ~ Lt LV = 0
= Las = —y Lau(= Ln)

)
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- Notation: Setze v(V) := Lz = Lzs, c(V) := _% LV
: () _ 1 —w(V)/V\ [t
~» Transf. hat die Form: (3‘5) =~(V) <—V . ) (x) (%)

- Symmetrieiiberlegungen:

e Riicktransformation ¥ — ¥ entspricht Transformation mit Geschwin-
digkeit —V

~ hat die Form: (D — (=V) (é “(_Y)/V> (;) (%)

. Rﬁcktransfprmation ist dquivalent zu Transformation ¥ — ¥ mit
2?: A3 Geschwindigkeit V', wenn
Ls ¥, ¥ um 180 (7) um
v y-Achse gedreht und dann
vertauscht werden.

™My
h

rh e i L _~
St x oy =z t —x y —=z
Drehung;: <t 7 g Z> — (t g _2>
1 K(V)/
56 =m i ) C)

Vertauschung;: C— z> — <
v ) (% * %)

()= )

~» Vergleich von (k) mit (x * x) liefert: v(=V) =~v(V), k(=V) = (V)

Sl
8 R

@\@
~

v
(

SIS

- Fasse (*) und (* * *) zusammen:

Ga e 0 e ) E)
:g ) _ﬁ/v> (5 ﬁ/1v> ”2<15K 1ER>:H

o J/l—k)=kKr<1

_ =2

=

bz

LA A

Vv ooy 1

1—k

= Fazit: L = mit Bedingung ~? =

3.2.1.4 Schritt 4: Folgerung aus Kausalitit

Kausalitédt bedeutet: Zeitpfeil darf sich nicht umdrehen
=vy=Ly= (%) > 0 fiir alle Transformationen

Daraus folgt: kK > 0 bzw. v > 1:

Andernfalls kénnte man einen Winkel ¢ definieren mit: tan ¢ := /—k

~ oy =1/y/1+tan? ¢ = cos ¢, sinp = y/—k
~ —Vy=—sing- (V/V1—k), —fv=sin¢g- (V/—r/V)



3.2. DIE LORENTZ-TRANSFORMATION 75

~» Transformation héitte die Form:
ANE cos ¢ sing - (vV=r/V)\ [t
- \=sin¢- (V/v/1—k) cos ¢ x

oder <t_- \/1%) _ ( cos ¢ sin¢> (t- \/‘%>
T —sing cos¢ x
x 7

31 3 V I’
entspricht Drehung in der (¢ - T x)—Ebene , (7

]
¢\$

= Diese Transformation kann im Prinzip mehrmals hintereinander aus-
gefithrt werden ~» Drehung um Winkel n¢

X

Aber: Irgendwann ist Gesamtwinkel n - ¢ so grof, dass cos(n¢) nega-
tiv wird ~ dann wére fiir die kombinierte Transformation v < 0
Widerspruch!

Notation: k = 82 (€ [0,1]) =y =1/y/1— 32

3.2.1.5 Zusammenfassung von Schritt 1 bis 4

Wir haben ohne Ausnutzung des II. Einsteinschen Postulates (Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit) hergeleitet, dass die Transformation die folgende
Form haben muss:

- 2

f Y —ﬂv’}’ 0 t mit einem freien Para-
z -Vy v x meter S(V) < 1

'Z 0 1 1 Zz/ und |y =1/4/1— 2

= Allgemeine relativistische Transformation fiir Geschwindigkeitstransforma-
tion in x-Richtung

Beinhaltet sowohl Galileitransformation als auch Lorentztransformation

3.2.1.6 Schritt 5: Ausniitzen des 1I. Einsteinschen Postulats ~ Spe-
zielle Lorentztransformation

Vorbemerkung: Form der Transformation steht weitgehend fest.
Es bleibt nur noch ein freier Parameter: £
Setzt man z.B. § =0, so folgt v =1 und die

t 1 0 00 t

. oo . T -V 1 0 0 T
spezielle Galilei-Transformation: il =1 o o1 0 y
zZ 0 0 01 z

~» konsistent, da Galilei-Transformation ja auch relativistisch ist.
Nun aber: Verwendung des II. Postulats:

Fiir Teilchen (Photonen) mit Geschwindigkeit v = 4 = ¢ in einem

Inertialsystem > muss v = % = ¢ in allen Inertialsystemen X sein.
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Erinnerung: In Schritt 3 haben wir gezeigt: v = fettlaav
L+ Ligv
= 0v= _VZ;_M} = 122‘22
Y= c
.. . _ ! o—V \%
Wiéhle spe21ellvzc:>v:c:>c:@:> b=—
v c

3.2.1.7 Zusammenfassung von Schritt 1-5

Spezielle Lorentztransformation ist gegeben durch:

— 2
t ~ —%fy 0 t
x —ny 0% x
(] 1 Y
z 0 1 Z
oder, alternativ
ct v —=py 0 ct
T By v x
y 1 Yy
z 0 1 z

Dabei gilt: ﬁ:KG ]—1:1[|und 7:1/@21

C

Sie beschreibt die Koordinatentransformation ¥ — ¥ von zwei Inertialsyste-
men, die mit gleichformiger Geschwindigkeit V' in x-Richtung gegeneinan-
der bewegt sind und zur Zeit ¢t = 0, £ = 0 den gleichen Ursprung haben.

3.2.2 Veranschaulichung und Anwendungsbeispiele

3.2.2.1 Graphische Darstellung in der (¢t — z)-Ebene

R : ~+ Symmetrische,
: J(&)-)(ﬂ d: *Winkelkatoiestuole  affine Transformation
o1 fEL > i Achsen riicken bei
(’!)’“(.63 - e grofen Geschwindig-
7; keiten V' an die Winkel-
- halbierende heran,

/
e e ievende b
// T (u)-s (o) erreichen sie jedoch
-
-

-

/ . nie (asymptotisch im

- > % Grenzwert V — c¢)
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3.2.2.2 Form der Transformation

Mit der Definition 3 =: tanh¢ (= v = ﬁ = cosh ¢, By = sinh¢)

kann Transformation auch umgeschrieben werden als

ct cosh¢p —sinh¢ 0 ct
Z | | —sinh¢ cosh¢ T
gl 1 y
zZ 0 1 z

cos¢ sing 0
~» Formale Ahnlichkeit zur Drehung | —sing cos¢ 0
0 0 1

Noch deutlicher: Setze Zeitvariable auf imaginére Achse
und beriicksichtige: cosh ¢ = cos(i¢), sinh ¢ =i - sin(i¢)

ict cos(ip)  sin(i¢) 0 ict
N —sin(i¢) cos(ig) x
y 0 1 Y
z 1 z

~» Spezielle Lorentztransformation ist Drehung in der (ict, x)-Ebene um einen
imagindren Winkel 7¢.

3.2.2.3 Beispiele
(i) Zeitdilatation

Li) Systeme:

4

%: Ursprung bei C, mitbewegt

I

PR SR >2: Ursprung bei A, in Ruhe
R ~t=t=0=Cbei A

Dann: Zeitmessung, wenn C bei B vorbeikommt — Zeiten ¢ bzw. ¢
Ort der Messung: z bzw. £ mit £ = 0 (Uhr C)

et (v =By [ct) ct — Bx Lo !
Umrechnung: (:c) = (—ﬁ’y 5 ) (x) = (—Bct+x mit z =0
=z = fct, t = Lct — Bz) = 4t(1 — %) = |[t=t- /1 - | wie
gehabt (siehe 3.1.4.1)

NB: Zeit in einer bewegten Uhr vergeht immer langsamer als fiir auflen-
stehenden Beobachter (Eigenzeit)

(ii) Lorentzkontraktion

Gy Systeme:

TR - . )

= ’ >2: Ursprung bei B, mitbewegt
ke 3: Ursprung bei A, in Ruhe

~t=t=0Z= B bei A am selben Ort.
Zur Zeit t =t = 0 sind die Ortskoordinaten der Uhr C z bzw. Z.
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Umrechnung;: <;t> = (—}’y _57> (i) mitt=t=0=2 =~z

= |x = /1 — 2% | wie gehabt (siehe 3.1.4.2)
NB: Langenmessung benotigt zwei Ortsmessungen.
Miissen im jeweiligen Bezugssystem gleichzeitig durchgefiihrt wer-

den.

(iii) Gleichzeitigkeit

. . Systeme:

_‘_:::i_* ¥: Ursprung bei A, bewegt

T ey >: Ursprung bei C, ruhend
. ~t=1t=02= A bei C am selben Ort.

Betrachte zwei Ereignisse:
1. Ereignis: A bei C
— Koordinaten t =t =0, 2 =2 =0
2. Ereignis: B bei D
. ct ct v =B\ [ct
— Koordinaten bzw. | _ | = (x #0)
x T =By v x
Falls 2. Ereignis mit 1. Ereignis im System > gleichzeitig:
~t =0~ t=—1Byz # 0~ nicht gleichzeitig in by
Umgekehrt falls Ereignisse gleichzeitig in 3
~ T =0~ t=—2pyZ # 0~ nicht gleichzeitig in ¥

(iv) Addition von Geschwindigkeiten

\M Systeme: ¥: bewegt mit Wagen; ¥: ruhend

= Geschwindigkeit der Person in X: v = %; in¥:v= ‘é—f

fedt\ [ v =By [cdt
Umrechnung: <d:f> = <_57 - > <dm)
cdt _ Y /6'7 cdt dz __ Bedi+dz __ Betv
= (dg;> - <,87 7) (dj> = odt T cdi4Bdz . c+Bv
4V
C1+9V/e2
Speziell v =coder V=c: v=(v+¢)/(1+70/c)=c

Anwendung: Deutung des Fizeau-Experiments

N

= (mit 5 =V/c)|v Geschwindigkeitsadditions-Theorem

[ Lichtgeschwindigkeit im Medium: v = + < ¢
(n=Brechungsindex)

e Medium bewegt sich mit Geschwindigkeit V'
| ! ' — Lichtgeschwindigkeit im flieenden
l —— Medium fiir ruhenden Beobachter:
‘____:“ _ 9tV _ ¢/ntV
é v = 1+0V/c2 — 14V/en
! ~ Grenzfall 2 — 0 (Taylorreihe):
vace/n+ V(1= H)+- - v
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3.2.3 Allgemeine Lorentz-Transformationen

Bisher: Spezieller Fall von Lorentztansformationen zwischen Inertialsystemen
3, 3, die sich relativ zueinander mit gleichférmiger Geschwindigkeit V' in

x-Richtung bewegen - ansonsten gemeinsamer Ursprung bei t = ¢ = 0,
nicht verdreht.

Nun allgemeiner: Transformationen, die im Einklang sind mit den Einstein-
schen Postulaten, setzen sich zusammen aus:

(i) Spezielle Transformationen in x-Richtung wie gehabt (”Boosts”)

ct ct v =0y
T x By oy
~ | =%.(V) mit B,(V) =
y Yy 0 1
z z 1
cosh¢ sinh ¢
sinh¢ cosh ¢
- 1
0 1
(B=Y =tanho, y = /1—B2)
(ii) Raumdrehungen (Rotationen)
ct ct 1 [ 000
z T . 0
7l X y mit Z = 0 2 ;
z z 0
2 € SO(3): Drehung wie in 1.1.3 (3x3-Matrix)
(iii) Translationen in Raum und Zeit
ct ct cto
=T
Y Y Yo
z z 20
(iv) Spiegelungen in Raum und Zeit
cf\ 1 0 ct
z -1 x
| = und
y 0 -1 Yy
z -1 z
c_t\ -1 0 ct
o 1 x
gyl 1 y
zZ 0 1 z
(NB: ,,Zeitspiegelung® ¢t = —ct wire bisher nicht erlaubt gewe-
sen, da sich Kausalitdt dann ,,umdreht*. Soll aber jetzt gestattet

sein.)

Diese bilden zusammen die allgemeinen Lorentztransformationen
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Beispiel fiir zusammengesetzte Transformation:

Transformation zwischen Inertialsystemen ¥, ¥, die gegeneinander in
beliebige Richtung mit Geschwindigkeit V' gleichférmig bewegt sind.

ct ct ct
=Y =22.%" | |=20V)|"
Yy Yy Yy
z z z
mit #: Rotation, die x-Achse in Richtung V dreht.
1 | 000
0 .
(%= 0 9 ,2=V/V
0
| —LVr
- 0 0
BV) = . 7
= #() -W 21010 |27 )
0 01

Ahnlich koénnen beliebige Lorentztansformationen zusammengesetzt werden.
Sollen nun systematischer untersucht werden.

3.2.3.1 Notation

e Definiere Vierdimensionalen Vektor ’ {zt'} = (et,7)

; {xﬂ} = (Ctv _F)
Index lduft von 0 bis 3: 2° = ct, (2!, 22, 23) = 7 etc.

Index oben: , kontravariant® } ,tieferer Sinn“: siehe
Index unten: , kovariant* Kapitel 3.3.2

e Transformationsmatrix fiir Lorentztransformation ohne Translation

4 x 4 - Matrix

e Finsteinsche Summenkonvention

Uber ein Paar gleichlautender hochgestellter und tiefgestellter Indizes
wird automatisch summiert: a,bt=>" a,b*
“w
~» Allgemeine Transformation wird geschrieben als:

T g
Tt = AW x + a*
N—— ~~~
gleichférmige Bewegung, Translationen
Rotationen, Spiegelungen

0

0
-10

0
e Definiere ,,metrischen Tensor“ | {¢"} = {guw} = 1 8

0
0 0 —1
Es gilt: | guag™ = 6,/ | (Kronecker-Symbol);

(Vorteil der Notation mit Indizes oben/unten (u.a.): erleichtert Buchhaltung)

o O O
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3.2.3.2 Lorentztransformation und Linienelement

Definiere Linienelement: |ds? = dz,da* | = g datde” = 2dt? — di?

Fiir Lichtausbreitung gilt ds® = 0 in allen Inertialsystemen.

(a) Allgemeiner gilt:

Linienelemente sind invariant unter allen Lorentztransformationen
(Beweis: Gilt fiir

v =By 0
By
0

(i) Spezielle Lorentztransformationen A = 1

1
ds? — ds? = (Adz), (Adz)" = (vda® — Bydz?)2 — (—Byda® +yda!)? —da?? — da3?
=~2(1 - 62)(d102 — dle) —dz?? —da?? =ds? v
1
(ii) Rotationen: dz° = dz¥, dF = d¥ = d5? = ds? v
(iii), (iv): Translationen, Spiegelungen: klar! v
= Gilt damit auch fiir alle Kombinationen von (i)-(iv) v')

Folgerung: Die Transformationsmatrix erfiillt

v = AO;LgagA'B; bzw. | g = ATgA

Beweis: d52 = dZ%g,5dZ? = A% dztg, AB,,dz” < dzt g, da” Vdo
B W B w

= AoﬂgaﬂAﬂu = guv )

Damit gilt: * |det A = +1

(g=ATgA = detg = det ATgA = (det A)? - det g = (det A)? = 1)

* A00221

w

((ATgA)G = AO02 - 1(/\10)2 =1= A002 =1+ _Zl(/\lo)2 >1)
K3 i=

(b) Umgekehrt gilt folgender wichtige Satz:

Die Lorentztransformationen sind genau die Transformationen
M — zH = fH(z¥), die alle Linienelemente ds? invariant lassen.

Bemerkung: Hiufig werden Lorentztransformationen iiber diese Forderung ein-
gefithrt: ,,Drehungen® in einer Vierdimensionalen Raumzeit mit Metrik

1 0 0 o
[ 0o -1 0 o
g = 0 0 -1 0

0o o0 0o -1

(»Metrik“: Abstand ||z — y[| = (2# — 2#) gy (2 — y”))
Beweis des Satzes

Notwendig: Bereits in (a) gezeigt (Lorentztransformationen lassen ds? invariant.

Hinreichend: Beweis in drei Schritten.
Betrachte eine Transformation, die alle ds? invariant lisst. Dann gilt:

(i) Die Transformation ist linear
ds? = d&2 = dztda” g, = d7°di gag = (2 )daet (222)da" gog Vda

7>\ (9z” Y
= Guv = gap(%r)(9%) iiberall

OxH
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)(6@/)9(15} - OVM7V7U

:>det{(aw)}—:|:17é0und a[( Dk
220)} £ 0): gt =0

:>‘%a 22" = () = (da det{

Bw“ 0z Ozv

= Bm" = const. v’
= Transformation hat die Form: & = Az 4 @ und analog zu (a) muss
gelten: ATgA = g = det A = 1, AOO2 >1
(ii) Annahmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit:

0 0

1 0 0 /
-1 0 A7
0 -1

e det A = +1 (andernfalls schreibe A = <

[=NeN-NH
OO‘ o

betrachte fortan A’)

1 0 0 0
. & (andernfalls schreibe A = ( o o o ) N,
0o 0 0 -1

betrachte fortan A’)
e Vektor (A}, A2, A}) # 0 (andernfalls ist A einfach eine Rotation:

A | A% A% A%
A hat dann die Form A = 0 ‘

0 M
0

2 0 A0 0 A0 0 A0
1[‘)00O | A%A%G a%A%  A%A% \
T A _ ATAT, L
= ATgA = A9 AL, —MT M =9
A% AY

(A007A017A02aA0 ) (170a050) und MTM =1 )

(iii) Zerlegung der Transformationsmatrix A in: ’A = %\ B (V)BT ‘,
wobel Z;: Rotationen und %, (V): Boosts in x-Richtung
- Zunichst: Zerlege A in A = %lll%’g
mit %;: Rotation, dreht x-Achse in den Vektor (A, A%, A%)
Z: Rotation, dreht x-Achse in den Vektor (A%, A%, A%)
~ ~ /}00 \ A% o0 o
= A hat die Form A = ( Aolo ‘ o
0
mit A’y # 0 laut Voraussetzung (ii) und M: 3 x 3-Matrix
- Auch fiir A gilt: MTgM = g, det A = det A = 1, /~\00 =A% >1

Daraus folgt: M ist orthogonal und hat die Form (8 cor @ in Lp)
0

—sing cosgp

1 0 0 0

[ 0o -1 0 o

A —9 = 0 0 -1 0
0 0 0 -1

o~ 02 _
Denn: ATgA = ( A%
a

AY 0 0
0 cosp sing | vV
0 —singp cosp

0 0 0

1 0 0

0 cosyp singp

0 —sing cosyp
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= Neue Zerlegung A = %, BRT

10 0 0 A%y A% 0 0
.« o1 o0 0 | _[AYy Ay 0 0
mit %= A 0 0 cosp sinp| | 0 0 1 0
0 0 —sinp cosp 0 0 0 1

Wieder gilt: ZT9% = g, det Z=det A =1, 8% = A} > 1
- Zeige: A ist eine spezielle Transformation in x-Richtung

Denn:
A~ B\ A, HA, A F, 00
BT g% = BB 8,%0,%1 BB 635’1%1 01 8

0 0 0 -1

1 0 0 0
1 o -1 0 o0
=9=l 0 0o -1 o0
0 0 0 -1

= BYRBO, — BB = 0= BB\ = B |5,
02 51 2 21 2 20 2

=B - B =B -2 =1

det # = B4 BY, — B4 %L =1

= B =B By =B%; BY =41+ ,%102 (> 1 1t Voraussetzung)
Definiere: v := B%; 8 := -84 /8L =>v=...=1/y/1—-p2
Yy =B
~» % hat die Form % = By 1 mit y=1/y/1-58%2 v
0

3.2.3.3 * Analyse und Klassifizierung von allgemeinen Lorentztrans-
formationen

(Vertiefende Information, nicht Stoff der Vorlesung)

(a) Allgemeine Lorentztransformationen und Poincaré-Gruppe

Allgemeine Form von Lorentztransformationen

|2 = A%a? + o | mit Bedingung | ATgA = g

Eigenschaften:

- gemif 3.2.3.2(a):
o det A =+1
° AOO2 >1
- Und: Lorentztransformationen bilden eine Gruppe
e Abgeschlossen: (A, a) bezeichne Transformation z = Az + a
Verkniipfung (A’,a’)(A,a) = (AA,Na+d')
~+ wieder Lorentztr., denn (A’A)Tg(A’A) = ATATgNA =g
e Assoziativ:
[(As, a3)(A2, a2)](A1, a1)
= (AgAg, A3a2 +a3)(A1, CLl) = (A3A2A1, A3A2a1 +A3a2 +a3)
(As, a3)[(Az, az)(A1, a1)]
= (Ag, ag)(AgAl, Aoay +(I2) = (AgAgAl, AsAsai +Aszas +a3)
e FEinselement:
Identitét: (A, a) = (11,0) (entspricht zH = xH)



84 KAPITEL 3. DIE SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

e Inverses:

(i = (1) i [T =7

denn (gATg)A = gg = 11;
AgATg) = (ATgTg)Tg=g"g=1

~+» Poincaré-Gruppe oder Inhomogene Lorentzgruppe

(b) Untergruppen der Poincaré-Gruppe

Poincaré-Gruppe (A, a)

L Homogene Lorentzgruppe: a = 0 (keine Raum-Zeit-Translationen)

= Gruppe der Matrizen A mit ATgA =g
(Untergruppe von {(A,a)}: - abgeschlossen v/
- enthélt Identitit A =11 v/
- enthilt mit A auch A~ = gATg v)

> Figentliche Lorentzgruppe: det A =1

(- abgeschlossen: det A =1 und det A’ =1 = det(AA) =1 v
- enthélt Identitat v/

- enthlt mit A auch A=!: det(A~1) =1/det(A) =1 V)

Eigentlich orthochrone Lorentzgruppe: det A = 1 & A% > 1
= homogene Lorentztransformationen ohne Spiegelungen
(- abgeschlossen: Sei A, A’ mit A% > 1, A9 > 1
Definiere | = (A%, A%, A%), ! = (A9, A’9, A'Y)
Aus (AgAT) = g7 = g folgt (AgAT)oo = AOO2 —P2=gy=1
=AY =V1+12
Aus (MTgA') = g folgt (AT gA")oo = A’82 2 =gyp=1
= N = V14172
= (AN = AQAG+IT = VI+ BVI+ 12417 >0
Wegen (AA’)OO2 > 1 folgt automatisch (AA/)G > 1 \/)
- enthalt 1 v/
- enthélt mit A auch A~! = gATg, da (gATg)% = AY v)

| 000

>-Rotationen: # = mit Z € SO(3)

1
0
0 7
0

(Raumdrehungen)

>-Boosts: Spezielle Lorentztransformationen in feste Richtung
v =By 0 cosh¢ sinh¢
z.B. x-Boost: &, = —hr = sinh¢  cosh @

0 0
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(c) Struktur und Parameter der Lorentzgruppe

Es gilt:

Beliebige eigentlich orthochrone Lorentztransformationen A
lassen sich zerlegen in: |A = % - B, (v) - #T
mit: A (v): Boost in x-Richtung
X1, X>: Rotationen

(Beweis: In 3.2.3.2(b) bereits gefiithrt unter (iii))

Alternative Zerlegung

A =% B

mit: #Z: Rotation (% = 9%\ %))
2(V): Boost in Richtung ¢ (B(V) = B2 - Bo(v) - HT)
Folgerungen

e Die eigentlich orthochrone Lorentzgruppe ist zusammenhéngend
und hat sechs kontinuierliche Parameter
(3 fiir ¥, 3 fiir Rotationen. Es lidsst sich immer eine stetige
Verbindung zum Einsoperator finden.)

e Die Poincaré-Gruppe (A, a) hat zehn kontinuierliche Parameter.
(3 fur v, 3 fur Rotationen, 4 fiir Raumzeittranslationen.)
Sie ist nicht zusammenh#ngend (siehe unten).

e Die homogene Lorentzgruppe enthélt vier unzusammenhéngende

Komponenten:
— LL: eigentlich orthochrone Lorentzgruppe mit detA = 1,
A% >1
— LT det A = —1, A% > 1:
1
-1 0 ~ ~
Matrizen A = 1 A mit A € LL
0 -1
— Li: detA =1, AOO < —1:
-1 » 0 ~ ~
Matrizen A = 1 A mit A € LI_
0 -1
— L*:detA = —1, A} < -1
-1 1 0 ) )
Matrizen A = 1 A mit A € Ll
0 1
Komponenten sind unzusammenhéngend, da ein stetiges Uberfiihren
von detA = +1 nach detA = —1 bzw. von AO0 > 1 nach

A% < —1 offensichtlich nicht méglich ist.
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3.3 Raum-Zeit und Lorentzinvarianz

Fazit des vorherigen Abschnitts
Herleitung der Lorentztransformation aus dem Relativitdtsprinzip und
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit
— Transformation, die zwischen Inertialsystemen vermittelt.
Charakteristische Eigenschaft der Lorentztransfrmation:

Es existiert eine ,,Metrik*, vermittelt vom metrischen Tensor
1

g= . , die unter der Transformation invariant ist.

-1
etrik: ,, Abstand™ zwischen zwel Punkten x,y 1st
Metrik: ,,Ab d“ zwisch i Punk i
[z =yl = (& = 2#) g (2" — y"))

Alternativ moglicher Zugang

Festlegung der Metrik g =

auf der Vierdimensionalen Raumzeit.
— ,,Lorentz-Metrik“. Lorentztransformationen sind diejenigen
Transformationen, die die Metrik erhalten.

~» Metrik definiert eine Raum-Zeit-Struktur.
Diese charakterisiert die spezielle Relativitdtstheorie.

Fragen in diesem Abschnitt

1. Wie sieht diese Raum-Zeit-Struktur aus? (— 3.3.1)
2. Wie miissen sinnvolle physikalische Gréfien
in dieser Struktur beschaffen sein? (— 3.3.2)

3. Wie miissen physikalische Gesetze
in dieser Struktur formuliert werden? (— 3.3.3)
(vgl. Relativitéatsprinzip: Inertialsysteme sollen bzgl. aller Naturge-
setze dquivalent sein.)

3.3.1 Minkowski-Diagramm und Lichtkegel

Zur ersten Frage:
Wie sieht Raum-Zeit-Struktur aus?
~» Geometrische Veranschaulichung

e Weltpunkt: x = (ct, 7)= Ereignis

e Abstand zwischen Ereignissen x,y
s2 = (z, — yu)(z# — y*) = (cAt)? — (AF)?
unabhéngig vom Bezugssystem

Mogliche Falle:
(i) s> 0: Abstand zeitartig
(ii) s = 0: Abstand lichtartig
(iii) s? < 0: Abstand raumartig
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Fall (i): Im Prinzip kann ein Massenpunkt hintereinander bei beiden Er-
eignissen anwesend sein (z.B. ein Massenpunkt mit der gleichférmigen

Geschwindigkeit v = V% =/ —s2/(At)? < ¢)
~» kausaler Zusammenhang zwischen beiden Ereignissen moglich.

Dagegen: Es kann kein Inertialsystem geben, in dem Ereignisse
gleichzeitig sind. (Dann wire At = 0~ s2 = —(A7)? < 0.)

Fall (iii): Es gibt ein Inertialsystem, in dem beide Ereignisse gleichzeitig
sind.
Dagegen: Kausaler Zusammenhang nicht moglich
(zumindest nicht, wenn durch Teilchen oder Lichtsignal vermittelt.)

Fall (ii): ,Lichtkegel“: Separiert zeitartige und raumartige Bereiche.
Trennt zwei getrennte zeitartige Bereiche ab: ,, Zukunft“ und ,, Vergan-
genheit* — kausale Reihenfolge eindeutig: Wenn Ereignis « Ereignis
y beeinflussen kann, dann nicht umgekehrt!

e Weltlinie: Bahnkurve eines materiellen Korpers

in der Raumzeit bzw. Verlauf eines Signals. nck

(ct,7)= muss lokal zeitartig sein, d.h. ds? >0 Lo

entlang der Kurve.

i
R

Charakterisierung einer Weltlinie: o V >X
- Eigenzeit: ,,Bogenlénge®“ s bzw. Zeit 7 /‘\
in einer Uhr, die dem Massenpunkt / \

bzw. Signal genau folgt:
(in einem Inertialsystem, das genau die momentane

Geschwindigkeit v = 3—’; des Massenpunkts hétte,

wire dif = 0 = ds? = ¢?dt? = c2dr?)

NB: Gegeniiber einem #ufleren, ,ruhenden® Beobachter

gilt stets: Die Zeit des Beobachters vergeht schneller als

die Eigenzeit: Die Eigenzeit geht nach: |dr = dt+/1 — v2/c?

— Parametrisierung der Weltlinie: z(7)

- Weltgeschwindigkeit: u(7) = g—f = (c- %, g—f).

Mit dt = dr/+/1 — v2/c? = ~dr folgt:

%:%%:%%:76 :’u(T)Z(’YC,’Yﬁ)‘

3.3.2 Viererskalare, Vierervektoren, Vierertensoren

Zur zweiten Frage: Wie sehen in der Raum-Zeit-Struktur der speziellen Rela-
tivitédtstheorie sinnvolle physikalische Groflen aus?

3.3.2.1 Klassifizierung

Wie in der Newtonschen Mechanik (1.1.1.2)
iiber Transformationsverhalten bei Wechsel des Inertialsystems.
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Betrachte dabei nur homogene Lorentztransformationen, also
keine Translationen. Transformationsmatrix sei {A’;}

e Viererskalar oder Weltskalar
Einkomponentige Grofle, unter Lorentztransformationen invariant
Beispiele: Abstandsquadrat s?; Eigenzeit 7

e Vierervektor oder Weltvektor
Vierkomponentige Grofle, zwei Typen:

- kontravariante Vektoren: {a*} = (a°, a',a?,a?)

Transformieren geméf

Beispiele: Ortsvektor {z*}, Weltgeschwmdlgkelt {ur} = {422}
- kovariante Vektoren: {b,} = (bo, b1, b2, b3)

Transformieren gemé8 | b, = b, (Afl)gu = g9 by

(In Matrixschreibweise: b7 = b7 (A1) bzw. b = (A~1)Tb = gAgb.
Letzteres folgt aus g = ATgA = (A~1)Tg = gA 2. (A~1)T = gAg)
g2=

Beispiele:
— {wy} mit z, = g,wa:"
_ 0.
— Gradient 9, a:w (O — Op = 527 = (8;) 52 = (A™1)9,05)

N——
(A=1)7,
d.h. falls ¢(x) Skalar — 0,,¢(x) kovarianter Vierervektor,
falls A*(x) Vierervektor — 0, A*(x) Skalar, etc.
(NB: Gilt so nur, wenn A unabhéngig von z,
also nicht mehr in allgemeiner Relativitéitstheorie)

e Vierertensor n-ter Stufe
4™ komponentige Grofle

- kontravariant: ¢4 Hn = AFG L AFR oo

- kovariant: tugepin = toyon (A_l)abl e (A_l)aﬁn
- gemischt: et = A N T (AT (AT,
(p+1=n)

Belsplel gemischter Tensor 2. Stufe A, — A, = A5 A7, (A1),
= A = AAA~!: iibliches Transformationsverhalten fiir Matrlzen.
3.3.2.2 Rechenregeln
(ohne Beweis)

e Skalarprodukt: a,b" — macht aus zwei Vektoren einen Skalar
Beispiele:
x, ot Lingenquadrat

, 1 9
0,0": d’Alembert-Operator | 9,0" = 292 A =0

Skalarer Operator, d.h. wenn ¢(x) skalar = ¢ skalar.
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e Tensorprodukt:
a,b” — macht aus zwei Vierervektoren einen Vierertensor
Verallgemeinerung;:
ARLTE BPLPE — Tensor (I+p + ¢ + r)ten Grades

Produkt: A/, Vierertensor, b¥ Vierervektor = A%, b” Vierervektor

Herauf- und Herunterziehen eines Index:
Tor = goPT  baw. T = gapT

QU

e Verjiingung:
1" o), — macht aus Tensor n-ter Stufe Tensor (n-2)-ter Stufe
(Summe iiber o)

e Spezielle Tensoren:
1 0 0 O
_ 77V 0 -1 0 O
G =97 = 1 0 0 -1 0
0 0 0 -1

gleiche Form in allen Bezugssystemen

— Euwvpo: vollsténdig antisymmetrischer Tensor mit gg123 = 1

1 : gerade Permutationen (uvpo) von (0123)
Euvpoc = § —1 : ungerade Permutationen (uvpo) von (0123)
0 : sonst

~» ebenfalls gleiche Form in allen Bezugssystemen

3.3.3 Kovarianz-Forderung an Naturgesetze

Zur dritten Frage: Wie miissen Naturgesetze beschaffen sein, um in Einklang
mit dem Relativitdtsprinzip zu sein?

Folgerung: Naturgesetz muss unter Lorentztransformationen forminvariant sein
(+ , kovariant*)

~» Ist genau dann erfiillt, wenn es nur ,,physikalisch sinnvolle Gréfen® mit be-
kanntem Transformationsverhalten im Sinne von 3.3.2 enthélt, und wenn
alle Terme der Gleichung fiir das Naturgesetz
Welt-Tensoren gleicher Stufe sind.
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3.4 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik im
Vakuum

Erste Anwendung des Kovarianzprinzips von 3.3:
Suche nach kovarianter Formulierung fiir Maxwellgleichungen im Vakuum.

Erinnerung (Abschnitt 2.1)
Gegenstand der Elektrodynamik ist der Zusammenhang zwischen elek-
tromagnetischen Feldern E7,t) und B(7,t) und Ladungsdichten
p(7,1).

Es gilt die Kontinuititsgleichung ,p + Vj = 0.
Die Maxwellgleichungen im Vakuum lauten

- - 1 0B
V-E = 4mp VxE = _19B
. c Ot
— 47> 1 OF =
VxB = i -8 V.-B = 0
c c Ot
inhomogene homogene
Maxwellgleichungen Maxwellgleichungen

Losung der homogenen Maxwellgleichungen durch Einfithrung elektro-
magnetischer Potentiale &, A mit B=V x A, E=-V® — %BtA.

Bei der Festlegung von P, A hat man eine Eichfreiheit. Naheliegend hier
ist Lorenzeichung: %(%@ + V - A. Damit lauten die inhomogenenen

Maxwellgleichungen: O® = 47p, OA = 4«
Fazit: Sieht eigentlich _ganz erfolgversprechend aus.

Vermutung: (cp, ;) und (®, A) sind Vierervektoren. E, B lassen sich ir-
gendwie durch Vierergroflen darstellen.

3.4.1 Vierergroflen der Elektrodynamik

1) Viererstrom: |{j*} = (¢cp,j)|ist Vierervektor.

Uberpriifung: Betrachte ein infinitesimales Volumen dV mit Ladung dQ,
das sich mit Geschwindigkeit {j#} bewegt = {j*} = % (c, V).
Im mitbewegten System ist {j”} = dg(c 0,0,0).

Zusammenhang: dV = dV /1 — % = dV /v

(Lorentzkontraktlon in Rlchtung von v.

= {5} = 2 (v, 79) = po(7)u(r)
mit po (7 B/ Ladungsdichte im mitbewegten System, lorentzinvariant
u(7): Weltgeschwindigkeit (3.3.1), Vierervektor. v

Kovariante Form der Kontinuitétsgleichung: 0,,j* = 0.
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—,

2) Viererpotential: |{A"} = (¥, A)|sei Vierervektor (Ansatz)

mit kovariant formulierbarer Eichbedingung,
z.B. Lorenzeichung 0, A" = 0.

3) Elektromagnetische Felder: E = —%@/T— V®, B=V x A.
= F, = 1At % = —0pA' -0, A° = —(0°Al — 91 A"), analog E,, E,.

c Ot
By =24 — 940 = 9y A% — 9342 = —(9?A® — 93 A?), analog By, B..

Motiviert Definition eines Feldstirketensors

0 -E, —E, —E.
E., 0 —B. B,
E, B. 0 -B,
E. —B, B, 0

(PP = (0"AY — " AM)| baw. | P =

NB: F* ist eichinvariant:
(Betrachte allgemeine Eichtransformation A* — A = A¥ 4+ OFA(7,t).
=PIV — PR = (QHAY — 9V Al = 9H(AY + 0¥ A) — 97 (A* + O A)
= OrAY — VAP (OH0” —0VOM) A =FM V)
—_——
0

= Elektromagnetische Felder werden durch Vierertensor beschrieben!

3.4.2 Maxwellgleichungen in kovarianter Form

1) In Potentialschreibweise in der Lorenzeichung:

a7
L " S . T
OA* = ~J mit Eichbedingung O, A =0

2) Ausgedriickt durch Felder:

4
e Inhomogene Maxwell-Gleichungen: | 9, F'" = %T jv

(Einsetzen in 1): 0,F" = 0, (0" A” — 0V A*) = 0,0"A” — 0,0"A" V)
—— ——
OAv=4z v 9v(9,, AM)=0
NB: Diese Gleichung gilt unabhéngig von der Eichung, da sie nur
eichinvariante Grofien enthélt.
e Homogene Maxwell-Gleichungen (V - B=0,VxE+ %(%é =0)

Definiere dualen Feldtensor | FHV = %5‘“’"” Fsp
mit e: Vierdimensionales Analogon vom Levi-Civita-Tensor:
Vollstindig antisymmetrisch, €923 = 1.

Dann sind homogene Maxwell-Gleichungen < 8uﬁ =0

Alternativ: Jacobi-Identitét | 8, Fxs + OxFoy + 05 Fyn =0
fiir beliebige Tripletts v\, o € {0, 1,2, 3}.

(Beweis in beiden Fillen: Stures Einsetzen und Durchrechnen,

?Ubungsaufgabe” ).
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3.5 Relativistische Mechanik

Wir wissen nun, wie Naturgesetze aufgebaut sein miissen, damit sie kovariant
sind und dem Relativitatsprinzip geniigen.

Kovarianzprinzip konnte sehr schén am Beispiel der Elektrodynamik illustriert
werden. Dabei haben wir aber einen Beitrag ausgespart: Die Lorentzkraft.

Grund: Kovariante Formulierung von mechanischen Kraftgesetzen ist nicht so
einfach. Z.B. ist das Newtonsche Gesetz F = m - @ bzw. F = i—’z nicht
kovariant.

Frage: Was tritt an die Stelle?

3.5.1 Relativistisches Kraftgesetz

Gesucht: Kraftgesetz fiir ein einzelnes Teilchen der Geschwindigkeit v

Forderungen: (i) Gesetz soll kovariant sein (— Vierervektor-Gleichung)
(i) Im Grenzfall £ — 0 soll Newtonsches Gesetz herauskommen.
(insbesondere: vektorielle Gleichung)

Ansatz: Kt=m- %u“ mit

m: Masse im mitbewegten System — invariant, Viererskalar.
{ut}:  Vierergeschwindigkeit — Vierervektor

{&Luk}: Viererbeschleunigung, Vierervektor

{K*"}: Noch zu bestimmender Vierervektor: Minkowski-Kraft

~» Kovariante Gleichung v/

Aber: Es muss noch ein Bezug zu physikalisch messbaren Kriften her-
gestellt werden

Kandidaten: ,,Einsteinkraft“ und ,,Newtonkraft“

3.5.1.1 Bezug zwischen Minkowski-Kraft und ,,Einstein-Kraft*

., Einstein-Kraft«:

Kraft F =m @ auf ein Teilchen in einem Inertialsystem, das sich zu
einem gegebenen Zeitpunkt genau mit dem Teilchen mitbewegt (mit
dessen momentanen Geschwindigkeit ).

Diese Kraft kann lokal gemessen werden.

Im mitbewegten Inertialsystem gilt: K = m/(0, ‘é—?) =(0,F)

_ _ 1 _ _BdB_ _
y=1,dy=d it = Tﬁz_o

= dt = ydr = dr; du = d(ye,y0) = (¢, ¥)dy + v(0,dv) = (0, dv)
= % = (Oa %)

Im ruhenden System wird Minkowski-Kraft riicktransformiert:
K# = AN, KY mit A = 2(—7): Boost fiir Geschwindigkeit (—7)
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Speziell: Boost ¥ in x-Richtung
v By BrFe
_ ﬁ’}/ Y - 0 o vEy
1 F,
Verallgemeinerung auf beliebige ¥
Zerlege K := (K', K2, K3) und F in Komponenten parallel (||) und
senkrecht ( ) zu ¥
MFH (F) vFL:F—F”;analogK:KH—f—Kl
Vergleich mit () = K" = BYF|, R‘H = fyF’h, K =F,
~ B = Ry + B =y S0 4 (F - B9 = Fq B9y - 1)
F _ 2
= F 4! :2) v'yW—Hﬁ ) (wegen 75—21 = #)
g . (F9)
(&

0= By = By =

(Fo) = (
K = (~- F
(v c ’ + 2 y+1
(K', K2, K3), F und die Be-

= Zusammenhang:

Bemerkung: Im allgemeinen Fall zeigen K
Y in drei verschiedene Richtungen!
F 1 (ﬁﬁ)»ﬁ)
2 y+1 &

2

schleunigung a = ;
(Transformation von Beschleunigung @ siehe Ubungsaufgabe ~ ma

3.5.1.2 Bezug zwischen Minkowski-Kraft und ,,Newton-Kraft*
,Newton-Kraft“: Zeitliche Anderung einer Gréfe p (,Impuls“), die in abge-
. _’_ @’
~ at

schlossenen Inertialsystemen erhalten ist: f
~+ in elastischen Prozessen kann Messvorschrift angegeben werden

(Impulsénderung eines Teilchens <+ Kraft auf anderes Teilchen)
0

Kandidat fiir die Erhaltungsgroe: Viererimpuls p =m - u = (p”, p)
(siehe dazu das néchste Kapitel, 3.5.2)

— dp d i —»
= = —(my7) (wegen u = (yc, 7))

= Newtonkraft | f := T a
Vergleich mit Minkowski-Kraft: K = m5% = g—f = (K 0K )
N T O
i ’ (F' Einsteinkraft)

Weiterhin ist aus 3.5.1.1 bekannt
7 (FY)T %

0 _ e
= K" =~ Tv 2
L aa s - .
(Binsetaens o — £+ UQ2 5 - £+ Do) 12 )
2l
= Zusammenhang insgesamt K= (fo:ﬂ f’)
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3.5.2 Viererimpuls und Energie-Impuls-Erhaltung

3.5.2.1 Definition und Eigenschaften des Viererimpulses

 Definition: ’ {p"} = {mu"} = (myc, myv) ‘ (siche 3.5.2.2)
~» Transformationsverhalten eines Vierervektors

* HKigenschaften:

2 . 2
- Nomm: pupt = p*° — 7% = (mye)? — (myd)? = (mye)(1 — ) = m?c?
= |pupt = m2c? | > 0: zeitartig
- Element p®: myc > 0 — ,,zukunft“artig
- Grenzverhalten bei v/c — 0: (nichtrelativistischer Ubergang)

UL~ L4 A o = (met 22 ) + -

1
=[P}~ (S(me + Tar), Par) + O(0? /%)
v/e—0 C

wobei T, ;. nichtrelativistische kinetische Energie
und py, . nichtrelativistischer Impuls

* Motiviert Terminologie und Notation

E
pt = (—,ﬁ) »,Energie-Impuls-Vektor*
c

mit p: relativistischer Impuls
E: relativistische Energie

Zusammenhang: | E = +/(pc)? + (mc?)?

Energie wird weiter zerlegt in:
,Ruheenergie*: Ey = mc?
,Relativistische kinetische Energie“: T,. = E — Ej

Weiterhin wird oft eingefiihrt:

Bewegte Masse: |[m(v) =~v-m =m/y/1 —v2/c?

< ,Ruhmasse“ mg =m
(

Damit kann man schreiben:
Relativistischer Impuls: 7= m(v) - ¢
- C

Relativistische Energie: E = m(v) - ¢

Nachteil dieser Schreibweise: m(v) ist kein Welt-Tensor.
Dagegen ist Ruhmasse m ein Lorentz-Skalar.
— Benutzung von m(v) erschwert kovariante Schreibweise,
soll daher hier weitgehend vermieden werden!

x Grenziibergang zu masselosen Teilchen

Ubergang m — 0 im Gegensatz zum nichtrelativistischen Fall ohne wei-
teres moglich (z.B. Photonen)

Man erhélt Vierervektor p mit | p,p" = m2c? = 0| lichtartig
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~> p hat die Form |p = (|p|, )
Vergleich mit m~y(c, ¥) — Geschwindigkeit
Energie: |E = |p] - ¢

3.5.2.2 Energie- und Impulserhaltung

,,Plausibilitéitsbetrachtungen*

In der nichtrelativistischen Physik folgt aus der Homogenitéit von Raum und
Zeit die Energie- und Impulserhaltung. Wie sieht das hier aus?

,Herleitung® im Moment nicht md&glich.
(Bislang noch keine allgemeine Aussagen iiber Wechselwirkungen und
”Potentiale”, wie diejenigen, die in 1.1.5 benutzt wurden.)

Aber: Erhaltungsséitze in der nichtrelativistischen Physik sehr stark verankert,
konform mit allen Erfahrungen!

~» Annahme: Es gibt so etwas dhnliches auch relativistisch.
In abgeschlossenen Inertialsystemen gibt es eine ,, Energie“ und einen ,, Im-
puls“, die Erhaltungsgrofien sind.

Frage: Welche Groflen kommen dafiir in Frage?
(missten im nichtrelativistischen Grenzfall zur nichtrelativistischen Ener-
gie und nichtrelativistischem Impuls werden)

Vermutung (naheliegenderweise): Energie-Impuls-Vektor p = mu

Diese Vermutung soll anhand zweier Modellsituationen getestet werden. Ein
Beweis ist, wie oben erwéahnt, aktuell nicht moglich.

(i) Ein kréftefreies Teilchen
,Kriftefrei“ — Einstein-Kraft F' = 0 — Minkowski-Kraft K =0
Mit K = dp folgt 5 dp = 0 = p = const..

) Zwei identische Teilchen, elastischer Stofl

§ < Waihle als Bezugssystem dasjenige Inertialsystem, in

dem die Teilchen vor dem Stofl mit entgegengesetzter
Geschwindigkeit +v;, aufeinander zufliegen.
Falls ,,Energie“- und ,Impuls“erhaltung gilt, miissen sie nach dem
Stol entgegengesetzt auseinanderfliegen mit +,,5, wobei die abso-
lute Geschwindigkeit dieselbe sein muss wie vor dem Stof:
‘77ein| = ‘77aus| .
~» Gesamtviererimpuls p = m(uj + u2) = (2v(v)me, 0) = const.
~» Bleibt auch in jedem anderen Inertialsystem konstant!

Fazit: Viererimpuls ist in unseren Modellsituationen tatséchlich erhalten.
Wir wollen nun fordern, dass er generell erhalten ist.
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Folgerung: Energie- und Impulserhaltung sind eng verkniipft.
Ein Erhaltungssatz kann nicht ohne den anderen gelten.
(Denn: Energie und Impuls gehen in verschiedenen Inertialsystemen in-
einander iiber.)

3.5.2.3 Die Aquivalenz von Masse und Energie

Betrachte inelastischen Stofl oder Explosion
Nichtrelativistische Mechanik: Impulserhaltung, aber keine Energieerhal-
tung
Relativistisch: Ein Erhaltungssatz kann nicht alleine gelten

Einsteins Forderung: Viererimpuls in solchen Fillen ganz erhalten!
~» Gesamtenergie F = const.
~» Geht nur, wenn kinetische Energie in Ruheenergie iibergehen kann
und umgekehrt = Ruhmasse m &ndert sich

= Aquivalenz von Masse und Energie

E =m(v)c? mit M (geméB 3.5.2.1)

Folgerungen und Beispiele:

e Inelastischer Stof: [ e -
wy o, “ "
Vorhey : E=2me CUS) wathihy ¢ E'- el

E=FE = M =2mgy(v) > 2myg
— Kinetische Energie geht in Ruheenergie iiber.
(hier: effektive , Ruheenergie“: erhohte Wiarmebewegung im Korper)

e Massenzuwachs, wenn 100 kg um 1 km gehoben werden:
Am =10"12 kg
o (3-Zerfall:

M —>p=e o i
Neviow  Proe  Eledmy  Rvhusolnwe

Es gilt: m,, = 1.0087 p; my, = 1.0073 p; me = 51074 p; my, =~ 0
~> Freies Neutron kann zerfallen, freies Proton nicht (nur im Kern)

P> m+ e+ v
Potdrow  Neunwo

Atombombe: Kraftwirkung durch Massenverlust von ~ 0.1%

Sonne: Massenverlust AA—T ~4-10'2 kg/s
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3.6 Ausblick: Das starke Aquivalenzprinzip

Wir haben gesehen: Die spezielle Relativitdtstheorie, basierend auf den Ein-
steinschen Postulaten, 16st alle eingangs angesprochenen theoretischen und ex-
perimentellen Fragen. Sie ist experimentell gut iiberpriift.

Allerdings wirft sie neue Fragen auf: Die Maxwell-Theorie kann man zwar gut
mit dem Relativitdtsprinzip in Einklang bringen, aber das Gravitationsgesetz
passt nun nicht mehr hinein.

Problem: Newtons Gravitationsgesetz wirkt instantan. In einer Theorie ohne
absolute Gleichzeitigkeit ist das nicht moglich

~» Frage: Gibt es also doch wieder ein bevorzugtes Inertialsystem, in dem das
Gravitationsgesetz gilt? Hat man die Giiltigkeit des Relativitatsprinzips
bzgl. eines Naturgesetzes (Maxwellsche Gleichungen) auf Kosten der Re-
lativitéit eines anderen Naturgesetzes (Gravitationsgesetz) erkauft?
(Beachte: Gravitationsgesetz ist Galilei-invariant)
Wo soll da der Fortschritt sein?

Einsteins Ausweg: Man braucht eine neue Gravitationstheorie.

Ausgangspunkt: Verschirftes Relativitdtsprinzip

Betrachte Beobachter in einem abgeschlossenen Aufzug.

Beobachter fiihlt sich kréftefrei: Dann gibt es fiir ihn keine Moglichkeit
festzustellen, ob der Aufzug sich gerade im freien Fall befindet oder
im Weltall im intergalaktischen Raum schwebt (fern jeder Materie).

Beobachter spiirt eine Kraft: Er kann nicht entscheiden, ob die Kraft die
Gravitationskraft zu einer schweren Masse auflerhalb des Aufzugs
ist, oder ob der Aufzug beschleunugt ist.

(Voraussetzung: Aufzug klein genug. Sonst konnte man Gravitatons-
kraft daran erkennen, dass sie inhomogen ist.)

= Aquivalenzprinzip

Das schwache Aquivalenzprinzip besagt: In Weltgebieten, die so klein
sind, dass man die 6rtliche und zeitliche Anderung des Gravitations-
feldes vernachléssigen kann, lésst sich stets ein Bezugssystem wiéhlen,
in dem die Gravitation keinen Einfluss auf die Bewegung makrosko-
pischer Teilchen ausiibt. Es ist eine Folge der mit einer Genauig-
keit von 10~! experimentell bestiitigten Aquivalenz von triger und
schwerer Masse. Diese Aquivalenz bedeutet, dass alle Korper in ei-
nem dufleren Gravitationsfeld gleich schnell fallen.

Das starke Aquivalenzprinzip besagt: In Weltgebieten, die so klein sind,
dass man die ortliche und zeitliche Anderung des Gravitationsfeldes
vernachléssigen kann, lédsst sich stets ein Bezugssystem wiahlen, in
dem die Gravitation keinen Einfluss auf irgendwelche physikalische
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Vorgdnge ausiibt. Die allgemeine Relativitdtstheorie erfiillt nicht nur
das schwache, sondern auch das starke Aquivalenzprinzip.

Als Inertialsysteme gelten nun Systeme, in denen Teilchen auch unter Einfluss
von Gravitation kréftefrei erscheinen.

Vorteil: Inertialsysteme sind nun physikalisch realisierbar

Nachteil: Inertialsysteme konnen nur noch lokal existieren.
(,Koordinatenachsen diirfen nicht zu lang sein*)
Unendlich ausgedehnte Inertialsysteme kann es nicht geben.

~» Grundlage der Allgemeinen Relativitdtstheorie
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