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Abgabe: Einwurf in den roten Kasten Nr. 34 im Erdgeschoss des Physik-Gebdudes (Staudingerweg 7)

Aufgabe 25) Entropische Krifte II: Gummielastizitét (12 Punkte)

Betrachten Sie eine Kette von N 4+ 1 Massenpunkten, die durch N masselose Glieder der
(anndhernd) festen Lénge | verbunden sind. Die Massenpunkte und Zwischenglieder kénnen
sich beliebig iiberlappen und die Orientierungen verschiedener Glieder sind demnach statistisch
unabhéngig voneinander. Der Abstand vom Anfang zum Ende der Kette betréigt R = Ef\; 1l_;

(mit |I;] = 1V4).

(a) Berechnen Sie die Erwartungswerte (R), (R?), (RoRg) mit o, 8 = x,y, 2.
(b) Berechnen Sie mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes fiir grofe N die Verteilung P(R).

(¢) Nehmen Sie nun an, dass auf die Enden der Kette eine Kraft F wirkt, d.h. es gibt einen
Energiebeitrag Ep = —F - R. Berechnen Sie die Zustandssumme der Kette Z(F,T) als
Funktion von F' und der Temperatur 7" mit Hilfe des Ergebnisses von (b).

Hinweis: Wenn Sie (b) nicht 16sen konnten, dann rechnen Sie mit P(R) = const-exp(—ﬁ}%’?).

(d) Bestimmen Sie aus Z(R,T) die freie Energic G(F,T) = —kgTInZ und den mittleren

-

Abstand (R) als Funktion von F' und der Temperatur 7.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst (Ro) = —0G/0F,.

(e) Wie verhélt sich die Lénge der Kette, wenn man bei gleichbleibender Kraft die Temperatur
erhoht? Diskutieren Sie Thren Befund.

Aufgabe 26) Isingmodell I (12 Punkte)

Das Isingmodell ist ein wichtiges Modellsystem bei der theoretischen Untersuchung von Pha-
seniibergédngen. Man betrachtet N ”Spins” ¢;, die den Wert o; = £1 annehmen kénnen. Die po-

tentielle Energie E héngt von den Spinkonfigurationen C = {01, - -,on} ab. Kinetische Freiheits-
grade gibt es nicht. Die ”Ordnung” des Systems wird {iber den ” Ordnungsparameter” M = ). o;
quantifiziert.

Analog zu Kapitel 2.4. kann man verschiedene Gesamtheiten definieren. In der kanonischen
Gesamtheit sind die Konfigurationen z.B. gemif P[C] = Z~! e FICl/kBT  yerteilt.

Betrachten Sie hier ein Isingmodell mit der Energie £ = —J ﬁ z]'szl oi0; — H Zfi 1 0i, wobei
der Parameter J die Wechselwirkung zwischen Spins quantifiziert, und H ein auf die Spins
wirkendes Feld ist. In dieser Variante des Modells kommuniziert also jeder Spin gleichberechtigt
mit jedem anderen Spin.



(a)

()

In der kanonischen Gesamtheit ist der Ordnungsparameter geméf einer Verteilung P (M) =
z-t exp[—,ﬂ%TF (M)] verteilt. Berechnen Sie F'(M) unter Zuhilfenahme der Stirling-Formel.

Das Ergebnis hat die Form F(M) = N f(m) mit m = M/N und
kBT 1 2
f(m) = const + T[(l —m)In(l —m)+ (1 4+ m)In(l +m)] — §Jm —Hm (1)

Hinweis: Berechnen Sie vorab die Anzahl N (M) der Konfigurationen mit Ordnungspara-
meter M.

Berechnen und skizzieren Sie f(m) aus (1) fur J = 1,kgT = 0.5 und H = 0,£0.01.
Skizzieren Sie dann P(M) o exp(—N f(m)/kpT) fiir dieselben Parameterwerte und N =
10,50, 100. Was fallt Thnen auf?

Auf Basis Ihrer Beobachtung sollten Sie nun erkennen, wie man in der kanonischen Ge-
samtheit im Grenzfall N — oo die Ordnungsparameterdichte m fiir gegebene Parameter
T, J, H berechnet. Bestimmen Sie m(H) fir kgT = 1,J = 0.5.

Skizzieren Sie f(m) fir J =1,H = 0 und kgT = 0.5,1,1.5. Was sehen Sie?

Es gibt einen Phaseniibergang bei einer kritischen Temperatur 7. Berechnen Sie T, und
diskutieren Sie das Verhalten von m(7T, H — 0*) als Funktion von 7' in der Nihe von T..

Aufgabe 27) Eindimensionale Isingkette (12 Punkte)

Wir betrachten dasselbe Modell wie in Aufgabe 26. Allerdings sind die Spins jetzt auf einem
Ring angeordnet und kommunizieren nur mit ihren direkten Nachbarn. Die Energie dieser ein-
dimensionalen Isingkette im Feld H ist £ = —J ) ., 0,051 — H ), 0;.

Berechnen Sie den Ordnungsparameter (M) = (>, 0;) einer geschlossenen Isingkette von N
Spins (on+1 = 01). Gehen Sie folgendermaflen vor:

(a)
(b)

(c)
(d)

Zeigen Sie allgemein: Mit F(T,H) = —kgT'In Z gilt (M) = —(0F/0H)r. Hier ist Z die
Zustandssumme, Z =3 _ 0>, 4 e~ BE(o1,,0N)

Definieren Sie die 2 x 2-Matrix
an (O el )
exp(=fJ)  exp(B(J — H))
und beweisen Sie Z = Spur(AV).
Berechnen Sie Z und F'(H) im Grenzwert sehr grofier N.

Berechnen Sie den (M) als Funktion von T'und H aus F(H,T) mit Hilfe von (a). Betrachten
Sie den Fall H — 0. Hat das System einen Phaseniibergang?

Aufgabe E) (2 Sonderpunkte)

Stellen Sie auf einem separaten Blatt drei Fragen zum bisherigen Inhalt der Vorlesung. Sie kénnen
die Fragen auch anonym stellen, dann gibt es halt keine Sonderpunkte. Ich werde sie in der
Vorlesung besprechen.



