5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Naherung einer Funktion um einen Punkt

Als erste Naherung kann eine stetige und differenzierbare Funktion
um einen Punkt xo durch die Tangente in xy ersetzt werden:

y = f(xo) + f'(x0)(x — Xo) (85)
Die N&herung wird besser, wenn man héhere Ableitungen mitnimmt:

Taylor-Entwicklung
Die Funktion f(x) kann um xo durch

n
y
f(x) = Y 1 ®0x0)(x — x0)f (86)
k=0
genahert werden, wenn die Reihe konvergiert, d.h. der Grenzwert
n o0
. 1 1
f(x) = lim_ kZ—O Hf(k)(xo)(x - x)f = 2 Hf(k)(xo)(x — Xo)"

existiert.
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5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Beispiele fur Taylorentwicklungen

Beispiel: Taylorentwicklung eines Polynoms um xo = 0
Ein Polynom 2. Grades ist gegeben durch f(x) = ax? + bx + c.
1. Ableitung: f'(x) = 2ax+b
2. Ableitung: f’(x) = 2a, héhere Ableitungen f/(x) = f*(x) = ... = 0.
1. Naherung: f(x) ~ f(xo)+ (x—Xo) -f(x0) = f(0)+x-f(0) = c+bx.
2. Naherung: f(x) ~ f(0)+ x-f'(0) + ’é—? -f"(0) = c+bx+ X; -2a

= ax?+ bx + ¢ = urspringliche Funktion!

Beispiel: Taylorentwicklung von e* um xy = 0
Exponentialfunktion: f(x) = e*, f(xo =0) =1.

Ableitungen: f(x) = f(x) = --- = fN(x) = & = alle f(N(0) = 1.
= Taylorreihe: & = Z mx” (Definition der e-Funktion!)
n=0
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5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Beispiele fur Taylorentwicklungen

Beispiel: Taylorentwicklung von sin x um xo = 0
f(x) = sinx, f(0) =0 ‘\ “ :
f'(x) =cosx, f(0) =1 ‘-« [N
F(X) = —sinx, £(0) =0 ~A DD £

f(x) = —cosx, f"(0) =—1 1! ; | ~.\
2;12 3 \ \

f@(x) = sinx, f40)=0 oo . \
Taylorreihe: sinx = x — £ + £ 4 ... = Z " e X

Da die Fakultat im Nenner flr n — oo immer schneller wachst als
die Potenz im Z&hler, konvergiert die Reihe fiir alle x € R
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5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Konvergenz der Taylorreihe

Die Taylor-Entwicklung bis zur Ordnung n ist nur in der Nahe von xg
eine gute N&herung.

Die Taylorreihe (mit unendlich vielen Termen) konvergiert manchmal
nur in einem beschrankten Konvergenz- oder Gltigkeitsbereich.

Beispiel: Taylorentwicklung von In(1 + x) um xo = 0

f(x) =In(1+x), f(0) =0 - —
0 =y O =1 z
f”(X) = _(1_:_)()27 f”(O) = _1 1 Y = In(x+1)
P00 = a2 17(0) = 2 ; : :
El y=P10(x)

= In(1+x):x—’—2‘+%2+—--~ 2

oo = 7)) 3

= Zn:1 ( n) x".

= Taylorreihe von In(1 + x) konvergiert nur fir —1 < x < 1.
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5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Anwendungen der Taylor-Entwicklung

@ Nullstellensuche
Die Gleichung f(x) = 0 ist manchmal nicht analytisch lésbar.
Stattdessen kann man die Nullstellen ann&hern:
@ Starte mit einem Wert x; in der Nahe einer Nullstelle.
© Nahere f(x) durch die Tangente f(x) ~ f(x1) + f'(x1)(x — x1) an,
die die Nullstelle xp = x; — 702 hat.

© Wiederhole das Verfahren mit x, als neuem Schétzwert, usw.

Beispiel: Nullstelle von f(x) = x2 — 10
Wahre Nullstelle: xo = v/10 = 3,1622777..., Ableitung: f'(x) =

Setze x1 =3 = X2 = 3— 7% =3- = 3,167
= x3 = 8,167 — {5} = 38,167 — 3228 = 3,162281
= X4 = = 3,162281 — {502 — 3,1622776...

Rainer Wanke (Institut fur Physik) Mathe-Vorkurs Bio & Geo SoSe 2020 23.03. — 09.04.2020 86



5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Anwendungen der Taylor-Entwicklung

@ Grenzwerte

Analog zur Regel von de I'Hépital kann man fir die Bestimmung
eines Grenzwerts die Funktion durch ihre Taylorreihe ersetzen.

Beispiele: Grenzwerte mit Taylorreihe

3 5
. . i | sl R . 2
o lim =X — |im ——8%—— — lim (1 5+ & +—--->=1-
x—0 x—0 x—0
o0 1 n oo
o lim €1 _ jim oo m X T 1 s gt
x—0 X x—0 X x—0 X
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5. Differentialrechnung 5.5. Taylor-Entwicklung

Anwendungen der Taylor-Entwicklung

@ Vereinfachung von Problemen
Ersetze komplizierte Funktionen durch das Naherungspolynom.

Beispiel: Umwegproblem

Der direkte Weg s ist durch ein Hindernis a PR
der Breite b < s blockiert. Wie grof ist der
neue Weg W = 2a als Funktion von b? s

2b
=,

Es gilt @ = (£)? + b? (Pythagoras). Setze auBerdem x :=
2

2
— W(b) = 2a=2\/(5)+1? = sv/1+(@) = sVI TR = W(x)
\/1+x2—sx71+x 3
T2 = ST

_— WI(X) _ S-2X — SX W”(X) _

W e
— W(x) = W(0)+x- W)+ % WO
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